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Introduction

0.1 Motivation

Dans ce travail, on étudie certains problèmes de dispersion de la dynamique de popu-
lations qui intègrent des réponses aux intrfaces entre les di¤érents types d�habitats. Ces
problèmes sont basés sur des équations aux dérivées partielles de type parabolique situées
dans le paysage suivant constitué par trois habitats di¤érents :


 = 
� [ 
0 [ 
+;
où 8<:


� = ]�l; 0[� ]0; 1[

0 = ]0; 2L[� ]0; 1[

+ = ]2L; 2L+ l[� ]0; 1[ ;

avec l; L > 0. L�équation de di¤usion est

@u

@t
(t; x; y) =

8<:
d:4u� (t; x; y) + Fu (t; x; y)) dans ]0; T [� 
�
d0:4u0(t; x; y) + F0(u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
0
d:4u+(t; x; y) + F (u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
+;

(1)

sous la condition initiale

u(0; x; y) =

8<:
'�(x; y) dans 
�
'0(x; y) dans 
0
'+(x; y) dans 
+;

les conditions aux limites8>>>><>>>>:
u�(t;�l; y) = f�(t; y); y 2 ]0; 1[
u�(t; x; 0) = u�(t; x; 1) = 0; x 2 ]�l; 0[
u0(t; x; 0) = u0(t; x; 1) = 0; x 2 ]0; 2L[
u+(t; x; 0) = u+(t; x; 1) = 0; x 2 ]2L; 2L+ l[
u+(t; 2L+ l; y) = f+(t; y) y 2 ]0; 1[ ;

(2)

les conditions de continuité aux interfaces �0 = f0g � ]0; 1[ , �2L = f2Lg � ]0; 1[(
u0(t; 0; y) = u�(t; 0; y); y 2 ]0; 1[
u0(t; 2L; y) = u+(t; 2L; y); y 2 ]0; 1[ ;

(3)

et les conditions d�interface d�assymetrie sont8><>:
(1� p)d@u�

@x
(t; 0; y) = pd0

@u0
@x
(t; 0; y); y 2 ]0; 1[

pd0
@u0
@x
(t; 2L; y) = (1� p)d@u+

@x
(t; 2L; y); y 2 ]0; 1[ :

(4)

Nous avons utilisé ci-dessus les notations naturelles

u� = u=
� ; u0 = u=
0 ; u+ = u=
+ :
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Ici, u(t; x; y) représente la densité de la population, 
0 c�est le refuge alors que


� [ 
+;
est la zone tampon avec leurs coe¢ cients de di¤usion correspondants d0 et d .
L�équation 2.1 désigne la di¤usion dans les habitats avec F0 et F représentent la croissance

et la décroissance de la population dans les zones tampons respectives. Dans les conditions
aux bords 2 la densité de la population est �xée sur f�lg � ]0; 1[ etf2L+ lg� ]0; 1[. Les
conditions 3 explicitent la continuité de la population, les conditions 4 sont basées sur la no-
tion du mouvement brownien biaisé caractérisé par le paramètre p 2 ]0; 1[ :Dans notre travail
on supposera le cas intéréssant du mouvement brownien biaisé correspondant à l�hypothèse

p 6= 1

2
:

On considère dans ce travail uniquement la partie linéaire des fonctions logistiques, c�est-à-
dire 8<:

F (u(t; x; y)) = �ru� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
F0(u(t; x; y)) = r0u0 sur ]0; 2L[� ]0; 1[
F (u(t; x; y)) = �ru+ sur ]2L; 2L+ l[� ]0; 1[ ;

avec r0 est le taux de croissance dans le refuge et r le taux de mortalité dans les zones
tampons, donc notre problème stationnaire devient

(P )

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Eqs)

8<:
d4u� � ru� = g� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
d04u0 + r0u0 = g0 sur ]0; 2L[� ]0; 1[
d4u+ � ru+ = g+ sur ]2L; 2L+ l[� ]0; 1[

(Bound:C)

8>><>>:
u = 0 dans ]�l; 2L+ l[� f0g
u = 0 dans ]2L; 2L+ l[� f1g
u� = f� dans f�lg � ]0; 1[
u+ = f+ dans f2L+ lg � ]0; 1[

(Int erf :C:)

�
u� = u0 dans f0g � ]0; 1[
u0 = u+ dans f2Lg � ]0; 1[

(Skew:C:)

8><>:
(1� p)d@u�

@x
(0; y) = pd0

@u0
@x
(0; y); y 2 ]0; 1[

pd0
@u0
@x
(2L; y) = (1� p)d@u+

@x
(2L; y); y 2 ]0; 1[ ;

où g�; g0 et g+ sont des fonctions données dans un espace approprié.
L�objectif de ce travail est de donner une analyse complète de (P ), a�n d�étudier le

problème d�évolution 1s4.
L�étude de l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution du problème (p)

nous permet d�obtenir des conditions nécessaires et su¢ santes sur les données aux niveau
des interfaces.
Notres techniques utilisées sont basées sur la théorie des semi-groupes, les puissances

fractionnaires d�opérateurs linéaires, les espaces d�interpolation, le calcul fonctionnel pour
les opérateurs sectoriels.
Les résultats obtenus dans ce travail sont donnés par théorème 4.1 et 4.2 page 40, théo-

rème 4.3 et 4.4 page 47 et théorème 4.5 et 4.6 page 50.
Ce mémoire est organisé comme suit :
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Le premier chapitre est consacré à des rappels d�usage sur les outils mathématiques
utilisés dans ce mémoire.
Dans le deuxième chapitre, on donne la représentation de la solution du notre pro-

blème en utilisant les semi-groupes, les puissances fractionnaires.
Au troisième chapitre, on étudie l�inversibilité de l�opérateur � le déterminant du

système dans la solution en utulisant le calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels et
quelques inégalités d�analyse complexe.
Dans le dernier chapitre, on étudie la régularité de la solution à l�aide des lemmes

techniques qui sont basés sur les éspaces d�interpolations et les résultats de Sinestrari. On
donne des conditions nécessaires et su¢ santes sur les données entre les di¤érents types d�ha-
bitats.



Chapitre 1

Notions et rappels

1.1 Opérateurs liénaires fermés

On rappelle que A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X si et seulement si
c�est une application linéaire dé�nie sur un sous espace vectorielD(A) (domaine de dé�nition
de A) de X à valeurs dans X .
Alors

1. A est dit borné si
D(A) = X et 9C > 0; kA�k � C k�kX

et on écrit A 2 L (X) .
2. A est dit fermé si et seulement si son graphe est fermé, i.e, pour toute suite (xn)n �
D(A) telle que, �

xn ! x;
Axn ! y

)
�
x 2 D(A)
Ax = y

3. A est dit fermable si et seulement s�il admet une extension fermée, ce qui équivaut à
dire que pour toute suite (xn)n � D(A) telle que,�

xn ! 0;
Axn ! y

) y = 0

Les convergences des suites xn et Axn sont au sens de la norme de l�espace X.

Dé�nition 1.1 Soit X un espace de Banach complexe, muni de la norme k:kX . On appelle,

� Spectre de A, l�ensemble

�(A) = f�� C t.q (A� �I) non inversibleg :

� Ensemble résolvant de A, le complémentaire du �(A) dans C noté �(A), c�est
-à-dire

�(A) =
�
�� C t.q (A� �I)�1 2 L(X)

	
:

�Résolvante de A, l�opérateur (A� �I)�1 pour � 2 �(A):

6
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1.2 Les semi-groupes

Dé�nition 1.2 On appelle semi-groupe fortement continu (ou véri�ant la c0-condition), une
application �

R+ ! �(X)
t! G(t)

Telle que,

a) G(0) = I

b) G(t+ s) = G(t)G(s); 8t; s > 0
c) 8 ' 2 X l�application �

R+ ! X
t! G(t)';

est fortement continue en 0,

(8' 2 X, lim
t!0+

kG(t)'� 'kX = 0)

1) si t 2 R; (G(t)) est dit groupe.
2) la condition c) n�implique pas que

lim
t!0+

kG(t)� IkX = 0

Dé�nition 1.3 On appelle générateur in�nitésimal du semi-groupe(G(t)), l�opérateur li-
néaire non borné A dé�nie par

8><>:
DA =

�
' 2 X : lim

t!0+
G(t)'� '

t
existe dans X

�
8' 2 DA; A' = lim

t!0+
G(t)'� '

t
:

1.2.1 Semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.4 Soit X un espace de Banach complexe. Soit le secteurX
= fz 2 C : �1 < arg z < �2 et �1 < 0 < �2g ;

soit fG(z)gz2P une famille d�opérateur linéaire bornée sur X; on dit que fG(z)gz2P
forme un semi-groupe holomorphe, si elle véri�e :

1) G(0) = I:

2) G(z1 + z2) = G(z1)G(z2); pour tout z1; z2 2
P
:

3) limz!0z2P G(z)' = '; pour ' 2 X:
4) L�application z 2

P
n f0g ! G(z)' 2 X est holomorphe 8' 2 X:

Théorème 1.1 (Théorème de Kato)



8

Soit A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire non borné véri�ant

1) A est fermé.

2) D(A) = X (densité)

3) �(A) � f� 2 C� : Re � > 0g et 9L > 0 =8� 2 �(A) on a(A� �I)�1
X
6 L

j�j :

Alors, A est générateur in�nitésimal d�un semi-groupe tel que :

1) 9M > 0=8t > 0; kG(t)kL(X) 6M:
2) 8t > 0; G(t) 2 L(X;D(A)) et kAG(t)k

L(X)
6 M

t
:

1.3 Les espaces d�interpolation

Dé�nition 1.5 Soit X un espace de Banach, on désigne par Lp�(R+; X) avec p 2 [1;+1[;
l�espace de Banach des fonctions f fortement mesurables dé�nies pour presque tout t 2 R+

et telles que �Z +1

0

kf(t)kpX
dt

t

� 1
p

= kf(t)kLp�(R+;X) < +1:

Si p = +1, on dé�nit l�espace Lp�(R+; X) par

f 2 Lp�(R+; X),
�
f : R+ ! X; est fortement mesurable et

sup ess0<t<1 kf(t)kX <1:

Dé�nition 1.6 Soient (X0; k:k0) et (X1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant continu-
ment dans un espace topologique séparé E.

Pour p 2 [1;+1[, et � 2]0; 1[, on dit que x 2 (X0; X1)�:p si et seulement si

1) 8t > 0; 9u0(t) 2 X0; 9u1(t) 2 X1 : x = u0(t) + u1(t)

2) t��u0 2 Lp�(R+; X0); t1��u1 2 Lp�(R+; X1)

Proposition 1.1 Soient (X0 \X1; k:kX0\X1); (X0 +X1; k:kX0+X1) et
�
(X0; X1)�;p ; k:k�;p

�
des espaces de Banach pour les normes respectives

� kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1 si x 2 X0 \X1

� kxkX0+X1 = inf
xi2Xi; i=0;1
x=x0+x1

(k x0kX0 + k x1kX1) si x 2 X0 +X1

� kxk�;p = inf
ui:R+!Xi; i =0;1
8t>0; u0(t)+u1(t)=x

(
t��u0Lp�(R+;X0) + t1��u1Lp�(R+;X1)) si x 2 (X0; X1)�;p;

et de plus
X0 \X1 � (X0; X1)�;p � X0 +X1

avec injections continues.
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Notation 1.1
(X0; X1)�;p = (X1; X0)1��;p:

Dé�nition 1.7 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � X muni de la
norme,

8x 2 D(A) : kxkD(A) = kxkX + kAxkX ;
on a alors,

DA(�; p) = (DA; X)1��;p pour p 2 [1;+1] et 0 < � < 1:
Grâce à la propriété de réitération on a :

DA(m�; p) = DAm(�; p);

où m entier> 1; p 2 [1;+1], � 2 ]0; 1[ ; (voir [6]) , cas particulier m = 2
on a

DA(2�; p) = DA2(�; p);

1.4 Calcul fonctionnel

1.4.1 Opérateurs sectoriels

Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, véri�ant les propriétés suivantes, il existe
� 2 [0; �[ tels que �(A) � S�

S� =

�
fz 2 C, z 6= 0; jarg zj < �g si 0 < � < �
(0;1) si � = 0:

et pour tout � 2]�; �[;
sup

w2CnS�

w(wI � A)�1 < +1
(on dit que A est un opérateur sectoriel avec angle spectral �) (voir [12] p 17) .
On remarque que si R� � �(A) et sup�2R+ � k(�I + A)�1k < 1+ alors A est sectoriel

(voir [10] ; lemme 6 :4 :1) :

Remarque 1.1 Soit � 2
i
0;
�

2

h
:

z 2 S� , 0 6 jIm zj
Re z

< tan�. (1.1)

Dé�nition 1.8 Pour ' 2]0; �[

�H(S') : l�espace des fonctions holomorphes de S' dans C:
�H1(S') = ff 2 H(S') : supz2S' jf(z)j <1g:
�H1

0 (S') = ff 2 H(S') : 9s 2 R+ supz2S' maxfjzj
S ; jzj�Sg jf(z)j <1g:

�Hp(S') = ff 2 H(S') : 9s 2 R+ supz2S' minfjzj
S ; jzj�Sg jf(z)j <1g:
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Remarque 1.2
H1
0 (S') � H1(S') � Hp(S') � H(S')

et H1
0 (S') est un espace de Banach muni de la norme kfk1 = supz2S' jf(z)j.

Dé�nition 1.9 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X, alors pour f 2
H1
0 (S'), on dé�nit l�opérateur linéaire bornée f(A)

f(A) =
1

2�i

Z
��

f(z)(zI � A)�1dz:

ou � � ]�; '[ et �� est un chemin dans le plan complexe composé par deux demi-linges�
� e�i�; � 2 R+ [ f0g

	
;

orienté avec une partie imaginaire décroissante (voir [12] p 27).

Dé�nition 1.10 On dit que A admet H1(S') calcul fonctionnel borné si pour tout f 2
H1(S') l�opérateur f(A) est borné et il existe c 2 R+ (indépendante de f) tel que

kf(A)k � c kfk1

Proposition 1.2 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X:

S�il existe c 2 R+ tel que pour tout f 2 H1
0 (S') on a : kf(A)k � c kfk1 alors A admet

H1(S') calcul fonctionnel borné .
Preuve. voir [5] corollaire 2.2 ou [9], théorème 4.9.

Proposition 1.3 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X:

�

f; g 2 Hp(S'))
�
f(A) + g(A) � (f + g)(A)
f(A):g(A) � (f:g)(A)

� �
f; g 2 Hp(S')
g(A) 2 �(X)

)
�
f(A) + g(A) = (f + g)(A)
f(A):g(A) = (f:g)(A)

� Pour la preuve voir [5] ou [9], théorème 4.5 et corollaire 4.6 .

Proposition 1.4 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X:

Si f 2 Hp(S') ,( 1f ) 2 Hp(S') et (
1
f
)(A) 2 L(X) alors f(A) est inversible à inverse borné

[f(A)]�1 = (
1

f
)(A)

Preuve. voir [7], proposition 3.3

Proposition 1.5 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X:

Si A admet H1(S'
2
) calcul fonctionnel borné alors A

1
2 est un opérateur sectoriel, injectif,

Im(A) = X et admet H1(S'
2
) calcul fonctionnel borné .

Preuve. voir [7], proposition 3.4



11

1.4.2 Les espaces de Hölder

Dé�nition 1.11 Soient E un espace de banach complexe et C([0; 1]; E) lespace de banach
des fonctions continues de [0; 1] à valeurs dans E, muni de la norme

kfkC(X) = max
t2[0;1]

kf (t)kE :

On considére, pour 0 < � < 1; l�espace

C�([0; 1]; E) =

(
f 2 C([0; 1]; E)n sup

t�s 6=0

kf (t)� f(s)kE
jt� sj�

< +1;
)

muni de la norme

kfkC�(E) = kfkC(E) + sup
t�s 6=0

kf (t)� f(s)kE
jt� sj�

:



Chapitre 2

Représentation de la solution

2.1 Formulation opérationnelle de P

On dé�nit l�opérateur A dans l�espace de Banach E = C([0; 1]);�
D(A) = f' 2 C2([0; 1]) : '(0) = '(1) = 0g
(A')(y) = '00(y):

Cet opérateur fermé véri�e l�hypothèse d�ellipticité de Krein suivante8<: pour tout � 2 ]0; �[ ; �(A) � S��� [ f0g et
9C > 0 : 8� 2 S��� [ f0g; k(�I � A)�1kL(E) �

C

1 + j�j ;
(2.1)

où �(A) désigne l�ensemble résolvant de A et,

S� = fz 2 Cnf0g : jarg zj < �g ; avec � 2 ]0; �[ ;

et Il existe une boule �(0; �); � > 0; Tel que �(A) � �(0; �) et l�estimation en 2.1 est
toujours vraie dans S��� [ �(0; �):
Les notations usuelles suivantes des fonctions à valeurs vectorielles

u�(x)(y) := u�(x; y); u0(x)(y) := u0(x; y);

permettant alors d�écrire le problème (P ) dans l�espace E; comme suit :

(PA)

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Eqs)

8>>>>><>>>>>:
u00�(x) + Au�(x)�

r

d
u�(x) =

g�(x)

d
sur ]�l; 0[

u000(x) + Au0(x) +
r0
d0
u0(x) =

g0(x)

d0
sur ]0; 2L[

u00+(x) + Au+(x)�
r

d
u+(x) =

g+(x)

d
sur ]2L; 2L+ l[

(Bound.C)
�
u�(�l) = f �
u+(2L+ l) = f+

(Int erf .C.)
�
u�(0) = u0(0)
u0(2L�) = u+(2L)

(Skew.C:)
�
(1� p)du0�(0) = pd0u00(0)
pd0u

0
0(2L) = (1� p)du0+(2L)

;

12
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la fonction g est telle que8<:
g� = gj[�l;0] 2 C�([�l; 0] ;E)
g0 = gj[0;2L] 2 C�([0; 2L] ;E)
g+ = gj[2L;2L+l] 2 C�([2L; 2L+ l] ;E);

(avec 0 < � < 1).

Remarque 2.1 L�hölderianité de g�; g0 et g+ implique L�hölderianité globale de g sur
[�l; 2L+ l] si et seulement si g�(0) = g0(0) et g0(2L) = g+(2L);on ne supposera pas cette
condition.

2.2 Résolution du problème opérationel (PA)

A�n de ne pas compliquer les calculs, on prendra les constantes d�intervalles l = 1; L =
1

2
:

On pose (
p� = (1� p) d, p+ = pd0,
r

d
= k,

r0
d0
= k0,

et 8>><>>:
G� (x) =

g� (x)

d
, x 2 ]�1; 0[

G0 (x) =
g0 (x)

d0
, x 2 ]0; 1[ ,

B = �
h
�
�
A� r

d
I
�i 1

2
; B0 = �

�
�
�
A+

r0
d0
I

�� 1
2

:

On commence par résoudre le problème suivant

�
P(BB0)

�
8>>>>>><>>>>>>:

(Equations)
�
u00� (x)�B2u� (x) = G� (x) dans ]�1; 0[
u000 (x)�B20u0 (x) = G0 (x) dans ]0; 1[

(Boundary C:)
�
u� (�1) = f�
u00 (1) = 	

(Interface C.) u� (0) = u0 (0)
(Skewness C.) p�u

0
� (0) = p+u

0
0 (0) :

où 	 est un élément dans E à déterminer dans une deuxieme étape, il est bien connu que la
solution de l�équation du second ordre suivante

u00 (x)�B2u (x) = G (x) ; x 2 ]a; b[ ;
dans E, est écrite

u (x) = e(x�a)B�+ e(b�x)B� + v (G) (x) ;

v (G) (x) =
1

2

Z x

a

e(x�t)BB�1G (t) dt+
1

2

Z b

x

e(t�x)BB�1G (t) dt:
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Alors

u� (x) = e�xB�� + e
(1+x)B�� + v� (G�) (x) ; x 2 ]�1; 0[

u0 (x) = exB0�0 + e
(1�x)B:�0 + v0 (G0) (x) ; x 2 ]0; 1[

donc �
u0� (x) = �Be�xB�� +Be(1+x)B�� + v0� (G�) (x) ; x 2 ]�1; 0[
u00 (x) = B0e

xB0�0 �B0e(1�x)B0:�0 + v00 (G0) (x) ; x 2 ]0; 1[ ;
avec ��; ��; �0; �0 2 E et

v� (G�) (x) =
1

2

Z x

�1
e(x�t)BB�1G� (t) dt+

1

2

Z 0

x

e(t�x)BB�1G� (t) dt:

v0 (G0) (x) =
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 G0 (t) dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 G0 (t) dt:

On a �
u� (�1) = eB�� + �� + v� (G�) (�1) = f�
u00 (1) = B0e

B0�0 �B0�0 + v00 (G0) (1) = 	;�
u0� (0) = �B�� +BeB�� + v0� (G�) (0) ; x 2 ]�1; 0[
u00 (0) = B0�0 �B0eB:�0 + v00 (G0) (0) ; x 2 ]0; 1[ ;

et �
�� = �eB�� � v� (G�) (�1) + f�
�0 = e

B0�0 +B
�1
0 v

0
0 (G0) (1)�B�10 	;

(2.2)

les conditions de transmission�
u� (0) = u0 (0)
p� (u�)

0 (0)� p+ (u0)0 (0) = 0;

donnent �
u� (0) = �� + e

B�� + v� (G�) (0)
u0 (0) = �0 + e

B0�0 + v0 (G0) (0) ;

on a

u� (0) = u0 (0) () �� + e
B�� + v� (G�) (0) = �0 + e

B0�0 + v0 (G0) (0) ;

donc
�� + e

B�� � �0 � eB0�0 = �v� (G�) (0) + v0 (G0) (0) ;
et

p� (u�)
0 (0)� p+ (u0)0 (0) = 0 () p�

�
�B�� +BeB�� + v0� (G�) (0)

�
�p+

�
B0�0 �B0eB0�0

�
+ v00 (G0) (0) = 0

() p�
�
��� + eB��

�
� p+

�
B�1B0�0 �B�1B0eB0�0

�
= �p�B�1v0� (G�) (0) +B�1p+v00 (G0) (0) ;
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on obtient donc 8>><>>:
�� + e

B�� � �0 � eB0�0 = �v� (G�) (0) + v0 (G0) (0)

p�
�
��� + eB��

�
� p+

�
B�1B0�0 �B�1B0eB0�0

�
= �p�B�1v0� (G�) (0) +B�1p+v00 (G0) (0) ;

on remplace �� et �0, on obtient8>>>><>>>>:
�� + e

B
�
�eB�� � v� (G�) (�1) + f�

�
� �0 � eB0

�
eB0�0 +B

�1
0 v

0
0 (G0) (1)�B�10 	

�
= �v� (G�) (0) + v0 (G0) (0)
p�
�
��� + eB

�
�eB�� � v� (G�) (�1) + f�

��
�p+

�
B�1B0�0 �B�1B0eB0

�
eB0�0 +B

�1
0 v

0
0 (G0) (1)�B�10 	

��
= �p�B�1v0� (G�) (0) +B�1p+v00 (G0) (0) ;

on rassemble8>>>><>>>>:

�
I � e2B

�
�� �

�
I + e2B0

�
�0 = �eBf� � eB0B�10 	+ eBv� (G�) (�1)

+eB0B�10 v
0
0 (G0) (1)� v� (G�) (0) + v0 (G0) (0)

�p�
�
I + e2B

�
�� � p+

�
I � e2B0

�
B0B

�1�0
= �p�eBf� + p+B�1eB0	+ p�eBv� (G�) (�1)
�p+B�1eB0v00 (G0) (1)� p�B�1v0� (G�) (0) +B�1p+v00 (G0) (0)

on obtient le système� �
I � e2B

�
�� �

�
I + e2B0

�
�0 = f�

�p�
�
I + e2B

�
�� � p+

�
I � e2B0

�
B0B

�1�0 = g�;
(2.3)

avec 8>>>><>>>>:
f� = �eBf� � eB0B�10 	+ eBv� (G�) (�1) + eB0B�10 v00 (G0) (1)
�v� (G�) (0) + v0 (G0) (0)

g� = �p�eBf� + p+B�1eB0	+ p�eBv� (G�) (�1)
�p+B�1eB0v00 (G0) (1)� p�B�1v0� (G�) (0) +B�1p+v00 (G0) (0) :

(2.4)

Le déterminant abstrait de ce système est

�� =

���� �
I � e2B

�
�
�
I + e2B0

�
�p�

�
I + e2B

�
�p+

�
I � e2B0

�
B0B

�1

����
�� = �p+

�
I � e2B0

� �
I � e2B

�
B0B

�1 � p�
�
I + e2B

� �
I + e2B0

�
: (2.5)

maintenant, nous devons inverser ��:

Remarque 2.2 : On suppose que 9��1
� 2 L (X) ; dans le chapitre 3, on montre que � est

inversible à inverse borné, alors on trouve ��, �0; �� et �0

on obtient donc

�� = �
�1
�

���� f� �
�
I + e2B0

�
g� � P+

�
I � e2B0

�
B0B

�1

����
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alors :
�� = �

�1
�
�
�p+

�
I � e2B0

�
B0B

�1f� +
�
I + e2B0

�
g�
�
;

et

�0 = �
�1
�

���� �I � e2B� f�
�p�

�
I + e2B

�
g�

����
alors

�0 = �
�1
�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
;

donc �
�� = �

�1
�
�
�p+

�
I � e2B0

�
B0B

�1f� +
�
I + e2B0

�
g�
�

�0 = �
�1
�
�
P�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
;

et (
�� = �eB��1

�
�
�p+

�
I � e2B0

�
B0B

�1f� +
�
I + e2B0

�
g�
�
� v� (G�) (�1) + f�

�0 = e
B0��1

�
�
P�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�10 v

0
0 (G0) (1)�B�10 	:

par conséquent, les fonctions�
u� (x) = e

�xB�+ e(1+x)B�� + v� (G�) (x) ; x 2 ]�1; 0[
u0 (x) = e

xB0�0 + e
(1�x)B0�0� + v0 (G0) (x) ; x 2 ]0; 1[

s�écrivent, pour x 2 ]�1; 0[

u� (x) = e
�xB��1

�
�
�p+

�
I � e2B0

�
B0B

�1f� +
�
I + e2B0

�
g�
�

�e(1+x)BeB��1
�
�
�p+

�
I � e2B0

�
B0B

�1f� +
�
I + e2B0

�
g�
�

�v� (G�) (�1) + f� + v� (G�) (x)

avec

v� (G�) (x) =
1

2

Z x

�1
e(x�t)BB�1G� (t) dt+

1

2

Z 0

x

e(t�x)BB�1G� (t) dt:

Et pour x 2 ]0; 1[ ;on obtient

u0 (x) = e
xB0��1

�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+e(1�x)B0eB0��1
�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+B�10 v
0
0 (G0) (1)�B�10 	+ v0 (G0) (x)

avec

v0 (G0) (x) =
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 G0 (t) dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 G0 (t) dt:

Maintenant on passa à u+.
On résoud le problème suivant

(PB)

8<:
(Equations)u00 (x)�B2u+ (x) = G+ (x) sur ]1; 2[

(BoundaryC.)
�
u+ (1) = u0 (1) = H (	)
u+ (2) = f+;

avec la condition
pdu00 (1) = (1� p)du0+ (1) ;
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qui va nous permetre de trouve 	:
Puisque on a

u0 (x) = e
xB0��1

�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+e(1�x)B0eB0��1
�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+e(1�x)B0B�10 v
0
0 (G0) (1)� e(1�x)B0B�10 	+ v0 (G0) (x) ;

où H (	) est donné par

H (	) = u0 (1)

= eB0��1
�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+eB0��1
�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�10 v

0

0 (G0) (1)�B�10 	+ v0 (G0) (1)
= 2eB0��1

�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�10 v

0
0 (G0) (1)�B�10 	+ v0 (G0) (1) ;

donc
u+ (x) = e

(x�1)B�+ + e
(2�x)B�+ + v+ (G+) (x) ;

avec

v+ (G+) (x) =
1

2

Z x

1

e(x�t)BB�1G+ (t) dt+
1

2

Z 2

x

e(t�x)BB�1G+ (t) dt;

les conditions aux limites �
u+ (1) = u0 (1) = H (	)
u+ (2) = f+;

donnent �
u+ (1) = �+ + e

B�+ + v+ (G+) (1) = H (	)
u+ (2) = e

B�+ + �+ + v+ (G+) (2) = f+;

donc le système �
�+ + e

B�+ = H (	)� v+ (G+) (1)
eB�+ + �+ = f+ � v+ (G+) (2) ;

�2 =

���� 1 eB

eB 1

����
�2 = 1� e2B

donc
��1
2 =

�
I � e2B

��1
alors

�+ = �
�1
2

���� H (	)� v+ (G+) (1) eB

f+ � v+ (G+) (2) 1

����
donc

�+ =
�
I � e2B

��1 �
H (	)� v+ (G+) (1)� eB (f+ � v+ (G+) (2))

�
=

�
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)

�
�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1) +

�
I � e2B

��1
H (	) ;
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et

�+ =
�
I � e2B

��1 ���� 1 H (	)� v+ (G+) (1)
eB f+ � v+ (G+) (2)

����
=

�
I � e2B

��1 �
f+ � v+ (G+) (2)� eB (H (	)� v+ (G+) (1))

�
=

�
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�eB
�
I � e2B

��1
H (	) ;

donc la solution s�écrit

u+ (x) = e(x�1)B�+ + e
(2�x)B�+ + v+ (G+) (x)

= e(x�1)B

" �
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+

�
�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1) +

�
I � e2B

��1
H (	)

#

+e(2�x)B

" �
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (2)

+eB
�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)� eB

�
I � e2B

��1
H (	)

#
+v+ (G+) (x)

u+ (x) = e(x�1)B
�
I � e2B

��1
H (	)� e(x�1)B

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

+e(2�x)B
�
I � e2B

��1
[f+ � v+ (G+) (2)]

�e(x�1)BeB
�
I � e2B

��1
[f+ � v+ (G+) (2)]� e(2�x)BeB

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�e(2�x)BeB
�
I � e2B

��1
H (	) + v+ (G+) (x)

u+ (x) = e(x�1)B
�
I � e2B

��1
H (	)� e(x�1)B

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

+e(2�x)B
�
I � e2B

��1
[f+ � v+ (G+) (2)]

�exB
�
I � e2B

��1
[f+ � v+ (G+) (2)]� e(3�x)B

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�e(3�x)B
�
I � e2B

��1
H (	) + v+ (G+) (x) ;

2.3 Calcul de 	

pour trouver 	 on utilise
p+u

0
0 (1) = p�u

0
+ (1) ;

donc

u0+ (x) = Be(x�1)B
�
I � e2B

��1
H (	)�Be(x�1)B

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�Be(2�x)B
�
I � e2B

��1
[f+ � v+ (G+) (2)]

�BexB
�
I � e2B

��1
[f+ � v+ (G+) (2)]

+Be(3�x)B
�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1) +Be

(3�x)B �I � e2B��1H (	)
+v+ (G+) (x) ;
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u0+ (1) = B
�
I � e2B

��1
H (	)�B

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�BeB
�
I � e2B

��1
[f+ � v+ (G+) (2)]

�BeB
�
I � e2B

��1
[f+ � v+ (G+) (2)] +Be2B

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

+Be2B
�
I � e2B

��1
H (	) + v+ (G+) (1)

avec nos notations �
p� = (1� p)d
p+ = pd0;

qui donne
p+u

0
0 (1) = p�u

0
+ (1) ;

p+B0e
B0�0 � p+B0�0 � p�B�+ + p�BeB�+

= p�v
0
+ (G+) (1)� p+v00 (G0) (1) :

p+B0e
B0��1

�
�
P�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+

�p+B0
�
eB0��1

�
�
P�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�10 v

0
0 (G0) (1)�B�10 	

�
�p�B

 �
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

+
�
I � e2B

��1
H (	)

!

�p�BeB
 �

I � e2B
��1

f+ �
�
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

eB
�
I � e2B

��1
H (	)

!
= p�v

0
+ (G+) (1)� p+v00 (G0) (1) :

�p+	� p�B
�
I + e2B

� �
I � e2B

��1
H (	)

= p�v
0
+ (G+) (1)� p+v00 (G0) (1)� p+B0eB0��1

�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+p+(B0e
B0��1

�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�10 v

0
0 (G0) (1))

+p�B
��
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�
�p�BeB

��
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�
;

avec

H (	) = 2eB0��1
�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�10 v

0
0 (G0) (1)�B�10 	+ v0 (G0) (1) ;
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donc

�p+	� p�B
�
I � e2B

� �
I � e2B

��1 � 2eB0��1
�
�
P�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+B�10 v
0
0 (G0) (1)�B�10 	+ v0 (G0) (1)

�
= p�v

0
+ (G+) (1)� p+v00 (G0) (1)� p+B0eB0��1

�
�
P�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+p+B0(e
B0��1

�
�
P�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�10 v

0
0 (G0) (1))

+p�B
��
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�
�p�BeB

��
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�
;

et

�p+	
+p�B

�
I � e2B

� �
I � e2B

��1
B�10 	

= p�v
0
+ (G+) (1)� p+v00 (G0) (1)� p+B0eB0��1

�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+p+B0(e
B0��1

�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�10 v

0
0 (G0) (1))

+p�B
��
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�
�p�BeB

��
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�
+p�B

�
I � e2B

� �
I � e2B

��1 � 2eB0��1
�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+B�10 v
0
0 (G0) (1)�B�10 	+ v0 (G0) (1)

�
h
�p+I + p�

�
I � e2B

� �
I � e2B

��1
BB�10

i
	

= p�v
0
+ (G+) (1)� p+v00 (G0) (1)� p+B0eB0��1

�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+p+B0(e
B0��1

�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�10 v

0
0 (G0) (1))

+p�B
��
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�
�p�BeB

��
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
eBv+ (G+) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

�
+p�B

�
I � e2B

� �
I � e2B

��1 � 2eB0��1
�
�
p�
�
I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+B�10 v
0
0 (G0) (1)�B�10 	+ v0 (G0) (1)

�
et donc

	 = ��1
1 �

�1
2

�
p�v

0
+ (G+) (1)� p+v00 (G0) (1)

�
+2p��

�1
1 �

�1
2 Be

B
�
I � e2B

��1
(v+ (G+) (2) + f+)

+��1
1 �

�1
2 (p+B0v0 (G0) (1)� p�Bv+ (G+) (1)) + ��1

2 B0v0 (G0) (1)

+4p��
�1
1 �

�1
2 Be

BeB0��1
� (v� (G�) (1)� f�) + v0 (G0) (1)

+2p��
�1
1 �

�1
2

�
I + e2B

�
eB��1

� B0 (p+ +�1) (v0 (G0) (0)� v� (G�) (0))
+2p��

�1
1 �

�1
2

�
I + e2B

�
eB0��1

� (p+v
0
0 (G0) (0)� p�v0� (G�) (0)) :

Pour tout 	 il faut inverser

�1 =
h
�p+I + p�

�
I � e2B

� �
I � e2B

��1
BB�10

i
= �

�
I � e2B

��1 �
p+
�
I � e2B

�
� p�

�
I � e2B

�
BB�10

�
;
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et
�2 = I + 2p�

�
I + e2B

� �
I � e2B

��1
e2B0��1

� ;

pour inverser �1et �2 on utilise les mèmes techniques pour ��
avec

�� = �
�
p+
�
I � e2B0

� �
I � e2B

�
B0B

�1 + p�
�
I + e2B

� �
I + e2B0

��
:



Chapitre 3

Résultats d�inversibilité

3.1 Quelques résultats et lemmes techniques

Il est bien connu que la racine carrée (�A) 12 est bien dé�ni et

� := �(�A) 12

génère un semigroupe analytique (et�)t>0 dans E, voir [1], qui n�est pas continu à 0. Par
contre, il est bien connu qu�il existe des constantes positives �0 et M telles que pour tout
t > 0

jjet�jjL(E) �Me��0t

et pour tout m 2 N� , il existe Mm telque pourtout t > 0�met�
L(E)

�Mmt
�te��0t:

voir [[22]; p. 70, propriériteés (6:5) , (6:6) et (6:7)] : nous rappelons les resultats sui-
vant :

La dé�nition et les proprietés de l�espace d�interpolation DA

�
�
2
;+1

�
sont données, par

exemples, dans [11]. Maintenant, considérons l�espace suivant

H1(S�) = ff : f est une fonction holomorphic et liée sur S�g ;

en suite, nous rappelon que si f 2 H1 (S�) est telque 1
f
2 H1 (S�) et :�

1

f

�
(�A) 2 L (E) ;

alors f (�A) est inversible a un inverse borné et

[f (�A)]�1 =
�
1

f

�
(�A) (3.1)

voir, par exemple [5]. Considérons les opérateurs suivantS

A = A� r
d
I; A0 = A+

r0
d0
I

22
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qui ont le même domaine

D (A) = D (A0) = D (A) :
et il est clair que l�opérateur

B = �
h
�
�
A� r

d
I
�i 1

2
= � [�A]

1
2 ;

a les mêmes propriétés que l�operateur ^ dé�nie ci dessus. nou supposone dans ce travail que
r0
d0
est su¢ sament petit pour que

r0
d0
< �

et donc l�opérateur A0 = A+
r0
d0
I, est inversible et

B0 = �
�
�
�
A+

r0
d0
I

�� 1
2

;

est bien dé�ni.

3.2 Lemmes techniques

Lemme 3.1 Soient w; z 2 Cn f0g,on a :

jw + zj > (jwj+ jzj)
����cos�argw � arg z2

����� :
Preuve.

On pose
�
� = argw
� = arg z

alors
�
w = jwj ei�
z = jzj ei�

jw + zj2 =
��jwj ei� + jzj ei���2

= jjwj cos�+ i jwj sin�+ jzj cos � + i jzj sin �j2

= j(jwj cos�+ jzj cos �) + i (jwj sin�+ jzj sin �)j
= (jwj cos�+ jzj cos �)2 + (jwj sin�+ jzj sin �)2

= jwj2 cos2 �+ jzj2 cos2 � + 2 jwj jzj cos� cos � + jwj2 sin2 �+ jzj2 sin2 � + 2 jwj jzj sin� sin �
= jwj2

�
cos2 �+ sin2 �

�
+ jzj2

�
cos2 � + sin2 �

�
+ 2 jwj jzj (cos� cos � + sin� sin �)

= jwj2 + jzj2 + 2 jwj jzj (cos� cos � + sin� sin �) , car cos2 � + sin2 � = 1;

puisqu�on a

sin� sin � + cos� cos � = cos(�� �)

= cos2(
�� �
2

)� sin2(�� �
2

); car

8><>:
cos2 � =

1 + cos (2�)

2

sin2 � =
1� cos (2�)

2
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Alors

jw + zj2 = jwj2 + jzj2 + 2 jwj jzj
�
cos2

�
�� �
2

�
� sin2

�
�� �
2

��
;

et comme

cos2
�
�� �
2

�
+ sin2

�
�� �
2

�
= 1;

alors

jw + zj2 =
�
jwj2 + jzj2

��
cos2

�
�� �
2

�
+ sin2

�
�� �
2

��
+2 jwj jzj

�
cos2

�
�� �
2

�
� sin2

�
�� �
2

��
=

�
jwj2 + jzj2 + 2 jwj jzj

�
cos2

�
�� �
2

�
+
�
jwj2 � jzj2 � 2 jwj jzj

�
sin2

�
�� �
2

�
= (jwj+ jzj)2 cos2

�
�� �
2

�
+ (jwj � jzj)2 sin2

�
�� �
2

�
> (jwj+ jzj)2 cos2

�
�� �
2

�
D�ou

jwj+ jzj > (jwj+ jzj)
����cos��� �2

����� :
Alors

jwj+ jzj > (jwj+ jzj) cos
�
�� �
2

�
:

Lemme 3.2 Soient � 2
i
0;
�

2

h
et z 2 S�

1. jarg(1� e�z)� arg(1 + e�z)j < �.

2. j1 + e�zj � 1� exp
�

��
2 tan �

�
:

3.
jzj cos �

1 + jzj cos � 6 j1� e
�zj 6 2 jzj

1 + jzj cos � :

Preuve. Soient � 2
i
0;
�

2

h
et z 2 S�;on pose z = Re z + i Im z.

1� e�z = 1� e�Re z�i Im z = 1� e�Re ze�i Im z

= 1� e�Re z (cos (Im z)� i sin (Im z))
= 1� e�Re z cos (Im z) + ie�Re z sin (Im z) :

si z = x+ iy; x > 0 alors arg z = arctan
�y
x

�
:

si z 2 S� alors je�zj = e�Re z < 1:Donc

arg
�
1 + e�z

�
= arg

�
e�Re z sin (Im z)

1� e�Re z cos (Im z)

�
; car 1� e�Re z cos (Im z) > 0:
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En utilisant la même méthode on obtient

arg
�
1 + e�z

�
= arg

�
1 + e�Re z�i Im z

�
= arg

�
1 + e�Re z cos (Im z)� ie�Re z (sin Im z)

�
= arctan

�
�e�Re z sin (Im z)
1 + e�Re z cos (Im z)

�
= � arctan

�
e�Re z sin (Im z)

1 + e�Re z cos (Im z)

�
; car la fonction arctan est impaire.

Donc

arg
�
1� e�z

�
� arg

�
1 + e�z

�
= arctan

�
e�Re z sin (Im z)

1� e�Re z cos (Im z)

�
+arctan

�
e�Re z sin (Im z)

1 + e�Re z cos (Im z)

�
:

Remarque 3.1 On a l�égalité suivante

arctan (a) + arctan (b) = arctan

�
a+ b

a� ab

�
; si ab < 1:

Puisque

e�Re z sin (Im z)

1� e�Re z cos (Im z)
e�Re z sin (Im z)

1 + e�Re z cos (Im z)
=

e�2Re z sin2 (Im z)

1� e�2Re z cos2 (Im z)

=
e�2Re z (1� cos2 (Im z))
1� e�2Re z cos2 (Im z) < 1;

car
e�2Re z < 1) e�2Re z � e�2Re z cos2 (Im z) < 1� e�2Re z cos2 (Im z) ;

alors

arg
�
1� e�z

�
� arg

�
1 + e�z

�
= arctan

�
2e�Re z sin (Im z)

1� e�2Re z

�
= arctan

�
sin (Im z)

sinh (Re z)

�
; car sinh � =

e� � e��
2

;

et comme z 2 S�;Re z > 0; sin � et sinh � � � pour � � 0 on a

���� sin Im zsinh (Re z)

���� � jIm zj
jRe zj =

jIm zj
Re z

< tan �; d�après (1:4:1) :

Alors

arg
�
1� e�z

�
� arg

�
1 + e�z

�
< �:

2)
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��1 + e�z��2 =
��1 + e�Re z�i Im z��2

=
��1 + e�Re z cos (Im z)� ie�Re z sin (Im z)��2

=
�
1 + e�Re z cos (Im z)

�2
+ e�2Re z sin (Im z)

= 1 + 2e�Re z cos (Im z) + e�2Re z cos2 (Im z) + e�2Re z sin2 (Im z)

= 1 + 2e�Re z cos (Im z) + e�2Re z
�
cos2 (Im z) + sin2 (Im z)

�
= 1 + 2e�Re z cos (Im z) + e�2Re z

1ier cas : si Re z � ��
2 tann

alors jIm zj � ��
2
d�après (1:4:1) ; donc Im z � 0; donc

j1 + e�zj2 � 1:
2�eme cas : si Re z � ��

2 tan �
; alors

��1 + e�z��2 = 1 + 2e�Re z cos (Im z) + e�2Re z

� 1� 2e�Re z + e�2Re z

=
�
1� e�Re z

�2
�

�
1� exp

�
��
2 tann

��2
;

car

cos(Im z) � �1) 2e�Re z cos(Im z) � �2e�Re z

) 1 + 2e�Re z cos(Im z) � 1� 2e�Re z

) 1 + 2e�Re z cos(Im z) + e�2Re z � 1� 2e�Re z +e�2Re z;

et

Re z > �

2 tann
) �Re z � ��

2 tann

) exp (�Re z) 6 exp
�
��
tann

�
) � exp (�Re z) � � exp

�
��
tann

�
) 1� exp (�Re z) � 1� exp

�
��
tann

�
) (1� exp (�Re z))2 �

�
1� exp

�
��
tann

��2
:

Donc : pour n < �
2
et z 2 Sn on a��1 + e�z�� � �1� exp� ��

2 tann

��
:
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3) On a, 8x 2 R+ ex � 1 + x; alors
soit x 2 R+

ex � 1 + x) e�x � 1

1 + x

) 1� e�x � 1� 1

1 + x
=

x

1 + x
:

Donc : pour z 2 Sn on a Re z > 0 et je�zj < 1��1� e�z�� �
��1� ��e�z����

=
��1� e�Re z��

= 1� e�Re z

� Re z

1 + Re z
:

mais

jzj =
q
(Im z)2 + (Re z)2

�
q
tan2 n (Re z)2 + (Re z)2; d�après (1:1)

=

q
(Re z)2 (1 + tan2 n)

=

s
(Re z)2

cos2 n
; car 1 + tan2 n =

1

cos2 n

=
(Re z)2

cos2 n
; car n <

�

2
alors cosn > 0

D�ou ��1� e�z�� � jzj cosn
1 + jzj cosn (3:0:1)

D�autre part, pour x 2 R+; on a :

e�x � max f1� x; 0g � 1� x
1 + x

;

car : �
e�x � 0

e�x � 1� x alors e�x � max f1� x; 0g

et comme :

max f1� x; 0g =
�
1� x si 0 � x � 1
0 si x � 1

et
1� x
1 + x

�
�
1� x si 0 � x � 1
0 si x � 1

Alors :
max f1� x; 0g � 1� x

1 + x
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donc :
e�x � 1� x

1 + x

alors
1� e�x � 1� 1� x

1 + x
=

2x

1 + x
(3:0:2)

Pour z 2 Sn; ��1� e�z�� = ����Z
�z

e�wdw

���� ;
avec : �z est un segment dans le plan complexe qui relie 0 à z donc

��1� e�z�� =

����Z
�z

e�wdw

����
�

Z 1

0

e�tRe z jzj dt on pose w = tz

=
�
1� e�tRe z

� jzj
Re z

� 2 jzj
1 + jzj cosn; d�après (3:0:2) ;

alors ��1� e�z�� � 2 jzj
1 + jzj cosn:

De (3:0:1) et (3:0:3), on obtient :

jzj cosn
1 + jzj cosn �

��1� e�z�� � 2 jzj
1 + jzj cosn

On rappelle que Q = �
p
�A.

Maintenant, considérons l�espace suivant

H1 (Sn) = ff; f est une fonction holomorphe et liée sur Sng

En suite, nous rappelons que si f 2 H1 (Sn) est telque 1
f
2 H1 (Sn) est�

1

f

�
(�A) 2 L (E)

alors f (�A) est inversible avec un inverse borné et

[f (�A)]�1 =
�
1

f

�
(�A) (3.2)
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3.3 Inversibilité de ��
On rappelle que les opérateurs I � e2B0 ; I + e2B0 ; I � e2B et I + e2B sont bornés et

inversibles, voir [[20]; p: 60; proposition 2:3:6] : On applique ce résultat dans cette section,
on peut écrire

�� = �p+
�
I � e2B0

� �
I � e2B

�
B0B

�1 � p�
�
I + e2B

� �
I + e2B0

�
=

�
I � e2B

� h
p+
�
I � e2B0

�
B0B

�1 � p�
�
I � e2B

��1 �
I + e2B

� �
I + e2B0

�i
=

�
I � e2B

� �
I + e2B0

� h
p+
�
I � e2B0

� �
I + e2B0

��1
B0B

�1
i

= �
�
I � e2B

� �
I + e2B0

�
��;

On commence par l�étude de l�opérateur suivant a�n de l�inverser.

�� = p+
�
I � e2B0

� �
I + e2B0

��1
B0B

�1 + p�
�
I + e2B

� �
I � e2B

��1
Puisque

�� = �p+
�
I � e2B0

� �
I � e2B

�
B0B

�1 � p�
�
I + e2B0

� �
I + e2B

�
= �

�
I � e2B

� �
I + e2B

�
��:

On utilise le H1 calcul en considérant la fonction

f (z) =
p+
p
z � k0

�
1� e�2

p
z�k0

�
p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

� + p�

�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�

maintenant soit z 2 Sn;k0 avec

Sn;k0 = fz 2 Cn f0g : jarg zj < � et jzj � k0g ; avec � 2 ]0; �[

alors f 2 H1 (Sn;k0) :On a pour tout z 2 Sn;k0 ;

jf (z)j =

������
p+
p
z � k0

�
1� e�2

p
z�k0

�
p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

� + p�

�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������

�

0@������
p+
p
z � k0

�
1� e�2

p
z�k0

�
p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

�
������+
������p�
�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������
1A

����cos argw1 � argw22

���� ;
avec

w1 =
p+
p
z � k0p
z + k

�
1� e�2

p
z�k0

�
�
1 + e�2

p
z�k0

� ; w2 =

�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
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Alors

argw1 = arg
p
z � k0 � arg

p
z + k + arg

�
1� e�2

p
z�k0

�
� arg

�
1 + e�2

p
z�k0

�
argw2 = arg

�
1 + e�2

p
z+k
�
� arg

�
1� e�2

p
z+k
�
;

donc

argw1 � argw2 = arg
p
z � k0 � arg

p
z + k + arg

�
1� e�2

p
z�k0

�
� arg

�
1 + e�2

p
z�k0

�
+arg

�
1� e�2

p
z+k
�
� arg

�
1 + e�2

p
z+k
�

et

jargw1 � argw2j 6
���arg �1� e�2pz+k�� arg �1 + e�2pz+k����
+
���arg �1� e�2pz�k0�� arg �1 + e�2pz�k0����+ �argpz � k0 � argpz + k� ;

d�autre part, on a���arg �1� e�2pz+k�� arg �1 + e�2pz+k���� � argpz + k � � � �
2

;

il n�est pas di¢ cile de voir qu�il existe un petite nombre réei positif "0 2 ]0; �[ tel que���arg �1� e�2pz�k0�� arg �1 + e�2pz�k0���� � argpz � k0 � � � � � "0
2

;

jargw1 � argw2j � arg
p
z + k + arg

p
z � k0 + arg

p
z � k0 � arg

p
z + k � � � � � "0;

et

jf (z)j =

������
p+
p
z � k0

�
1� e�2

p
z�k0

�
p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

� + p�

�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������ (3.3)

�

0@������
p+
p
z � k0

�
1� e�2

p
z�k0

�
p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

�
������+
������p�
�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������
1A ����cos � � � � "02

����(3.4)
� p�

������
�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������ sin

�"0
2

�
(3.5)

> p� sin
�"0
2

� 1 + jz + kj 12 cos ����
2

�
4 jz + kj

1
2

�
1� e�

�
2
tan( (���)2 )

�
(3.6)

> p� sin
�"0
2

�
cos

�
� � �
2

��
1� e�

�
2
tan( (���)2 )

�
> 0: (3.7)
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Donc
1

f
2 H1 (Sn;k0) :On peut écrire

�� = p+
�
I � e2B0

� �
I + e2B0

��1
B0B

�1 + p�
�
I + e2B

� �
I � e2B

��1
= p+

�
I + e2B0 � 2e2B0

� �
I + e2B0

��1
B0B

�1 + p�
�
I � e2B + 2e2B

� �
I � e2B

��1
= p+B0B

�1 + p�I � 2p+e2B0
�
I + e2B0

��1
B0B

�1 + 2p�e
2B
�
I � e2B

��1
;

on a aussi

f (z) = p� + p+

p
z � k0p
z + k

� 2p+
p
z � k0e�2

p
z�k0

p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

� + 2p�e
�2
p
z+k�

1� e�2
p
z+k
�

= p� + p+

p
z � k0 �

p
z + k +

p
z + kp

z + k
� 2p+

p
z � k0e�2

p
z�k0

p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

�
+
2p�e

�2
p
z+k�

1� e�2
p
z+k
�

= p� + p+ �
p+ (k + k0)p

z + k
�p
z � k0 +

p
z + k

� � 2p+
p
z � k0e�2

p
z�k0

p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

�
+
2p�e

�2
p
z+k�

1� e�2
p
z+k
� ;

f (z) = (p� + p+)

264 1� p+(k+k0)

(p�+p+)
p
z+k(

p
z�k0+

p
z+k)

� 2p+
p
z�k0e�2

p
z�k0

(p�+p+)
p
z+k

�
1+e�2

p
z�k0

�
+ 2p�e�2

p
z+k

(p�+p+)(1�e�2
p
z+k)

;

375 :
Il est clair de 3.3 que f= (p� + p+) et 1

f=(p�+p+)
appartiennent H1 (Sn;k0) est de l�egalité ci

dessus on déduit que0@ 1�
f

(p�+p+)

�
1A (�A) =

0@1�
�

f
(p�+p+)

�
�

f
(p�+p+)

� + 1

1A (�A) =
0@1�

�
f

(p�+p+)

�
�

f
(p�+p+)

�
1A (�A) + I 2 L (E)

donc 3.2; �� est inversible et

��1
� =

0@ 1�
f

(p�+p+)

�
1A (�A) 2 L (E) :



Chapitre 4

Régularité de la solution

4.1 Analyse de v� (G�) ; v0 (G0) et v+ (G+)

Dans ce chapitre nous allons utilisé les propositions suivantes (voir [24])

Proposition 4.1 Soit L le g:i: d�un S:G analytiqiue généralisé (exL)x>0:
1 Soit ' 2 D(L):Alors les assertions suivantes équivalentes
(a) eL' 2 C([0; 1] ; X):
(b)' 2 D(L):
2 Soit � 2 [0; 1]; g 2 C�([0; 1] ; X); ' 2 X: Posons

S(x) = exL'+

Z x

0

e(x�s)g(s)ds; X 2 [0; 1]:

Alors les assertios suivantes sont équivalentes
(a) S 2 C1([0; 1] ; X) \ C�([0; 1] ; D(L)):
(b) ' 2 D(L) etg(0) + L' 2 D(L):

Proposition 4.2 soit � 2 ]0; 1[ et L le g:i: d�un S:G analytiqiue généralisé (exL)x>0:
1 Alors les assertions suivantes équivalentes
(a) eL' 2 C�([0; 1] ; X):
(b)' 2 DL(�;+1):
2 Soit g 2 C([0; 1] ; X) et' 2 X:Posons

S(x) = exL'+

Z x

0

e(x�s)g(s)ds; X 2 [0; 1]:

Alors les assertios suivantes sont équivalentes
(a) S 2 C1;�([0; 1] ; X) \ C�([0; 1] ; D(L)):
(b)g 2 C�([0; 1] ; X); ' 2 D(L) etg(0) + L' 2 DL(�;+1):
3 Soit g 2 C�([0; 1] ; X) Alors

L

Z 1

0

eSL(g(s)� g(0))ds 2 DL(�;+1)

32
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4.1.1 Analyse de v� (G�) sur (-1,0)

On a pour x 2 ]�1; 0[

v� (G�) (x) =
1

2

Z x

�1
e(x�t)BB�1G� (t) dt+

1

2

Z 0

x

e(t�x)BB�1G� (t) dt

=
1

2

Z x

�1
e(x�t)BB�1 [G� (t)�G� (x)] dt+

1

2

Z 0

x

e(t�x)BB�1 [G� (t)�G� (x)] dt

+
1

2

Z x

�1
e(x�t)BB�1G� (x) dt+

1

2

Z 0

x

e(t�x)BB�1G� (x) dt

=
1

2

Z x

�1
e(x�t)BB�1 [G� (t)�G� (x)] dt+

1

2

Z 0

x

e(t�x)BB�1 [G� (t)�G� (x)] dt

�1
2

�
e(x�t)BB�2G� (x)

�x
�1 +

1

2

�
e(t�x)BB�2G� (x)

�0
x

=
1

2

Z x

�1
e(x�t)BB�1 [G� (t)�G� (x)] dt+

1

2

Z 0

x

e(t�x)BB�1 [G� (t)�G� (x)] dt

�1
2
B�2G� (x) +

1

2
e(x+1)BB�2G� (x) +

1

2
e�xBB�2G� (x)�

1

2
B�2G� (x)

=
1

2

Z x

�1
e(x�t)BB�1 [G� (t)�G� (x)] dt+

1

2

Z 0

x

e(t�x)BB�1 [G� (t)�G� (x)] dt

+
1

2
e(x+1)BB�2 [G� (x)�G� (�1)]

+
1

2
e(x+1)BB�2G� (�1) +

1

2
e�xBB�2 [G� (x)�G� (0)]

+
1

2
e�xBB�2G� (0)�B�2G� (x)

= R� (x) + S�;�1 (x) + S�;0 (x) ;

ou
S�;�1 (x) =

1

2
e(x+1)BB�2G� (�1) ; S�;0 (x) =

1

2
e�xBB�2G� (0) :

Du lemme 3.1, R� a la propriété de régularité maximales suivante

8x 2 [�1; 0] R� (x) 2 D
�
B2
�
et x 7! B2R� (x) 2 C� ([�1; 0] ;E) ;

alors que pour S�;�1 (x) et S�;0 (x) nous avons seulment

S�;�1 2 C
�
[�1; 0] ;D

�
B2
��
et S�;0 2 C

�
[�1; 0] ;D

�
B2
��
:

le comportement de B2S�;�1 (x) au voissinage de �1 est celui de

1

2

(x+1)B

G� (�1) ; (4.1)

et le comportement de B2S�;0 (x) ou voissinage de 0 est celui de

1

2
e�xBG� (0) (4.2)
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4.1.2 Analyse de v0 (G0) sur (0,1)

Rappelons que, pour x 2 ]0; 1[

v0 (G0) (x) =
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 G0 (t) dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 G0 (t) dt;

qui peut être écrit comme suit

v0 (G0) (x) =
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt+
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 G0 (x) dt

+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 G0 (x)

=
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt

+
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 G0 (x) dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 G0 (x)

=
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt

�
�
1

2
e(x�t)B0B�20 G0 (x)

�x
0

+

�
1

2
e(t�x)B0B�20 G0 (x)

�1
x

=
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt

�1
2
B�20 G0 (x) +

1

2
exB0B�20 G0 (x) +

1

2
e(1�x)B0B�20 G0 (x)�

1

2
B�20 G0 (x)

=
1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 [G0 (t)�G0 (x)] dt

�B�20 G0 (x) +
1

2
exB0B�20 [G0 (x)�G0 (0)]

+
1

2
e(1�x)B0B�20 [G0 (x)�G0 (1)]

+
1

2
exB0B�20 G0 (0) +

1

2
e(1�x)B0B�20 G0 (1)

= R0 (x) + S0;0 (x) + S0;1 (x) ;

où
S0;0 (x) =

1

2
exB0B�20 G0 (0) ; S0;1 (x) =

1

2
e(1�x)B0B�20 G0 (1) :

Du lemme 3.1, le terme R0 a la propriétér de régularité maximales suivantes

8x 2 [0; 1] R0 (x) 2 D
�
B20
�
et x 7! B20R0 (x) 2 C� ([0; 1] ;E) ;

alors que pour S0;0 (x) et S0;1 (x) nous avons seulement

S0;0 2 C
�
[0; 1] ;D

�
B20
��
et S0;1 2 C

�
[0; 1] ;D

�
B20
��
:

le comportement de B20S0;0 (x) au voissinage de 0 est celui de

1

2
exB0G0 (0) ;
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et le comportement de B20S0;1 (x) ou voissinage de 1 est celui de
1

2
e(1�x)B0G0 (1) :

4.1.3 Analyse de v+ (G+) sur (1; 2)

On a, pour x 2 ]1; 2[

v+ (G+) (x) =
1

2

Z x

1

e(x�t)BB�1G+ (t) dt+
1

2

Z 2

x

e(t�x)BB�1G+ (t) dt

=
1

2

Z x

1

e(x�t)BB�1 [G+ (t)�G+ (x)] dt+
1

2

Z x

1

e(x�t)BB�1G+ (x) dt

+
1

2

Z 2

x

e(t�x)BB�1 [G+ (t)�G+ (x)] dt+
1

2

Z 2

x

e(t�x)BB�1G+ (x) dt

=
1

2

Z x

1

e(x�t)BB�1 [G+ (t)�G+ (x)] dt+
1

2

Z 2

x

e(t�x)BB�1 [G+ (t)�G+ (x)] dt

�
�
1

2
e(x�t)BB�1G+ (x)

�x
1

+
1

2

�
e(t�x)BB�1G+ (x)

�2
x

=
1

2

Z x

1

e(x�t)BB�1 [G+ (t)�G+ (x)] dt+
1

2

Z 2

x

e(t�x)BB�1 [G+ (t)�G+ (x)] dt

�1
2
B�2G+ (x) +

1

2
e(x�1)BB�2G+ (x) + e

(2�x)BB�2G+ (x)�
1

2
B�2G+ (x)

=
1

2

Z x

1

e(x�t)BB�1 [G+ (t)�G+ (x)] dt+
1

2

Z 2

x

e(t�x)BB�1 [G+ (t)�G+ (x)] dt

+
1

2
e(x�1)BB�2 [G+ (x)�G+ (1)]

+
1

2
e(2�x)BB�2 [G+ (x)�G+ (2)]�B�2G+ (2)

+
1

2
e(x�1)BB�2G+ (1) +

1

2
e(2�x)BB�2G+ (2)

= R+ (x) + S+;1 (x) + S+;2 (x) ;

où
S+;1 (x) =

1

2
e(x�1)BB�2G+ (1) ; S+;2 (x) =

1

2
e(2�x)BB�2G+ (2) :

Du lemme 3.1, le terme R+ a la propriétér de régularité maximales suivantes

8x 2 [1; 2] R+ (x) 2 D
�
B2
�
et x 7! B2R+ (x) 2 C� ([1; 2] ;E) ;

alors pour les termes S+;1 (x) et S+;2 (x) on a seulement

S+;1 2 C
�
[1; 2] ;D

�
B2
��
et S+;2 2 C

�
[1; 2] ;D

�
B2
��
:

le comportement de B2S+;1 (x) au voissinage de 1 est celui de
1

2
e(x�1)BG+ (1) ;

et le comportement de B2S+;2 (x) ou voissinage de 2 est celui de
1

2
e(2�x)BG+ (2) :
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4.2 Analyse des dérivées

Analysons le comportement des dérivées de v� (G�) ; v0 (G0) et v+ (G+) ; a�n d�étudier
la régularité de la solution de problème. Pour tout x 2 ]�1; 0[ ;on a

v0� (G�) (x) =
1

2

Z x

�1
e(x�t)BB�1G� (t) dt�

1

2

Z 0

x

e(t�x)BG� (t) dt+
1

2
B�1G� (x)�

1

2
B�1G� (x)

=
1

2

Z x

�1
e(x�t)BG� (t) dt�

1

2

Z 0

x

e(t�x)BG� (t) dt;

et alors

v0� (G�) (0) =
1

2

Z 0

�1
e�tBG� (t) dt

=
1

2

Z 0

�1
e�tB [G� (t)�G� (0)] dt+

1

2

Z 0

�1
e�tBG� (0)

= �1
2
B�1G� (0) +

1

2
B�1eBG� (0) +

1

2

Z 0

�1
e�tB [G� (t)�G� (0)] dt:

Similairement, pour tout x 2 ]0; 1[ ; on a

v00 (G0) (x) =
1

2

Z x

0

e(x�t)B0G0 (t) dt�
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0G0 (t) dt;

et alors

v00 (G0) (1) =
1

2

Z 1

0

e(1�t)B0G0 (t) dt

=
1

2

Z 1

0

e(1�t)B0 [G0 (t)�G0 (1)] dt+
1

2

Z 1

0

e(1�t)B0G0 (1) dt

= �1
2
B�10 G0 (1) +

1

2
B�10 e

B0G0 (1) +
1

2

Z 1

0

e(1�t)B0 [G0 (t)�G0 (1)] dt:

De même

v00 (G0) (0) = �1
2

Z 1

0

etB0G0 (t) dt

= �1
2

Z 1

0

etB0 [G0 (t)�G0 (0)] dt�
1

2

Z 1

0

etB0G0 (t) dt

=
1

2
B�10 G0 (0)�

1

2
B�10 e

B0G0 (0)�
1

2

Z 1

0

etB0 [G0 (t)�G0 (0)] dt;

et

v0+ (G0) (1) =
1

2
B�1G+ (1)�

1

2
B�1eBG+ (1)�

1

2

Z 2

1

e(t�1)B [G+ (t)�G+ (1)] dt:
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4.2.1 Etude de la regularité de la solution du probleme (PA)

analyse de u� au voisinage de �1

On suppose la condition nécessaire f� 2 D (B2) = D (A) : Rappelons que

u� (x) = e
�xB�� + e

(1+x)B�� + v� (G�) (x) ;

ou, du 2.2; on a
�� = �eB�� � v� (G�) (�1) + f�:

Puis le comportement de B2u� (x) au voisinage de �1 est celui la fonction

e(1+x)BB2 [�v� (G�) (�1) + f�] +B2v� (G�) (x) :

On a

v� (G�) (�1) =
1

2

Z 0

�1
e(t+1)BB�1 [G� (t)�G� (�1)] dt+

1

2

Z 0

�1
e(t+1)BB�1G� (�1) dt

= �1
2
B�2G� (�1) +R� (G�) (�1) ;

et le terme R� est régulier puisque

B2[R�G� (�1)] 2 DB (�;+1) ;

voir lemme 3:1:
Maintenant, à partir de l�étude et des résultats sur le comportement de B2v� (G�) (x)

au voisinage de �1; voir4.1; nous concluons que le comportement de B2u� (x) au voisinage
de �1 est le même que

e(1+x)B
�
1

2
G� (�1) +B2f�

�
+
1

2
e(1+x)BG� (�1)

= e(1+x)B
�
G� (�1) +B2f�

�
:

Du Lemme 3:1, B2u�(:) le propriétér suivantes de la régularité maximale au voisinage de �1�
B2u� (:) 2 C ([�1; 0[ ;E) ssi [G� (�1) +B2f�] 2 D (B2) = D (A)
B2u� (:) 2 C� ([�1; 0[ ;E) ssi [G� (�1) +B2f�] 2 DB (�;+1) :

Pour l�analyse de u+ au voisinage de 2, on peut utiliser les même techniques que l�analyse de
u� au voisinage de �1; on obtient la régularité maximale suivante de B2u+ (:) au voisinage
de 2 �

B2u+ (:) 2 C ([1; 2[ ;E) ssi [G+ (2) +B2f�] 2 D (B2) = D (A)
B2u+ (:) 2 C� ([1; 2[ ;E) ssi [G+ (2) +B2f�] 2 DB (�;+1) :
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Analyse de u� à l�interface f0g � ]0; 1[

u� ' v (G�) (x)� p+e�xB��1
�
�
I � e2B0

�
B0B

�1f� + e
�xB��1

�
�
I + e2B0

�
g� +R�eg

= R�eg + v (G�) (x)� p+e�xB��1
�
�
I � e2B0

�
B0B

�1

24 �eBf� � eB0B�10 	+ eBv� (G�) (�1)+eB0B�10 v
0
0 (G0) (1)

�v� (G�) (0) + v0 (G0) (0)

35
+e�xB��1

�
�
I + e2B0

� � �p�eBf� + p+B�1eB0	+ p�eBv� (G�) (�1)� p+B�1eB0v00 (G0) (1)
�p�B�1v0� (G�) (0) +B�1p+v00 (G0) (0)

�
= R�eg + v (G�) (x)

�p+e�xB��1
�
�
I � e2B0

�
B0B

�1 [v (G�) (0) + v0 (G0) (0)]

+p+e
�xB��1

�
�
I � e2B0

�
B0B

�1 ��e2B0B�10 	�
+��1

� e
�xB �I � e2B0�B�1 [p+ v0 (G�) (0) + v00 (G0) (0)]

+��1
� e

�xB �I � e2B0�B�1 �p+ eB0B�1	� :
Or on a

[v (G0) (0)� v� (G�) (0)] =
1

2
(B�2(G� (0))�B�20 (G0 (0))) +R�eg;

et
p+ v0(G0)(0)� p� v0(G�)(0) =

p+

2
B�10 G0(0) +

p�
2
B�10 G�(0) +R�eg;

donc on obtient

u� ' R�eg + v(G�)(x)

+
1

2
p+ e�xB��1(I � e�eB0)B0B�1(B�2(G�(0))�B�20 (G0(0)))

+e�xB��1(I � e2B0)B�1
�
p+

2
B�10 G0(0) +

p�
2
B�10 G�(0)

�

u� ' R�eg +
1

2
B�2e�xBG�0)

+
1

2
p+e

�xB��1(I � e2B0)B0B�1(B�2(G�(0))�B�20 (G0(0)))

+e�xB��1(I � e2B0)B�1
�
p+

2
B�10 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0)

�
:

On a

� = �p+ (I � e2B0)B0B�1(I � e2B)� p� (I � e2B)(I � e2B0)
= �

�
p+ (I � e2B0)B0B�1(I � e2B)� p� (I � e2B)(I � e2B0)

�
= [p+B0B

�1 + p� I +Opereg]
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u� ' R�eg +
1

2
B�2e�xBG� (0)

�1
2
p+e

�xB��1(I � e2B0)B0B�1(B�2(G�(0))�B�20 (G0(0))

+e�xB��1(I � e2B0)B�1
�
p+

2
B�10 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0)

�
' R�eg +

1

2
B�2e�xBG� (0)

+
1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I � e2B0)
�
p+B0B

�1� (B�2(G�(0))�B�20 (G0(0))
�1
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I + e2B0)
�
p+B

�1B�10 G0(0) + p�B
�2(G�(0)

�
;

u� ' R�eg +
1

2
B�2e�xBG� (0)

+L+M:

On écrit que

L =
1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I � e2B0)
�
p+B0B

�1� (B�2(G�(0))�B�20 (G0(0))
=

1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I � e2B0)
�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
�
�

(B�2G�(0)�B�20 G0(0))

+
1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I � e2B0) [�p�I �Opereg]�

(B�2G�(0)�B�20 (G0(0))

=
1

2
e�xB(B�2G�(0)�B�20 G0(0)) +Opereg

�p+
2

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(B�2G�(0)�B�20 G0(0))

=
1

2
e�xB(B�2G�(0)�B�20 G0(0)) +Opereg

�p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0)

+
p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�20 G0(0):

M = �1
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I + e2B0)
�
p+B

�1B�10 G0(0) + p�B
�2G�(0)

�
= �1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

p+B
�1B�10 G0(0) + p�B

�2G�(0)
�
+Opereg

= �p+
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�1B�10 G0(0) +Opereg

�p+
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0) +Opereg:
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Il reste

u� ' R�eg +
1

2
B�2e�xBG� (0)

+
1

2
e�xBB�2G�(0) +Opereg

�1
2
e�xBB�20 G0(0)

�p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0)

+
p+
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�20 G0(0)

�p+
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�1B�10 G0(0) +Opereg

�p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0)

u� ' R�eg + e�xBB�2G� (0)

�1
2
e�xBB�20 G0 (0)

�p�e�xB
�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0)

+
1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(p�B
�2
0 � p+B�10 B�1)G0(0)

u� ' R�eg

+e�xB
h
I � p�

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1i

B�2G�(0)

1

2
e�xB

h
I �

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(p�I � p+B0B�1)
i
B�2G0(0)

u� ' R�eg

+e�xB
h
I � p�

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

p+B0B
�1 + p�I + p+B0B

�1�iB�2G�(0)
�1
2
e�xB

h
I �

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

p+B0B
�1 + p�I + 2p+B0B

�1�iB�20 G0(0)
u� ' R�eg

+e�xB
�
p+B0B

�1� �p+B0B�1 + p�I +Opereg��1B�2G�(0)
�e�xB

�
p+B0B

�1� �p+B0B�1 + p�I +Opereg��1B�2G�20 (0)
u� ' R�eg

+e�xB
�
p+B0B

�1� �p+B0B�1 + p�I +Opereg��1 (B�2G�(0)�B�2G�20 (0))
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Théorème 4.1 Soient
g�
d
2 C�([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C�([0; 1] ;E) avec 0 < � < 1: On

suppose que
f� 2 D(B2):

Alors

Notation 4.1 1. u�est la solution du notre problème sur [�1; 0]
2. u� 2 C�([�1; 0] ;D(B2)) \ C2([�1; 0] ;E) si et seulement si

B2f� +
g�(�1)
d

2 D(B);

et �
g�(0)

d
� g0(0)

d0

�
2 D(B):

Théorème 4.2 Soient
g�
d
2 C�([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C�([0; 1] ;E) avec 0 < � < 1: On

suppose que
f� 2 D(B2):

Alors

1. u�est la solution du notre problème sur [�1; 0]
2. B2u�(:); u� 2 C�([�1; 0] ;D(B2)) \ C2([�1; 0] ;E) si et seulement si

B2f� +
g�(�1)
d

2 DB(�;+1);

et �
g�(0)

d
� g0(0)

d0

�
2 DB(�;+1):

Analyse de u�au voisinage de l�interface f0g � ]0; 1[

u0 ' R�eg +G0 (x)

+exB0��1
� P�

�
I + e2B

�
f� + e

xB0��1
�
�
I � e2B

�
g�;

on remplace f� et g� on obtient

u0 ' R�eg + vG0 (x)

+exB0��1
� P�

�
I + e2B

�� �eBf� � eB0B�10 	+ eBv� (G�) (�1)
+eB0B�10 v

0
0 (G0) (1)� v� (G�) (0) + v0 (G0) (0)

�
+exB0��1

�
�
I � e2B

�� �p�eBf� + p+B�1eB0	+ p�eBv� (G�) (�1)
�p+B�1eB0v00 (G0) (1)� p�B�1v0� (G�) (0) +B�1p+v00 (G0) (0)

�
;

donc

u0 ' R�eg + vG0 (x)

+exB0��1
� P�

�
I + e2B

� �
�eB0B�10 	� v� (G�) (0) + v0 (G0) (0)

�
+exB0��1

�
�
I � e2B

� �
p+B

�1eB0	� p�B�1v0� (G�) (0) +B�1p+v00 (G0) (0)
�
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u0 ' R�eg +G0 (x)

+exB0��1
� P�

�
I + e2B

�
(v0 (G0) (0)� v� (G�) (0))

+exB0��1
�
�
I � e2B

�
B�1

�
p+v

0
0 (G0) (0)� p�v0� (G�) (0)

�
u0 ' R�eg + vG0 (x)

+exB0��1
� P�

�
I + e2B

��1
2
(B�2 (G�) (0)�B�20 (G0) (0))

�
+exB0��1

�
�
I � e2B

�
B�1

hp+
2
B�10 G0 (0)�

p�
2
B�1G� (0)

i
v0 (G0) (x) =

1

2

Z x

0

e(x�t)B0B�10 G0 (t) dt+
1

2

Z 1

x

e(t�x)B0B�10 G0 (t) dt

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�20 G0 (0)

+exB0��1
� P�

�
I + e2B

��1
2
(B�2 (G�) (0)�B�20 (G0) (0))

�
+exB0��1

�
�
I � e2B

�
B�1

hp+
2
B�10 G0 (0)�

p�
2
B�1G� (0)

i
�� = �p+ (I � e2B0)B0B�1(I � e2B)� p� (I � e2B)(I � e2B0)

= �
�
p+ (I � e2B0)B0B�1(I � e2B)� p� (I � e2B)(I � e2B0)

�
= [p+B0B

�1 + p�I +Opereg]

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�20 G0 (0)

+exB0 [p+B0B
�1 + p�I +Opereg]

�1P�
�
I + e2B

��1
2
(B�2G� (0)�B�20 G0 (0))

�
+exB[p+B0B

�1 + p�I +Opereg]
�1 �I � e2B�B�1 hp+

2
B�10 G0 (0)�

p�
2
B�1G� (0)

i
u0 ' R�eg +

1

2
exB0B�20 G0 (0) + I + II

I = �exB0 [p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1P�
�
I + e2B

��1
2
(B�2 (G�) (0)�B�20 (G0) (0))

�
= �exB0 [p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1

��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
�
� p+B0B�1 �Opereg

�
�
�
I + e2B

��1
2
(B�2 (G�) (0)�B�20 (G0) (0))

�
= �exB0

�
I + e2B

��1
2
(B�2 (G�) (0)�B�20 (G0) (0))

�
+exB0 [p+B0B

�1 + p�I +Opereg]
�1 �p+B0B�1��1

2
(B�2 (G�) (0)�B�20 (G0) (0))

�
+Opereg
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II = exB[p+B0B
�1 + p�I +Opereg]

�1 �I � e2B�B�1 hp+
2
B�10 v (G0) (0)�

p�
2
B�1 (G�) (0)

i
= exB0 [p+B0B

�1 + p�I +Opereg]
�1
hp+
2
B�10 G0 (0)�

p�
2
B�1G� (0)

i
+Opereg

I + II = �exB0
�
I + e2B

��1
2
(B�2 (G�) (0)�B�20 (G0) (0))

�
+exB0 [p+B0B

�1 + p�I +Opereg]
�1 �p+B0B�1��1

2
(B�2G� (0)�B�20 G0 (0))

�
�exB0 [p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1

hp+
2
B�1B�10 G0 (0)�

p�
2
B�1G� (0)

i
+Opereg

I + II = �1
2
exB0

1

2
(B�2G� (0)�B�20 G0 (0))

�exB0 [p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1
�
p+B0B

�1�B�20 G0 (0)
+
1

2
exB0 [p+B0B

�1 + p�I +Opereg]
�1(p+B0B

�1_p�I)B
�2G� (0)

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�20 G0 (0)

+I + II

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�20 G0 (0)

�1
2
exB0(B�2G� (0)�B�20 G0 (0))

�exB0 [p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1
�
p+B0B

�1�B�20 G0 (0)
+
1

2
exB0 [p+B0B

�1 + p�I +Opereg]
�1(p+B0B

�1_p�I)B
�2G� (0)

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�20 G0 (0)

�1
2
exB0(B�2G� (0)�B�20 G0 (0))

�exB0 [p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1
�
p+B0B

�1�B�20 G0 (0)
+
1

2
exB0 [p+B0B

�1 + p�I +Opereg]
�1(p+B0B

�1_p�I)B
�2 (G�) (0)�

(p+B0B
�1_p�I + opereg � p�I � opereg � p�I)B�2 (G�) (0)
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u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�20 G0 (0)

�1
2
exB0(B�2G� (0)�B�20 G0 (0)) +

1

2
exB0B�2G� (0)

�exB0 [p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1
�
p+B0B

�1�B�20 G0 (0)
�p�exB0(p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1)B�2G� (0)

u0 ' R�eg + exB0B�20 G0 (0)� exB0 [p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1
�
p+B0B

�1�B�20 G0 (0)
�p�exB0([p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1)B�2G� (0)

u0 ' R�eg + exB0
�
I � ([p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1)

�
p+B0B

�1��B�20 G0 (0)
�p�exB0([p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1)B�2G� (0)

u0 ' R�eg + exB0
�

[p+B0B
�1 + p�I +Opereg]

�1)�
[p+B0B

�1 + p�I +Opereg + p�I +Opereg]

�
�B�20 G0 (0)

�p�exB0([p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1)B�2G� (0)

u0 ' R�eg + exB0 [p+B0B
�1 + p�I +Opereg]

�1)B�20 G0 (0)

�p�exB0([p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1)B�2G� (0)

u0 ' R�eg + p�B�2exB0
�
[p+B0B

�1 + p�I +Opereg]
��1

(B2B�20 G0 (0)�G� (0)):

Analyse de u0 au voisinage de 1

u0 ' R�eg + v0 (G0) (0)

+e(1�x)B0B�10 v
0
0 (G0) (1)� e(1�x)B0B�10 	

u0 ' R�eg + v0 (G0) (0)

+e(1�x)B0B�10 v
0
0 (G0) (1)

�e(1�x)B0B�10 ��1
1 �

�1
2

�
p�v

0
+ (G+) (1) + p+v

0
0 (G0) (1)

�
�e(1�x)B0B�10 ��1

1 �
�1
2 (p+B0v0 (G0) (1)� p�Bv+ (G+) (1))

�e(1�x)B0B�10 ��1
1 B0v0 (G0) (1)

�e(1�x)B0B�10 v00 (G0) (1)
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u0 ' R�eg + v0 (G0) (0)

�e(1�x)B0B�10 ��1
1 �

�1
2

�
p�v

0
+ (G+) (1) + p+v

0
0 (G0) (1)

�
�e(1�x)B0B�10 ��1

1 �
�1
2 (p+B0v0 (G0) (1)� p�Bv+ (G+) (1))

�e(1�x)B0B�10 ��1
1 B0v0 (G0) (1) :

Or on a

p�v
0
+ (G+) (1) + p+v

0
0 (G0) (1) =

p�
2
B�1v+ (G+) (0)�

p+
2
B�10 v0 (G0) (1)

et
p+B0v0 (G0) (1)� p�Bv+ (G+) (1) =

p�
2
B�1v+ (G+) (1)�

p+
2
B�10 v0 (G0) (1)

et
v0 (G0) (1) = R�eg �

1

2
B�20 v0 (G0) (1)

u0 ' R�eg + v0 (G0) (0)

�e(1�x)B0B�10 ��1
1 �

�1
2

�p�
2
B�1v+ (G+) (0)�

p+
2
B�10 v0 (G0) (1)

�
�e(1�x)B0B�10 ��1

1 �
�1
2

�p�
2
B�1v+ (G+) (1)�

p+
2
B�10 v0 (G0) (1)

�
�e(1�x)B0B�10 ��1

1

�
�1
2
B�20 v0 (G0) (1)

�

u0 ' R�eg + v0 (G0) (0)

�e(1�x)B0B�10 ��1
1 �

�1
2

�
p�B

�1v+ (G+) (0)� p+B�10 v0 (G0) (1)
�

+
1

2
e(1�x)B0��1

1 B
�2
0 v0 (G0) (1) :

On a

��1
� = �[p+B0B�1 + p�I +Opereg]�1

�1 =
�
I + 2p�

�
I + e2B

�
e2B0��1

�
�

= I + opereg

��1
1 = [I + opereg]�1 ' I
�2 =

h
�p+I + p+BB�10

�
I + e2B

� �
I + e2B

��1i
=

�
�p+I + p�BB�10 + opereg

�
��1
2 =

�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
u0 ' R�eg +

1

2
e(1�x)B0B�20 (G0) (1)

�e(1�x)B0B�10
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[I + opereg]�1

�
p�B

�1G+ (1)� p+B�10 G0 (1)
�

+
1

2
e(1�x)B0B�20 [I + opereg]�1G0 (1)
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u0 ' R�eg +
1

2
e(1�x)B0B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0B�10
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1 �
p�B

�1G+ (1)� p+B�10 G0 (1)
�

+
1

2
e(1�x)B0B�20 G0 (1)

u0 ' R�eg +
1

2
e(1�x)B0B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1 �
p�B

�1
0 B

�1G+ (1)� p+B�20 G0 (1)
�

+
1

2
e(1�x)B0B�20 G0 (1)

u0 ' R�eg +
1

2
e(1�x)B0B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1]G+ (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I + opereg

��1
[p�BB

�1
0 � p+I � p�BB�10 ]B�20 G0 (1)

+
1

2
e(1�x)B0B�20 G0 (1)

u0 ' R�eg + e(1�x)B0B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1]G+ (1)

+e(1�x)B0B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I + opereg

��1
[p�BB

�1
0 ]B

�2
0 G0 (1)

u0 ' R�eg + e(1�x)B0B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1]G+ (1)

+e(1�x)B0B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I + opereg

��1
[p�BB

�1
0 � p+I + p+I]B�20 G0 (1)

u0 ' R�eg + e(1�x)B0B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1]G+ (1)

+e(1�x)B0B�20 G0(1)

�e(1�x)B0B�20 G0(1)
�e(1�x)B0

�
p�BB

�1
0 � p+I + opereg

��1
B�20 G0 (1)
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u0 ' R�eg + e(1�x)B0B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1]G+ (1)

+e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I + opereg

��1
[p�BB

�1
0 � p+I � p�BB�10 ]B�20 G0 (1)

u0 ' R�eg

+e(1�x)B0
h
I �

�
p�BB

�1
0 � p+I + opereg

��1i
B�20 v0 (G0) (1)

�e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1]v+ (G+) (1)

u0 ' R�eg

+e(1�x)B0
h
I �

�
p�BB

�1
0 � p+I + opereg

� �
p�BB

�1
0 � p+I + opereg

��1i
B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1]G+ (1)

u0 ' R�eg

+e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1]B�20 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1]B�2G+ (1)

u0 ' R�eg

+e(1�x)B0
�
�p+I + p�BB�10 + opereg

��1
[p�B

�1
0 B

�1](B�20 G0 (1)�B�2G+ (1)):

Théorème 4.3 Soient
g�
d
2 C�([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C�([0; 1] ;E) et g+

d
2 C�([1; 2] ;E)

avec 0 < � < 1:
Alors

1. u0est la solution du notre problème sur ]0; 1[

2. u0 2 C([0; 1] ;D(B2)) \ C2([0; 1] ;E) si et seulement si�
g0(0)

d0
� g�(0)

d

�
2 D(B0);

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d0

�
2 D(B0):

Théorème 4.4 Soient
g�
d
2 C�([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C�([0; 1] ;E) et g+

d
2 C�([1; 2] ;E)

avec 0 < � < 1:
Alors
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1. u0 est la solution de notre problème sur ]0; 1[

2. B20u0(:); u
00
0 2 C�([0; 1] ;E) si et seulement si�

g0(0)

d0
� g�(0)

d

�
2 DB0(B0;+1);

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d0

�
2 DB0(B0;+1):

4.2.2 Analyse de u+ au voisinage de 1

u+ w e(x�1)B
�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

+e(x�1)B
�
I � e2B

��1
B�10 v

0
0 (G0) (1) + e

(x�1)B �I � e2B��1 v0 (G0) (1)
+e(x�1)B

�
I � e2B

��1
���1

2 �
�1
1

�
p�v

0
+ (G+) (1) + p�v

0
0 (G0) (1)

�
+e(x�1)B

�
I � e2B

��1
���1

2 �
�1
1 (p+B0v0 (G0) (1)� p�Bv+ (G+) (1))

+e(x�1)B
�
I � e2B

��1
���1

1+B0v0 (G0) (1)

+e(x�1)B
�
I � e2B

��1
�v00 (G0) (1)

+v+ (G+) (x)

avec
� = �B�10 �1 + 2p+e

2B0��1 �I � e2B��1B�1
u+ w R�eg + v+G+ (x)

�e(x�1)B
�
�1
2
B�2G+ (1)

�
+ e(x�1)BB�10

�
�1
2
B�20 G0 (1)

�
+e(x�1)B

�
�1
2
B�20 G0 (1)

�
+e(x�1)B

�
�B�10 +Opereg

� �
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1 �
[I +Opereg]�1

�p�
2
B�1G+ (1)�

p+
2
B�10 G0 (1)

�
+e(x�1)B

�
�B�10 +Opereg

� �
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1 �
[I +Opereg]�1

�p�
2
B�1G+ (1)�

p+
2
B�10 G0 (1)

�
+e(x�1)B

�
�B�10 +Opereg

�
[I +Opereg]�1B0

�
�1
2
B�20 G0 (1)

�
+e(x�1)B

�
�B�10 +Opereg

��
�1
2
B�20 G0 (1)

�
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u+ w R�eg +
1

2
B�2e(x�1)BG+ (1)

+
1

2
e(x�1)BB�2G+ (1)�

1

2
e(x�1)BB�30 G0 (1)

�1
2
e(x�1)BB�20 G0 (1)

+e(x�1)BB�10
�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1 �p+
2
B�10 G0 (1)�

p�
2
B�1G+ (1)

�
+e(x�1)BB�10

�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1 �p+
2
B�10 G0 (1)�

p�
2
B�1G+ (1)

�
+
1

2
e(x�1)BB�20 G0 (1)

+
1

2
e(x�1)BB�30 G0 (1)

u+ w R�eg +B�2e(x�1)BG+ (1)

�1
2
e(x�1)BB�20 G0 (1)

+e(x�1)BB�10
�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1 �
p+B

�1
0 G0 (1)� p�B�1G+ (1)

�
+e(x�1)BB�10

�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1 �
p+B

�1
0 G0 (1)� p�B�1G+ (1)

�
+
1

2
e(x�1)BB�20 G0 (1)

u+ w R�eg +B�2e(x�1)BG+ (1)

�1
2
e(x�1)BB�20 G0 (1)

+
1

2
e(x�1)Bp+B

�2
0

�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1
G0 (1)

�1
2
e(x�1)Bp�B

�1
0 B

�1 ��p+I + p�BB�10 +Opereg
��1

G+ (1)

+
p+
2
e(x�1)BB�20

�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1
G0 (1)

�1
2
e(x�1)B

�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1
� B�1B�10 B

�1G+ (1)

+
1

2
e(x�1)BB�20 G0 (1)

u+ w R�eg +B�2e(x�1)BG+ (1)

�1
2
e(x�1)BB�20 G0 (1)

+e(x�1)Bp+
�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1
B�20 G0 (1)

�e(x�1)Bp�B�10 B�1
�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1
G+ (1)

+
1

2
e(x�1)BB�20 G0 (1)
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u+ w R�eg

+e(x�1)B
�
I + p�BB

�1
0

�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1�
B�20 G0 (1)

+e(x�1)Bp+
�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1
B�20 G0 (1)

u+ w R�eg

+e(x�1)B
�
I �

�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1 �
p�BB

�1
0 � p+I + p+I

��
B�2G+ (1)

+e(x�1)Bp+
�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1
B�20 G0 (1)

u+ w R�eg

�e(x�1)Bp+
�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1
B�2G+ (1)

+e(x�1)Bp+
�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1
B�20 G0 (1)

u+ w R�eg

e(x�1)Bp+
�
�p+I + p�BB�10 +Opereg

��1 �
B�20 G0 (1)�B�2G+ (1)

�
:

Donc on aura les théorèmes suivants

Théorème 4.5 Soient
g0
d0
2 C� ([0; 1] ;E) et g+

d
2 ([1; 2] ;E) avec 0 < � < 1. On suppose

que

f+ 2 D
�
B2
�
:

Alors

1. u+ est la solution de notre problème sur ]1; 2[.

2. u+ 2 C ([1; 2] ;D (B2)) \ C2 ([1; 2] ;E) si seulement si

B2f+ +
g+ (2)

d
2 D (B);

et �
g0 (1)

d0
� g+ (1)

d

�
2 D (B):

Théorème 4.6 Soient
g0
d0
2 C� ([0; 1] ;E) et g+

d
2 ([1; 2] ;E) avec 0 < � < 1. On suppose

que
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f+ 2 D
�
B2
�
:

Alors

1. u+ est la solution de notre problème sur ]1; 2[.

2. B2u+ (:) ; u00+ 2 C� ([1; 2] ;E) si seulement si

B2f+ +
g+ (2)

d
2 D (B) (�;+1) ;

et �
g0 (1)

d0
� g+ (1)

d

�
2 D (B) (�;+1)
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Résumé 

Dans ce travail on étudie certains problèmes de dispersion décrivant 

une dynamique de population dans trois habitats dont un refuge et deux 

zones défavorables. Rabah Labbas, Ahmed Medaghri et Abdallah Menad 

ont étudié ce type de problème et ont montré des résultats de régularité. 

On montre l’existence, l’unicité et la régularité maximale de la 

solution. La méthode utilisée est basée sur une construction directe de la 

solution. On utilise des outils d’analyse fonctionnelle, en particulier les 

notions d’opérateurs linéaires fermés, la théorie des semi-groupes, les 

puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires, la théorie 

d’interpolation, le calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels. 

On donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les données 

entre les différents types d’habitats. 


