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Introduction

0.1 Motivation

Dans ce travail, on étudie certains problémes de dispersion de la dynamique de popu-
lations qui intégrent des réponses aux intrfaces entre les différents types d’habitats. Ces
problémes sont basés sur des équations aux dérivées partielles de type parabolique situées
dans le paysage suivant constitué par trois habitats différents :

Q=0 _UQyuU,,
ou
Q. =]-1,0[x 10,1
Qo =10,2L[ x ]0,1]
Q, =1]2L,2L +1[ x 0,1,

avec [, L > 0. L’équation de diffusion est

o d.Au_ (t,z,y) + Fu(t,z,y)) dans 10,7 x Q_
i (t,x,y) =< do.Duo(t,z,y) + Fo(u(t, z,y)) dans 0,7 x (1)
d.us (t, 7, ) + Flu(t, 7,y)) dans 10, T[ x 2,
sous la condition initiale
o_(x,y) dans Q_
U<O, Z, y) = SDO(ZEa y) dans QO
(10+ (Iv y) dans Q—H

les conditions aux limites

u-(t,—ly) = f-(t,y), y €]0,1]

u_(t,z,0) =u_(t,z,1) =0, x €]-1,0[

uo(t, x,0) = ug(t,z,1) =0, x €]0,2L] (2)
uy(t,x,0) = uy(t,z,1) =0, x € 2L,2L +1]

u+(t72L+l>y>:f+(t7y) y€]071[7

les conditions de continuité aux interfaces I'o = {0} x |0, 1] , I'sp = {2L} x ]0,1]

uﬂ(tvO’y) :u_(t,O,y), yG]O,l[
U'O(ta 2L7y) = U+(t, 2L7y)a Yy € ]07 1[7

et les conditions d’interface d’assymetrie sont

Oou_ ou
(1 _p)d_(tvoay) = pdo—o(t,O,y), Yy e }Oa 1[
ox ox (4)
8U0 8U+
- = (1-p)d—-t 1[.
pdo—- (t,2L,y) = (1 —p)d e (t,2L,y), y €]0,1]

Nous avons utilisé ci-dessus les notations naturelles

u- =u/o_, U =ulg, Uy =1u/q,.



Ici, u(t, z,y) représente la densité de la population, Q2 ¢’ est le refuge alors que

Q uQ,,

est la zone tampon avec leurs coefficients de diffusion correspondants dy et d .

L’équation 2.1 désigne la diffusion dans les habitats avec Fj et F' représentent la croissance
et la décroissance de la population dans les zones tampons respectives. Dans les conditions
aux bords 2 la densité de la population est fixée sur {—I1} x ]0,1[ et{2L + [} x ]0,1[. Les
conditions 3 explicitent la continuité de la population, les conditions 4 sont basées sur la no-
tion du mouvement brownien biaisé caractérisé par le parameétre p € ]0, 1] .Dans notre travail
on supposera le cas intéréssant du mouvement brownien biaisé correspondant a ’hypothese

1
p#g-

On considére dans ce travail uniquement la partie linéaire des fonctions logistiques, c’est-a-
dire

F(u(t,z,y)) = —ru_ sur ]—=1,0] x ]0,1]
Fo(u(t, z,y)) = roug sur 10,2L] x ]0,1]
F(u(t,z,y)) = —ruy sur 120,2L + 1] x 0, 1],

avec 1o est le taux de croissance dans le refuge et r le taux de mortalité dans les zones
tampons, donc notre probléme stationnaire devient

( dAu_ —ru_ =g sur ]—1,0[x]0,1]
(Eqs) R doAug+roug = go  sur ]0,2L[ x |0, 1]
dAuy —ruy =gy sur  |2L,2L +1[ x |0, 1]

u=0 dans |-[,2L+1[x {0}
u=0 dans |2L,2L+1[x {1}
(Bound.C’) u_ = f_ dans {-—I} x]0,1]

(P) uy = fy dans {2041} x]0,1]

u_ =ug dans {0} x]0,1]

(Interf-C)\ yo —w, dans {20} x 0,1]
ou_ ou
(Shew.C) (1—p)d%(0,y) =pdoa—0(0,y), y €10,1]
cw.U. auo Uy
\ pdo%(%,y) = (1—p)d%(2L,y)7 y €]0,1[,

ol g_, go et g, sont des fonctions données dans un espace approprié.

L’objectif de ce travail est de donner une analyse compléte de (P), afin d’étudier le
probléme d’évolution 1~4.

L’étude de Dexistence, I'unicité et la régularité maximale de la solution du probléme (p)
nous permet d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes sur les données aux niveau
des interfaces.

Notres techniques utilisées sont basées sur la théorie des semi-groupes, les puissances
fractionnaires d’opérateurs linéaires, les espaces d’interpolation, le calcul fonctionnel pour
les opérateurs sectoriels.

Les résultats obtenus dans ce travail sont donnés par théoréme 4.1 et 4.2 page 40, théo-
réeme 4.3 et 4.4 page 47 et théoréme 4.5 et 4.6 page 50.

Ce mémoire est organisé comme suit :



Le premier chapitre est consacré a des rappels d’'usage sur les outils mathématiques
utilisés dans ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne la représentation de la solution du notre pro-
bléme en utilisant les semi-groupes, les puissances fractionnaires.

Au troisiéme chapitre, on étudie l'inversibilité de 'opérateur A le déterminant du
systéme dans la solution en utulisant le calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels et
quelques inégalités d’analyse complexe.

Dans le dernier chapitre, on étudie la régularité de la solution a 'aide des lemmes
techniques qui sont basés sur les éspaces d’interpolations et les résultats de Sinestrari. On
donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les données entre les différents types d’ha-
bitats.



Chapitre 1

Notions et rappels

1.1 Opérateurs liénaires fermés

On rappelle que A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X si et seulement si
c’est une application linéaire définie sur un sous espace vectoriel D(A) (domaine de définition
de A) de X a valeurs dans X .

Alors

1. A est dit borné si
D(A) =X et 3C > 0; [JAC|| < C[]lx

et on écrit A € L (X) .

2. A est dit fermé si et seulement si son graphe est fermé, i.e, pour toute suite (z,,), C

D(A) telle que,
Tn =T, ] TE D(A)
Az, — vy Ax =y

3. A est dit fermable si et seulement s’il admet une extension fermée, ce qui équivaut a
dire que pour toute suite (x,), C D(A) telle que,

o =0, =y=0
Az, —y ¥y=

Les convergences des suites z,, et Az, sont au sens de la norme de I'espace X.
Définition 1.1 Soit X un espace de Banach complexe, muni de la norme ||.||y . On appelle,
— Spectre de A, ’ensemble
0(A) = {Xe C t.q (A — AI) non inversible} .

— Ensemble résolvant de A, le complémentaire du o(A) dans C noté p(A), c’est
-a-dire

p(A)={XeCt.q (A—X)"" e L(X)}.
— Résolvante de A, I'opérateur (A — AI)~! pour A € p(A).



1.2 Les semi-groupes

Définition 1.2 On appelle semi-groupe fortement continu (ou vérifiant la co-condition), une

application
R* — ((X)
t — G(t)
Telle que,
a) G(0)=1
b) G(t+s) = G(t)G(s), Vt, s =0
c) V¢ e X Tapplication
Rt — X
t— G(t)e,

est fortement continue en 0,
(Vo € X, lim [[G()e — ¢llx = 0)

1) sit €R, (G(t)) est dit groupe.

2) la condition ¢) n’implique pas que

li t)—1I|y =
Tim [G(t) = Tl =0

Définition 1.3 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe(G(t)), l'opérateur li-
néaire non borné A définie par

Dy = {gp € X : lim M existe dans X}

t—0+
G(t)p —
Vo€ Dy, Ap= limM.

t—0+

1.2.1 Semi-groupes analytiques

Définition 1.4 Soit X un espace de Banach complexe. Soit le secteur
Z:{ZE(C:91<argz<92 et 61 <0< 6y},

soit {G(2)},cs- une famille d’opérateur linéaire bornée sur X, on dit que {G(2)}, .5
forme un semi-groupe holomorphe, si elle vérifie :

1) G(0) = I.

2) G(z1 + 22) = G(21)G(22), pour tout z1, 29 € > .

3) lim, o, G(2)p =g, pour p € X.

4) L’application z € Y\ {0} — G(z)p € X est holomorphe Vo € X.

Théoréme 1.1 (Théoréme de Kato)



Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire non borné vérifiant

1) A est ferme.

2) D(A) = X (densite)

3) p(A)D{ eC*:Re A >0} et IL >0 /VA € p(A) on a
-1 L

A a <

Alors, A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe tel que :
1) 3IM >0/t > 0 [|G(t)lgx) S M.
2) Vt>0,G(t) e LIX,D(A)) et [|[AG(1)|| <M

cx) St

1.3 Les espaces d’interpolation

Définition 1.5 Soit X un espace de Banach, on désigne par LE(R,, X) avec p € [1,400],
I’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout t € R,

et telles que

+oco , dt %
IO — ) = IFOlle@, x) < +oo.
0 t
Si p = 400, on définit 'espace L2(R,, X) par

f R, — X, est fortement mesurable et

e PR, X))
f Ry, X) { SUp esSo<t<oo || f (1) || x < 00

Définition 1.6 Soient (Xo, ||.||,) et (X1,].|l;) deux espaces de Banach s’injectant continu-
ment dans un espace topologique séparé E.
Pour p € [1,+00[, et § €]0, 1], on dit que = € (Xo, X1)s, si et seulement si
1) vVt > O, Eluo(t) € Xo, Elul(t) € Xl L= Uo(t) + Ul(t)
2) t7%u € LP(R, Xo), t%u; € LP(R,, X1)

Proposition 1.1 Soient (Xo 1 X1, |-y, ) (Yo + X1, Il x,) et (X0, XYy, 11l )
des espaces de Banach pour les normes respectives

~zllxgnx, = el + 2l sie e Xon Xy
el = mE (1ol + [l ) si 7 € Xo+ X,
z;€X;, 1=0,1
T=r0+T1
o ||'IH9,p = inf (Ht_e’u,o‘ L2(R,X0) + Htl_eul‘ LI,Z(RJr,Xl)) slx € <X07X1>6’,P7

uiRy—X;, 1 =0,1
V>0, uo(t)+ui(t)=z
et de plus

XoNX; C (Xo, X1)op C Xo+ Xy

avec injections continues.



Notation 1.1
(Xo, X1)op = (X7, XO)I—G,p'

Définition 1.7 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X muni de la
norme,

Vo € D(A) : [z]peay = lzllx + 1Az x

on a alors,
Da(0,p) = (Da,X)1-9p, pourpe[l,+o0]et0<8 <L

Gréace a la propriété de réitération on a :
Da(mb,p) = Dam(0,p),

ot m entier> 1, p € [1,+00], § € |0, 1], (voir [6]) , cas particulier m = 2
on a
DA(267p) = DAQ(eap)a

1.4 Calcul fonctionnel

1.4.1 Opérateurs sectoriels

Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, vérifiant les propriétés suivantes, il existe
0 € [0, 7[ tels que o(A) C Sy

g, — {z€C, 2#£0,|arg 2| <0} si0O<fO<m
*7 1 (0,00) si 6=0.

et pour tout « €16, [,
sup ||w(wl — A)7|| < +o0
weC\Sa
(on dit que A est un opérateur sectoriel avec angle spectral ) (voir [12] p 17) .
On remarque que si R~ C p(A) et supycp+ A ||[(A + A)7!| < co+ alors A est sectoriel
(voir [10]; lemme 6 :4 :1) :

Remarque 1.1 Soit o € }0, g [ :

zESa<:>0<|Im d

<t . 1.1
- an o (1.1)

Définition 1.8 Pour ¢ €]0, 7
— H(S,) : I'espace des fonctions holomorphes de S, dans C.
= HX(S,) = {f € H(Sy) : sup.es, | f(2)| < oo}
— Hg*(S,) ={f € H(S,) : 3s € R sup,cg max{|z[", || "} [f(2)] < oo}.
~ Hy(S,) = {f € H(S,): 35 € R sup,cg, min{|2[”, || "} f(2)| < oo}.
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Remarque 1.2
Hge(S,) € H*(S,) € Hy(S,) € H(S,)

et HG°(S,) est un espace de Banach muni de la norme || f|| , = sup,eg, [f(2)]-

Définition 1.9 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X, alors pour f €
H§°(S,), on définit 'opérateur linéaire bornée f(A)

) =5 [ F@)GT - )

ou « €1, | et 7, est un chemin dans le plan complexe composé par deux demi-linges

{pe™,pe RTU{0}},

orienté avec une partie imaginaire décroissante (voir [12] p 27).

Définition 1.10 On dit que A admet H>(S,) calcul fonctionnel borné si pour tout f €
H>(S,) Uopérateur f(A) est borné et il existe c € R (indépendante de f) tel que

IF (A < el fll

Proposition 1.2 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im (A) =

S’1l existe ¢ € R tel que pour tout f € H(S,) ona: || f(A)] <c ||f|| alors A admet
H>(S,) calcul fonctionnel borné .
Preuve. voir [5] corollaire 2.2 ou [9], théoréme 4.9. m

Proposition 1.3 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X.

f.g € Hy(S,) = { J(A) +g(A) - (f; 1 9)(A)

7(4).9(4) C (f9)(A)
: {fﬂefM%)i{ﬂm+ﬂm=U+mM>
g(4) € ((X) F(4).9(4) = (£.9)(4)

— Pour la preuve voir [5] ou [9], théoréme 4.5 et corollaire 4.6 .
Proposition 1.4 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X.
Sif e Hy(S,) ,(%) € H,(S,) et (%)(A) € L(X) alors f(A) est inversible & inverse borné

Preuve. voir [7], proposition 3.3 ®
Proposition 1.5 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X.

Si A admet H OO(Sg) calcul fonctionnel borné alors A2 est un opérateur sectoriel, injectif,
Im(A) = X et admet H*(S¢) calcul fonctionnel borné .

Preuve. voir [7], proposition 3.4 m
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1.4.2 Les espaces de Hoélder

Définition 1.11 Soient E un espace de banach complexe et C([0,1], E) lespace de banach
des fonctions continues de [0, 1] & valeurs dans E, muni de la norme

= g -
£l = mas 17 (1)

On considére, pour 0 < 0 < 1, ’espace

c’([0,1], E) = {f e C(]o, 1],E)\sup”f(t) =)l < 400, }

msz0 |t —s|’

muni de la norme

1 (@) = f(s)
1 llcomy = [1f o) + tigzo t— off £.




Chapitre 2

Représentation de la solution

2.1 Formulation opérationnelle de P

On définit 'opérateur A dans l’espace de Banach £ = C(][0, 1)),

D(A) = {p € C*([0,1]) : ¢(0) = ¢(1) = 0}
(Ap)(y) = ¢"(y)-

Cet opérateur fermé vérifie 'hypotheése d’ellipticité de Krein suivante

{

pour tout n €10, 7[,p(A) D Sr—, U{0} et
3C > 0:YX € Spy U0}, [[(A = A) ) <

C (2.1)
L+ A

ou p(A) désigne 'ensemble résolvant de A et,

S, ={z € C\{0}:|arg z| <n}, avecn € |0, x|,

et Il existe une boule §(0,9), & > 0, Tel que p(A) D ((0,6) et Pestimation en 2.1 est
toujours vraie dans S,_, U 3(0, ).
Les notations usuelles suivantes des fonctions a valeurs vectorielles

ux(2)(y) = ux(z,y), uo(x)(y) := uo(x,y),

permettant alors d’écrire le probléme (P) dans l’espace E, comme suit :

(

¢

(Egs) <

\

W' (z) + Au_(z) — gu_(x) - g—f) sur |1, 0]
ull(z) + Aug(x) + ;—Zuo(x) - 90;;”) sur  ]0,2L]
! (z) + Au(z) — §u+(x) - 9*? sur  ]2L,2L + 1]
(Bound.C) { Z;E;[f)fl)f o
u_(0) = uo(0)

(Int erf .C.) {

(Skew.C.) {

uo(2L) = uy(2L)
(1 = p)du’(0) = pdouy(0)
pdoug(2L) = (1 — p)du!, (2L) ’

12



13

la fonction g est telle que

9- = glia € C°([—,
90 = glioary € C°([0
g+ = g|[2L,2L+l] € 09([2[,72[, +1;E),

[\&)
S o

(avec 0 < 0 < 1).
Remarque 2.1 L’hélderianité de g, go et g implique L’hélderianité globale de g sur

[—1,2L + 1] si et seulement si g—(0) = go(0) et go(2L) = g+(2L),on ne supposera pas cette
condition.

2.2 Résolution du probléme opérationel (P,)

1
Afin de ne pas compliquer les calculs, on prendra les constantes d’intervalles [ = 1, L = 3
On pose

et
G(m):g_;@, v €]-1,0[
Golo) = 28, s e,
B=—[-(a-L0)]’ ,BOZ_{_(M;_ZI)T.

On commence par résoudre le probléme suivant

( : u” (z) — B*u_ () = G_ (z) dans |-1,0]
(Equations) { ul () — B2ug (z) = Go (z) dans ]0,1]
(PsBo)) { (Boundary C.) { u;é(_ll)>:£_
(Interface C.)  u_ (0) = ug (0)
| (Skewness C.) p_u’ (0) = piug (0).

oul ¥ est un élément dans E a déterminer dans une deuxieme étape, il est bien connu que la
solution de I’équation du second ordre suivante

u” (r) — B*u(z) = G (2), x €]a,b],

dans F, est écrite
u(r) =" a4 B3 1y (G) (2),

1 T 1 b
v(G) (x) = = / e DEB1G (1) dt + 3 / DB RLG () dt.

a T
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Alors

u_(x) = e Ba_+eMHDBg Loy (G)(2), r€]-1,0[
up (r) = e Poag+ BB 4 vy (Go) (1), x €]0,1]

donc

u' (1) = —Be *Ba_ + BeH®B3 1o (G)(x), r€]-1,0]
up (1) = BoePoay — Boel=2)Bo- B + ) (Go) (z), r€]0,1],

avec a_, B_, ag, By € E et

x 0
v (G) (@) = % / G (t)dt+% / (DB BLG (1) dt.
1
2

T 1
Vo (Go) (.73) = / 6(17030 BalGO (t) dt + % / €(tiz)BOB071G0 (t) dt
0 T
On a
{u )=ePa_+pB_+v_ (G_)(-1)= f_
0 (1) = Boe™ag — Bofy + v (Go) (1) = 0,
{ v (0) = —Ba_ + BePB_+v' (G_)(0), x €]-1,0]
UB( ) B()OCO—BOOS 60+U0 (Go) (0), ZL’E]O,]_[,
et

B_=—ePa_ —v_ (G )(—1)+f,
{ﬁo—e Brag + By v (Go) (1) - (22)

les conditions de transmission

{ u_ (0) = Uy (0) /
p- (u-) (0) = py (uo) (0) =0,

donnent
{ u_ (0)=a_+eBB_+v_(G_)(0)
uo (0) = ag + €23, + v (Go) (0),

on a

u-(0) = ug (0) <= a- +e”B_+v_(G-)(0) = ag +e™ By + vo (Go) (0),

donc
a_+ePB—ag—ePBy = —v_ (G-)(0) + v (Go) (0),
et
p-(u) (0) =py (u) (0) = 0 <= p_(~Ba_+Be"4_+v_(G-)(0))
—ps (Boag — Boe™ By) + vh (Go) (0) = 0

= p_ (—a_ + eBﬁ_) — Py (B_lBoozo — B_lBgeBOBO)
= —p-B7(G-)(0) + B~ psvy (Go) (0),
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on obtient donc

a_+e’B_—ag—e™By = —v_(G-)(0) + vo (Go) (0)

P (—04, + eBﬁ,) — D+ (3_130040 — B_lBoeBoﬁo)
= —p_B W (G-) (0) + B~ 'p v} (Go) (0),

on remplace 3_ et [3,, on obtient

a_+ef (—ePa_ —v_(G2) (1) + f-) — ag — e (ePrag + By lvg (Go) (1) — By ')
= —v-(G-)(0) +vo (Go) (0)

p- (—a- + e (—ePa —v_(G_) (-1) + f_))

—p+ (B Boag — B™'ByeP (ePag + By v (Go) (1) — By ')

= —p-B~ (G-)(0) + B~"p1vg(Go) (0)

on rassemble

(I - 6232 a_— (I+e*)ag=—ePf_ —ePB'W + ePov_ (G_) (-1)
e By (Go) (1) — v (G) (0) + 1 (Go) (0)

—p_ (I + 62B) a_ —py (I — 6230) ByB tayg

=—p-elf +p. BV +p ePu(G-)(-1)

—p+B~e"ug (Go) (1) — p-B~" (G-) (0) + B~ p4v; (Go) (0)

on obtient le systéme

(I- )~ (1+e™)ap—f, 23)
—p_ (I +e*)a_ —py (I —e*P) ByB o = gs, :
avec
fo=—ePf =B 4 P (G-) (—1) + ™ By vy (Go) (1)
—v-(G-) (0) + w0 (Go) (0)
(2.4)
g» = —p-€f +pyB7ePU +p ePu (G_)(-1)
—p+ BP0y (Go) (1) — p-B~ " (G-) (0) + B~ psvpy (Go) (0).
Le déterminant abstrait de ce systéme est
A (I — 623) — (] + 6230)
= ([+ 623) “p, ([ _ 6230) ByB~!
Al = —p, (I— ) (I - B) BeB™ —p_ (I + ) (I + ). (2.5)

maintenant, nous devons inverser A_

Remarque 2.2 : On suppose que IA~' € L(X), dans le chapitre 3, on montre que A est
wnversible a inverse borné, alors on trouve a_, ag, 3_ et 3,

on obtient donc

_ At B — (I +¢*)
- | g — P, (I - ¢*5) BB~

a_
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alors :
a_ =A"1 [—p+ (I — 6230) ByB7'f, + (I + 6230) g*] ,
et (I 23) f
_ A1 —¢€ *
ag = AZ —p_ (I + 623) s
alors
ap=AZ"[p_ (I+e*B) fo+ (I —€*P)g.],
donc
a_ = A" [—py (I —€P) ByB™ f, + (I 4 *P) g.]
ap = A [P (I +€*P) fo+ (I —e*P) g.],
et

B_=—ePAT [—pi (I —€*P) BoB7 fu + (I +€*) g.] —v_(G-) (-1) + f-
By =€ AT [P (I+€*8) fo+ (I —€*P) g.] + By'vh (Go) (1) — By ' .

par conséquent, les fonctions

€]-1,0]

{U—(ﬂf)Zef”BaJr@“”)Bﬁ +v_(G-) (v),
e (x), xr €]0,1]

ug (1) = e"Boag + 153, 1y (Gy)

)
x
s’écrivent, pour x € |—1,0[

u_(z) = e BAT [—py (I — €2%) ByB ' f. + (I + €2) g,]
H=pe (

—e(l+2) eBA~ —py (I — 6230) BOB_lf* + ([+e230) g*}
—v_(G_) (=) + f-+v_(G-) (=
avec .
v_ (G_) (x) = %/le(x‘t)BB‘lG_ (t) dt + /x t=0Bp-1G_(t)d

Et pour z € |0, 1] ,on obtient

up (z) = eAT [p_ (I+e*P) fu+ (I -
+ell=0BoeBo AT [p_ (14 €2P) fo + (I — ) }
+By v (Go) (1) = By "W + v (Go) (@)

avec

1 [* 1 [
vo (Go) (z) = 5/0 @B po1Go (¢) dt + 5/ et B1G (1) dt.

Maintenant on passa & u. .
On résoud le probléme suivant

(Equations) u” (x) — BQU+ r)=Gy(z) sur |1,2]
(Ps) (BoundaryC.) { o (

avec la condition

pdug (1) = (1 — p)du’, (1),
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qui va nous permetre de trouve W.
Puisque on a

o (x) = AT [p_ (14 ) [+ (1) g
+ell=mBoeBo AT [p_ (14 €2P) f, + (I — €*P) g.]
+ell=9P0 Bty (Go) (1) — ' =P By + vy (Go) ()

ou H (V) est donné par

H(V) = uo(1)
AT [ (T4 ) fo+ (- ) g
+eP AT [p_ (I +€P) fu+ (I — €*P) ] + Bty (Go) (1) — ByW + v, (Gy) (1)
= 2e"AT [p_ (I +€*P) fu+ (I — €P) g.] + By'vy (Go) (1) — By "W + vg (Go) (1),

donc
uy (2) =" Doy + 98B, 40, (Gy) (),
avec )
1 [* 1
vy (Gy) (z) = 3 / e IBRTIG, (t)dt + 3 / BB TIG, (1) dt,
1 x
les conditions aux limites

{ uy (1) = uo (1) = H (V)
ur (2) = [+,
donnent

{ us (1) = ap +eBy +vy (G1) (1) = H (D)

us (2) = P + By +vs (G1) (2) = [,
donc le systéeme
{ ar +ePf=H(¥) - v (Gy)(1)
oy +8, = fr —vi (Gy)(2),

AQZ

AQ = 1—€2B

donc .
Ayt = (I-¢€*)
alors 5
a. = A-t| HW) —vy (G (1) e
i 2 fe v (G (2) 1
donc

ap = (I—e) 7 [HW) =0y (G) (1) — € (f4 — v (G2) (2))]
= (I-e) " ePu, (G4)(2)
- (I- eZB)_l e’y —(I- 623)_1 vy (Gy) () + (I - €2B)_1 H (D),
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et

B H (V) — vy (Gy) (1)

By = (- ) fr—vi (G4)(2)

= (I- ) [f+ — vy (G4) (2 ) e’ (H () — vy (G4) (1))]
(I—eP) " fo— (I =€) 0y (G4) (2) — B (1 —*B) oy (G4) (1)

—eP ([ ezB) L H(D),
donc la solution s’écrit

uy () = "oy +e785, 40 (Gy) (2)

_ -1B [ (-’ - €2B)_1 6le+ (G4)(2) = (I - 623)_11 el fr
(I —e*P) " uy (G+)( )+ (I —e*P) " H (D)

(]—62 ) (I ZB) 1v+ G+
+eP (I - 623) o (G+ (1) —eP (I - ) H(\IJ)
+ui (Gy) (x)
uy (z) = @ VB (1= 2BV H (W) — B (1= e2P) Ty (Gy) (1)
+eC 0P (1= 2P) 7 [ fy =0y (Gy) (2)]
—e BB ([ — e2P) 7 [f, — v, (G4) (2)] — @95 (1 — ) o, (G1) (1)
—e@mBeB (1 — 623)_1 H(¥)+v; (Gy) (2)

+e(2—x)B

uy (z) = @ VB (1= 2B H (W) — B (1= e2P) Ty, (Gy) (1)
+eC 0P (1= 2P) 7 [ fy =0y (Gy) (2)]
—e™P (1= eP) 7 [f1 — vy (G4) (2)) = 598 (1= e2P) Moy (G4) (1)
—eB=mB (1 — 623)_1 H (V) + vy (Gy) (2),

2.3 Calcul de ¥

pour trouver ¥ on utilise
p+U6 (1) = p—ulJr (1) )
donc

u (x) = Bel#—1B (] — 623)71 H (¥) — Bel*=1)B (I — €2B)71

—BeC P (1= P) 7 [f, — v, (Gy) (2)]
—Be™ (I— )7 [f, — vy (G4) (2)]

+BeB DB ([ — 2P) ", (G4) (1) + Be® 98 (1 — &2B) " H (W)
s (G4) (2),

vy (Gy) (1)
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avec nos notations

qui donne

avec

p+Boe™ag — pBofy — p-Ba, +p-Be”j3,
= p-v, (Gy) (1) = pyvp (Go) (1) .

pyBoeP AT [P, ([ + €2B) fe + (I ezB) *}
—py By (™A [P (I+e2B)f + (I e?f ) o] + By vy (Go) (1) — B*qu)
- (I —€2B) " eBu, (GL)(2) — (I —e2B) By — (I - e28) "o, (GL) (1) )
_B Ly
! ( P
B s (I- 623)_1 — (I —é* “eBu, (Gy) ( ) —eP (I - 623)_1’U+ (G4) (1) )
_Be
P ( eB (I —¢2B) " H (1)
p_v; (G4) (1) - p+716 (Go) (1).

—p U —p B(I+e*P) (I —e*P)" H ()

p-v (G4) (1) = s (Go) (1) = p Boe™ AT [p (I +¢*7) fu + (I = €*7) g.]
+p (Boe™ AT [p_ (I +e?) fu+ (I = €*7) g.] + By 'vfy (Go) (1))

0B (1= ) Py (G) (2) = (1= ) T e — (1= ) o, (G4) (1)
—p B (1= eP) ™ fo = (1= %) ePuy (G2) (2) = € (T = 7)oy (G4) (1),

H (V) =2e"A"" [p_ (I +€*P) fo+ (I — €*P) gu] + By'vy (Go) (1) — By "W + g (Go) (1),
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donc

2B opr—1 | 26BOATV [P (T4 e2B) f, + (I — e2B) g
—p+¥ —p_ B(I )([—e ) +B_106[(G0§( ) — B) Iy +(UO (GO)) )} }

(1
= pv} (Gy) (1) = prog (Go) (1) = pr Boe™ AT [P (I + ) fo + (I —€7) g.]
+p1 Bo(eP AT [P (I +€°P) fo + (I — €*P) g.] + By v (Go) (1))
0B (1= )™ ePuy (G4) (2) = (1= ) P py = (1= ) oy (61) (1)
—pBef (1= )7 fr = (=) ePu, (G4) (2) = e (1= ) o, (G1) (1))
et
—p+ ¥
+p B (I — ") (I —e*P)"' By'w
= p_v, (G4) (1) = pyvy (Go) (1) — pyBo eP AT [p, (I+€2B) S+ ([ - 623) g*}
+p4 Bo(e® AT [p_ (I +€*P) fo + (I — €*F) g.] + By 'vf (Go) (1))
B (=) P (G4) (2) = (1= ) ef fy = (1= ) oy (G4) (1)
—p_BeP ((I - 623)71 fe—(I— €2B)71 ePuy (G1) (2) — e (I - €2B)71 vy (Gy) (1))

2B 2B\ —1 2eBoAT [p_ (I + 2B fo+ ] — 2B g
+p_B (I — ) (I - €*) [ +Balva[€Go(>(1)—lgal\ﬁ(vo(a@)@)}]

piLp (=) (1= ¢) 7 BBy | w

= pv} (Gy) (1) = prog (Go) (1) = py Boe™AZ [po (I +€) fo + (I — €*F) g.]
+p+Bo(e™ AT [p_ (I +€°P) fo+ (I — €*P) g.] + By g (Go) (1))
+p-B ((I - 23) ePuy (Gy)(2) - (I - 23)71 P fy - (—7 - 623)7114 (G+) (1)>
—pBe? (1= )™ fy = (1= 7)™ ePo, (G4) (2) = ¢ (1= 7)oy (G (1))

28 oy -1 [ 26PN [p_ (T 4 €2P) f, + (I — *P) g,
+pB (I — ) (I —e*P) +Bolv(,)[(00(> (1)_3)01‘1/‘*‘(@0((;0))(1)}]

et donc

U= ATAY (- (G4) (1) = pivg (Go) (1))
+2p_ATIAT BeP (I—€?) 7 (v, (G4) (2) + f4)
+ATA (p1 Bovy (Go) (1) — p-Boy (G+) (1)) + A3 ' By (Go) (1)
+Hp AT A BePe® AT (v (G2) (1) = f-) + 0 (Go) (1)
Fop ATAT (1 +¢*) P AT By (s + A ><vo<Go><> v (G2) (0))
F2p ATAY (T4 ) A (p 0 (Go) (0) — p-v! (G-) (0)).
Pour tout V¥ il faut inverser

Ar = [=ped+p (1-e) (1- ) BBy

— (=) [y (1= ) —p (1 - ) BB,
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et
Ay =1+42p_ (I—i—eQB) (I - €2B)71 2PN

pour inverser Ajet As on utilise les mémes techniques pour A _
avec

A =— [p+ ([— 6230) (I — €2B) BoB™ ' +p_ (I+e2B) (I+e2BO)] .



Chapitre 3

Résultats d’inversibilité

3.1 Quelques résultats et lemmes techniques
Il est bien connu que la racine carrée (—A)% est bien défini et
A= —(—A):

génére un semigroupe analytique (etA)t>0 dans F, voir [1], qui n’est pas continu a 0. Par
contre, il est bien connu qu’il existe des constantes positives 0y et M telles que pour tout

t>0
e Lgmy < Me™*!

et pour tout m € N* | il existe M,, telque pourtout ¢ > 0
tA —t _—dpt
||Ame HL(E) < Mt ™" e

voir [[22], p. 70, propriériteés (6.5), (6.6) et (6.7)]. nous rappelons les resultats sui-
vant :

La définition et les proprietés de l'espace d’interpolation D4 (§,+oo) sont données, par
exemples, dans [11]. Maintenant, considérons 1’espace suivant

H®Gn — {f: f est une fonction holomorphic et liée sur Snts

en suite, nous rappelon que si f € H* (.9,) est telque % € H> (S,) et :

() -eL.

alors f (—A) est inversible a un inverse borné et

At =(3) (3.1)

voir, par exemple [5]. Considérons les opérateurs suivantS

r
—A-TI, Ag=A+°r

22
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qui ont le méme domaine
D(A)=D(Ay) =D (A).
et il est clair que 'opérateur

P (=) -t

a les mémes propriétés que 'operateur A définie ci dessus. nou supposone dans ce travail que

To .
— est suffisament petit pour que
0

To
— <
Qo

T
et donc 'opérateur Ag = A + d—OI , est inversible et
0

est bien défini.

3.2 Lemmes techniques

Lemme 3.1 Soient w,z € C\ {0},0n a :

w+ 2| = (Jw] + |2])

(argw - argz) ‘
cos | ——5——]|.

Preuve. ) ¢
o = argw w = |w|e”
On pose { 8 = arg alors { 2= |2]
w22 = ||w] e+ |2]?|”

= ||Jw|cosa +i|w|sina + |z| cos B + i |z| sin 3]
= |(Jw|cosa + |z|cos B) + i (Jw| sin a + | 2| sin )]
= (Jw|cosa + |z| cos B)* + (Jw|sina 4 |z| sin )

= |w|?cos® a + |z|” cos? B + 2 |w| |z| cos acos B + |w| sin? a + |z|* sin? B + 2 |w] | 2| sin asin G

= |w|? (cos® a + sin® @) + |2)? (cos? B+ sin® B) + 2 |w| |z| (cos a cos B + sin asin 3)

= |w]*+ 2>+ 2|w||2| (cosarcos B +sinasinB) , car cos?f+sin®0 =1,
puisqu’on a
sinasin f + cosacos 5 = cos(a — )
1 20
2, Q0 — g, a—f3 COSQQZH%()
= cos”( ) — sin”( 5 ) car i 1 — cos (20)
sinf = ——~

2
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Alors
lw+ 2> = [w]” + |2]> + 2|w]| |2] (COS2 (a ; B) — sin? (
et comme
cos? a—p + sin? M =1,
2 2
alors

2 2 2 o (=0 .o fa—f
w+z|° = (Jw|”+ [2]%) (cos ( 5 ) + sin <T))
2ol o] (cos? (452) - (452))

= (Jw + |2[* + 2|w] |2]) cos® <ﬂ> + (lw® = 2> = 2 |w] |2]) sin? <O‘

2
B

= (ol oot (S5 2) o ol = e (52

> (ul+ ) eos (257)

B

D’ou

21 ol + o) eos (252
Alors

] + 2] > (] + [2]) cos (#) |
|

Lemme 3.2 Soient n € ]0, g[ et z€ S,

1. |arg(l —e™?) —arg(l 4+ e %)| < n.

-7
2. 1+e?>1- .
1+elz P (2tan77>

22|
14 |z|cosn

|z| cosn <l—e| <
— —e
1+ |z[cosn h

Preuve. Soient 7 € }O, g [ et z € S,,0on pose z = Rez +ilmz.

)

1l—e® = 1-— e—Rez—zImz —1— —Reze—zlmz

e

= 1—e¢ "% (cos(Imz) — isin (Im 2))

—p

1 —e "% cos (Im 2) +ie” ®**sin (Im 2) .
siz=x+1iy; x>0 alorsargz = arctan (g> .
x
siz €5, alors |e*| = e ®°* < 1.Donc
—Rez g I
arg (1+e7%) = arg (1 i = Reszlréo(srazz)> , car 1 —e % cos(Imz) > 0.

)
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En utilisant la méme méthode on obtient

arg (1 + 672) = arg (1 + e’R“’“mz)

_ ,—Rez I
= arg (1 + ¢ " cos (Im 2) — ie™ "% (sinIm 2)) :arctan( e " sin (Im z) )

1+ e Rezcos (Im 2)

e~ ReZgin (Im 2) . . .
= —arctan , car la fonction arctan est impaire.
1+ e~ Rezcos (Im z)

Donc
—Rez o3 I
arg (1 — 672) —arg (1 + e*z) = arctan <1 i = Reszlr;ssrarzn)z)>
+ arct e~ Rz gin (Im 2)
arctan :
1+ e Rezcos (Im z)
|

Remarque 3.1 On a l’égalité suivante

b
arctan (a) + arctan (b) = arctan ( ot b> , si ab < 1.
a—a
Puisque
e~ ReZsin (Im 2) e~ ReZsin (Im 2) e ?Fergin® (Im 2)
1 —e Rezcos(Imz) 1+ e Rezcos(Imz) 1 — e 2Rezcos? (Im2)
e ?ReF (1 — cos? (Im 2)) <1
1 — e 2Rezcog? (Im 2) ’
car
e 2ReE o ] = em2ReEr _ o2ReZ 0662 (Im2) < 1 — e 287 cos? (Im 2),
alors
. . 2e~Re2 gin (Im 2)
arg(l—e )—arg(1+e ) = arctan 1 TR
— e~ ez
: I e __ _—0
= arctan (%) , car sinhf = %,

et comme z € Sy, Rez > 0,sin6 et sinh0 > 0 pour 0 >0 on a

sinIm z

sinh (Re z)

Imz|  [Imz|

~ |Rez| Rez

< tann, d’apres (1.4.1).

Alors

arg (1 — e_z) — arg (1 + e_z) <.
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|1_|_e—Z|2 ‘1+6—Rez—i1mz|2

= |1+e "% cos(Imz) —ie” "**sin (Imz)}2

1" cas : si Rez < Qt_w alors [Imz| < =F d’aprés (1.4.1), donc Imz > 0, donc
ann
14+ e > 1.
2¢me cas : si Rez > _ , alors
tann
1+ 6_2‘2 = 1+2e R%cos(Imz) 4 e 2Re2

> 11— 2€—Rez +€—2Rez
— (1 _e—Rez)2

> (1 -7\’
—ex ,
o P 2tann
car
cos(Imz) > —1=2e—"%cos(Imz) > —2e "¢*
= 1+2e—"*cos(Imz) >1— 2¢ —Re*
= 1+2e—"%cos(Imz) +e—28% > 1 - 2¢ ez o 2Rez
et
Rez > ——— = —Res< ——
2tann 2tann
= exp(—Rez) < exp( T >
tann

= —exp(—Rez)> —exp( 7 )

tann

tann

= (1-exp(—Rez))?> (1—eXp( T ))2

tann

= 1—exp(—Rez)21—exp< 7 )

Donc : pour n < 5 et 2 € S,, on a

1+e72| > (1 —exp <2t_aZn)> .
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3) On a, Vo € RT ¢ > 1+ z, alors
soit x € R

e > 1l+r=e"*<

14z
1
= l-e">1- -
1+ 1+z

Donc : pour z € S, onaRez>0et [e7?| <1

[t-e] = 1]l

— ‘1 _ efRez‘
= 1= e*Rez
Rez
> —
~ 1+Rex
mais
2| = \/(Imz)2 + (Re z)?
< \/ta,n2n(Rez)2+ (Rez)?, dapres (1.1)
= \/(Re 2)% (1 + tan®n)
Re 2)” 1
= (Re 2) , car 1 +tan®n =
cos?n cos?n
R 2
= (Re 2) , carn < ~ alors cosn > 0
cos?n 2
D’ou
1| > leosn (3.0.1)
1+ |z|cosn

D’autre part, pour z € R, on a :

1—=z
> 1—2,0 >
e ¥ > max { x, }_1+a:’
car :
et >0
- —,7;> o
{e"”Zl—x alors e”* > max {1 — z,0}
et comme :
1—z si 0<z<1
max{l—a;,O}—{ 0 S z>1
et
1—x< 1—2 si 0<x<1
1+x — 0 si z>1
Alors :

1—2z
1+z

max {1 —z,0} >
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donc :
_ 1—2z
et >
“ 14z
alors ) 5
—x T
1l—e®<1-— = 3.0.2
e e P C L)
Pour z € S,

Y

|1 —e’z} = ‘/ e “dw
r.

avec : [', est un segment dans le plan complexe qui relie 0 & z donc

/ e“’dw‘
r.

1
< /e‘tREZ\z|dt on pose w = tz
0

1o -

_ _ _—tRez ﬂ
(1 ¢ )Rez

2
12 d’apres (3.0.2),

1+ |z| cosn’
alors

o< 2L
1+ |z|cosn

De (3.0.1) et (3.0.3), on obtient :

|z| cosm . 2|z|
S e |1_e < -
1+ |z|cosn 1+ |z| cosn

On rappelle que Q = —v/—A.

Maintenant, considérons I’espace suivant
H>(S,) ={f, f est une fonction holomorphe et liée sur S, }
En suite, nous rappelons que si f € H*® (S,,) est telque % € H*>(S,) est

G) (—A) € L(E)

alors f (—A) est inversible avec un inverse borné et

Pt = (3) - (32)
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3.3 Inversibilité de A_

On rappelle que les opérateurs I — €250 [ + 2B [ — 2B et I + P sont bornés et
inversibles, voir [[20], p. 60, proposition 2.3.6]. On applique ce résultat dans cette section,
on peut écrire

AL = —p, (I—e)(I-eP)ByB™ ' —p_ (I+°P) (I+€*™)
— (T=¢) [p (1= ) BB~ = p_ (1 — )™ (14 ¢%) (1 + )]
= (1= ) (1+ ) [po (T =) (1+¢2) 7 By
= —(I=¢) (I +e™) A,
On commence par ’étude de 'opérateur suivant afin de I'inverser.
A, =py (I =) (I+P) " BB~ 4 p_ (I+¢P) (I —¢2P) 7!
Puisque
Al = —p (I—-e)(I—-eP)ByB™ ' —p_ (I+&P) (I+¢P)
= —(I-eB) (I +eP)A,.
On utilise le H*° calcul en considérant la fonction

p+Vz — ko (1 — 6_2”’_’“’) (1 + 6_2m>
/=)= Vz+ k(1 + e 2Vah) T (1 - em2vtk)

maintenant soit z € S, avec
Snske = {7z € C\ {0} : |argz| <n et |z| > ko}, avec n € ]0,7]

alors f € H* (Syx,)-On a pour tout z € Sy,

o /5 _’kh (1 __€—2Vz—k0) (1 +>6—2vz+k>

2)| = + - v
|f( )‘ \/Z—i-—k(l _'_e_zm) p (1 — 2 z+k:)

b T (1= 2| | (14 e
> + |p_
eI e B A e (Y

argwip; — arg ws
COS 3
2
avec
—2v/2—k —2vz+k
_p+\/z—k’o(1_e m) <1+6 \/T>

w1y Wo =

Vit k (1teih)’ (1— 2w
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Alors
argw; = argy/z— ko —argVz +k +arg (1 - e’wm) — arg (1 + e’2m)
donc
argw; —argwy = argy/z — ko —argVz +k + arg (1 — e’wm) — arg (1 + 672\/%)
targ (1— e /) —arg (14 ¢ 2FF)
et
larg wy — argws| < ‘arg (1 _ e—?@) — arg (1 4 6—2\/z+7>‘

+ |arg (1 — e’2vz’k°) — arg (1 + 672\"27’%)

+ <arg z—ko—arg\/z—l—k);

d’autre part, on a

arg (1 — e’2vz+k> — arg <1 + e’2vz+k)‘ <argVz+k < ?,
il n’est pas difficile de voir qu’il existe un petite nombre réei positif ¢y € ]0, 7| tel que

‘arg <1 — 6_2“5_]“0) —arg (1 + e_2vz_k°)‘ <arg\/z—ko < #,

largw;, — argws| < argvz +k+argy/z — ko +arg\/z — ko —argvz+k <1 —n—ep,

et

i [y — kO (1 _ 6—2\/z—k0> <1 + 6—2\/z+k)

Al = +p 3.3
’f( )| \/m (1 + efzm) p (1 _ 6_2‘/z+k) ( )
D /Z — kO (1 _ e—2x/z—k‘0> <1 + 6—2\/2—&-7) - n €0
> + (p— cos 3.4
“ N\ Varrarerim) | A erEm 2 |OY
—2Vz+k
> p <1 e ) sin (€—O> (3.5)
= A= e 2 '
1
1 k|2 —n " —
> P Sin (@) + |Z + | CO? ( 2 ) (1 —e 2 tan(( 5 ))) (36)
2 41z + k|2

> p_sin (%) cOS (WT_W> <1 — e_gtan(“‘;”))) > 0. (3.7)
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1
Donc? € H*® (Spnk,) -On peut écrire

A, = py(I—€P)(I+ 6230)71 BoB™ ' +p_ (I+€°%) (I - 623)71
= pp (I +e*Po—2e°%) (I + 6230)_1 BoB™ ' +p_ (I —eP +2¢*7) (I - 623)_1
= pyBoB ' +p_I—2p ™ (I+ 6230)71 BoB™' +2p_e*” (I - 62B>71 ,

on a aussi
Vz—ko 204\ 2 — kge 2VZ ko 2p_e 2VETE
Va+k  Vztk(1+e2Fh) @ (1—e2Vztk)

B N Vi—ko—Vzt+k+Vzt+k 20\ z — kge 2Vz ko
p=pe Vit k Vet k(1+e2Vih)

f(z) = p-+ps

o2p_e 2=tk
=)
_ + \/2+k(\/2—k0+\/z+k) \/24_]{;(14_6—2\/%)
op_e 2VETE
R~
—_ P+ (k+ko) . 24/ Z—Fge V2o
(r—+p e WAR(VoRotVEHR) — (ptpe)aR (1 VR0
P& = (-5 R G

T oty

Il est clair de 3.3 que f/(p_ +py) e appartiennent H> (S, x,) est de l'egalité ci

dessus on déduit que

1
t f/(p—+p+)

_(—f _(—f
ﬁ (—A) = MH (—A) = M (—A)+ 1 € L(E)
(p—+p+) (p—+p+) (p—+p+)

donc 3.2, A, est inversible et

A= !

- /
((p7+p+))

(—A) € L(E).



Chapitre 4

Régularité de la solution

4.1 Analyse de v_ (G_), v (Gy) et vy (G4)

Dans ce chapitre nous allons utilisé les propositions suivantes (voir [24])

Proposition 4.1 Soit L le g.i. d"un S.G analytigive généralisé (e**) .
1 Sozt <,0 € D(L).Alors les assertions suivantes équivalentes
(a) e*¢ € C([0,1] ; X).

U¢€D@)
2 Soit 0 € [0,1],9 € C%([0,1] ; X),p € X. Posons

S(z) = ey +/ e@=)g(s)ds, X € [0,1].
0
Alors les assertios suivantes sont équivalentes

(a) S € C1(0,1] ; X) N C¥(0.1): D(L).
(b) ¢ € D(L) etg(0) + Ly € D(L).

Proposition 4.2 soit € ]0,1[ et L le g.i. d”’un S.G analytiqiue généralisé (e*t

1 Alors les assertions suivantes équivalentes
(a) el € C°([0,1] ; X).

(b)p € Dr(0,+00).

2 Soit g € C([0,1]; X) ety € X.Posons

S(x) = engo—l—/ e 9g(s)ds, X € [0,1].
0

Alors les assertios suivantes sont équivalentes

(a) S € CY([0,1] ; X) N C?([0,1] ; D(L)).

(b)g € C%([0,1] ; X), o € D(L) etg(0) + Ly € D (6, +00).
3 Soit g € CY([0,1] ; X) Alors

L/o e**(g(s) — g(0))ds € DL(0, +0c0)

32
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4.1.1 Analyse de v_ (G_) sur (-1,0)

On a pour z € |—1,0[

T 0
o (G) () = % / CCOBBG (f) dt + % / CDBBG (1) dt
—1 x
I /0
- ; / OPBIG (1)~ G- ()] di + / CDBB(G () — G (2)] dt
-1 x
1 [* 1[0
—1—5 / e VEB-IG_ (z)dt + 5/ EIBBTIG (z) dt
-1 x
I 10
- ; / IPBG (1)~ G ()] dt 4 / CDBBL(G () — G (2)] dt
-1 x
—% [ DBp=2G_ (m)]: + % [et=Bp=2G (JJ)B
T 0
= % / DB (t) — G_ ()] dt + % / BTG () — G- (z)] dt
—1 x
—%BQG (z) + %e(“”BBQG (z) + %ezBBQG (z) — %BzG (z)
T 0
— % / VBB G_(t) — G_ (x)] dt + % / BTG () — G (2)] dt
—1 x
1
—1—56(”1)33_2 G_(z) — G_ (-1)]
45t PBRG (1) + e B (G- () ~ G- (0)
+%e‘“”BB‘2G_ (0) — B2G_ ()
= R_ (.T) + 577,1 (37) + 3770 (37) s
ou 1 1
S,’,l ($> = §€(x+1)3872G, (—1) s S,’O (I’) = §€7xBBizG, (O) .

Du lemme 3.1, R_ a la propriété de régularité maximales suivante
Vz € [-1,0] R_(z) € D(B?) etx+w— B*R_(z) € C?([-1,0]; E),
alors que pour S_ _; (x) et S_g (z) nous avons seulment
S__1€C([-1,0];D (B?) et S_o € C([-1,0]; D (B?)).
le comportement de B2S_ _; () au voissinage de —1 est celui de

1(x+l)B
LA (1)

et le comportement de B2S_ o (x) ou voissinage de 0 est celui de

%e‘xBG_ (0) (4.2)
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4.1.2 Analyse de v, (Gy) sur (0,1)

Rappelons

que, pour z € ]0,1[
1

T 1 1
Vo (Go) (ilf) = 5 / €(x7t)BOBO71G0 (t) dt + 5 / e(ti‘r)BOBOﬁlGo (t) dt
0 T

qui peut étre écrit comme suit

vy (Go) (z) =

ou

Du lemme 3.1,

3 | B G0~ Gl de+ 5 [ e By 1Gy (0) i
0 0

1 1 1
+5 / BB [Go (1) = Go (@)] dt + 5 / =B BIGy ()

xT

% /O @B B1 G (#) — Gy ()] dt+% / =B Bl Gy (t) — Go (x)] dt

1

1
—/ e(t_x)BOBo_lGo (x)

(x_t)BOBo_lGo (x)dt + 5

+

N =
N.ﬁC\ N | =
l\DI»—t N

(ztBoB [Go (1) — Go(x)]dtJr%/ e(t:cBoB [Go () — Go (2)] dt

T 1

(z t) BOB 2G0 ( ):| + |:%e(t—;t)BOBO—2GO (ZL‘):|

0 T
1 1 [t
§ (ZB t BOB [GO ( ) G() (ZL‘)] dt ‘I— 5 / B(t z BOB [GO ( ) GO (ZL‘)] dt
1 1 1 1
—535200 (x) + 563330362@0 () + 56(1%)303072(;0 (z) — §BEQG0 (z)

1

5/O e NB BTGy (t) — Go(x)]dt+%/x "I BI Gy (1) — Go ()] dt

1
—B; Gy (x) + §€xB°B(?2 [Go (z) — Go (0)]
1
+§€(1_I)B°Bo_2 [Go (z) — Go (1)]
1 1
+§e‘”B°B0‘2G0 (0) + 56(1‘1)3030‘2(}0 (1)
Ro (ZL’) + 5070 (CL’) -+ 5071 (l’) s

1 1
5070 (l’) = §€$BOBO_2G0 (0) y 5071 (ZL‘) = 56(1_$)BOBO_2G0 (1) .
le terme Ry a la propriétér de régularité maximales suivantes

V€ [0,1] Ry(z) € D (B]) et x — BiR, () € C?([0,1]; E),

alors que pour Sy (x) et Sp1 (x) nous avons seulement

Soo € C ([0,1]; D (B3)) et So1 € C ([0,1]; D (B7))-

le comportement de BZSp (z) au voissinage de 0 est celui de

1
562730 G() (0) 5
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et le comportement de B3Sp; () ou voissinage de 1 est celui de

1
56(1796)BOG0 (1) .

4.1.3 Analyse de v; (G,) sur (1,2)

On a, pour z € ]1,2]

1 [* 1 [?
’U+ (G+) (.'L') = 5 / e(w_t)BB_lG_;'_ (t) dt + 5 / e(t_x)BB_lG_;'_ (t) dt
1 x
— % / @=DBB-1IG, (t) — Gy (z)] dt + % / e IBBTIG, (z)dt
1 1
L[ (t—z)B -1 1 [? (t—2)B p—1
—1—5 e "B [G+(t)—G+(x)]dt—|—§ e TIEBTIGy () dt
x 2
— 5 [ B G 0 - G @ldt g [ BTG () - Gl @) e
1 x
1 plz—t)B g1 o (t—2)B p—1 2
— 3¢ B7Gi(z)| + 5 e B'G (2)]]
1
x 2
_ % / CCDBB(G, (1) — G (2)] dE + % / (DB (L () — G (2)] dt
1 x
1 1 1
—§B_2G+ (x) + §e(m_1)BB_2G+ (z) + > 2BB2G, (z) — §B_2G+ (x)
1 [* 1 [?
= 5 [ BTG 0 - Ga et [ PTG () - G (o) d
1 x
1
+§€(“" VBB (G, (z) — Gy (1)]
1
t5e BB G, (z) — G4 (2)] — BT2G4 (2)
_'_%e(xl)BB2G+ (1) + %e(Zac)BBZClJr (2)
= Ry(z)+S41(x)+ Sp2(x),
ou

1 1
Sia (@) = 56(%1)3372G+ (1),  Sie(x)= 56(27I)3372G+ (2).

Du lemme 3.1, le terme R, a la propriétér de régularité maximales suivantes
Vz € [1,2] R (z) € D(B?) etz B’Ry (z) € C’([1,2];E),

alors pour les termes S, ; (z) et S+ 2 () on a seulement

Si1€C([1,2];D(B?) et Sy0€C([1,2];D(B?).
le comportement de B2S, ; (z ) au voissinage de 1 est celui de
1
eI (1),
et le comportement de B2S, 5 (z) ou voissinage de 2 est celui de
1

56(2_$)BG+ (2) .
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4.2 Analyse des dérivées

Analysons le comportement des dérivées de v_ (G_), vo (Gp) et vy (G4), afin d’étudier
la régularité de la solution de probléme. Pour tout « € |—1,0[,on a

v 1 [ 1 1

v (Go) (x) = é/1 e VBB1G_ (1) dt — 5/ OBG (1) dt + 53—107 (x) — §B’1G, (x)

1 [* 1 [°
= 3 / e DBG_(t)dt — 3 / e=DBG_ (1) dt,

—1 x

et alors

/ 1 0 —tB
vl (G2)(0) = 3 1 e PG_(t)dt

N —

=5 e -G [ e

_ —%BIG_ (0) + %BleBG_ (0) + % /_ 1 e PG (t) — G- (0)]dt.

Similairement, pour tout x € ]0,1[, on a

T 1
h(Go) (@) = [ Gy (0t~ 5 [ e IGy (1),
0 T
et alors
1 1
%G (1) = 3 / (B0 (1) di
1 01 1 1
= 3 / e=0Bo [Go (1) = Go (1)) dt + / U0 G (1) dt
0 0
1 1 1 [t
= —§BglG0(1)+EBgleBOGO(1)+§/ eU=9B0 (G (t) — G (1)] dt.
0
De méme
1 1
% (@) (0) = — / e BoGl (1) dt
1 01 1 1
= ——/ et [Gy (t) — G (0)] dt——/ PGy (t) dt
2 0 2 0
]' —1 1 —1_Byg ]' ! tBo
= §B0 Go (0) - §B0 € GO( )— 5 € [GO (t) - GO (0)] dt,
0
et
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4.2.1 Etude de la regularité de la solution du probleme (P,)
analyse de u_ au voisinage de —1
On suppose la condition nécessaire f_ € D (B?) = D (A). Rappelons que
u_(z) = e Pa_+eMIPE 4o (G)(2),
ou, du 2.2, on a
B =—ela_—v_ (G_)(~1)+ f_.

Puis le comportement de B?u_ (x) au voisinage de —1 est celui la fonction

BBy (G_)(=1) + f_] + B*_ (G_) (x).

v_ (G_)(=1) = %/ie(t“)BB_l [G_(t) — G_ (—1)]dt+%/ole(t+1)BB‘1G_ (—1)dt

_ —%BQG (-1) + R (G-) (-1),

et le terme R, est régulier puisque
B*R.G_(-1)] € Dp (0, +o0),

voir lemme 3.1.

Maintenant, a partir de 'étude et des résultats sur le comportement de B?v_ (G_) (z)
au voisinage de —1, voir4.1, nous concluons que le comportement de B?u_ (z) au voisinage
de —1 est le méme que

1 1
6(1+90)B §G, (_1) + B2f, + §e(l+x)BG7 (_1)

TP G (1) + B*f].

Du Lemme 3.1, B?u_(.) le propriétér suivantes de la régularité maximale au voisinage de —1

{B% ()€ C([~1,0[; E) ssi [G_(—1)+ B%f_] € D(B?) = D (A)
B*u_ (.)€ C°([-1,0[; E) ssi [G_(—1)+ B>f_] € Dg (,+0).

Pour ’analyse de u. au voisinage de 2, on peut utiliser les méme techniques que I'analyse de
u_ au voisinage de —1, on obtient la régularité maximale suivante de B?u, (.) au voisinage
de 2

{ Bluy () € C([1,2[; E) ssi Gy (2) + B*f-] € D(B?) = D (A)
B2u, () € C?([1,2[; E) ssi [G (2) + B2f_] € Dp (0, +00) .
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Analyse de u_ a I'interface {0} x |0, 1]

u- ~ v(Go)(z) —pye PATH (I — e*) ByB7' f + e "PAT (I 4 €*™) g, + Réyg
—eBf —ePoBy 1\I/+e v_ (G2) (-1)
= Rég+v(G_)(z) — pre ™PATH (I —€*P) ByB™! +eB°B v (Go) (1) ]
—v-(G-) (0 )+Uo (Go) (0)
—p-ePf +pB7eMU +p ePo (G-) (—1) — py B~ ePouy (Go) (1) ]

—xB A —1 2Bg
+e PATH (1 + ™) —p_B~ (G_)(0) + B~ p, v} (Go) (0)

= Rég+v(G)(x)
—pre AT (I = €2%0) BB~ v (G-) (0) + v (Go) (0)]
+pee BATT (I — 2B0) ByB~1 [P0 By 1]

+AT e P (I —e*) B~ [p+ v (G-) (0) 4 v) (Go) (0)]
+ATte™B ([ — €2B0) B! [p+ eBOB_l\I/] .

Or on a

[0(Go) (0) = v_ (G) (0)] = (B 2(G_ (0)) — B;*(Go (0))) + Reég,
et
p+0'(Go)(0) — p—v'(G-)(0) = By Go(0) + L2 By G (0) + Rey,
donc on obtient
u_ =~ Rég+v(G_)(x)
Fp e TP ATNT — ) BB (BHG(0)) — By (Gol0))

2
+e P BATHI — *PYB™! {p; o 1 Go(0) + %_Bole(())}

1
(VRS Rég+§B_26_$BG_O)

+§p+e—fBA—1<f ~ ) BB (B(G(0) ~ By*(Gol0)))

e "BATHI — *PYB! l%BglGO(o)JF%_B—lG_(O)].

A = —p+ ([ — 62BO)BOB*1(I_ 623) —p— (I _ eZB)([_ €2BO)
= — [p—f— (]—€2BO)BOB—1(]_€2B> —p— (1—623)(1—6230)}
= [pyBoB™' +p — I + Opereg|
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12

12

1
Rég + 537267’”36’_ (0)
1

—5pre AT = %) ByBTH(BTH(G(0) — By *(Go(0))

—xBA ( 2B°)B p_'_ 1GO( )—{—p—_B_lG_(O

2 2 )
1
Rég + §B_2€_$BG— (0)
+2e7 [py BoB ™t +p I + Opereg) ™ (I — ™) [p, ByB™'] (B~2(G—(0)) — By(Gy(0))

—e P [p, ByB™ + p_I + Opereg] ™ (I + ¢*) [py B~' By Go(0) + p_B~2(G_(0)],

1
u_ =~ Rég-+ éB_Qe_J’BG_ (0)

+L + M.

On écrit que

L

B [p+BoB™" + p_I + Opereg] ' (I — €*%) [p, BoB™] (B~2(G_(0)) — By2(Go(0))

B [p+BOB_1 +p_ I+ Opereg] ! (I — e2Po) [p+BOB_1 +p_ I+ Opereg] X
*G_(0) — By "Go(0))
%ew [p+BoB™ ' +p_I+ Opereg]_l (I — e*P0) [—p_I — Opereg] x
*G_(0) — By *(Go(0))
1e_‘”B(B_QG_ (0) — B;2G(0)) + Opereg

2
L [p BoB™ + p_I + Opereg] " (BTG (0) — B;*Go(0))

1

ie*xB(B*ZG_(O) — By ?Gy(0)) + Opereg
—%e’mB [p+BoB~" + p_I + Opereg| ' B2G_(0)
—i—%e’w [p+BoB~" + p_I + Opereg| - By 2G0(0).

_e_x
2
(B~

_|_
(

1 _
—56_”33 [p+BoB~" + p_I + Opereg] ' (I 4 €*) [p+ BBy 'Go(0) + p-B>G_(0)]

1
—56_13 [p+BoB~" + p_I + Opereg| - [p+ BBy 'Go(0) + p_B>G_(0)] + Opereg
1

_&6_13
2
p+ —xB
2

[p+BoB~" 4+ p_I + Opereg|  B~'By'Go(0) + Opereyg

[p+BoB~" + p_I + Opereg| - B2G_(0) + Opereg.
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I1 reste

1
u_ =~ Rég-+ §B_2€_xBG_ (0)

1
—1—567133726’_(0) + Opereg

1
— —€_xBBO_2G0(0)

2
_%“B p+BoB™" +p_I + Opereg] ' B

S¢ " [0y BoB™! 4 poI + Opereg] " By *Go(0

p; e B [p. ByB™" +p_I + Opereg] ' B™'By 1Go( ) + Opereg
——e —xB +BOB_1—|-p_]—|—Opereg] B

u_ ~ Rég+e"PB2G_(0)
—%e_wBBO‘QGO (0)
—p_e P [pyBoB~' + p_I + Operey] ' B2G_ (0)
+%6‘IB [P+ BoB™" +p_I + Opereg] " (p_By? — ps By 'B™)Gy(0)

u_ =~ Rég
—xB —1 —1 2
+e [I —p_ [p+BoB~" + p_I + Opereg] } B™*G_(0)

B [I — [p+BoB_1 +p_I+ Operegrl (p_1I —p+BoB_1)] B™2Gy(0)

u_ =~ Rég

e 7B [1 —p_ [p+BoB~" + p_I + Opereg] - [p+BoB ™"+ p_I + p+BOB*1” B2G_(0)

1 _
—56_9”3 [I — [p+BoB~" + p_I + Opereg] ! [p+BoB "+ p_I+ 2p+BoB_1H By2Go(0)

u_ =~ Rég
e %8 [erBOB’l] [erBOB’l +p_ I+ Opereg]

*G_(0)
B [p+BOB_1] [p+BoB_1 +p_ I+ Opereg] 2

B~
B2G;%(0)
u_ =~ Rég

+e P [p.BoB™'| [p+BoB™' +p_I+ Ojoereg}_1 (B2G_(0) — B2G4*(0))
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Théoréme 4.1 Soient % € C%[-1,0]; E) et % € C%0,1];E) avec 0 < 6 < 1. On
suppose que 0
f- € D(B?).

Alors

Notation 4.1 1. u_est la solution du notre probléme sur [—1,0]
2. u_ € C%[—1,0] ; D(B?))NC?*([—1,0] ; E) si et seulement si

gy +9=CV 55,

d
et (QTEO) _ g‘l;f)) € D(B).

Théoréme 4.2 Soient % € CY%[-1,0]; E) et % € C%[0,1] ;E) avec 0 < 6 < 1. On
0

f- € D(B?).

suppose que

Alors

1. u_est la solution du notre probléme sur [—1,0]
2. B2u_(.),u_ € C%[-1,0] ; D(B?)) N C?*([-1,0] ; E) si et seulement si

B2f + 970U ¢ Du(9, +00),

d
et
(gT(O) - %{?)) € Dp(0, +00).

Analyse de u_au voisinage de l’interface {0} x |0, 1]

ug ~ Rég+ Gy(x)
—|—€IBOA:1P, ([+ 623) f* + exBOA:I ([ o 623) s,

on remplace f, et g, on obtient
ug ~ Rég+vGy(x)

+exB0A:1P_ ([ + 623) ( —er_ — eBoBgl\If +eBy_ (G—) (—1) )

+e By vy (Go) (1) — v (G-) (0) +vo (Go) (0)

¢Boa—1(] _ 2B —p_elf_+p B +p_ePu_(G-)(-1) )
He AT (=) (e S ) B G @) )

donc

uy =~ Rég+vGy(x)
+e"PATIP_ (I +e7) (=™ By — v_ (G) (0) + o (Go) (0))
+e™ AT (T — €2P) [po B '™ — p_B~ (G_) (0) + B~ 'pyvg (Go) (0)]
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uy ~ Rég+ Go(x)
+e" AP (I +€*) (vo (Go) (0) — v_ (G-) (0))
+e AT (I =€) B [pyuf (Go) (0) = p-v (G-) (0)]

ug ~ Rég+vGy(x)
retap (1) (357G 0) - 8,7 (6 ()

+emBOATY (T — ¢2B) B [%BglGo (0) — %B”G, (0)}

I I
Vo (Go) (33‘) = 5 / e(x_t)BOBo_lGo (t) dt + 5 / €(t_x)BOBO_1GO (t) dt
0 T

uy ~ Rég-—+ %e’”BOBg2G0 (0)
+e AT P (I +e*P) (%(3—2 (G_)(0) — By*(Go) (0)))

+emPoATL (] — €2B) B! [%Bo‘lGo (0) — %B‘lG_ (0)}
A = _p_|_ ([ - 6230)30371([ o 623) —p— ([ - 623)([ . 6230)
—[p+ I = eP)BB I —e*P) —p— (I —e*P)(I —e0)]
= [p+BoB~! + p_I + Operey|

1
uy =~ Rég—+ §eIB°BO_QG0 (0)
1
+e"%[p, BoB™' + p_I + Opereg) ' P_ (I + ) (5(3_2G_ (0) — By %Gy (0)))

+e Pl ByB™ + p 1+ Opereg ™ (1 - &%) B~ [P By Go (0) - =BG (0)]

1
ug ~ Rég + EeIBOBO‘QGO (0)+I+11

2
= —e"P[p, ByB™ + p_I + Opereg]™* [(erBOB_l +p_ I+ Opereg) —pi BB~ — Opereg]

(1) (557262 0) - B3 (G0) ()

I = BBt T+ Opereg P (1+¢%) (L5760 (0) - 557 (6o (0))

= e () (e 0 - B G o)

1

+e™[p. BoB™ + p_I + Opereg)™ [p+ BoB™] <2 (B72(G-) (0) — By*(Go) (0))) + Opereg
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II = ePlp.ByB™" +p_I+ Opereg)™" (I —e*”) B~ [%Bglv (Go) (0) — %B’l (G_)(0)

= ¢"Polp, ByB~! 4+ p_I + Opereg] ™ [%BO_IGO (0) — %B_IG_ (0)} + Opereg

1
FIT = e (1) (387760 (0~ By (Go) 0)
1
+e"%[p, BoB~' + p_I + Opereg) " [p+BoB ] <§(B‘2G_ (0) — By %Gy (0)))
—e"P[p, ByB~" + p_I + Opereg] ™" [%B_lBo_lGo (0) — %B_IG, (0)} + Opereg
LI —2

—e"Bolp, BoB™ + p_I + Opereg]™ [p+BOB_1] By %Gy (0)
1
+5¢"[p BoB™! + p_I + Opereg] ™ (p. BB~ -p-1)B~*G (0)

1
ug ~ Rég+ §ewB°BO_2G0 (0)
+I+11

12

1
Uo Rég + §€xBOBO_2G0 (O)

1
_56130 (B—2G_ (0) — BO_QGO (0))
_exBO [p+B0B_1 +p_] + Ope?“eg]_l |:p+BoB_1:| BO_2GO (0)

1
—l—ierBO [pyBoB~ '+ p_I + Opereg] *(py BoB~'-p_I)B*G_ (0)

uy ~ Rég+ %e‘”BOBOQGO (0)
5 (BTG (0) — B Gy (0)
—e"[p, ByB™" + p_I + Opereg]™" [p4+ BoB™"] By Gy (0)
+%€$B° [p4+ BoB™! + p_I + Opereg) ™' (py BoB~'-p_I)B~* (G) (0) x
(py BoB™*=p_I + opereg — p_I — opereg — p_I)B~2 (G_) (0)
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12

1
Uo Rég + §€acB0 BO_QG() (O)

] 1

—5¢" P (BG-(0) = By?Go (0)) + 3¢ BG (0)
_exBo [erBOBfl + p,I + Opereg]*l [p+BOBfl] B(;ZGO (0)
—p-e"(py BoB™" + p_I + Opereg] ") B~*G_ (0)

up ~ Rég+ e By?Go (0) — e"[py ByB~" + p_I + Opereg]™" [p+BoB~'] By*Gy (0)
—p_e"™([py BoB™" + p_I + Opereg] ") B~*G_ (0)

ug ~ Rég+ e [I— ([p+BoB™" 4+ p_I + Opereg]™") [p+ BoB™"]] By*Go (0)
—p_e"P([py BoB~" + p_I + Opereg] ") B>G_ (0)

[py BoB™! + p_I + Opereg]™')x
[py BoB™! + p_I + Opereg + p_I + Opereg]

—p-e"™([py BoB™" + p_I + Opereg] ") B~*G_ (0)

uy ~ Rég+ e™Po x By Gy (0)

uwy ~ Rég+e"PpBoB™' + p_I + Opereg)™)By Gy (0)
—p_e"®([p+ BoB™" + p_I + Opereg] ") B~>G_ (0)

up ~ Rég+ p_B~*e"™ ([psBoB™" +p_I + Opereg])_l (B*B;%Gy (0) — G_(0)).

Analyse de uy au voisinage de 1

uy =~ Rég+ v (Gy)(0)
+el=2BoBrlyl (Go) (1) — e B gy

12

Ug Rég + v (Go) (0)

+eIP Bl (Go) (1)

—eImDB BEATIAGT (p_v/, (G4) (1) + piv) (Go) (1))
_6(1—m)BoBO—1A1—1A2—1 (P4 Bovo (Go) (1) — p-Bvy (G4) (1))
—eI=MB0 B AT Byvg (Go) (1)

—e=2)Bo Byl (Go) (1)
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uy =~ Rég+ vy (Go) (0)
—eU=DB BEIATIAST (p o, (G) (1) + pytt (Go) (1))
—e77P BEVATI AT (py Bovg (Go) (1) — p—Buy (G4) (1))
_e(lfrv)BoBoflA;lBovo (Go) (1).
Oron a
/ / P- p- p .
p-v} (G4) (1) + pyvg (Go) (1) = 73 oy (G4) (0) — %Bo ' (Go) (1)
et p P
p+Bovo (Go) (1) = p-Buy. (G4) (1) = T B4 (G4) (1) = 5By "vo (Go) (1)
et 1
vo (Go) (1) = Rég — 5By vo (Go) (1)
up =~ Rég+ vy (Go) (0)
BNl (D= o P+ p-
et m B AT AL (BB, (6) (0) — B Byt (Go) (1)
“)Bo -1 A-1A-1 (P= 5o P+ p-
_@(1 )B BO 1A1 1A2 1 (?B 1U+ (G+) (1) - %BO 11}0 (GO) (1)>
—etm AT (LB (Go) (1))
uy =~ Rég—+ vy (Go) (0)
—eIRBIATIAY (p- B oy (G4) (0) = pa By Mo (Go) (1)
+%e(l_I)BOAleO_2U0 (Go) (1)
On a
A" = —[pBoB~' + p_I + Opereg] ™
A = [Tz (1+em)emat
= [ + opereg
ATY = [T +opereg] " ~1T

Ay = [_PJJ +p+BB<?1 ([ + 623) ([ + 623)_1}
= [~pyI +p_BBy" + opereg]
A;' = [-piI+p-BB;' + opereg]

1
ug ~ Rég—+ 56(17:”)303072 (Go) (1)

—e BBt [—p T +p BBy + opereg] (I +opereg) ™ (p- BTG, (1) = p By 'Go (1))

1 _
_'_56(1—33)19030_2 [] + opereg] ! Gy (1)
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1 _
Rég + 56(1fx)BoBO 2GO (1)

Uy =
—1 _ —1
_6(1_33)3030—1 [—pJJ v p_ BByl + opereg} (p_B "Gy (1) — psBy'Go (1))
+%e(1m)BOBO2GO (1)
1 _
Uy ~ Rég + 56(1fx)BoBO 2GO (1)
1 1y —2
—e=%0 [—p I +p BBy + opereg) ™ (p-By'B7'G (1) — py By *Go (1))
+%e(1m)BOBO2GO (1)
1 _
uy =~ Rég+ 56(1736)]3030 2GU (1)
1 1y
_e(l—x)Bo |:_p+_[ + p_BBo—l + OpeTeg} [p_BO 1B 1]G+ (]-)
_ _ —1 —2
—e= [p BBy — pid + opereg] " [p-BBy" — pid = p-BBy 1By *Go (1)
_|_%e(l—:c)BoBO—2GO (1)
uy ~ Rég+ 6(1_I)BOBO_ZG0 (1) )
- 11
—e(l-®)Bo [—p+] +p_BB;' + opereg] p-By BTGy (1)
1 Gy (1) 1
_ _ —2
—e1=2)Bo [P_BB()_l —pd + OPGTBQ} [p-BB, 1]30 Go (1)
vo ~ Rég+ e(1—m)BoBO—2G«O (1)

_e(l—x)Bo |:_p+_[ + p_BBo—l + OpeTeg} -1 [p_Bo_lB_l]G-i- (]-)
+ellmMBB2Gy (1)

_ 1 -1 o —pil +p I)By Gy (1)
_(1-2)Bo [p-BBy" — piI +opereg]  [p_BBy" — piI + p 1By Gy

12

Rég + P B2Gy (1)

_o(1-2)Bo [~p] + p_BBy" + opereg] -t [p_By'B G, (1)
+ellmMB B2 Gy (1)

_e(l—I)BOBO_2G0(1)

_(1-2)Bo [p,BBgl —pid+ opereg} ! Bngo (1)

Ug
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uy ~ Rég + 6(1_w)BOBO_2G0 (1)
_e(l—I)BO |:_p+I +p_BB0_1 + Opereg] -t [p_BO_IB_l]G—‘r (1)
_i_e(lfz)Bo [p,BBal _ p+I -+ opereg} ! [p,BBal — p+[ - prBoil]BOizGO (1)

Ug =~ Rég
L e(-m)Bo [I _ [p—BBo_l —pid+ opereg] _1] B()_2U0 (Go) (1)

—e=mBo [—p I +p_BBy" + opereg] T p-By B Yu, (G4) (1)

+e(17:r)Bo |:I . [p_BBal — p+[ —+ OpeTeg] [p_BBal - p+I + Opereg] _1] B(;2G0 (1)
_e(l—.Z‘)BO [_p+I +p_BB()—1 _I_ Opexr»eg} -1 [p_Bo_lB_l]G+ (1)

+6(1—m)Bo [_p+] + p_BBo—l + opereg] -1 [p_Bo—lB—l]BO—QGO (1)
—e=0B0 [y [+ p BByt + opereg] " [p-By B B 2G, (1)

ug =~ Rég
+ell=2)Bo [—p4I 4+ p-BB;' + opereg) - [p-By'B~Y(By%Go (1) — BG4 (1)).
Théoréme 4.3 Soient %— € CU-1,0] ;E) et 2 € C?([0,1] ;E) et &= € C9([1,2] ; E)

do d
avec 0 < 0 < 1.

Alors

1. ugest la solution du notre probléme sur |0, 1]
2. up € C([0,1] ; D(B?))NC*([0,1] ; E) si et seulement si

(M _ g__(())) € D(By),

do d
; (1) g.01)
9o g+
— D(By).
(202 - 222) < DB
Théoréme 4.4 Soient %— € C%([-1,0] ;E) et % e C([0,1] ;E) et % € C%([1,2] ; E)
0

avec 0 < 6 < 1.
Alors
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1. g est la solution de notre probléme sur ]0,1]
2. Biuo(.), uy € C%([0,1] ; E) si et seulement si

(M_g—_@)

d() d ) € DBO(B07+OO)7

(90(1) ~g+(1)

Dg, (B .
dO dO ) E BO( 07+OO)

4.2.2 Analyse de u, au voisinage de 1

wp 2 B (I P) uy (Gy) (1)
+e DB (1= e2P) ™ Byl (Go) (1) + 0P (1 =€) g (Go) (1)
e VB (1 — 623)71 AAGTATY (p-v!, (G1) (1) + p_vp (Go) (1))
+elz=DB (] — 623)_1 AAGTATY (p4Bovo (Go) (1) — p-Buy (G4) (1))
+el VB (T — €2B)_1 AAT{ Bovg (Go) (1)
+el@=DB (1 — 623)—1 Avj (Go) (1)
+vy (G4) (2)

avec

A= —By'Ay+2p. A (T *P) ' B!

uy = Rég+v,Gy (2)
1 1
—elem P <—§B‘2G+ (1)> +ele Bt (—530-2% (1))

1
+e@=DB (—530-200 (1))

+ele™ DB [ By —|—Opereg] [—p+I 4+ p_BB;' + Opereg] ' x
1+ Opereg] ™ (528716 (1) = B2 B7Go (1))
+e@™ DB [ B + Opereg| [ p+[ +p_BB; ' + Opereg| ! x
1+ Opereg (587G, (1) = B-B7Go (1))

B 1
+e DB [~ By 4 Opereg) [I + Opereg] ™ By (—530_ “Go (1))

1
+el" VB [— Byt + Opereg| (—§B0_2G0 (1))
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1
uy v Rég+ §B_26(‘”_1)BG+ (1)
1 1
Jrie(f’%l)ffz%*?c:+ (1) — 56@*1)3353% (1)

1
el PGy (1)
_|_6(x—1)BB0—1 [_p+I +p—BBO_1 + Opereg] -1 <%BO_1GO (]_) — %B_lG_'_ (1))
+€(x—l)BB()—1 [—p+I +p—BBO_1 + Opereg} -1 <%BO—1GO (]_) — %B_1G+ (1))

1
+§e(x—1)BB()—QGO (1)

1
+5e VB G (1)
uy = Rég+ B 2" VEG, (1)
1
_§€(x—l)BBO—2GO (1)
_i_e(mfl)BBOfl [_er[ + p,BBal + Opereg] -1 (erBalGo (1) - prilGJr (1)>
+€(z—1)BB()—1 [_p+[ + p_BBo—l + Opereg} -1 <p+BO_1GO (]_) — p_B_1G+ (1))

1
56U IE BTG (1)

Rég + B 2" VBG (1)

Uy =

1
—§€($_1)BBO_2G0 (1)

1. . _ -1
+§€( YEp, By [=p+I +p-BBy' + Opereg]  Go (1)

1 —
—5¢"Pp By B! [=pyI + p-BBy" + Opereg] Gy (1)
+%€($_1)BB()_ 2[~py I+ p-BBy" + Opereg] ™ Go (1)

1 —

_56(%1)3 [—p+I + p-BB;' + Opereg] U BT'B;'BTIGL (1)

1
5V By G (1)

u, v Rég+ B2 VEG, (1)

1
—5e“ VP BTGy (1)

ey [T BB+ Operes]” Bi2Go 1)
—e@=DB) BBt [—p+I 4+ p-BB; ' + Opereg] R (1)

1
+§6(m—1)BB[)—2GO (1>
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Uy = Rég
L ee-1)B (I +p_BBy' [~pyI +p_BBy' + Opereg] _1) By?Go (1)

+e@ DBy [—p, I +p_BB;' + Opereg] ™ By2Gy (1)

uy = Rég
telz=DB (I — [=ps I +p_BB;' + Opereg] ™ [p-BB;' —py 1 +p+ﬂ> BG4 (1)

+elDPp, [—py I+ p BBy + Opereg] " By>Go (1)

Uy 2 Rég
—e@ B, [—py] +p_BBy" + Opereg] ' BG4 (1)
+e@ P, [—p.I +p_BBy' + Opereg] " By*Go (1)

uy = Rég
e@ DBy, [-p+I +p_BBy' + Opereg}_l (By2Go (1) = BG4 (1))

Donc on aura les théorémes suivants

Théoréme 4.5 Soient % € C9([0,1]; E) et % € ([1,2]; E) avec 0 < 6§ < 1. On suppose
0

que

f+ € D(B?).
Alors

1. wuy est la solution de notre probléeme sur |1, 2[.
2. uy € C([1,2]; D (B*)NC?([1,2]; E) si seulement si

32f++9+7(2) e D(B),

Théoréme 4.6 Soient % € C9([0,1]; E) et % € ([1,2];E) avec 0 < 0 < 1. On suppose

0
que



ol

f+€D(B?.
Alors
1. uy est la solution de notre probléme sur |1, 2].
2. B?uy (), v € CY([1,2]; E) si seulement si
9+ (2)

BQf+ + T eD (B) (9, —|—OO) ,

<g°d(01) - g*él)) € D (B) (6, +00)
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Résumé

Dans ce travail on étudie certains problemes de dispersion décrivant
une dynamique de population dans trois habitats dont un refuge et deux
zones défavorables. Rabah Labbas, Ahmed Medaghri et Abdallah Menad
ont étudié ce type de probleme et ont montré des résultats de régularité.

On montre |'existence, 'unicité et la régularité maximale de la
solution. La méthode utilisée est basée sur une construction directe de la
solution. On utilise des outils d’analyse fonctionnelle, en particulier les
notions d’opérateurs linéaires fermés, la théorie des semi-groupes, les
puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires, la théorie
d’interpolation, le calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels.

On donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les données
entre les différents types d’habitats.



