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Introduction
Toute étude concernant l’analyse d’un système dynamique est généralement suivie d’une
étape de contrôle, qui consiste à déterminer une commande qui permet de conduire le
système étudié à un certain objectif, à titre d’exemple, la possibilité d’amener un système
d’un état initial à un état désiré ou à ses voisinages à un instant fini T. Ce qui définit
respectivement la notion de contrôlabilité exacte ou approchée. Pour T = +∞, on ob-
tient la notion de contrôlabilité asymptotique qui coóncide avec la stabilisabilité lorsque
la cible est un point d’équilibre. Dans le cas des systèmes linéaires, les problèmes de
contrôlabilité et de stabilisabilité ont été largement étudiés et une théorie complète est
maintenant disponible dans la littérature .
Pour les systèmes linéaires de dimensions finies, la contrôlabilité a été caractérisée par une
condition de rang qui porte sur la dynamique et l’opérateur de contrôle. Cette condition
algébrique admet des extensions au cas de dimension infinie avec une version temporelle
faisant intervenir l’opérateur de contrôle, ainsi que le semi-groupe engendré par la dy-
namique du système.
Dans [13], Khapalov considère le problème de contrôlabilité approchée pour l’équation
de diffusion par des contrôles bilinéaires sous une condition de signe reliant l’état initial
et l’état désiré. Dans [14][18], Ping Lin et al ont considéré le problème de contrôlabil-
ité exacte des systèmes paraboliques pour certains états désirés. Dans [17], Khapalov
a exhibé une classe d’états désirés pour l’équation d’onde qu’il est possible d’atteindre
approximativement par des contrôles bilinéaires dans le cas monodimensionnel. Récem-
ment, Ouzahra [19] a donné une extension au cas multidimensionnel pour une équation
d’onde avec amortissement. Au début des années 90, et avec des motivations liées aux
applications réelles. El Jai et Zerrik [15][16] ont introduit la notion d’analyse régionale, il
s’agit là d’analyser et de contrôler un système défini sur un domaine géométrique Ω. Dans
le but de réaliser un objectif sur une région donnée w de Ω. Un nouvel axe de recherche
est alors ouvert, et l’analyse des systèmes distribués peut alors être traité autrement. Les
notions usuelles de contrôlabilité et d’observabilité ont été reconsidérées avec un autre
point de vue, en effet si on considère une région w ⊂ Ω, la contrôlabilité régionale sur
Ω consiste à conduire le système considéré de son état initial vers un état désiré sur w
[20]. L’observabilité régionale, consiste à étudier la possibilité de reconstruire l’état du
système observé, sur une région donnée. La notion de stabilité régionale permet d’étudier
le comportement asymptotique d’un système distribué dans une région privilégiée w ⊂ Ω.

Ce mémoire est constitué de 3 chapitres
Dans le premier chapitre on donne des rappels sur les espaces fonctionnels nécessaire à
l’étude des equations aux dérivés partielles, existence, unicité et régularité de la solution,
par exemple, les espace Lp et les espaces de sobolev.
On donne aussi un rappel sur les opérateurs non bornés et leurs adjoints, en particuliers les
opérateurs qui génèrent des semi-groupes. Quelques rappels des équations " aux dérivées



partièles " d’évolution. non homogènes.
Le chapitre deux est consacré à l’étude de la contrôlabilité des systèmes linéaires, par
exemple l’équation de la chaleur et l’équation des ondes.
En fin dans le troisième chapitre on donne une introduction à l’études des systèmes bil-
inéaires, en particulier la contrôlabilité exacte et approchée de l’equation biléniaire de la
chaleur 

∂y(t)

∂t
= ∆y(t) + p(x, t)y(t), dans QT

y = g, dans ΣT

y(x, 0) = y0, dans Ω,

Ainsi que la contrôlabilité approchée de l’equation bilinéaire des ondes.
ytt(x, t) = yxx(x, t) + p(x, t)y(x, t)− ϑ(t)yt(x, t), dans Ω× (0, T )

y(0, t) = y(1, t) = 0, sur (0, T )

y(x, 0) = y0, yt(x, 0) = y1 dans Ω.

(0.1)
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Notations

On note par
yt : dérivée partielle première de la fonction y par rapport à la variable t.On utilise
également les notations y′ , dy

dt
et ∂ty.

yxx : dérivée partielle seconde de la fonction y par rapport à la variable x
∆z =

∑N
i=1

(∂z)2

(∂t1)2 : laplacien de z
p.p. : presque partout
Supp f : support de la fonction f
D(Ω) : ensemble des fonctions f : Ω→ R de classe C∞(Ω) et à support compact.
→ : convergence forte
⇀ : convergence faible
δij : symbole de Kroneker
〈.〉 : crochet de dualité
|.| :|ξ| = (

∑N
i=1 |ξi|2)1/2, pour tout ξ = (ξ1, ..., ξN) ∈ R norme Hilbertienne

Mn(R) : ensemble des matrices carrées à n lignes et n colonnes.
Mn,m(R) : ensemble des matrices carrées à n lignes et m colonnes.
Ω: un ouvert de Rn, n ≥ 1

∂Ω = Γ : frontière de Ω

Dαu: Soit α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn, et |α| = α1, α2, ..., αn, et u ∈ C∞(Ω). On note

Dαu :=
∂αu

∂xα1
1 , ..., ∂x

αn
n

Hk(Ω) : espaces de Sobolev d’ordre k
H1

0 (Ω) : espace des fonctions de H1(Ω) de trace nulle sur ∂Ω

L2(Ω) : espace des fonctions de carrée sommable
W 1,p : un espace Sobolev tel que ∀ I =]a, b[ un intervale Borné ou Non ,et soit p ∈
R avec 1 ≤ p ≤ ∞

(
W 1,p = u ∈ Lp(I), ∃g ∈ Lp(I)telque

∫
I
uϕ
′
= −

∫
I
uϕ,∀ϕ ∈ C1

0(I)
)

L2(0, T ;U) : espace des classes de fonctions de carré intégrable (au sens de Bochner) de
[0, T] dans un espace de Hilbert U.
C(Ω, H) : ensemble des fonctions continues sur Ω à valeurs dans un espace de HilbertH.
Ck(Ω, H) : ensemble des fonctions y : Ω→ H de classe Ck
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Chapitre 1

Espaces fonctionnels.

1.1 Les distributions

Définition 1.1 Soit ϕ une fonction continue sur Ω. Le support de ϕ est défini par :

supp ϕ = {x ∈ Ω; ϕ(x) 6= 0 }

où A désigne l’adhérence de A.

Définition 1.2 On note par D(Ω) l’ensemble des fonction de classe C∞ sur Ω et à
support compact contenu dans Ω.

Définition 1.3 On appelle distribution, toute forme linéaire et continue sur D(Ω).
L’espace des distributions est le dual topologique de D(Ω) on le note D′(Ω). Si T ∈ D′(Ω)

on note 〈T, ϕ〉D′×D au lieu de T (ϕ),∀ϕ ∈ D(Ω), où 〈., .〉D′×D est appelé le crochet de
dualité entre D′(Ω) et D(Ω).

Dérivation au sens des distributions:

Définition 1.4 La dérivée d’ordre α ∈ Nn d’une distribution T est définie par :

〈DαT, ϕ〉D′×D = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉D′×D .

1.2 Les espaces Lp

Définition 1.5 Pour 1 ≤ p < +∞ on note par :

Lp(Ω) = {f : Ω −→ mesurable et

∫
Ω

|f(x)|pdx < +∞}.

L’application f −→
(∫

Ω
|f(x)|pdx

)1/p est un norme sur Lp(Ω).

De plus, muni de cette norme, Lp(Ω) est un espace de Banach, reflexif pour 1 < p < +∞.
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1. Espaces fonctionnels.

Pour p = +∞ on note

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R : {x : |f(x)| non bornée}, et est de mesure nulle }.

C’est un espace de Banach pour la norme

||f ||∞ = sup
x∈ Ω
|f(x)| .

Remarque 1.6 Pour p = 2, l’espace L2(Ω) est muni du produit scalaire

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx .

L’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert pour la norme induite par ce produit scalaire.

1.3 Les espaces de Sobolev

Pour Ω un ouvert de Rn, 1 ≤ p <∞ et m ∈ N, on pose

Wm,p(Ω) = {u : u ∈ Lp(Ω), Dαu ∈ Lp(Ω); |α| ≤ m}.

Cet espace est un espace de Banach pour la norme :

||u||Wm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

||Dαu||Lp(Ω).

En particulier, pour p = 2, l’espace Wm,2(Ω) est noté Hm(Ω).

Remarque 1.7 L’espace Hm(Ω) est muni du produit scalaire :

〈u, v〉m =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) .

Donc Hm(Ω) est un espace de Hilbert.
En particulier pour m = 1,

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω),
∂u

∂xi
∈ Lp(Ω) : 1 ≤ i ≤ n},

muni de la norme :

||u||W 1,p(Ω) = ||u||Lp(Ω) +
N∑
i=1

|| ∂u
∂xi
||Lp(Ω),

En particulier pour p = 2, on note W 1,2 = H1(Ω) qui est un espace de Hilbert muni du
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1. Espaces fonctionnels.

produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 +
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

, pour tout u, v ∈ H1(Ω),

et la norme associée est

||u||H1 =

(
||u||2L2 +

N∑
i=1

|| ∂u
∂xi
||2L2

)1/2

.

Les propositions suivantes présentent les propriétés fondamentales de l’espace W 1,p .

Théorème 1.8 (Injection de Sobolev) Soit 1 ≤ p < ∞, et 1 ≤ p < n, alors
W 1,p(Rn) ⊂ Lp

∗
(Rn) où p∗ est donné par 1

p∗
= 1

p
− 1
n
, et il existe une constante C = C(p, n)

telle que :
||u||Lp∗ ≤ C||∇u||Lp , ∀u ∈ W 1,p(Rn).

Proposition 1.9
1- D(Rn) est dense dans H1(Rn).

2- Si Ω  Rn alors D(Ω) n’est pas dense dans H1(Ω) .

Notation: on note par:

H1
0 (Ω) l′adhérence de D(Ω) dans H1(Ω).

On note par:
D(Ω) = {u = u|Ω : u ∈ D(Rn)}.

Proposition 1.10 L’espace D(Ω) est dense dans H1(Ω).

Trace d’un élément de H1(Ω)

Proposition 1.11 L’application restrection :

γ0 : D(Ω) −→ C∞(Γ)

u 7−→ γ0u = u|Γ 6= ( restriction de u à Γ)

est linéaire et continue sur D(Ω) muni de la norme de H1(Ω) dans C∞(Γ) muni de la
norme de H1/2(Γ).

Elle se prolonge donc en une application linéaire et continue

γ0 : H1(Ω) −→ H1/2(Γ).
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1. Espaces fonctionnels.

De plus, u ∈ H1
0 (Ω) si et seulement si γ0u = 0.

On a donc:
H1

0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), γ0u = 0}.

Proposition 1.12 (Inégalié de Poincaré) on suppose que Ω est un ouvert borné au
moins dans une direction. Alors il existe une constante C > 0 telle que:

||u||L2(Ω) ≤ C||∇u||L2(Ω), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Conséquence: Si Ω est borné dans une direction au moins, l’application :
u −→ ||∇u||L2(Ω) est une norme sur H1

0 (Ω) équivalente à la norme induite par celle de
H1(Ω).

1.4 Les opérateurs linéaires

Soient X et Y deux espaces de Banach réels ou complexes. On note par ||.||X la norme
dans X (||.|| s’il n’y a pas confusion).

Définition 1.13 Soit A : X −→ Y un opérateur linéaire .
L’ensemble des x ∈ X telle que Ax ait un sens dans Y est un sous espace vectoriel de X
appelé domaine de A et noté D(A).

Définition 1.14 (Opérateur fermé)
1) On dit qu’un opérateur linéaire A est fermé si son graphe

G(A) = {(x,Ax) : x ∈ D(A)}

est un sous espace vectoriel fermé de X × Y. D’une manière équivalente,
2) Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X → Y est dit fermé si, et seulement si, pour toute
suite (xn)n ⊂ D(A) telle que

xn → x et Axn → y,

on a x ∈ D(A) et Ax = y.

3) L’adjoint de l’opérateur (non borné) A : D(Ω) ⊂ X −→ Y est un opérateur non borné

A∗ : D(A∗) ⊂ Y
′ −→ X

′

de domaine

D(A∗) = {f ∈ Y ′| ∃C ∈ R+, |〈Ax, f〉|Y×Y ′ ≤ C||x||X ,∀x ∈ D(A)},
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1. Espaces fonctionnels.

est définie par :

〈A∗f, x〉X′×X = 〈f, Ax〉Y ′×Y , ∀y ∈ D(A), ∀f ∈ D(A∗).

4) En particulier, si X = H est un espace de Hilbert, en identifiant H à son dual par le
théorème de Riesz, l’adjoint de l’opérateur (non borné) A est un opérateur non borné A∗

de domaine

D(A∗) = {y ∈ H; ∃C ∈ R+, |〈Ax, y〉|H ≤ C||x||H ,∀x ∈ D(A)},

est définie par :
〈A∗y, x〉H = 〈y, Ax〉H ,∀x ∈ D(A),∀y ∈ D(A∗).

Définition 1.15 Soit V un espace de Hilbert, V ′ son dual et A : V −→ V
′ un opérateur

linéaire . On dit que A est coercif s’il existe α > 0 telle que :

〈Au, u〉V ′×V ≥ α‖u‖V ∀u ∈ V.

Théorème 1.16 : Théorème de Lax-Milgram
Soit A : V −→ V

′ un opérateur linéaire et continue. Si de plus, A est coercif alors,
A est un isomorphisme de V sur V

′
. En d’autres termes, pour tout f ∈ V ′ , l’équation

Au = f admet une unique solution u ∈ V . De plus,

∃ c > 0, ||u||V ≤ c||f ||V ′ .

1.5 Les semi-groupes

Définition 1.17 Soit {G(t)}t≥0 une famille d’opérateurs lineaires dans X. On dit que
cette famille forme un semi groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. G(0) = Id(X).

2. ∀(t, s) ≥ 0, G(t+ s) = G(t).G(s).

Lorsque la famille {G(t)}t≥0 est définie pour tout t ∈ R, et que la deuxième propriété est
vérifiée pour tout s, t ∈ R on dira qu’on a un groupe.

Définition 1.18 On dit qu’un semi-groupe {G(t)}t≥0 est fortement continu si pour tout
x ∈ X, l’application t→ G(t)x est continue sur R+, c’est-à-dire pour tout x ∈ X

lim
t→0+
||G(t)x− x||X = 0.

On dit aussi que {G(t)}t≥0 est un C0− semi-groupe.

8



1. Espaces fonctionnels.

Proposition 1.19 Soit {G(t)}t≥0 un C0−semi-groupe. Alors il existe ω ≥ 0,M ≥ 1

tels que
∀t ≥ 0, ||G(t)|| ≤Meωt.

Définition 1.20 Un semi groupe {G(t)}t≥0 est appelé semi groupe uniformément con-
tinu d’opérateur linéaire borné si

lim
t→0
||G(t)− I)|| = 0.

L’opérateur A∗ génère un semi-groupe de classe C0 noté S∗(t),∀t ≥ 0.

Si A∗ = A(resp A∗ = −A) l’opérateur est dit auto-adjoint (resp.anti-adjoint) [7]

Définition 1.21 Soit G(t) un C0−semi-groupe sur H. On definit l’opérateur A par:

D(A) = {x ∈ H, lim
t→0

s(t)x− x
t

existe }, et on pose Ax = lim
t→0

s(t)x− x
t

.

L’opérateur (A,D(A)) est appelé opérateur infinitésimal du semi-groupe S(t) .

1.6 Problème d’évolution non homogènes

Soit (A,D(A)) le générateur infinitésimal d’un C0−semi greupe (S(t)t>0) sur un espace
de Hilbert H, et f : [0, T ] −→ H.

On considere le problème :{
y
′
(t) = Ay(t) + f(t), t ∈ (0, T )

y(0) = x
(1.1)

Définition 1.22 Soit f ∈ L1(0, T ;H) et x ∈ H. On appelle solution faible de (1.1) la
fonction y ∈ C([0, T ];H) donnée par

y(t) = S(t)x+

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ].

On appelle solution classique de (1.1) toute fonction y ∈ C([0, T ];H)∩C1([0, T ];H) telle que y(t) ∈
D(A) pour tout t ∈ [0, T ] et vérifiant (1.1) dans [0, T ].

Une fonction y ∈ W 1,1(0, T ;H) est une solution forte si elle vérifie y(0) = x, et l’equation
de (1.1) presque partout dans (0, T ).

Théorème 1.23 si f ∈ W 1,1(0, T ;H) alors pour tout x ∈ D(A), le problème (1.1)
admet une unique solution forte.
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Chapitre 2

Contrôlabilité des système linéaires.

2.1 Cas d’un système abstrait

soient H et U deux espaces de Hilbert, z0 ∈ H et u ∈ L2(0, T ;U), où T>0. On considère
le problème suivant: {

zt = Az +Bu

z(0) = z0

(2.1)

où A : D(A) ⊂ H −→ H est un opérateur non borné, générateur d’un semi-groupe
S(t) et B : u −→ H est un opérateur linéaire et borné.
D’après le théorème (1.23) on sait que :
pour tout z0 ∈ D(A) et u ∈ W 1,1(0, T ;U), le problème (2.1) admet une unique solution
forte z ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];H) donnée par :

z(t) = S(t)z0 +

∫ t

0

S(t− s)Bu(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

où S(t) représente le semi-groupe généré par l’opérateur A dans H.

Définition 2.1
1. Le système (2.1) est dit exactement contrôlable en temps T , si pour tout z0, zT ∈ H,
il existe un contrôle u ∈ L2(0, T ;U) tel que la solution z du système (2.1) satisfait

z(T ) = zT .

2. Le système (2.1) est dit contrôlable à zéro en temps T, si pour tout z0 ∈ H, il existe
une contrôle u ∈ L2(0, T ;U) tel que la solution z de (2.1) satisfait z(T ) = 0.
3. Le système (2.1) est dit approximativement contrôlable en temps T, si pour tout
z0, zT ∈ H, et pour tout ε > 0 il existe un contrôle u ∈ L2(0, T ;U) tel que la solution z
de (2.1) satisfait

‖z(T )− zT‖H ≤ ε.
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2. Systèmes linéaires.

2.2 L’opérateur de contrôlabilité LT :

On introduit l’opérateur Lt : L2(0, T ;U)→ H défini par:

Ltu =

∫ t

0

S(t− s)Bu(s)ds.

Proposition 2.2 L’opérateur Lt est linéaire et continu de L2(0, T ;U) dans H .

Théorème 2.3 [11] Le système (2.1) est exactement contrôlable en temps, T > 0 si,
et seulement si, il existe une constante c > 0 telle que∫ T

0

||B∗S∗(t)y0||2Udt ≥ c ||y0||2H , ∀y0 ∈ H. (2.2)

Pour la preuve de ce théorème, on a besoins des résultats suivants:

Proposition 2.4 Le système (2.1) est exactement contrôlable en T > 0 si, et seulement
si, l’opérateur LT est surjectif

Preuve:
1. ⇐ ) Supposons que LT est surjrctif alors,

LT : ( KerLT )⊥ → H

est bijectif.
Comme LT est linéaire et continu, et que ( KerLT )⊥ et H sont des espaces de Hilbert
alors, d’aprés le théorème de l’isomorphisme de Banach, son inverse: Y : H → ( KerLT )⊥

est un isomorphisme. Alors, pour tout z0, zT ∈ H si on choisit,

u = Y (zT − S(T )z0),

la solution z du système (2.1) donné par:

z(t) = S(t)z0 + Ltz0,

vérifie,

z(T ) = S(T )z0 + LTY (zT − S(T )z0) = S(T )z0 + zT − S(T )z0 = zT .

11



2. Systèmes linéaires.

Donc le système (2.1) est contrôlable.
2. Réciproquement, si LT n’est pas surjectif alors,

∃ zT ∈ H : LTu 6= zT , ∀u ∈ L2(0, T, U).

Donc, pour z0 = 0, ce système n’est pas contrôlable car :

z(T ) = S(T )0 + LTu = LTu 6= zT .

Proposition 2.5 L’opérateur LT : L2(0, T ;U) → H est surjectif si, et seulement si, il
existe une constante c > 0 :

||L∗T z0||2L2(0,T ;u) ≥ c||z0||2H , ∀z0 ∈ H, (2.3)

où L∗T est l’opérateur adjoint de LT .

Pour la preuve de cette proposition; on montre des résultats sur les opérateurs surjectifs
et leurs adjoints.

Proposition 2.6 Soit E et H deux espaces de Hilbert et A : E −→ H un opérateur
linéaire et continu. Alors l’opérateur A est surjectif si, et seulement si,

∃c > 0 : ||A∗z||E ≥ c||z||H ∀z ∈ H.

Preuve: La preuve se fait en deux étapes.
Etape 01: Montrons que A est surjectif si, et seulement si,

∃c > 0, BH(0, 1) ⊂ ABH(0, c)

où B(a, r) désigne la boule fermé de centre a et de rayou r .

i-(=⇒) Supposons que A est surjectif, notons par N(A) le noyon de A et E0 = N(A)⊥

qui est un sous espace fermé de E et donc c’est un espace de Hilbert. L’application

Ã = A|E0 : E0 −→ H est bijectif .

Comme E0 et H sont des espaces de Hilbert alors, d’aprés le théorème de l’isomorphisme
de Banach,

Ã−1 : H −→ E0 est un isomorphisme

Alors,
∃c > 0 : ||Ã−1(z)||E ≤ c,∀z ∈ {z ∈ H : ||z|| ≤ 1}.

12



2. Systèmes linéaires.

En d’autres termes,

z ∈ BH(0, 1) =⇒ Ã−1 ∈ BE(0, c)⇐⇒ z ∈ ÃBE(0, 1) = ABE(0, 1),

et donc, BH(0, 1) ⊂ ABE(0, c).

ii-(⇐=) Soit z ∈ H et z 6= 0 alors, z
||z||H

∈ BH(0, 1). Comme BH(0, 1) ⊂ ABE(0, c)

alors, ∃υ ∈ BE(0, c); z
||z||H

= Aυ. Donc

∃u = υ||z||H ∈ E tel que Au = z, ∀z 6= 0.

Comme A0 = 0 alors H ⊂ ImA, et donc A est surjectif
Etape 02 : Montrons que

BH(0, 1) ⊂ ABE(0, c)⇐⇒ c||A∗z||E ≥ ||z||H ,∀z ∈ H.

i-(=⇒) On a:

‖z‖H = sup
||y||H≤1

|(z, y)H |

( car BH(0, 1) ⊂ ABE(0, c)) ≤ sup
||u||E≤c

|(z, Au)E| = c sup
||u||E≤1

|(A∗z, u)E|

≤ c||A∗z||E.

Réciproquement supposons qu’il existe c > 0 tel que:

||A∗z||E ≥ c||z||H , ∀z ∈ H et BH(0, 1) * ABE(0, c) .

Donc ∃x0 ∈ BH(0, 1) et x0 /∈ ABE(0, c).

a) Montrons que ABE(0, c) est fermé.
Soit (zn) ⊂ ABE(0, c) tel que zn −→ z, montrons que z ∈ ABE(0, c)

on a: zn ∈ ABE(0, c) alors ∃un,∈ BE(0, c) : zn = Aun. Mais (un) est borné dans E, alors
il existe une sous suite (un) tel que: (un) converge faiblement vers u dans E.
Comme B(0, c) est une convexe fermé alors B(0, c) est faiblement fermé et donc u ∈
B(0, c).

Comme A est linéaire et continu de E dans H alors (Aun) converge faiblement vers
Au dans H. En effet, soit z ∈ H, on a :

(Aun, z)H = (un, A
∗z)E −→ (u,A∗z)E = (Au, z)H

donc
(Aun, z) −→ (Au, z) ∀z ∈ H.
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2. Systèmes linéaires.

Mais zn −→ z dans H alors zn −→ z dans H faible et zn = Aun −→ Au dans H

faible. On déduit alors que, z = Au. Comme u ∈ BE(0, c) alors z ∈ ABE(0, c).

Maintenans, du fait que {x0} est compact et ABE(0, c) est fermé alors, d’aprés le théorème
de séparation strict de Hahn-Banach,

∃z0 ∈ H tel que : 〈z0, Au〉H < 1 < 〈z0, x0〉H ,∀u ∈ BE(0, c).

On a:
||z0|| = sup

||x||H≤1

|〈z0, x〉| ≥ 〈z0, x0〉 > 1.

et

||A∗z0||E = sup
||x||H≤1

〈A∗z0, u〉E = sup
||x||H≤1

〈z0, Au〉

=
1

c
sup
||x||H≤c

〈z0, Au〉 <
1

c
.

donc, ||A∗z0||E < 1
c

et ||z0||H > 1. Ona alors,

||A∗z0|E| <
1

c
.||z0||H ⇐⇒ c.||A∗z0||E < ||z0||H .

Contradiction avec l’hypothèse c||A∗z0||E ≥ ||z0||H . �

Déterminons l’opérateur adjoint de LT , noté L∗T :
On a : LT : L2(0, T ;U) → H donc L∗T : H

′ → (L2(0, T ;U))
′
, comme H et (L2(0, T ;U)

sont des espaces de Hilbert alors on identifie par le théorème de Riesz : H à son dual et
L2(0, T ;U) à dual. Donc

L∗T : H → L2(0, T ;U)

L∗T est défini par :

〈L∗T z0, u〉L2(0,T ;U) = 〈z0, LTu〉H =

∫ T

0

(S(T − t)Bu(s), z0)H ds

=

∫ T

0

(u(s), B∗S∗(T − t)z0)U ds.

Donc :
L∗T z0 = B∗s∗(T − t)z0. (2.4)

En combinant la proposition (2.4), l’inégalité (2.3) et cette derniere inégalité. On déduit
le théorème (2.3).

Théorème 2.7 Le système (2.1) est approximativement contrôlable en temps T > 0 si,
et seulement si,

B∗S∗(t)y0 = 0, ∀t ∈ [0, T ] =⇒ y0 = 0. (2.5)
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2. Systèmes linéaires.

2.3 Contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur

Soit Ω un ouvert borné de Rn, n ≥ 1 et ω une sous ensemble ouvert, et non vide de Ω.
On considère l’équation linéaire suivante :

∂y

∂t
−4y + b(x, t)y = 1w v(x, t), dans QT = Ω×]0, T [

y = 0, sur ΣT = ∂Ω×]0, T [

y(x, 0) = y0(x) dans Ω

(2.6)

Théorème 2.8 Il existe un contrôle v ∈ L∞(ω × (0, T )) tel que la solution de (2.6)
satisfait

y(., T ) = 0, p.p., dans Ω. (2.7)

De plus on a :

||υ||L∞(ω×(0,T )) ≤ exp

[
C

(
1 +

1

T
+ T + (T 1/2 + T )||b||∞ + ||b||2/3∞

)]
||y0||L2(Ω)′ (2.8)

où C = C(Ω, ω) > 0.

Pour la preuve on a besoin des résultats suivants:

Théorème 2.9 Soit b = b(x, t) ∈ L∞(Q), il existe des constantes C > 0 (dépendant de
b,Ω et T ), et Ct1,t2 (dépendant de t1, t2, b et Ω) telles que pour tout f ∈ Lp(Q) et ϕ0 ∈
Lp(Ω), la solution ϕ de :

ϕ
′ −∆ϕ+ b(x, t) = f dans Q.

ϕ = 0 sur Σ.

ϕ(x, T ) = ϕ0(x) dans Ω

(2.9)

satisfait {
||ϕ||L∞(0,T ;Lp(Ω)) ≤ c(|ϕ0|p(Ω) + ||f ||Lp(Q)).......(∗)

||ϕ||Xp(t1,t2) ≤ ct1,t2(|ϕ0|p(Ω) + ||f ||Lp(Q)).......(∗∗)
(2.10)

où Xp(t1, t2) = Lp
(
t1, t2;W 1,p

0 (Ω)
)
∩W 1,p (t1, t2;Lp(Ω)) muni de sa norme naturelle:

||ϕ||Xp(t1,t2) = ||ϕ||Lp(t1,t2;W 1,p
0 (Ω)) + ||ϕ||W 1,p(t1,t2;Lp(Ω))

En particulier si f = 0 et ϕ est la solution du problème,
ϕ
′ −∆ϕ+ b(x, t) = 0 dans Q.

ϕ = 0 sur Σ.

ϕ(x, T ) = ϕ0(x) dans Ω.

(2.11)
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On aura {
||ϕ||L∞(0,T ;Lp(ϕ)) ≤ c(|ϕ0|p(Ω))...............(∗)

||ϕ||Xp(t1,t2) ≤ ct1,t2(|ϕ0|p(Ω))..............(∗∗)
(2.12)

On pose

Jε(ϕ
0, b; y0) =

1

2

(∫
q

|ϕ|dxdt
)2

+ ε||ϕ0||L′ (Ω) −
∫

Ω

ϕ(x, 0)y0dx

Proposition 2.10 Pour tout ε > 0, y0 ∈ L2(Ω) et b ∈ L∞(Q), Jε(.; b, y0) est une
fonction réelle, convexe et continue sur L2(Ω). De plus elle satisfait :

lim inf
|ϕ0|L2−→∞

Jε(ϕ
0; b, y0)

|ϕ0|L2

≥ ε (2.13)

La fonction Jε(.; a, y0) atteint donc son minimum en un unique ϕ̂0 dans L2(Ω).
De plus

ϕ̂0 = 0⇐⇒ |y′|Lp ≤ ε.

Preuve: On pose : Lb(ϕ0) = ϕ, et Ib(ϕ0) = ϕ(x, 0) où ϕ est la solution de (2.11)
1. Montrons que Jε est strictement convexe :
Du fait que le système (2.9) est linéaire alors, les applications Lb et Ib sont linéaires
Comme la norme de L2(Ω) est strictement convexe et l’application : y0 −→

∫
ϕ0y0 est

linéaire et continu alors:
On déduit que Jε est strictement convexe.
2. Montrons que Jε est continue. On pose q = w × (0, T ).

Du fait que Lb est linéaire et de l’estimation (2.12)(∗∗) on a:

||ϕ||L2(Q) ≤ c0,T ||ϕ0||L2(Ω).

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a:∫
q

|ϕ|dxdt ≤
√

mes (q).|ϕ|L2(Q)

donc,
‖Lbϕ0‖L1(q) ≤ c|ϕ0|L2(Ω) (2.14)

On déduit que l’opérateur : Lb : L2(Ω) −→ L1(q) est linéaire et continu.
Soit (ϕ0

k) une suite telle que ϕ0
k −→ ϕ0 dans L2(Ω). On a :

∣∣Jε(ϕ0
k − Jε(ϕ0)

∣∣ =

∣∣∣∣∣12
(∫

q

Lb(ϕ
0
k)

)2

− 1

2

(∫
q

Lb(ϕ
0)

)2

+ ε‖ϕ0
k‖ − ε‖ϕ0‖+

∫
Ω

Ib(ϕ
0
k)− Ib(ϕ0)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣12
(∫

q

Lb(ϕ
0
k)

)2

− 1

2

(∫
q

Lb(ϕ
0)

)2
∣∣∣∣∣+ ε

∣∣‖ϕ0
k‖L2 − ‖ϕ0‖L2

∣∣+

∫
Ω

∣∣Ib(ϕ0
k)− Ib(ϕ0)

∣∣
16



2. Systèmes linéaires.

D’une part∣∣∣∣∣12
(∫

q

|Lbϕ0
k|
)2

− 1

2

(∫
q

|Lbϕ0|
)2
∣∣∣∣∣ =

1

2

∣∣∣∣(∫
q

|Lbϕ0
k| −

∫
q

|Lbϕ0|
)(∫

q

|Lbϕ0
k|+

∫
q

|Lbϕ0|
)∣∣∣∣

≤
(∫

q

|Lbϕ0
k − Lbϕ0|

)
.

∫
q

(
|Lbϕ0

k|+
∫
q

|Lbϕ0|
)

Mais,d’après (2.14) on a: ∫
q

|Lbϕ0
k − Lbϕ0| = |Lb(ϕ0

k − ϕ0)|L1(q)

≤ c1|(ϕ0
k − ϕ0)|L2(Ω)

D’aprés la continuité de Lb et le fait que ϕ0
k est bornée dans L2(Ω), on a :∫

q

|Lbϕ0
k| ≤ c2‖ϕ0

k‖L2(Ω) ≤ c2

Donc, ∣∣∣∣∣12
(∫

q

|Lbϕ0
k|
)2

− 1

2

(∫
q

|Lbϕ0|
)2
∣∣∣∣∣ ≤ c3‖ϕ0

k − ϕ0‖L2(Ω) −→ 0.

D’autre part ∣∣∣∣∫
q

y0. (ϕk(x, 0)− ϕ(x, 0))

∣∣∣∣ ≤ ‖y0‖Lp .‖Ibϕ0
k − Ibϕ0‖L2(Ω) −→ 0.

≤ c‖y0‖.‖ϕ0
k − ϕ0‖L2(Ω).

On déduit alors que Jε est continue.
Montrons que

lim
|ϕ0|L2(Ω)−→∞

inf
Jε(ϕ

0, a, y0)

‖ϕ0‖L2(Ω)

≥ ε

supposons qu’il existe une suite (ϕ0
n) ⊂ L2(Ω) telle que

ϕ0
n −→ +∞ dans L2(Ω) et

Jε(ϕ
0, a, y0)

‖ϕ0‖L2(Ω)

< ε. (2.15)

Posons
ϕ̂0
n =

ϕ0
n

‖ϕ0
n‖L2(Ω)

.

On note par ϕ̂n la solution du problème (2.11), avec ϕ̂n(T ) = ϕ̂0
n.

Comme ‖ϕ̂0
n‖L2(Ω) = 1, on peut extraire une sous suite (notée encore (ϕ̂0

n)) telle que, (ϕ̂0
n)

converge faiblement dans L2(Ω) ver un élément ϕ̂0.

Comme Lb est linéaire et continu de L2(Ω) dans L1(q) alors Lb(ϕ̂0
n) converge faiblement
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vers Lb(ϕ̂0) dans L1(q). En effet, notons par L∗b :

L∗b : L∞(q) −→ L2(Ω) L′adjoint de Lb .

Pour tout f ∈ L∞(q), on a:

〈Lb(ϕ̂0
n), f〉L1(q)×L∞(q) = 〈ϕ̂0

n, L
∗
bf〉L2(Ω)×L2(Ω) −→ 〈ϕ̂0, L∗bf〉L2(Ω)

= 〈Lbϕ̂0, f〉L1(q)×L∞(q).

De même, ϕ̂n(x, 0) = Ib(ϕ̂
0
n) converge vers ϕ̂(x, 0) faiblement dans L2(Ω).

D’autre part on a:

Jε(ϕ
0, b; y0)

‖ϕ0
n‖

=
1

2
‖ϕ0

n‖
(∫

q

|Lb(ϕ̂0
n)|dxdt

)2

+ ε+

∫
Ω

y0ϕ̂n(x, 0)dx.

Comme lim inf
|ϕ0|2−→∞

Jε(ϕ0;b,y0)
|ϕ0|2 < ε et ‖ϕn‖ −→ ∞ alors

lim inf
‖ϕ0
n‖L2(Ω)−→∞

∫
q

|b(ϕ̂0
n)| = 0 .

Donc il existe une sous suite (notée en core ϕ̂0
n) telle que

lim
n→∞

∫
q

|Lbϕ̂n0 |dxdt = 0

Mais ∫
q

Lbϕ̂
n
0dxdt −→

∫
q

Lbϕ̂0dxdt.

On déduit alors que Lbϕ̂0 = 0 dans w × (0, T ) et alors d’après le théorème de Lbϕ̂0 = 0

dans Q
Donc,

ϕ̂0 = 0 et ϕ̂0(x, 0) = 0.

Comme :
Jε(ϕ

0
n, by0) ≥ ε‖ϕ0

n‖L2(Ω)−
∫

Ω

y0ϕ̂
0
n(x, 0)

et du fait que ϕ̂0
n converge faiblement vers 0 dans L2(Ω) alors

∫
Ω
y0ϕ̂

0
n(x, 0) −→ 0.

On déduit que

lim inf
|ϕ0|2−→∞

Jε(ϕ
0; b, y0)

|ϕ0|L2(Ω)

≥ ε

ce qui contredit l’hypothèse (2.15) et donc l’inégalité (2.13) est vérifiée. Donc Jε atteint
un minimum unique noté ϕ̂0

ε.
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Soit ϕ̂ε la solution de (2.11) avec ϕ̂ε(T ) = ϕ̂0
ε. Comme Jε(ϕ̂0

ε) ≤ J(0) = 0, on a:

1

2

(∫
q

|ϕ̂ε|
)

+ ε‖ϕ̂0
ε‖ ≤

∫
Ω

ϕ̂ε(x, 0)y0(x)dx

et donc
1

2

(∫
q

|ϕ̂ε|
)2

≤ ‖ϕ̂ε(x, 0)‖L2(Ω)‖y0‖L2(Ω).

Comme

‖ϕ̂ε(x, 0)‖2
L2(Ω) ≤

[
C

(
1 +

1

T
+ T + (T 1/2 + T )||b||∞ + ||b||2/3∞

)]
1

2

(∫
q

|ϕ̂ε|dxdt
)2

.

(2.16)
On déduit que∫

q

|ϕ̂ε|dxdt ≤
[
C

(
1 +

1

T
+ T + (T 1/2 + T )||b||∞ + ||b||2/3∞

)]
‖y0‖L2(Ω).

On pose maintenant

υε =

(∫
q

|ϕ̂ε|dxdt
)
sgn(ϕ̂ε).

On a

‖υε‖L∞(q) =

∫
q

|ϕ̂ε|dxdt ≤
[
C

(
1 +

1

T
+ T + (T 1/2 + T )||b||∞ + ||b||2/3∞

)]
‖y0‖. (2.17)

Ce qui donne l’inégalité (2.8).
D’autre part, on a:

Jε(ϕ̂
0
ε) ≤ Jε(ϕ̂

0
ε + λψ0), ∀ψ0 ∈ L2(Ω) (2.18)

et

Jε(ϕ̂
0
ε, λψ

0) =
λ2

2
(ψ)2 + λ (ϕ̂ε) (ψ) +

1

2
(ϕ̂ε)

2 + ε‖ϕ̂0
ε + λψ0‖+

∫
Ω

(
ϕ̂0
ε + λψ0

)
y0.

On déduit de (2.18) que:

λ

[
−
(∫

Ω

ϕ̂ε

)(∫
Ω

ψ

)
−
∫

Ω

ψ(x, 0)y0

]
≤ λ2

2

(∫
Ω

ψ

)2

ε
[
‖ϕ̂0

ε + λψ0‖ − ‖ϕ̂0
ε‖
]
.

i) Pour λ > 0, en divisant par λ et en faisant tendre λ ver 0+ on aura:

−
[(∫

q

ϕ̂ε

)(∫
q

ψ

)
+

∫
Ω

ψ(x, 0)y0

]
≤ ε lim inf

[‖ϕ̂0
ε + λψ0‖ − ‖ϕ̂0

ε‖ − ‖ϕ̂0
ε‖]

λ

≤ ε.‖ψ0‖L2(Ω).
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Pour λ < 0, en divisant par λ et λ −→ 0− on aura(∫
q

ϕ̂ε

)(∫
q

ψ

)
+

∫
Ω

ψ(x, 0)y0 ≤ ε‖ψ0‖L2(Ω).

On déduit alors que: ∣∣∣∣(∫
q

ϕ̂ε

)(∫
q

ψ

)
+

∫
Ω

ψ(x, 0)y0

∣∣∣∣ ≤ ε‖ψ0‖L2(Ω). (2.19)

Soit ϕ la solution du système:
ψ′ −4ψ + b(x)ψ = 0 dans QT

ψ(T ) = ψ0 sur ΣT

ψ = 0 sur ΣT

En multipliant par ψ l’équation (2.6) avec υε =
(∫

q
ϕ̂ε

)
sgn(ϕ̂ε) et en intègrant sur Ω ×

(0, T ) on aura:∫
q

υεψ =

∫
q

(
y
′

ε −∆y
′

ε + b(x)y
′

ε

)
ψ =

∫
Ω

yε(T )ψ0 −
∫

Ω

y0ψ(x, 0)dx .

Comme
∫
q
υεψ =

(∫
q
ϕ̂ε

)(∫
q
ψ
)
on déduit que

(∫
q

ϕ̂ε

)(∫
q

ψ

)
=

∫
Ω

y(x, T )ψ0 −
∫

Ω

y0ψ(x, 0).

L’inégalité (2.19) donne alors∣∣∣∣∫
Ω

yε(T )ψ0dx

∣∣∣∣ ≤ ε‖ψ0‖L2(Ω), ∀ψ0 ∈ L2(Ω).

En particulier, pour ψ0 = yε(T ) on déduit que

‖yε(., T )‖L2(Ω) ≤ ε. (2.20)

De l’inégalité (2.17) on peut extraire une sous suite (υε) telle que

υε −→∗ υ dans L∞(q)

et que υ satisfait (2.17).
Soit y la solution de (2.6), avec υ défini précédement. De l’inégalité (2.20) on déduit
que y(., T ) = 0 p.p sur Ω. Donc la solution y du système (2.6) vérifie bien la condition
(2.7).
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2.4 Contrôlabilité de l’équation des ondes

Dans cette section, nous discutons des résultats liés à la contrôlabilité exacte de l’équation
des ondes linéaire.
Soient Ω = (0, 1) ⊂ R, ω = (α, β), 0 < α < β < 1, pour une fonction donnée a ∈ L∞(Ω)

et un temps T > 0, nous considérons l’équation des ondes linéaire suivante:
utt − uxx + a(x)u = υ1ω dans Ω× (0, T )

u(0, t) = u(1, t) = 0, sur ∂Ω× (0, T )

u(., T ) = u0, ut(., 0) = u1, dans Ω,

(2.21)

où 1ω désigne la fonction indicatrice de ω, (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)×L2(Ω), u = v(x, t) est l’état

et υ = υ(x, t) ∈ L2(ω × (0, T )) est un contrôle distribué sur (ω × (0, T )).

Définition 2.11 On dit que le système (2.21) est exactement contrôlable si pour tout
état désiré (z0, z1), et tout état initial (u0, u1), il existe un contrôle υ ∈ L2(ω× (0, T )) tel
que la solution du système (2.21) vérifie:

u(x, T ) = z0, ut(x, T ) = z1, p.p, x ∈ Ω. (2.22)

Théorème 2.12 Pour tout (u0, u1, υ) ∈ H1
0 (Ω)×L2(Ω)×L2(q), le système (2.21) admet

une unique solution u ∈ C([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)).

Le problème de contrôlabilité exacte de (2.21) est défini comme suit:

Théorème 2.13 Pour tout T > T0 = 2 max(α, 1− β), le système (2.21) est exactement
contrôlable en T .

Preuve: Nous allons utiliser la méthode; HUM
Considérons le système :

ztt − zxx + a(x)z = 0 dans Ω× (0, T )

z(0, t) = z(1, t) = 0, sur ∂Ω× (0, T )

z(., T ) = z0, zt(., T ) = z1, dans Ω,

(2.23)

qui admet une unique solution z ∈ C(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C1(0, T ;L2(Ω)).

Considérons aussi le système :
ϕtt − ϕxx + a(x, t)ϕ = 0 dans Ω× (0, T )

ϕ = 0, sur ∂Ω× (0, T )

ϕ(., 0) = ϕ0, ϕt(., 0) = ϕ1, dans Ω,

(2.24)
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2. Systèmes linéaires.

Où (ϕ0, ϕ1) ∈ L2 ×H−1(Ω) .

Ce système admet une unique solution ϕ ∈ C([0, T ], L2(Ω))∩C1 ([0, T ], H−1(Ω)) , définie
au sens de la transposition suivante:

Définition 2.14 On dit que ϕ est solution au sens de la transposition du système (2.24)
si ϕ ∈ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ C1 ([0, T ], H−1(Ω)) et satisfait:∫

QT

ϕfdxdt = 〈ϕ1, θ(0)〉H−1×H1
0 (Ω) −

∫
Ω

ϕ0θt(0)dx,

où θ ∈ C([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)) est l’unique solution du système :

θtt − θxx + a(x) = f dans Ω× (0, T )

θ = 0 sur ∂Ω× (0, T )

θ(T ) = θt(T ) = 0 dans Ω.

(2.25)

Pour toute solution ϕ de (2.24), on introduit le système suivant
ψtt − ψxx + a(x, t)ψ = ϕ1w dans Ω× (0, T )

ψ = 0, sur ∂Ω× (0, T )

ψ(., T ) = ψ
′
(., T ) = 0, dans Ω,

(2.26)

et on définit l’opérateur linéaire et continu suivant:

Θ : L2(Ω)×H−1(Ω)→ L2(Ω)×H1
0 (Ω)

par
Θ(ϕ0, ϕ1) = (−ψ′(x, 0), ψ(x, 0)). (2.27)

Remarque 2.15 Si Θ est un isomorphisme alors, pour

(−ψt(0), ψ(0) = (−u1 + zt(0), u0 − z0))

il existe (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω) telle que:

Θ(ϕ0, ϕ1) = (−u1 + zt(0), u0 − z0). (2.28)

Par conséquent, la fonction u = ψ + z est solution du problème (2.21) et satisfait la
condition (2.22).

Proposition 2.16 l’opérateur Θ est un isomorphisme

Preuve:
En multipliant l’équation (2.26) par ϕ (solution de (2.24)) et en intégrant sur QT , on
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2. Systèmes linéaires.

obtient l’égalité suivante:

〈Θ(ϕ0, ϕ1), (ϕ0, ϕ1)〉 =

∫
ω×(0,T )

|ϕ|2dxdt, ∀(ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω)

k −
∫

Ω

ψt(0)ϕ(0)dx+ 〈ϕ1, ψ(0)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) =

∫
W×(0,T )

|ϕ|2 ∀(ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω).

(2.29)

Mais

−
∫

Ω

ψt(0)ϕ(0)dx+ 〈ϕ1, ψ(0)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) = 〈Θ(ϕ0, ϕ1), (ϕ0, ϕ1)〉H1×H

où H = L2(Ω)×H−1(Ω) et H1 = L2(Ω)×H1
0 (Ω) le dual de H. On obtient alors (2.29)

Une condition nécessaire et suffisante pour que Θ soit coercif est alors l’estimation d’observabilité
suivante ∫

ω×(0,T )

|ϕ|2dxdt ≥ C
(
‖ϕ0‖2

L2(Ω) + ‖ϕ1‖2
H−1(Ω)

)
, C > 0.

cette inégalité est donnée par le lemme suivant dont on peut trouver la preuve dans [12].

Lemme 2.17 Pour T > 2 max(α, 1 − β) il existe deux constantes positives C1, C2 > 0

telles que

‖ϕ0‖2
L2(Ω) + ‖ϕ1‖2

H−1(Ω) ≤ C1e
C

2
√
‖a‖∞

∫
ω×(0,T )

|ϕ|2dxdt (2.30)

pour tout solution ϕ de (2.24).

On déduit alors d’après le théorème de Lax-Milgram que l’opérateur Θ est un isomor-
phisme. Alors l’equation (2.28) admet une unique solution (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω) et
la solution ϕ du système (2.24) donne le contrôle souhaité

υ(x, t) = ϕ(x, t)1w. (2.31)

Remarque 2.18 En prenant υ = ϕ, où ϕ est la solution du système (2.24),
en multipliant l’equation du système (2.21) par ϕ et en integrant sur QT .
On aurra:∫ T

0

∫
ω

|υ|2dxdt =

∫
Ω

z1ϕ(T )dx− 〈z0, ϕt(T )〉1,−1 −
∫

Ω

u1ϕ0dx+ 〈u0, ϕ1〉1,−1, (2.32)

où 〈., .〉1,−1 désigne le produit de dualité entre H1
0 (Ω) et son dual H−1(Ω).

Remarque 2.19 Dans le cas de contrôlabilité à zéro, c’est à dire z0 = z1 = 0, on déduit
à partir de (2.32) l’estimation suivante :∫ T

0

∫
ω

|υ|2dxdt ≤ C‖(u0, u1‖H1
0 (Ω)×L2(Ω)′ (2.33)
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2. Systèmes linéaires.

où C = ‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−1(Ω).
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Chapitre 3

Contrôlabilité des systèmes bilinéaires.

3.1 Préliminaires

On considère le système bilinéaire suivant:
dy(t)

dt
= Ay(t) + p(t)By(t), t > 0

y(0) = y0,

(3.1)

où p est un contrôle bilinéaire à valeurs réelles, B : H −→ H est un opérateur linéaire
borné et A est un opérateur linéaire de domaine D(A) qui genère un semi-groupe S(t) de
classe C0 dans un espace de Hilbert réelH. Contrairement au cas du système linéaire (2.1),
où l’application υ −→ y(t) est linéaire pour y0 = 0, dans le cas du système bilinéaire (3.1),
l’application p −→ y(t) est non linéaire. Par conséquent, l’approche de dualité développée
concernant la contrôlabilité du système linéaire (2.1) ne s’applique pas pour le système
(3.1). Il faut donc développer une nouvelle méthodologie pour étudier la contrôlabilité des
équation aux dérivées partielles par des contrôles bilinéaires nécessitant des modifications
par rapport aux système linéaires. Tout d’abord, au lieu d’étudier la contrôlabilité de
l’ensemble E(y0, T ) constitué de tous les états, dans le cas des systèmes bilinéaires (3.1),
nous allons considérer l’ensemble des états qui sont accessibles à tout instant [1][8] Notons
cet ensemble par :

W (y0) =
⋃

t≥0,p∈Lr([0,∞];R)r>1

y(y0, t, p)

dans le cas du système linéaire (2.1) la contrôlabilité approchée locale (resp exacte) im-
plique la contrôlabilité approchée globale (resp exacte) [17]. Ce n’est pas le cas pour les
systèmes bilinéaires. En général on ne peut pas s’attendre à la contrôlabilité exacte, local
ou global de (3.1) dans H. En effet, il a été démontré par Ball et al [1] que l’ensemble
W (y0) et contenu dans une réunion dénombrable de compacts de H, en particulier cet
ensemble a un complémentaire non vide. En d’autre termes, d’aprèe le théorème de Baire
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3. Systèmes bilinéaires.

l’ensemble W (y0) n’est pas dense dans un espace de dimension infinie H. D’autre part, si
W (y0) est dense dans H, alors le système (3.1) est approximativement contrôlable dans
H. Toutefois, on peut se contenter de l’étude de la contrôlabilité exacte sur un sous espace
de H.
En général, nous n’avons par la contrôlabilité approchée dans H pour l’équation bilinéaire
(3.1), comme le montre l’exemple ci-dessous:
Exemple:
On considère l’équation de la chaleur avec la condition de Direchlet suivante:

∂y(t)

∂t
= 4y(t) + p(x, t)y(t), dans QT

y = 0, dans ΣT

y(x, 0) = y0, dans Ω,

(3.2)

où Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, est un domaine de bord assez régulier ∂Ω, T > 0 fixé, y0 ∈ L2(Ω) est
l’état initial et p ∈ L∞(QT ) représente un contrôle bilinéaire.
Il est alors évident qu’un tel système n’est pas globalement contrôlable pour y0 = 0, car
alors y(t) = 0,∀t > 0. Dans la suite, on va donc considérer des états initiaux non nuls.
De plus, même si y0 6= 0, le système (3.2) peut ne pas être approximativement contrôlable
à cause de l’implication suivante, qui résulte du principe du maximum :

y0 ≤ 0 (resp. y0 ≥ 0) =⇒ y(x, t) ≤ 0, (resp. y(x, t) ≥ 0)x ∈ Ω, t > 0.

En effet, si on supose par exemple, que y0 ≤ 0, alors en multipliant l’équation (3.2) par
y+(t) = max (y(t), 0), et on intégrant sur Ω, on obtient, du fait que y+ = 0 sur ΣT

1

2

d

dt
||y+(t)||2 ≤ −||∇y+(t)||2 + ||p||.||y+(t)||2,

ce qui implique que
d

dt
||y+(t)||2 ≤ 2||p||.||y+(t)||2,

en utilisant l’inégalité de Gronwall, on déduit que:

||y+(t)|| ≤ e2t||p||||y+
0 ||, ∀t ∈ (0, T ).

Puisque y0 ≤ 0 alors y+
0 = 0, ce qui implique que y+(t) = 0, d’où y(t) ≤ 0.

En conséquence, il est intéressant d’étudier la contrôlabilité du système (3.2) où les états
initiaux et les états désirés ont le même signe.
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3. Systèmes bilinéaires.

3.2 Contrôlabilité approchée de l’équation de la chaleur

Dans cette section on considère le problème de contrôlabilité approchée du système (3.2).

Définition 3.1 Le système (3.2) est approximativement contrôlable dans L2(Ω), si pour
tout ε > 0 et pour tout y0, θ ∈ L2(Ω), de même signe que y0 6= 0, il existe un temps
T = T (ε, y0, θ) et un contrôle bilinéaire p ∈ L∞(QT ) tel que pour toute solution de (3.2)
on a :

||y(., T )− θ||L2(Ω) ≤ ε. (3.3)

Le résultat suivant concèrne la contrôlabilité approchée du système (3.2) dans le sens de
la définition (3.1).

Théorème 3.2 Soit y0 ∈ L2(Ω), y0 > 0 dans Ω. Alors le système (3.2) est approxima-
tivement contrôlable par une contrôle statique p = p(x), p ∈ L∞(Ω).

Preuve: : La preuve de ce théorème se fait en cinq étapes.
Étape 01 . L’idée principale est de sélectionner le contrôle p = p(x) de sorte que l’état
désiré θ (ou son approximation ) devienne co-liniaire à la première fonction propre de
l’opérateur défini par

Ay(t) =
∂2y(t)

∂x2
+ p(x)y(t).

Notons par λk et ϕk(x), k = 1, ..., respectivement les valeur et les fonction propre dans
L2(Ω) de

Aϕ = λϕ, ϕ ∈ H1
0 (Ω). (3.4)

on sait que
||p||L∞(Ω) ≥ λ1 > λ2 > ..., (3.5)

et λk → −∞ quand k → +∞. [8]
L’unique solution de (3.2) dans C([0;T ];L2(Ω) ∩ L2([0, T ];H1

0 (Ω))) s’ecrit sous la forme:

y(x, t) =
∞∑
k=1

eλkt〈y0, ϕk〉ϕk(x). (3.6)

On munit l’espace H1
0 (Ω) de la norme

||ϕ||H1
0 (Ω) =

(∫ 1

0

((
∂ϕ

∂x

)2

+ (−p(x) + c)ϕ2(x)

)
dx

) 1
2

,

où c est une constante positive supérieure à ||p||L∞(Ω). Alors

||ϕk||H1
0 (Ω) =

∫ 1

0

(−λk + c) ϕ2
kdx.
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3. Systèmes bilinéaires.

En effet,

||ϕk||H1
0 (Ω) =

∫ 1

0

[(
∂ϕk(x)

∂x

)2

+ (c− p(x))ϕ2
k(x)

]
dx

=

∫ 1

0

[
−∂

2ϕk(x)

∂2x
ϕk(x) + (c− p(x))ϕ2

k(x)

]
dx

=

∫ 1

0

[(
−∂

2ϕk(x)

∂2x
− p(x)ϕk(x)

)
ϕk(x) + c ϕ2

k

]
dx

=

∫ 1

0

(
−Aϕk(x).ϕk(x) + c ϕ2

k

)
dx

=

∫ 1

0

(−λ+ c)ϕ2
k(k)dx.

Le plan du reste de la preuve du théorème est le suivant:
(i) On va montrer que pour tout état désiré positif θ ∈ L2(Ω), on peut trouver un contrôle
p∗(x) tel que θ

||θ||L2(Ω)
soit la première fonction propre de (3.4), associée à la plus grande

valeur propre, en d’autre terme,

ϕ1(x) =
θ(x)

||θ||L2(Ω)

. (3.7)

(ii) En suite, on va montre que le contrôle p(x) = p∗(x) + a, où a est une constante
choisie de façon que le premier terme de (3.6) converge vers θ, tandis que le reste de la
série converge vers zéro l’orsque t→ +∞. Notons que les valeures propres correspondantes
à p∗ et p sont respectivement λk et λk+a, alors que les fonction propres restent les mêmes .

Étape 2. Pour démontrer le résultat du théorème, il suffit de considérer l’ensemble
des états désirés θ ∈ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω), θ > 0 sur Ω, tel que (θxx/θ) ∈ L∞(Ω) ce qui con-
stitue un ensemble dense dans L2(Ω). En effet, en régularisant par convolution, chaque
fonction θ ∈ L2(Ω), θ ≥ 0, peut être approchée par une suite de fonction strictement
positives de C∞(Ω). Ensuite, fixons ε > 0, nous pouvons alors trouver une fonction
θε ∈ C∞(Ω), θε > 0 sur Ω, telle que ||θ − θε|| ≤ ε

2
(voir [3]).

Étape 3. soit y0 ∈ L2(Ω) strictement positif. Pour tout θ décrit comme dans l’étape 2,
on pose

p∗(x) = −θxx(x)

θ(x)
, x ∈ Ω. (3.8)

Notons que p∗(x) n’est pas identiquement nul dans L∞(Ω). On pose

A∗y = yxx + p∗y et ϕk∗(x) =
θ(x)

||θ||L2(Ω)

. (3.9)
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3. Systèmes bilinéaires.

On montre que A∗ϕk∗ = 0, on déduit alors que ϕk∗ est une fonction propre de A∗ et la
valeur propre associée est λk∗ = 0. Les fonctions propres sont orthonormales dans L2(Ω),

c’est à dire ∫ 1

0

ϕiϕjdx = δij,

où δij désigne le symbole de Kronecker et ϕk∗ > 0 sur Ω. La fonction donnée par (3.9)
est la seule fonction propre positive avec p = p∗, (plus précisement, c’est la seule fonction
propre qui ne change pas de signe dans Ω). Notons que, du fait que ϕk∗ > 0, on a :∫ 1

0

ϕk∗y0dx > 0. (3.10)

Étape 4. Montrons que k∗ = 1, ie., λ1 = 0. Rappelons que [3]

λ1 = min
u∈D(A)r{0}

〈A∗u, u〉
||u||2

,

où

〈A∗u, u〉 =

∫ 1

0

(
ux.u+ px.u

2
)
dx

=

∫ 1

0

(−u2
x + p∗u

2)dx.

Puisque λk∗ = 0, il suffit alors de montrer que λ1 ≤ 0, et donc de montre que∫ 1

0

(
p∗u

2 − u2
x

)
dx ≤ 0, ∀u ∈ H1

0 (Ω), avec Ω = (0, 1).

En remplaçant p∗ par sa valeur et en intégrant par parties, on obtient, du fait que θ et u

sont dans H1
0 (Ω),∫ 1

0

p∗u
2dx = −

∫ 1

0

θxx
θ
u2dx =

∫ 1

0

θx
d

dx

(
u2

θ

)
dx = 2

∫ 1

0

θx
uux
θ
dx−

∫ 1

0

θ2
x

u2

θ2
dx,

Donc, ∫ 1

0

(
p∗u

2 − u2
x

)
dx = −

∫ 1

0

(
θx(

u

θ
)− ux

)2

≤ 0, ∀u ∈ H1
0 (Ω).

On déduit alors que λ1 = 0. En effet, on a λ1 > λ2 > .........λk −→ −∞.
Comme λ1 ≤ 0 alors λk < 0, ∀k ≥ 2, et comme λk∗ = 0 alors λ1 = λk∗ = 0.

Étape 5. On écrit le contrôle bilinéaire p sous la forme :

p = p∗ + a, a ∈ R,
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La solution du système (3.2) s’écrit alors sous la forme :

y(x, t) = eat (y0, ϕ1)L2(Ω) ϕ1(x) +
∞∑
k=2

e(λk+a)t (y0, ϕk)L2(Ω) ϕk(x)

= eat (y0, ϕ1)L2(Ω) ϕ1(x) + r(x, t)

où λk < 0 pour k ≥ 2. Par conséquent, on a :

||y(., t)− θ||L2(Ω) ≤
∣∣∣∣∣∣eat (y0, ϕ1)L2(Ω) .ϕ1(x)dx− θ

∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+ ||r(t)||L2(Ω)

≤
∣∣∣∣∣∣eat (y0, ϕ1)L2(Ω) .ϕ1(x)dx− θ

∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+ e(a+λ2)t||y0||L2(Ω).

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣eat (y0, ϕ1)L2(Ω) .

θ

||θ||L2(Ω)

− θ
∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+ e(a+λ2)t||y0||2L2(Ω)

(3.11)

On choisit a et T > 0 tels que

eat (y0, ϕ1)L2(Ω) = ||θ||L2(Ω)

ce qui implique que

a =
1

T
ln

(
||θ||L2(Ω)

(y0, ϕ1)L2(Ω)

)
.

Alors, ∣∣∣∣∣∣∣∣eat (y0, ϕ1)L2(Ω) .
θ

||θ||L2(Ω)

− θ
∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

= 0.

Il découle alors de (3.11) que

||y(., T )− θ||L2(Ω) ≤ eλ2T
||θ||L2(Ω)

(y0, ϕ1)L2(Ω)

||y0||L2(Ω) → 0, quand T →∞, (3.12)

car, λ2 < 0. Ce qui permet de conclure la démonstration du théorème (3.2) �
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3.3 Contrôlabilité exacte de l’équation de la chaleur

Dans cette section on considère le système bilinéaire, avec les conditions de Direchlet non
homogènes, suivant :

∂y(t)

∂t
= ∆y(t) + p(x, t)y(t) dans QT ,

y = g dans ΣT ,

y(x, 0) = y0 dans Ω,

(3.13)

où Ω ⊂ Rn, (n ≥ 1) est un domaine de bord assez régulier ∂Ω et T > 0 est fixé. La
fonction g ∈ C(Ω) est la condition aux limites de direchlet et p ∈ L∞(QT ) représente le
contrôle. Dans la suite on va établir un résultat de contrôlabilité exacte pour (3.13). On
aura besoin des deux lemmes suivants concernant respectivement, la version différentielle
du lemme de Gronwall et une estimation polynomiale du semi-groupe S(t) dans L∞(Ω).

Lemme 3.3 [?] Soient φ : [t0, t1]→ R avec 0 ≤ t0 < t1 et ψ : [t0, t1]→ R deux fonctions
continues. Soit r : [t0, t1]→ R une application de classe C1 telle que

r′(t) ≤ φ(t)r(t) + ψ(t), pour tout t ∈ [t0, t1]. (3.14)

Alors,

r(t) ≤ exp

(∫ t

t0

φ(s)ds

)
r(t0) +

∫ t

t0

exp

(∫ t

τ

φ(s)ds

)
ψ(τ)dτ, ∀t ∈ [t0, t1]. (3.15)

Lemme 3.4 [2] Soit S(t) le semi-groupe sur L1(Ω) généré par ∆ avec les conditions de
Dirichlet. Alors,

||S(t)y0||L∞(Ω) ≤ C1 t
−n

2 ||y0||L2(Ω), ∀y0 ∈ L2(Ω), ∀t > 0, (3.16)

où la constante C1 est indépendante de y0.

Preuve: pour n = 1 on a,

y(t) = S(t)y0 =
∑
1≥1

eλi(t)〈y0, ϕi〉ϕi = eλ1(t)〈y0, ϕ1〉ϕ1

où λ1 et ϕ1 désignent respectivement les valeurs et les vecteurs propre de 4 dans L2(Ω)

En utilisant le fait que

eλ1(t) = o(
1

t
1
2

), ∀t > 0,
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on obtient l’inégalité (3.16).
pour n ≥ 2, on considère le problème suivant :

∂y(t)

∂t
= ∆y(t), dans Ω× R+

y = 0, dans Ω× R+

y(x, 0) = y0, dans Ω,

(3.17)

Soit k un entier positif et soit t > 0. En multipliant l’équation (3.17) par tk+2|y|p−2y. où
p > 2 et en intégrant sur Ω, on obtient :

tk+2p−1 d

dt
||y(t)||pp + (p− 1)tk+2

∫
Ω

|∇y(t)|2|y(t)|p−2dx = 0;

i.e.,

tk+2 d

dt
||y(t)||pp +

4

p2
tk+2

∫
Ω

|∇|y(t)|p/2|2dx = 0

L’inégality de Cauchy-shwarz, permet d’avoir :(∫
Ω

|∇|y(t)|p/2|dx
)2

≤ mes (Ω)

∫
Ω

|∇|y(t)|p/2|2dx,

donc

tk+2p−1 d

dt
||y(t)||pp + c.tk+2

(∫
Ω

|∇|y(t)|p/2|
)2

dx ≤ 0. (3.18)

En utilisant l’injection de Sobolev:
i) Pour n = 2, H1

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ≥ 1 et donc, ∃c > 0 telle que

c

(∫
Ω

|y(t)|
pq
2 |dx

) 2
q

≤
∫

Ω

|∇|y(t)|p/2|2dx, ∀q > 1. (3.19)

en particulier, pour q = 2, l’inégalité (3.19) s’écrit :

c

∫
Ω

|y(t)|pdx ≤
∫

Ω

|∇
(
|y(t)|

p
2

)
|2dx. (3.20)

ii) pour n ≥ 3, H1
0 (Ω) ↪→ Lp

∗
(Ω) avec 1

p∗
= 1

2
− 1

n
⇔ p∗ = 2n

n−2
,

alors ∃c > 0:

c

(∫
Ω

|y(t)|
pn
n−2 |dx

)n−2
n

≤
∫

Ω

|∇|y(t)|p/2|2dx, (3.21)

Utilisant (3.20) et (3.21), l’inégalité (3.18) devient

tk+2 d

dt
||y(t)||pp + c.tk+2||y(t)||pp ≤ 0, ∀t ≥ 0, si n = 2, (3.22)
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tk+2 d

dt
||y(t)||pp + c.2tk+2

(∫
Ω

|y(t)|
pn
n−2 |dx

)n−2
n

≤ 0, si n ≥ 3. (3.23)

tk+2 d

dt
||y(t)||pp =

d

dt

(
tk+2||y(t)||pp

)
− (k + 2)||y(t)||pp , (3.24)

En inégrant l’inégalité (3.22) sur l’intervalle [0, t] on aura, pour n = 2,

tk+2||y(t)||pp + C

∫ t

0

sk+2||y(s)||ppds ≤ (k + 2)

∫ t

0

sk+1||y(s)||ppds, n = 2. (3.25)

Pour n ≥ 3, utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient:∫
Ω

|y|pdx =

∫
Ω

|y|γ|y|p−γdx ≤
(∫

Ω

|y|dx
)γ (∫

Ω

|y|
p−γ
1−γ

)1−γ

.

On choisit 0 < γ < 1 et (p− γ)(1− γ)−1 = np
n−2

, ce qui donne:

||y(t)||pp ≤ ||y(t)||γ1
(∫

Ω

|y|
p

n−2
p

)n−2
np

(p−γ)

donc,
||y(t)||pp ≤ ||y(t)||γ1 ||y(t)||p−γαp , α =

n

n− 2
.

En utilisant cette inégalité dans (3.23) , on obtient :

tk+2||y(t)||pp + C

∫ t

0

sk+2||y(s)||pαpds ≤ (k + 2)

∫ γ

0

sk+1||y(t)||γ1 ||y(s)||p−γαp ds

D’aprés (2.12)(∗), on a:

‖y‖L∞(0, T ;L2(Ω)) ≤ C‖y0‖L2(Ω).

Comme, ‖y(t)‖L1(Ω) ≤ (mes Ω)1/2‖y(t)‖L2(Ω) on a:

‖y(t)‖L1(Ω) =

∫
Ω

|y(t)|dx ≤ (mes Ω)1/2

(∫
Ω

|y(t)|2
)1/2

≤ |Ω|1/2‖y(t)‖γL2 ≤ C.‖y0‖γL2

alors,
‖y(t)‖γL2 ≤ C.‖y0‖γL2

On obtient:

tk+2||y(t)||pp+C
∫ t

0

sk+2||y(s)||pαpds ≤ (k+2)||y0||γ1
∫ t

0

||y(s)||p−γαp s
(k+2)(p−γ)

p s(k+2)− (k+2)(p−γ)
p ds
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≤ (k + 2)||y0||γ1
(∫ t

0

||y(s)||pαpsk+2ds

) p−γ
p
(∫ t

0

s
(k+1)p
γ
− (k+2)(p−γ)

γ ds

) γ
p

≤ (k + 2)||y0||γ1
(∫ t

0

||y(s)||pαpsk+2ds

) p−γ
p

×
(
k + 3− p

γ
)

)−γ
p

t
(k+3)γ
p
−1.

En utilisant l’inégalité ab ≤ ap

p
+ bq

q
, où 1

p
+ 1

q
= 1, on déduit que :

tk+2||y(t)||pp + c

∫ t

0

sk+2||y(s)||pαpds ≤
c

2

∫ t

0

sk+2||y(s)||pαpds

+ c(k + 2)
p
γ ||y0||p2

(
k + 3− p

γ

)−1

tk+3− p
γ ,

ce qui implique que

tk+2||y(t)||pp + c

∫ t

0

sk+2||y(s)||pαpds ≤
c

2

∫ t

0

sk+2||y(s)||pαpds

+ c(k + 2)
p
γ ||y0||p2

(
k + 3− p

γ

)−1

tk+3− p
γ .

Alors

||y(t)||p ≤ c(k + 2)
1
γ ||y0||2

(
k + 3− p

γ

)−1
p

t
1
p
− 1
γ ,

où k est un entier arbitraire et (p − γ)(1 − γ)−1 = αp. L’orsque p → ∞, on a γ → 2
n
et

par conséquent,
||y(t)||∞ ≤ c(k + 2)

n
2 t−

n
2 ||y0||2,∀t > 0,

ce qui donnez l’estimation (3.16). �

Le résultat suivant concerne la contrôlabilité exacte du système (3.13).

Théorème 3.5 [10] Soit θ ∈ W 2,∞(Ω) vérifiant :

1. θ = g sur ∂Ω où g ∈ C(Ω)

2. θ > 0 dans Ω et ∆θ ≥ 0 p.p, dans Ω.

Alors il existe T = T (θ) > 0, indépondant de y0, et un contrôle bilinéaire p ∈ L∞(QT ) tels
que la solution du système (3.13) est dans C(0, T,H1

0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)) et satisfait
y(., T ) = θ p.p. dans Ω.

Preuve: Soit z(t) = y(t) − θ et z0 = y0 − θ. D’après l’équation (3.13) on voit que z
satisfait 

∂z(t)

∂t
−∆z(t) = p(t)(z(t) + θ) + ∆θ dans QT ,

z = 0 sur ΣT ,

z(x, 0) = z0 dans Ω.

(3.26)
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D’apréès [9] on déduit que pour tout z0 ∈ L2(Ω), p ∈ L∞(QT ) et θ vérifiant les hypothèses
du théorème (3.5) ; le système (3.26) admet une unique solution dans C(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩
L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

Pour montrer le théorème (3.5), il suffit de montrer que le système (3.26) est contrôlable
à zéro, ce qui sera montré en trois étapes.
Étape 01 : on va montrer que pour un T1 > 0, donné, il existe M1 > 0 (M1 dépond de
θ mais pas de z0) tel que la solution de (3.26) satisfait ||z(., T1)||L2(Ω) ≤ M1. En effet,
supposons que p est une constante et p < −1. En multipliant l’équation (3.26) par z(x, t)

et en intégrant dans Ω, on obtient :

d

dt

∫
Ω

z2(x, t)dx+2

∫
Ω

|∇z(x, t)|2dx = 2

∫
Ω

pz2(x, t)dx+2

∫
Ω

pθ(x)z(x, t)dx+2

∫
Ω

∆θ(x)z(x, t)dx

≤
∫

Ω

(2p+ ||p||L∞(QT ) + 1)z2(x, t)dx+ ||p||L∞(QT )

∫
Ω

θ2(x)dx+

∫
Ω

|∆θ2(x)|2dx

≤ esssupQt(2p+ ||p||L∞(QT ) + 1)

∫
Ω

z2(x, t)dx+ ||p||L∞(QT )

∫
Ω

θ2(x)dx+

∫
Ω

|∆θ2(x)|2dx.

où Qt = Ω× (0, t). En utilisant le lemme (3.4) on déduit que :

||z(., t)||2L2(Ω) ≤ e(p+1)t||z(., 0)||2L2(Ω)+
|p|(e(p+1)t − 1)

p+ 1

∫
Ω

θ2(x)dx+
e(p+1)t − 1

p+ 1

∫
Ω

|∆θ2(x)|2dx.

Ainsi, pour un T1 > 0 donné, on peut choisir le contrôle constant p1 < −1(p1 dépend de
z0, |p1| est suffisamment grand) et M1 > 0 (M1 dépend de θ mais indépendant de z0), tel
que la solution de(3.26) satisfait ||z(., T1)||L2(Ω) ≤M1.

Étape 02 : On va montrer que pour tout ε0 > 0, on peur trouver un T2 > 0 suffisamment
grand et un contrôle p2 pour lequel la solution de (3.26) satisfait :

||z(T2 + 1)||L∞(Ω) ≤ ε0.

Pour θ ∈ W 2,∞(Ω), en utilisant le théorème d’injection de Sobolev, on déduit que θ ∈
C(Ω). En combinant le dernier résultat et le fait que θ > 0 dans Ω, on déduit qu’il existe
une constante ν > 0 telle que θ ≥ ν > 0 dans Ω. Par conséquent, 0 ≤ ∆θ

θ
∈ L∞(Ω), on

choisit p2 = −∆θ
θ

dans (T1, T2). Ainsi, le système (3.26) devient :
∂z(t)

∂t
−∆z(t) +

∆θ

θ
z(t) = 0 dans Ω× (T1, T2),

z = 0 sur ∂Ω× (T1, T2),

z(x, T1) = z(x, T1) dans Ω.

(3.27)
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En multipliant (3.27) par z et en integrant sur Ω, on déduit que :

1

2

d

dt

∫
Ω

|z|2dx+

∫
Ω

−∆z.zdx+

∫
Ω

∆θ

θ
z2dx = 0.

En utilisant le fait que ∆θ
θ
≥ 0, on obtient :

1

2

d

dt

∫
Ω

|z|2dx+ λ

∫
Ω

z2dx ≤ 0. (3.28)

où λ > 0 est la première valeure propre de −∆ dans H1
0 (Ω). En effet si (λi, ϕi) sont les

valeurs propres et les fonctions propres de −∆, en écrivant

z =
∑
i≥1

(z, ϕi)ϕi

et donc

−∆z =
∑
i≥1

(z, ϕi)(−∆ϕi)

=
∑
i≥1

(z, ϕi)(λϕi).

On a : ∫
Ω

(−∆z)z =
∑
i,j≥1

λi(z, ϕi)(z, ϕj)

∫
Ω

ϕiϕj

=
∑
i≥1

λi(z, ϕi)
2

≥ λ1

∑
i≥1

(z, ϕi)
2 = λ1

∫
Ω

z2

car les (λi) forment une suite croissante de nombres positifs et qui tend vers +∞.
Alors, en intégrant l’énégalité (3.28) sur (T1, T2) on aura

||z(T2)||L2(Ω) ≤ e−λ(T2−T1)||z(T1)||L2(Ω) ≤M1e
−λ(T2−T1). (3.29)

En appliquant le même contrôle p3 = p2 dans (T2, T2 + 1), le système (3.26) devient :
∂z(t)

∂t
−∆z(t) +

∆θ

θ
z(t) = 0, dans Ω× (T2, T2 + 1)

z = 0, sur ∂Ω× (T2, T2 + 1)

z(x, T2) = z(x, T2), dans Ω

(3.30)
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En utilisant à nouveau le fait que ∆θ
θ
≥ 0 et le lemme (3.4) on déduit que :

||z(T2 + 1||L∞(Ω) ≤ C||z(T1)||L1(Ω) ≤ Ce−λ(T2−T1). (3.31)

Ainsi, pour tout ε0 > 0, il existe un T2(θ) > 0 suffisamment grand tel que

||z(T2 + 1||L∞(Ω) ≤ ε0.

Étape 03 : Nous obtenons le résultat de contrôlabilité à zéro, en se basant sur un résultat
de contrôlabilité à zéro d’un système linéaire.
On considère le système suivant

∂z(t)

∂t
−∆z(t) = p(t)(z(t) + θ) + ∆θ, dans Ω× (T2 + 1, T2 + 2)

z = 0, sur ∂Ω× (T2 + 1, T2 + 2)

z(x, T2 + 1) = z(x, T2 + 1), dans Ω

(3.32)

Pour p4 = ∆θ
θ

+ p, le système (3.32) devient :
∂z(t)

∂t
−∆z(t) +

∆θ

θ
z(t) = p4(z(t) + θ) + ∆θ, dans Ω× (T2 + 1, T2 + 2)

z = 0, sur ∂Ω× (T2 + 1, T2 + 2)

z(x, T2 + 1) = z(x, T2 + 1), dans Ω

(3.33)

On considère le système linéaire suivant
∂z(t)

∂t
−∆z(t) +

∆θ

θ
z(t) = υ(t, x), dans Ω× (T2 + 1, T2 + 2)

z = 0, sur ∂Ω× (T2 + 1, T2 + 2)

z(x, T2 + 1) = z(x, T2 + 1), dans Ω

(3.34)

En utilisant le théorème (2.8). on déduit qu’il existe un contrôle υ ∈ L∞(Ω×(T2+1, T2+2))

tel que la solution du système (3.34) satisfait

z(., T2 + 2) = 0, p.p. dans Ω. (3.35)

De plus on a:

||υ||L∞(Ω×(T2+1,T2+2)) ≤ c||z(T2 + 1)||L2(Ω) ≤ c1||z(T2 + 1)||L2(Ω) (3.36)
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où c1 est indépendante de T2.

D’autre part, par le principe du maximum, on a

||z||L∞(Ω×(T2+1,T2+2)) ≤ ||z(T2 + 1)||L∞(Ω) + c2||υ||L∞(Ω×(T2+1,T2+2)), (3.37)

où c2 est indépendante de T2. De (3.36) et (3.37) on obtient :

||z||L∞(Ω×(T2+1,T2+2)) ≤ (1 + c1c2)||z(T2 + 1)||L∞(Ω) (3.38)

On prend

ε0 <
1

1 + c1c2

<
υ

1 + c1c2

.

Pour υ > 1, on peut sélectionner T2 > 0 suffisamment grand dans (3.31) tel que

||z(T2 + 1)||L∞(Ω) ≤ ε0.

Par conséquent, on a
||z||L∞(Ω×(T2+1,T2+2)) < υ. (3.39)

Ensuite, nous pouvons sélectionner le contrôle bilinéaire dans (3.33) par

p4 =
υ

z + θ
p.p. dans Ω× (T2 + 1, T2 + 2), (3.40)

où z est une solution de (3.32). En utilisant θ ≥ υ > 0 et (3.39), on déduit que

p4 ∈ L∞(Ω× (T2 + 1, T2 + 2))

Ainsi, dans l’intervalle de temps (T2 + 1, T2 + 2)), la solution de (3.33) avec le contrôle
p4, i.e., la solution de (3.32) avec le contrôle p = −∆θ

θ
+ p4 et la solution de (3.34) avec le

contrôle υ sont identiques. Par conséquent, on a z(., T2 + 2) = 0, où z est la solution de
(3.32) avec p = −∆θ

θ
+ p4.

D’après ce qui a été fait dans les étapes 1,2 et 3, on peut choisir T2(θ) > 0 tel que la
solution z de (3.26) avec le contrôle

p1, dans (0, T1)

p2 = p3 = −∆θ

θ
, dans (T1, T2 + 1)

−(
∆θ

θ
) + p4, dans (T2 + 1, T2 + 2)

(3.41)

satisfait z(., T2 + 2) = 0, où T (θ) = T2 + 2 est indépendant de y0. Ce qui donne le résultat
du théorème (3.5). �
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Remarque 3.6 [10] On a le même résultat du théorème (3.5), si on prend θ < 0 dans
Ω. et ∆θ ≤ 0 p.p, dans Ω.

3.4 Contrôlabilité approchée de l’équation des ondes

On considère le système suivant :
ytt(x, t) = yxx(x, t) + p(x, t)y(x, t)− ϑ(t)yt(x, t), dans Ω× (0, T )

y(0, t) = y(1, t) = 0, sur (0, T ),

y(x, 0) = y0, yt(x, 0) = y1 dans Ω,

(3.42)

où Ω = (0, 1), p(x, t) et ϑ(t) sont des contrôles, y(x, t) représente la solution de (3.42).
Le théorème suivant donne un résultat de contrôlabilité approchée pour le système (3.42).

Théorème 3.7 [8] On considère (y0, y1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω), y0 6= 0, y0 ≥ 0 p.p. dans

Ω et θ ∈ H1
0 (Ω) un état désiré, où θ ≥ 0 p.p. dans Ω. Alors pour tout ε > 0, il existe

T = T (ε, y0, y1, θ), un contrôle statique p ∈ C1(Ω) et un contrôle ϑ > 0 tels que :

||(y(., T ), yt(., T ))− (θ, 0)||H1
0 (Ω)×L2(Ω) ≤ ε. (3.43)

Preuve: On considère p ∈ L∞(Ω). Soient λk et ϕk, k = 1, ..., respectivement les valeurs
et les fonctions propres orthonormales dans L2(Ω) du problème

ϕxx + p(x)ϕ = λϕ, ϕ ∈ H1
0 (Ω). (3.44)

On a (voir [8])
||p||L∞(Ω) ≥ λ1 > λ2 > ... et λk → −∞. (3.45)

Le plan de la preuve est comme suit :
1) On va montrer que pour tout état désiré positif θ ∈ H1

0 (Ω), il existe p(x) tel que

θxx + p(x)θ = 0, x ∈ Ω, (3.46)

et θ
||θ||L2(Ω)

est la première fonction propre, associée à la plus grande valeur propre (avec p
au lieu de p dans (3.44)) i.e.,

ϕ1(x) =
θ(x)

||θ||L2(Ω)

. (3.47)

2) La solution de (3.42) sera représenté par les séries (3.49)-(3.54) ci dessous, nous allons
montrer que la couple de contrôle (p, ϑ) peut être sélectionné sous la forme :

p(x) = p(x) + a, ϑ(t) = ϑ > 0, (3.48)
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où a est une constante choisie telle que le premier terme dans (3.49)-(3.54) converge vers
l’état désiré (θ, 0) quand t→ +∞, et tel que la constante positive ϑ sera sélectionnée de
sorte que le reste de la série (3.49)-(3.54) converge vers zéro.
La preuve du théorème (3.7) sera faite en quatre étapes.

Étape 1. Le système (3.42) admet une unique solution dans C(0, T ;H1
0 (Ω))∩C1(0, T ;L2(Ω))

pour tout T > 0, .
On considère ϑ ∈ L∞(Ω), ϑ > 0 dans (3.42). Alors, la solution de (3.42) s’écrit :

y(t, x) =
∞∑
k=1

ck(t)ϕk(x), x ∈ Ω, t > 0,

où
d2ck(t)

dt2
= λkck(t)− ϑ

dck(t)

dt
, t > 0, (3.49)

et
ck(0) =

∫
Ω

y0(x)ϕk(x)dx,
dck(0)

dt
=

∫
Ω

y1(x)ϕk(x)dx. (3.50)

La résolution du système d’équations différentielles ordinaires (3.49) donne :
- Dans le cas ϑ2 + 4λk = 0,

ck(t) = e
ϑ
2 ck(0) + t

(
dck(0)

dt
+
ck(0)ϑ

2

)
e−

ϑ
2 t. (3.51)

- Pour ϑ2 + 4λk > 0,

ck = e(−ϑ
2

+
√
ϑ2/4+λk)t ×

dck(0)
dt
− ck(0)(−ϑ

2
−
√
ϑ2/4 + λk)√

ϑ2/4 + λk

+ e(−ϑ
2

√
ϑ2/4+λk)t ×

dck(0)
dt
− ck(0)(−ϑ

2
+
√
ϑ2/4 + λk)√

ϑ2/4 + λk

(3.52)

dck(0)

dt
= e(−ϑ

2
+
√
ϑ2/4+λk)t

(
−ϑ

2
+
√
ϑ2/4 + λk

)
×

dck(0)
dt
− ck(0)(−ϑ

2
−
√
ϑ2/4 + λk)√

ϑ2/4 + λk

+ e(−ϑ
2
−
√
ϑ2/4+λk)t

(
−−ϑ

2
−
√
ϑ2/4 + λk

)
×
−dck(0)

dt
+ ck(0)(−ϑ

2
+
√
ϑ2/4 + λk)√

ϑ2/4 + λk

(3.53)

- Dans le cas où ϑ2 + 4λk < 0,

ck(t) = ck(0)e−
ϑ
2
tcos

(
t

√
−ϑ

2

4
− λk

)
+ e−

ϑ
2
tsin

(
t

√
−ϑ

2

4
− λk

)

40



3. Systèmes bilinéaires.

×
dck(0)
dt

+ ϑck(0)/2√
ϑ2/4 + λk

dck(t)

dt
= ck(0)e−

ϑ
2
t − ϑ

2
cos

(
t

√
−ϑ

2

4
− λk

)
− ck(0)e−

ϑ
2
t

(√
−ϑ

2

4
− λk

)

×sin

(
t

√
−ϑ

2

4
− λk

)
− ϑ

2
sin

(
t

√
−ϑ

2

4
− λk

)
×

dck(0)
dt

+ ϑck(0)/2√
ϑ2/4 + λk

+ e−
ϑ
2
t

(
dck(0)

dt
+ ϑck(0)/2

)
cos

(
t

√
−ϑ

2

4
− λk

)
.

Rappelons que la norme suivante :

||ψ||p =

(∫
Ω

(ψ2
x + (−p+ ν)ψ2)dx

)1/2

=

(
∞∑
k=1

(−λk + ν)

(∫
Ω

ψ(x)ϕk(x)dx

)2
)1/2

(3.54)
où ν est un nombre supérieur à ||p||L∞(Ω), est équivalent à la norme standard dans
H1

0 (Ω) (voir [8]). Par conséquent, les séries (3.49)-(3.54) converge dans C([0, T ];H1
0 (Ω))∩

C1([0, T ];L2(Ω)) pour tout T > 0.

Étape 2. On considère un état initial (y0, y1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω), y0 6= 0, y0 ≥ 0 dans

Ω. On choisit
p(x) = −θxx(x)

θ(x)
, x ∈ Ω. (3.55)

Pour montrer le théorème il suffit de considérer tout ensemble non négatifs θ dense à tout
ensemble des éléments non négatifs de H1

0 (Ω). Pour cela, il suffit de consédérer

1. θ 6= 0, θ ≥ 0, θ ∈ C1([0, 1]).

2. θ(0) = θ(1) = 0.

3. θ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ⊂ C1([0, 1]).

4. θ > 0 dans Ω et (θxx/θ) ∈ L∞(Ω).

Notons que les valeurs propres et les fonctions propres orthonormales associées à p(x) =

p(x) sont respectivement λ1 > λ2 > ... et ϕ1, ϕ2, ...

Alors, les valeures propres données par (3.44)-(3.54) correspendant à p(x) = p(x) +a sont
données par λ1 + a, λ2 + a, ..., tandis que les fonction propres restent les mêmes.
Notons que (3.55) implique que λ1 = 0. D’autre part, on a :

c1(0) =

∫
Ω

y0(x)ϕ1(x)dx > 0,
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puisque y0 est positif et non identiquement nul.
Considérons le couple de contrôle de la forme (p + a, ϑ) comme dans (3.48) , où a et ϑ
sont des constantes.
Soit

ϑ =

√
−2λ2

2
∈ (0,

√
−λ2), (3.56)

cette valeur de ϑ restera la même jusqu’à la fin de la preuve du théorème.
Supposons que

a ∈ (−ϑ2/8, ϑ2/8). (3.57)

Pour un tel couple (ϑ, a), on a

ϑ2

4
+ λ1 + a =

ϑ2

4
+ a > 0 et

ϑ2

4
+ λk + a < 0 pour k = 2, ... (3.58)

On sélectionne
ν = ||p||L∞(Ω) + ϑ2, (3.59)

Ce qui garantit que la norme ||.||p soit équivalente à la norme standard dans H1
0 (Ω) pour

tout a satisfaisant (3.57) .

Étape 3. Évaluation de y(., t)− θ et yt(., t) :

On a

||y(., t)− θ||2p ≤ 2(−a+ ν)

(
e(−ϑ

2
+
√
ϑ2/4+λk)t

dc1(0)
dt

+ c1(0)(−ϑ
2

+
√
ϑ2/4 + λk)√

ϑ2/4 + λk
−
∫

Ω

θ1(x)ϕ1(x)dx

)2

+ 2(−a+ ν)

(
ck = e(−ϑ

2
+
√
ϑ2/4+λk)t−

dc1(0)
dt

+ c1(0)(−ϑ
2

+
√
ϑ2/4 + λk)√

ϑ2/4 + λk

)2

∞∑
k=2

2(−λk − a+ ν)
(
ck(0)e

−ϑ
2 cos

(
t
√
ϑ2/4− λk − a

))2

∞∑
k=2

2(−λk − a+ ν)

(
e
−ϑ
2 sin

(
t
√
ϑ2/4− λk − a

) dc1(0)
dt

+ ϑck(0)/2√
ϑ2/4 + λk − a

)2

.

(3.60)

En utilisant (3.58)-(3.59), pour k = 2, ..., on obtient

0 < −λk − a+ ν ≤ −λk + ||p||L∞(Ω) +
9ϑ2

8
,

0 <
3ϑ2

8
− λ2 <

3ϑ2

8
− λ2 < −ϑ2/4− λk − a,
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et
0 < −a+ ν ≤ ||p||L∞(Ω) +

9ϑ2

8
.

D’autre part, en utilisant ces estimations, on obtient à partir de (3.60) l’estimation :

||y(., t)− θ||2p ≤ (||p||L∞(Ω) +
9ϑ2

8
)×

(
e(−ϑ

2
+
√
ϑ2/4+λk)t

dc1(0)
dt

+ c1(0)(−ϑ
2

+
√
ϑ2/4 + λk)√

ϑ2/4 + λk
−
∫

Ω

θ1(x)ϕ1(x)dx

)2

c1(ϑ)e−ϑt||(y0, y1||H1
0 (Ω)×L2(Ω).

où c1(ϑ) est une constate indépendante de a. De même manière, en utilisant les formules
(3.49)-(3.54), on peut obtenir l’estimation :

||y(., t)||2L2(Ω) ≤ 2

(
e(−ϑ

2
+
√
ϑ2/4+λk)t

(
−ϑ

2
+
√
ϑ2/4 + a

) dc1(0)
dt

+ c1(0)(−ϑ
2

+
√
ϑ2/4 + λk)√

ϑ2/4 + λk

)2

c2(ϑ)e−ϑt||(y0, y1||H1
0 (Ω)×L2(Ω).

où c2(ϑ) est une constante indépendante de a.

Étape 4. On pose β1(a) = −ϑ
2

+
√
ϑ2/4 + a, β2(a) =

v
2

+
√
ϑ2/4+a

√
ϑ2+4a

.

Alors
lim β1(a) = 0, lim

a→0+
β2(a) = 1. (3.61)

Par conséquent :

||y(., t)− θ1||2p + ||y(., t)||2L2(Ω) ≤ 2(||p||L∞(Ω) +
5ϑ2

4

×

(
eβ1(a)t

(
dc1(0)
dt√

ϑ2 + 4a
c1(0)β2(a)

)
−
∫

Ω

θ1(x)ϕ1(x)dx

)2

(
eβ1(a)tβ1(a)

(
dc1(0)
dt√

ϑ2 + 4a
c1(0)β2(a)

))2

+ (C1(ϑ) + C2(ϑ)) e−ϑt||(y0, y1||2H1
0 (Ω)×L2(Ω).

(3.62)

On considère

t∗(a) =
1

β1(a)

ln

∫
Ω
θ1(x)ϕ1(x)dx

dc1(0)
dt√
ϑ2+4a

+ c1(0)β2(a)

 ,

on a alors
lim
a→0+

t∗(a) = +∞
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et

eβ1(a)t∗(a)

(
dc1(0)
dt√

ϑ2 + 4a
+ c1(0)β2(a)

)
−
∫

Ω

θ1(x)ϕ1(x)dx = 0,

Par conséquent le premier terme à droite dans (3.62) est nul pour t = t∗(a). Pour le second
terme à droite dans (3.62) , on a :

lim
a→0+

(
eβ1(a)t∗(a)

(
dc1(0)
dt√

ϑ2 + 4a
+ c1(0)β2(a)

))2

= 0.

Par conséquent, lim
a→0+

(
||y(., t∗(a))− θ||2p + ||y(., t∗(a))− θ||2L2(Ω)

)
= 0, ce qui donne le ré-

sultat désiré. �
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3.5 Conclusion

Dans cette mémoire, on a abordé le problème de contrôlabilité et de certaines classes de
systèmes bilinéaires distribués.
Nous avons étudié le problème de contrôlabilité exacte de l’équation de la chaleur ainsi
que l’équation d’onde avec et sans amortissement, en utilisant des contrôles bilinéaires
explicites.
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