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Introduction

En analyse fonctionnelle,la classe des opérateur positifs est un outil essentiel a 'etude
de différents problémes de la théorie des opérateurs .

Cette notion d’opérateurs positifs est définie par une relation d’ordre partielle surl’en-
semble des opérateurs bornés, ce qui nous raméne a l’etude du concept du majorant .

Dans cette optique beaucoup de travaux on été menés, nous citerons :

- R.G. Douglas.[3] qui a montré l'existence d’'une étroite relation entre les notions de
majoration, factorisation et l'inclusion des images.

- W. N.Anderson,Jr.etG.E.Trapp,[5] qui ont démontré l'existence de l'opérateur L(A)
qui est le suprémum de tous les opérateurs positifs inferieurs a A dans l'image est dans le
sous éspace vectoriel fixé S .

- A. Aslanov,[7] qui a montré Uexistence du majorant minimal de deux opérateurs po-
sitifs.

Dans ce travail on s’intéresse au Transfert de la propriété du majorant minimal par la
fonction racine .Autrement on se pose la question suivante : Si T est un majorant minimal
de deux opérateurs (A,B), est -ce que VT est un majorant minimal de deux opérateurs
(VA,VB)?

Notre manuscrit se compose de quatre chapitres dont le contenu est comme suit :

- Le chapitre 1 est consacré aux rappels des différentes notions mathématiques dont
on a besoin : Produit scalaire ; Norme ; espace de Hilbert .

- Le chapitre 2 est réservé aux opérateurs linéaires bornées sur les espaces de Hilbert.

- Le chapitre 3 est réservé a I'étude des tenseurs, ou on a montré I’equivalence entre
les tenseurs et les opérateurs de rang 1 puis on a donné quelques propriétés. .

- Le chapitre 4 donne la réponse a notre question ,ou des conditions suffisantes sont
données .



Chapitre 1

Rappel de notions de base

1 Produit scalaire

Définition 1.1

Soit E un espace vectoriel sur C, Un produit scalaire sur E noté < .,. > est une forme
sesquilinéaire, hermitienne,définie positive :

h:ExE — C
(w,v) — h(w,v)=(u,v)

Pour tout u,v;we E,a,p , ona

a) Sesquilinéaire :
h(au+Pv, w) =ah(u, w) +ph(v, w)

h(w,au+pv) =ah(w, u) +Bh(w, V)

b) Hermitienne :
h(u,v)=h(v,u)

¢) Définie positive

h(u,v)=0

et
h(u,v)=0g < u=0g

2 Norme

Définition 1.2 on appelle norme sur l'espace vectoriel E noté | .| g, toute application de E
dansR* telle que :

a) VueE: |ul|lg=0<— u=0g
b) VueE,VaeC: |laullg =lalllulg

¢ Vu,veE:u+vlg = lulle+Ilvie



2. NORME

Remarque 1.1
Pour tout produit scalaire sur E ,on associe la norme:

I.lle = vV <>E

Définition 1.3
Soient E un C-espace vectoriel muni d’'une norme ||.||g et (x,) nen Une suite de vecteurs
dans E . la suite (x;) men €St dite de Cauchy si et seulement si :

VY €0 ANoeN telque VYn,m=Ny : |x;—Xnlle(E

Remarque 1.2
Si toute suite de Cauchy (x,)nen €E  converge dans E pour |.|lg , alors E est dit
complet et il est appelé espace de Banach

Définition 1.4
Un C - espace vectoriel muni d’'un produit scalaire est dit espace de Hilbert si et seule-
ment si il est complet.

Théoreme 1.1 (Cauchy Shwartz)
Soit(E,<, >) un espace préhilbertien, on a alors

(u, )12 < lulllv)®
On a l'égalité si et seulment si u et v sont liés.
Définition 1.5

On appelle espace de Hilbert noté H tout espace préhilbertien (H,<,>)complet pour la
norme définie par le produit scalaire .



3. OPERATEURS LINEAIRES BORNES

3 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.6
Soit H un espace de Hilbert et soit T:H~—H uneapplication:

a) Testlinéaire ssi:
Vo,peC,Vx,ye H T(ax+py) =aT(x) +pT(y)
b) T est continue en xy € H ssi :

Ve)0,380)0,Vx € H, | x — xollz (8o = IIT (x) = T(x0) Iz (e

Définition 1.7
Soit H un espace de Hilbert et soit T:H—H une application
linéaire, T est continue sur H si elle est continue en tout xe H .

Proposition 1.1
Soit T : H — H une application linéaire et Soit H un C - espace de Hilbert , alors les
assertions suivants sont équivalentes :

1) Test bornée.
2) T estcontinue sur tout H.

3) Testcontinue en x =0y.

Définition 1.8
Soient H;,H, deux espaces de Hilbert, Toute application linéaire et continue
T :H; — H; est appelé un Opérateur .

On considere les notations suivantes :

- On note £(Hy,Hy) l'ensemble des Opérateurs linéaire définis de H, dans H,
£(Hy,Hpy) est un espace vectoriel.

- SiH, =H; alors £(H;,Hy) = £(H)
-On notekerT , le noyau de l'opérateur T € £(H,,H>)

kerT={xeH;:Tx=0g,}
-Im T est l'image deH, par T c-a-d :

ImT={yeH,:y=T(x),xe€H}



4. NORME DE B(H)

Définition 1.9
SoitA € £(H;,H,) , A est dit borné si :

sup [[A(X) g, ( oo

Ixl, <1

Lensemble des opérateurs bornés de H, dans H, est noté B(Hy,H,) ou B(H) siH; =H, .

Proposition 1.2
SoitA € £(Hy,Hy) , Aest borné si:

AM=0 ; [[AX)lg, =Mlxlu,,VxeH;

Preuve
- Supposons que A est borné alors :

sup [[A(X) g, co=,VxeH; [ Xz, =1,AM = 0[[A(X) |5, =M < o0

Ixl, <1

X

Tl - comme|vl=1, alors:

Soit xeH; telque x#0 et v=
X
IM=0[AW) g, =——=<M ( oo
XN,
D’oli:
Vx€H;/{0},IM > 0||A(V) [|lg, =Ml xllH,
Et ceci est toujours vérifié pour x=0 car [A0)Il=0=<M]|0[, VM >0

- Réciproquement si pour tout xeH; ilexiste M>0, telque:
IA(X)lg, =Ml x|, alorspour xe€{H;:|[x[|<1} ona:

IA(X) |, < M{oco= sup [|A(x)|lg, = sup M{co

lxl<1 lxl<1

Donc A est borné.

4 NormedeB((H)

On défnit la norme de B(H) par :
ITllop = ITlBw) tel que :

ITllop =suplT(X)Iu, Vx €H, | xllg <1}
=inflk = OIT()Iu < kllxlln, Vx € H}

= sup{w,b’x e H-{0g}}

X1

A partir de cette définition , on déduit que pour tout x e H: ||T(x) g < ITlsan-llxla



5. ADJOINT D’UN OPERATEUR

5 Adjoint d'un opérateur

Définition 1.10
Soient H; et H; deux espace de Hilbert et A € B(H;,H>)alors il existe un unique
opérateur noté A* tel que A* € B(Hy,H,) appelé adjoint de A ,qui vérifie la relation suivante :

VxeH;,VyeHs: (AX),y) = {x, A" ())

- Si A* = A on dit que A est auto-adjoint.

Définition 1.11
Soient X;Y deux espaces de Hilbert et (Aj)nen Une suite d’'opérateurs dans B(X,Y) , on
définit les trois types de convergence suivants :

1) Convergence en norme :
(An) nen converge en norme vers l'opérateur A si et seulement si :

A, —AllBX,Y) — n—o00 0 =:A; = A

2) Convergence forte:
(Ap) nen converge fortement vers l'opérateur A si et seulement si :

[Ar(x) =AX)ly — n—00 0 =:Ap — A

3) Convergence faible :
(An) nen converge faiblement vers l'opérateur A si et seulement si :

Ap(x),y) — (Ax), MVxeX,VyeY<:A, —A

Définition 1.12
Un opérateur A € B(H) est dit de rang n € N si et seulement si dim Im(A) = n.

6 Systeme orthogonal et systeme orthonormal

Définition 1.13
Soit (e;) ie; une famille de vecteurs de U'espace de Hilbert H :

1) Ondit que (e;)c; est une famille orthogonale si et seulement :
(ej,ej)=0,Vi,je],i#]
2) Ondit que le systeme est orthonormal si

{ (ej,ej)=0,Vi,je],i#]

Cere)y=1,Yi,j €l i=]. (-1



Chapitre 2

Opérateurs positifs

Définition 2.1
Un opérateur A € B(H) est dit positif si et seulement si il est auto-adjoint et pour
toutxdansHona:

(A(x),x)=0

Remarque 2.1
Si A est un opérateur positif, alors pour tout x dans Hon a :

VxeH , (A),x)eR. car ; (Ax),x)={(x,A"(x))=(x,A(x))=(A(x),x)

1 Somme finie d’opérateurs positifs

Lemme 2.1
Soit {An}o<n<N, une famille finie d'opérateurs positifs sur H. Alors :

n:No
A=) A,
n=0
est un opérateur positif
Preuve
Soitnef0,1,......... ,No}. Comme les opérateurs A,, sont positifson a:

Ap(x),x)=0,VxeH



2. PROPRIETES

Donc:

n=Np n=Np n=Np

A =() Ap* =) Ay=) A,=A
n=0 n=0 n=0

et
n=Np n=Np
(A, x)=( ) Ap(x),x)= ) (Au(x),x)=0,YxeH
n=0 n=0

D’ou A est un opérateur positif.

Définition 2.2
Soient A et B deux opérateurs positifs sur H, on dit que A est inférieur ou égal a B (noté
A < B) ou B est un majorant de A si et seulement si :

(B-A)x),x)=0 , VxeH

Remarque 2.2
La relation (<) est une relation d’ordre partiel sur B(H)

Définition 2.3
Soient T et B deux opérateurs positifs telsque B<T.
T est dit majorant minimal de B si et seulement si :

vCeB(H) B=C=T=C

2 Propriétés

Proposition 2.1
Soient A, B et C trois opérateurs positifs sur H. Alors on a les propriétés suivantes :

(1) Az0,B=z0=A-B=<A
2) A=B= |Alsm = IBllsan
3) B=0=B"=0VneN*
(4) VneN*:
C<ld=C"<ld
(5) C*<ld=C=<1d
(6) Si A est inversible,alors A™! est positif.

Preuve.



2. PROPRIETES

(1) soitxe H . Alors:

)

3)

(Ax,x)=0et(Bx,x)=0
(Ax,x) =0et—(Bx,x) <0
(Ax,x) — (Bx,x) < {(Ax, Xx)
(A-B)(x), x) = (Ax, x)
([A=(A-B)](x),x)=0
A-B<A

porvegy

Soitxe H,onadonc:
0<A<B <0< (A(x),x) < (B(x),x) < |Bllgan x I/

Alors:

KA, O1* < [(Bx),x)
IBII gy x 1x11%

A

IA

sup {[{A(x), x)1*} < IBlI gy
IXll=1

En utilisant I'inégalité ci-dessous qu’'on démontrera dans la preuve du lemme (2.3)
(équation (2.4)) :

AN gy < { sup (A(x), )}
IXlI<1
Et comme:
{sup (A(x), x)}* < sup {[{A(x), x)|*}
IXl=1 IXlI<1
On déduit que :

2 2
”A”B(H) = ”B”B(H) — ”A”B(H) = ”B”B(H)

Montrons par récurrence que :

B>=0<B"=0VeN*

Soitx € H
-Pourn=2ona:

(B%x,x) = (B[Bx],x)
= (Bx,B*x)
= (Bx,Bx)
= |BJ?
> 0

- Supposons que :
B=0<B">0VeN*;2<n=<Nj



2. PROPRIETES

4)

On aalors:

(B[BNx], x)

= (BNox,B*x),B=B*

= (BNOx,Bx)

(BNo~1[Bx],Bx)

BNo1y] Yy, (Y=Bx) e H, BN 1 > 0
> 0

(BN0+ 1 X, x>

Finalement
B>0«<=B">0VeN*

Montrons par récurrence que :

C<ld=C"<1d,VneN*
Ce qui revient donc a montrer que :
[d-C=0=1d-C">=VneN"

Soitxe H
Pourn=2,0na:

(x— sz, X)
= (x,x)—(C*x, x)

lIx)1? = (C*x, x)

(dd -C?Hx, x)

v

v

(1= ICIF ) * 1x01?
Et d’apres la propriété (2) ona:

C=<ld = |Cllsmw =Ildlpm =1
= [Cll§y =1
Donc on obtient :
(1d - C*)x, x) = ax || x]|? avec,a = (1 - | X[l gp) = 0
D’olr:
(Id-C*x,x)=0,YxeH

- Supposons que :

C=sld=C"<1ld,YeN*;2=<n<N,

On adonc pour tout xe H:

(@d-cNothx xy = (x—CNo*lx x)
= (x,x)— (CNotLlx x)
= [lxI*=(CNo* x, x)
= |lxII* = (CIC™]x, x)
= [xlI*=(CNx,C*x),(C*=C)
= (N~ [Cx],Cx)
= BN Y], Y),(Y=Cx)eH

2 2 2 2 2 2
102 = IC I3 gy * 1212, ((C2x, 201 < N gy x 1 x12)

10



3. RACINE CARREE D’UN OPERATEUR POSITIF

Comme :

IBNTLY, VY| < ICNo gy x Y12
< IClighy * IYI?
< Y|’ VYeH

Et:
IY)1? = | Cx]|®
< |Cllpay x llx|?
< |xlI?VxeH
On a finalement :

(d-CNothx xy = |xI? =Y

> 0,VxeH

D'ou:
C<ld=C"<ld,VeN*

(5) pour prouver cette propriété montrons que :

Id <C=1d <C?

Ona:

I[d<C—<= (C-1d)>0
Donc d’apres la propriété (3) :
C-Id)=20 = (C-1d)*=0

— C?’-2C+1d>0
— (C?>2C-1d

Et comme Id < C, on obtient C? > 1d
(6) Soit ye Halors:

(x,Ax),avec,x € H
0

(A7ly, )

v

3 Racine carrée d’'un opérateur positif

Proposition 2.2
Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H, alors il existe un unique opérateur
positif X noté /A tel que :

X?=A

Pour démontrer cette proposition on aura besoin des lemmes suivants :

11



3. RACINE CARREE D’UN OPERATEUR POSITIF

Lemme 2.2
Soit A un opérateur positif, alors :

lAx|* < (A%x, x) x (Ax, x),Vx€H

Preuve.
soit A un opérateur positif et A un nombre réel. On a alors :
pour tout x € H

(A(x) + AA%(x), [x + AA ()]

= (Ax,[x+AA(xX)]) + ()\A2 (%), [x + AA(X)])

= (A(x), %) + AA(X), A(x)) + (A%(x), [x + AA(X)])

= (A(X), X) + AMA(X), (X)) + A(AZ (1), x) + A% (A% (x), A(x))

= (A(), %) + AA(x), A(x)) + AA(x), A% (%)) + A*(A%(x), A(x))
= (A(X), X) + AMAX), A()) + AA(X), A(X) + A*(A% (x), A(x))
= AXAIAW)],AX)) + 2A(A(x), A(x)) + (A(x), x)

(Alx+AA(X)], [x + AA(X)])

> 0
Ce trindme étant de signe constant doit avoir un discriminant négatif ou nul,ce qui nous
donne:
(A(x),A(x))% — (A%(x),A(x)) x (A(x),x) <0,Yx e H
donc:
(A(x), A(x))? < (A%(x),A(x)) x (A(x), x),Vx e H
D'ou:
AN < (A%x, Ax) x (Ax, x),Vx e H
Lemme 2.3

soit (Ap)nen: une suite d’opérateurs positifs tels que :

0<A1=<Ay---<A,=<---<Id 2.1

Alors :
Pour tout x € H, la suite (A;) ,en+  estde Cauchy et on peut définir ’opérateur positif :

AtH — H
x — A= lim A,x)
n—-=au~0
Tel que :
IAllE =1

Preuve.
Montrons d’abord que pour tout n € N* 'opérateur A,, est continu et ||[Allggp < 1:

12



3. RACINE CARREE D’UN OPERATEUR POSITIF

1)

)

D’une part; d’aprés I'’equation (2.1) : pour tout x e H

0= (A1(x), X) < (Az(x), %) < -+ < (Ap(x), ) < -+ < (Id (x), x) = (x, ) = [ x])®

Donc pour tout x e Htel que [|x][<1ona:
VneN":0<(A,(x),x)<1
d’ou:

sup {(A,(x),x),VneN*}<1

lxll<1

D’autre part on a d’aprés le lemme (2.2)

IAx||* < (A%x, x) x (Ax, x),VxeH

En utilisant cette inégalité et en posant y= "22%” (pour A, #0)
obtient :

Pour tout n € N* ;
IAx||* < (A%x, x) x (Ax,x),Vx€H,x£0

Ap(x)  Aux)
1A, 1A, )]

(AX, X) x <A > x |An(0)[1%,VxeH, x#0

Doncona:
pour tout n e N* :

4
IAx|* :{ sup ||An(x)||} < (sup |A,(x)I%
lxll<1 lx|l<1

< sup (A, (x),x) x sup (A,(¥),) x sup |A,(x)[?
lxl<1 lyl<1 lxl<1

2
5{ sup (An(x),x)} X ||An”2]3(H)

lxl=1

I1ALIBH) < { sup (An(x),x)} VneN*

lxl=1

Des deux inégalités (2.2) et (2.4) on déduit que :

lAzlIBE) <1 VneN*.

Alors I'opérateur A, est continu pour tout entier naturel non nul.
Soit 'opérateur A, ,, définit par :

Anmn=An—Ap Vn,meN" : n>m.

(2.2)

(2.3)

, on

(2.4)

Onremarque que Ay, ,, = (Ay—Ap)* =A} A}, =Ay—Ay =Appn, alor sAp, , est auto-

adjointetona:

13



3. RACINE CARREE D’UN OPERATEUR POSITIF

0<A,, <A, = 0=A,x),x)<A,Xx),x) VxeH.
— 0=AX),x)—AnXx),x) VxeH
— 0=A,x)-Anx),x) VxeH.
— 0=(A,mx),x) Vx e H.

Donc l'opérateur A, , est positif et d’apreés le lemme (1.10) on a pour tout x € H :

IApm@I* = (Apm(x), X)(AT ,,(X),Anm), d
< (Apm(x), ) AT , CONIARm ) (Cauchy—Schwartz)
< (Anm(X), A7 m ) 131 X117
< (Apm(),x) x |x]?) (1A mX) < 1)

D’ou:

VxeHVn,meN*telsquen>m:

1A (X) = A ()11* < (Ap(x) = A (), x) x [ x])? (2.5)

Considéronsla suite de fonctions réels (¢, (x)) ,en= telle que, (x) = (A, (x),x) Vxe
H .On remarque que pour tout xe Hon a:

Pn1(X) —@up(x) = Aps1(x),x) = (Au(x), x)
Aps1(x) —An(x), x)
(An,n+l(x); x)

<0 (Am,nzo)

Donc:

VXeH: @ue1(X)—@urx)=0 (2.6)
D’autre part,pour x € H et neN*ona:

l@n(X)] = [KAp(x),x)|

<= A = x|l

< lAnlsan x Ixl?

< |xI? (lAnllBiy <1 VneN")
Alors :

VxeH  VneN*:|@p,(x)]< x| 2.7)

Des deux inégalités (2.6) et (2.7) on déduit que la suite (¢, (x)) ,en+ €St croissante au
sens large et bornée par || x| pour tout x € H, donc elle est convergente d’ou de
Cauchy dans R, c’est-a-dire :

14



3. RACINE CARREE D’UN OPERATEUR POSITIF

VxeH , Vn,meN* Ve>0,avec n>m,INy € N* tel que ,VYm =
N()I
|Pn(X) = @m(X)| = (An(X) = Am(x), X) <€

En utilisant cette inégalité et 'équation (2.5) on obtient :

VxeH [l@n(x) = @m)l* < (Ay(x) ~ A (), V1 x)1* — 0 0
D'ou:
VxeH , Vn,meN* Ve>0,avec n > m,INg € N* tel que ,Vm =

N()I
1A, (x) —Ap(x), x| <€

Donc la suite {A,(x)} ,en+ est de Cauchy dans H qui est complet,alors elle est conver-
gente et on peut définir 'opérateur A par la simple limite comme suit :

A(x) = n@mAn(x)

Nous avons alors pour tout x; y € H:

(A(x), ) ( im An(x),y)

Jim (A (x), y)

= lim (xAn(p) (A, =Ap)
= (x,nlﬂ)nooAn(y)}

= (x,A(y))

Donc 'opérateur A est auto-adjoint et on remarque que pour y = x :

(A, x) = lim (An(x),y) =0
D’ou A est positif et comme nous avons pour tout x € H :
IAG) (1% = (A(x),A(x) = (n@wAn(x), nli_rpooAn(x))

= nli_r)noo)An(x),An(x»

= lim A, (x)|?
n——oo

< lim {1l * 1x0°]
< x| (Alpa <1 VneN")
Alors :
IAlge =1
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3. RACINE CARREE D’UN OPERATEUR POSITIF

- Preuve de la proposition . (2.2) :

Le résultat étant évident pour I'opérateur nul , on considere A € B(H) tel que

A#0gm)
Existence :
i. Montrons d’abord que si A est un un opérateur positif non nul et A’ = m Alors :

A'<ld

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartzon a:

KAMX), x)| < (A Hx|l VxeH
< lAlsgnlxl® VxeH
Ce qui est équivalent a :
— 1Al lIxl1* < (A(x), x) < |Alap IxI*  YxeH
On distingue les trois cas suivants :
1) pour xe Htelque [|x][=1,ona:
Ax), x) = [Allgay = —(AX),x) =—IllAllgm)
——(A(x),x) = -1 (A#0pm) = llAllgm) # 1)
IAllBm
= (x,x)— = (x,x)—1=0 (x,x) = [x[*=1)

Al B )

Donc en posant A’ = , on peut établir la formule suivante :

L
IAlBH)

1
VxeH telque |x|=1:(1d —ADx,x)=(x,x) - ———(A(x),x) =0 (2.8)
IAllBE)

2) pourx=0Oona:
(Id - A")(0),(0)) =0

3) pourertelquex;-‘O,llxIl#l,onprendy:ﬁetona:

1
(Ud-Ay,y) = >— 1Al ((Id — A x, x) = (y, ) — 1
JAIZ g
= lyl*-1
> 0

D'oui:
(0d - AN x, x) VxeHtelque: x#0 et [x|#1

Finalement1'équation (2.8) est vérifiée pour tout x dans H et on obtient A’ < 1d
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3. RACINE CARREE D’UN OPERATEUR POSITIF

ii. Nous pouvons donc supposer dans la suite que :

X?=A<ld

D’apres la propriété (5) des opérateurs positifson a:
X’<ld=X<1d

Léquation X2 = A s’ecrit alors en posant A=Id —BetX=Id—Yetona:

(Id-Y)>=1d-B (Id-Y)o(Id-Y)=1d-B
Ido(Id-Y)-Yo(d-Y)=1d -B
Idold—(doY)-(Id-Y)=1d-B
Id—2Y+Y?=1d-B

1 2
Y=-(B+Y?)
2

[ A

Ce qui nous ramene a résoudre ’équation :

1
Y:E(B+Y2) avec:0<Y<Id et 0<B<Id (2.9)

Pour cela considérons Yo =0 et Y;,41 = %(B +Y§l) et montrons que la suite{Y,}en
converge vers la solution de I’équation (2.9) (méthode des approximations succes-
sives ).

- Montrons d’abord que Y,, est un polynéme de B a coefficients réels positifs ou nul
et qu’il en est de méme pour Y, — Y;—1.
Ces propositions sont évidemment vraies pour n = 1 et comme :

1 2 1 2
Vor1 =Yn = SB+Y) -2 B+Y, )

1
= S =Y,)

1
= Y= E(Yn +Yp-1)o(Yn—Yp-1)

Elles se généralisent sans difficultés par récurrence.
Comme nous avonsB = 0 on en déduit que B” = 0Vrn € N* (propriété (3) des opéra-
teurs positifs)

Donc:
Y,=0 et Y,-Y,-1=0VneN"*

Alorsona:
0<Yy<Y; =Y, =<...2Y,<...

Il nous reste a montrer que Y, < Id , ce qui est vrai pour n = 0 et se généralise pour
neNalaidedelarelation Y, = %(B +Y2) etla propriété (4) des opérateurs positifs.
Finalement les opérateurs {Y,,} ,en forment une suite d’opérateurs auto-adjoints tels
que:
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3. RACINE CARREE D’UN OPERATEUR POSITIF

Alors d’apres le lemme (2.3) , cette suite converge fortement vers 'opérateur Y qui
est continu , positif et vérifie :

1
IYllg) <1 et Y= E(B +Y?)

D’oli 'existence de la solution X qui vérifie X=1d -Y =0

Remarque 2.3 On note que X et A commutent car :

XoA=XoX?=X3=X?0X=A0X

Unicité :

Supposons qu’il existe un autre opérateur X, continu , positif tel que X2 = A et dé-
signons par Z et Z les racines carrées positives de X et de Xy construite avec le méme
procédé précédent , nous avons donc :

Pour tout xe H:

1ZX = Xo) ()1 + 1 Zo (X —Xo) () |7 ([ZX = X0)](x), [Z(X - X0)] (%))
([Zo(X=Xp)1(x), [Zo(X = Xp)](x))
= ([Z°(X=X)](x), (X —Xp) (x))

+ ([Z5(X —X0)](x), (X —Xo) (x))

= (XX -Xl(x), X—Xo)(x))
(X5 (X —X0)] (x), (X = Xo) (x))

([X+Xo) (X = X0)](x), X = Xo) (x))

—+

+

= ((X*=X3)(x), X —Xq)(x)) (XXo =XoX)
= (A-A)x), X=Xg)(x))
=0
Il en résulte que :
ZX-X)(x)=0 et ZoX—-Xgp)(x)=0 VxeH
Donc:
XX =Xp)(x) = ZZX-Xg)(x)=0 VxeH
XoX=Xo)(x) = ZoZo(X—X)(x)=0 VxeH
Nous avons alors .
IX=X)(@)* = ((X=Xg)(x),ZX —Xg)(x)) VxeH
= ((X-Xp)*(x),x) VxeH
= (X% =XpX—-XXg+X%) (%), x) VxeH
= XX-=Xp)(x),x) = XoX-Xp)(x),x) VxeH

0
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3. RACINE CARREE D’UN OPERATEUR POSITIF

D’ou:
X=X,

Comme T est auto-adjoint et X = /T c’est-a-dire; X2 =T . Alors :

X")2=(X*X")=(XH)*=T*=T
Donc(vT)* =X* = VT* = VT, doir:

WVT)*=VT
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Chapitre 3

Tenseurs

1 Définition

Soient H un espace de Hilbert et a, b deux vecteurs non nuls de H . Alors on définit
le tenseur (a ® b) par :

(a®b)(f)=(f,by.a VfeH

Théoreme 3.1
Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur borné non nul . Alors :

T est un tenseur < T est de rang 1
Preuve.

=) Montrons d’abord que (a ® b) est bien défini :
Soient x1; x, € H tels que x; = x» , alors :

X1—X=0 = (x1—x2,b).a=0 VYa,be H
=  ({x1,b) —{(x2,b)).a=0 Ya,beH
= (x1,b).a—{x2,b).a=0 VYa,be H
= (x1,b).a={xs,b).a Va,beH

Donc:
x1—X2=0= (a®b)(x1) = (a® b)(x2)
D'ou:
(a®b)(x1) #(@® b)(x2) = x1 —x2 #0 Vx,x€H
Comme (a® b)(f)=(f,b).a , VfeH , alorsim(a®b)<{C,} dou Im(a®b)est
de dimension 1 donc (a ® b) est de rang un.
<=) Réciproquement,soit T un opérateur de rang un donc il existe un vecteur non nul
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2. PROPRIETES

a € H tel que Im(T) < {C,} d'our:
VxeH,3C, eC tel que T(x)=Cy.a avec:04aeH
Considérons 'application :

y:H — C
x — yx)=Cy
On remarque que W est une forme linéaire continue,donc d’apres le théoreme de Riesz il

existe b € H tel que::
Y(x) =Cx.a=(x,b) VxeH

Comme T est de rang un,on déduit quey n’est pas identiquement nulle donc b #0. Alors :
Y (x) =Cy.a=(x,b).a=(a®b)(x) VxeH

D’ou T est un tenseur .

2 Propriétés

(1) (a®b)o(ced)=(c,d)(a®d)

(2) To(a® b)=(T(a)® b)

(3) (a®b)oT=aw®[T*(b)]

(4) (a®b)*=(b®a)

(5) ker(a®b) = {b}+

6) 0£(a®b)=(ced)=Fa,peC*:a=a.c,b=P.detap=1
(7) (a® a) est un opérateur positif .

@) Soit aeRi  Alors:

a(u®u) = (aus u) = ((Vaw) e (vVou))
(9) SoitR € B(H) un opérateur positif et a € H; | al < 1 Alors :
(VRw ® (VRw) <R

Preuve.
Soient a, b,c,d des vecteurs non nuls dans H, on a alors:

(1) Pouttout fdans H:

(a®b)o(ced)(f) = (a®b)o[{f,d).c]
= (f,d).c,b).a
= (f,d){c,b).a
= (¢, b)(f,d).a)
= {(c,b)y(a®b)
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2. PROPRIETES

(2) Pour tout opérateur T e B(H)etf e H:

To(a®Db) Tl(a® D)(N] =TIf, b)(a)]
(f,b)T(a)

(T(@ e Db)(f)

D'ou:
To(a®b)=(T(a)®b)

3)

(a®b)oT=(a®b)[T(f)]

(T(f),b).a
(f,T*D).a
(@a®T*(b)(f)

(4) soitg,feH,onadonc:

((aeb)*(f), &) = (f,l(a®b)*1"(g)
= (f,(a®Db)(g)
= (f. (g D).a)
= (b g){f, @)
= (f,a).b g
= ((bea)f),g

Donc:
(a®b)*=(boa)

(5) on a par définition :
ker(a® b) ={f e H\(a® b)(f) =0}

Donc:

ker(a® b) {f e H\(f, b)(a) =0}
{f e H\(f, b) =0}

(b}y*

(6) Montrons que :

0#(a®b)=(c®d) < Ja,peC”: a:(x.c,b:[?).det(x.E: 1
=) comme (a® b) = (c® d), alors d’apres la propriété (4) ona:
(a®b)* =(ced)”
- D'une part on remarque que :

(a®b)=(c®d) <= (x,b).a={(x,d).c VxeH
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2. PROPRIETES

)

8)

(b,d)
IblI>

Donc pour x=bh,ona:a= .c - D’autre part :

(bea)=(dec)<— {(x,a).b={x,c).d VxeH

(b,d)

T .c Alors :

Donc pour x=a,ona: b=
(a®b)=(c®d)=Ja,peC*telque::a=a.c,b=p.d

D’ou
(a®b)=(acepPd)=(c®d)
Alors :

(ac®pd) (x,pd).ac VxeH
o.plx, d).c VxeH

aplced)(x) VxeH

Finalement on déduit que a.fp =1
<=) Réciproquement sia=a.c,b=0.d avec o, e C* : a.p=1. Alors :

VxeH:(a® b)(x)

(ac®pd)(x)

= (x,pd).ac

= apix,dy.c VxeH
= (ce®d)(x) VxeH

xeH,ona:
(@ a)(x),x) = (x,a).a,x)
= (x,a).a,x)
= (x,a).({x, a)
= Kx,a)l*=0
D’ou:
(a®a)=0
soienta e R} etxeH,ona:
- D’une part:
(audu)(x) = {(x,uy.ou
= a.dx,a).u
= a(u®u)(x)

- D’autre part :

(Vouw) @ (Vaw) = (x,(Vaw).(Vau)
= \/&u..(\/_Tu).(x, w.u
= odx,u).u
= o.(u®u)

Donc:

(au® u) = (vVou) ® (vVauw)) VaeR:
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2. PROPRIETES

(9) Soient R un opérateur positifet x,a € Havec [lal| <1:

((x, VRa)).(vVRa), x)
= (x,\/ﬁm.(\/f_{a,x)
(x, \/ﬁa).(a, \/ﬁx)
(x, VRa)[?
lal®.|VRx|?
(VR(x), VR(x))
(WVRoVR)(X), x)

= (R(x),x)

(VRa) ® (VRa)) (x), x)

NN T

Donc:
VxeH: ((VRa) ® (VRa))(x), x) < (R(x), x)

D'otu:

(VRa)® (VRa)) <R

Corollaire 3.1
Soit H un espace de Hilbert et R un opérateur borné non nul . Alors :

R est positifderang 1 < R= (U ® U)

Preuve.
=) Comme R est de rang un alors d’apres le lemme (3.1) il existe deux vecteurs non
nuls u, vdans H tels que :

R=(u®v)

Donc (u® v)=R=R* =(v® u), et d’apres la propriété (5) des tenseurs :

Jo,peC \u=Pp.v,v=ap=1

D'ou:
R=((au) ® u)
Comme R est positif alors :
R=0 < Rx),x)=0 VxeH
— ((auw)®u)(x),x)=0 VxeH
— {(x,uy(au),x)=0 VxeH
— oalx,uwlu,x)=0 VxeH
— (xl(x,u)lzzo VxeH

Donc a € R} et en utilisant la propriété (8) des tenseurs on obtient :

R=((aw) ® u) = (Vou) ® (vVau)) =(UeU) avec U=au#0

<=)Réciproquement, si R = (U®U) alors d’apres la propriété (7) et le lemme (3.1) il est
positif de rang un.
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Chapitre 4

Transfert de la propriété du majorant
minimal par la fonction racine.

Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier le Transfert de la propriété du majorant mi-
nimal par la fonction racine , autrement dit nous nous posons la question suivante : si T
est un majorant minimal de (A,B), est -ce que v/T est un majorant minimal de (VA, vB) ?
On verra par I’étude d'un exemple que la réponse a cette question est négative dans le
cas général , par la suite nous donnons une condition suffisante qui assure I'existence de
T.
Avant de commencer ce chapitre ,nous rappelons un théoréme caractérisant le ma-
jorant minimal de deux opérateurs positifs dans le cas général et spécialement quand
I'espace H est de dimensions finie .

Théoreme 4.1 /I, 4]
Soient A, B deux opérateurs positifs et T un majorant de A et B. Alors :

T est majorant minimal (A,B) < Im(VT-A)NnIm(VT —-B) = {0y}.

Corollaire 4.1
Soient A et B deux opérateurs positifs sur un espace de Hilbert de dimension finie H, T
est un majorant minimal de (A,B), si et seulement si :

ker(T —A) @ ker(T -B)=H (4.1)

Preuve. Celte caractérisation s'obtient directement du théoreme précédent en utilisant
l'égalité suivante :
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(Im(\/T—A)ﬁlm(\/T—B))L = kervT-AekervT-B
= kervT-AekervT-B

ker(T—A)® ker(T—-B)

Ce qui est vérifié dans les espaces de Hilbert de dimension finie .

Lemme 4.1
Soient A et T deux opérateurs positifs sur H ,si T un majorant de A Alors :

ker(V'T - VA) c ker(T — A)

De plus si A et T commutent alors on a égalité

Preuve.
Soit x € ker(v'T — V/A) ,alors :

x € ker(VT — VA) (VT - VA)(x) =0

VT(x) = VA(x)

IVTx]? = [ VAx|?

(\/Tx, \/"fx) = (\/Kx, \/Kx)
(ﬁﬁx,x} = (\/K\/Kx,x>
(Tx,x)=(Ax, x)
(Tx,x)—(Ax,x)=0
(T-A)x,x)=0

V(T -A)x,V(T-A)x)=0
V(T -A)x[*=0
V(IT=A)x=0

V(T -A)A(T-A)x=0
(T-A)x=0

xeker(T—A)

O T 2

Soit x € ker(T — A) ,alors :

xeker(T-A) = (T-A)x)=0
= (\/T+\/1_X)(\/T—\/K)(x):0 car VT et VA commute

Comme I'opérateur (v/'T + v/A) est défine positif alors il est injectif , d’oi1 :

VT-VA)(x)=0

Donc x € ker(vV'T — VA) .
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Donnons maintenait un exemple montrant que la répons a la question est négative en
général .

Contre exemple

Soient les deux opérateur A et B définis sur C? par les matrices suivantes :

1 0 1 1
a=[o o] B=[1 1]
Apres calcul , on a obtient :
\/E:%,\/K:A

Supposons T un opérateur positif tel que T est un majorant minimal de (A,B) et VT est
un majorant minimal de (v/A, vB) .
On a nécessairement :

dimker(T—A)=dimker(T-B)=1 4.2)
En effet :

Comme T est un majorant minimal de (A,B) , alors d’apres le théoreme (4.1) ,on a:
T est majorant minimal (A,B) < Im(VT-A)nIm(VT-B)={0c2}.

Et comme dimC? =2, alors

ker(T — A) @ ker(T — B) = C? (4.3)

équivaut a:

dimker(T—A)+dimker(T-B)=2 (4.4)
Supposons que :
dimker(T—A)=0 (4.5)
D’olu
dimker(T-B)=2 (4.6)
Donc:

dimker(T-B)=2 =— VYZeC? , (T-B)@)=0.
— VZeC? , TZ=BZ

VZ e C*AZ<BZ

VZ € C%(AZ,Z) < (BZ,7)
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Contradiction avec A et B non-Comprables .

Comme dimker(T—A)=1, alors dim Im(T-A)=1

De mémeona: dim Im(T-B)=1

D’apres laremarque précédente il existe deux vecteurs a,b linéairement indépendants

tels que

T=A+(a®a)

T=B+((bob)

4.7)
(4.8)

De la méme maniére , VT est un majorant minimal de (v/A, v/B) alors il existe deux

vecteurs a,b’ linéairement indépendants tels que

VI-VA=(d ®d)
VT-VB=('®b)
D’apres le théoreme (3.1)
Ona:
ker(a' ® a') = {a'}* ( Propriétés de tenseur (5))
ker(a® a) = {a}L ( Propriétés de tenseur (5))

D’apres la relation
ker(VT - VA) = {a'}* cker(T - A) = {a}*
On déduit que a’ et a sont liés c’est a dire :

Ju#£0 a=uaa

Par suite :

VT =A+|al®(a® a)

(4.9)
(4.10)
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A+ |al*(a® a))?
A’ +a*(a® a).(a® a) + o> (Aa® a) + o’ (a® Aa)
A + I(x|4||a||2(a® a) + |0(|2(Aa® a) + I(xlz(a®Aa)

T-A+@®a)=VT

Ce qui nous donne :

A -la*lal®)(a® a)
lal’[(Aa® a) + (a®Aa)]

—
Il

Alors :
(Aa®a)+(a®Aa) = 0 ( Propriétés de tenseur (7) et o #0)
{(Aa®a)+(a®Aa))x,x) = 0 VxeH
{x,a).Aa+{x,Aa).a,x) = 0 VxeH
(x,a).(Aa,x) +{x,Aa).{a,x) = 0 VxeH
Re((x,a).{Aa,x)) = 0 (%)

Comme les vecteurs (Aa) et (a) sont libres alors, il existe x € H tel que
(x,ay=1 et (x,Aa)=-1
Donc {a*, (Aa)*} et une base duale pour :
x=a"+Aa)"

Convient ,contradiction avec (*)

Donc ( a) est un vecteur propre de A, de méme( b) est un vecteur propre de B donc a
et b sont des vecteurs propre de T, Alors (a) deux vecteur propre distinctes Alors A+B

Aa+|al?a=Ba = (a) est un vecteur propre de B.

Or A, B n'est pas de vecteur propre comment; contradiction c’est finis , n'est pas de
duale T.

Condition suffisante

Théoréeme 4.2
Si T est un majorant minimal de (A,B), qui commute avec eux alors VT estun majorant
minimal de VA, vVB)

preuve :
Comme T est un majorant minimal de (A,B) alors :
ker(T-A)eker(T-B)=H (4.11)
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Or comme T commute avec A et B alors d’aprés le lemme (4.1) ,on a:

ker(v'T - vA) @ ker(VT - VB)=H (4.12)
Ce qui donne que /T est un majorant minimal de (v/A, v/B)

Corollaire 4.2
Si I est un majorant minimal de (A,B) Alors I est un majorant minimal de (A, VB )

Preuve:
Il suffit d’applique le théoréme précédent pour T =1

Corollaire 4.3
Si A et B sont deux opérateurs positifs qui commutent tels que Im(A) NIm(VB)) = {0y}

Alors /A +B est un majorant minimal de (A, VB )

Preuve:
Ona:

Im(VA) nIm(VB)) = {0y}
<— ker((A+B)—-B)@ker((A+B)—-A) ={0g}

Ceci est équivalent a dire que (A+B) est un majorant minimal de(A,B) commute avec
AetB.

De plus comme A et Bcommutent, alors (A+B) commute avec AetB.

En appliquant le théoréme (4.2) pour T=A+B on obtient que VA + B est un majorant
minimal de ( VA, VB)
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Conclusion

Dons ce travail on a pu répondre partiellement a la question du transfert de la pro-
priété du majorant minimal de(A,B) .

En perspective de ce travail ,nous proposons de voir d’autres condition suffisantes ou
nécessaires et suffisantes qui garantissent ce transfert .
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Transfert de la propriété du majorant minimal par la fonction racine .

Résumé: Dans Ce travail ,On étudie le Transfert de la propriété du majorant minimal
par la fonction racine . C’est a dire, Si T est un majorant minimal de (A,B), est -ce que VT
est un majorant minimal de (VA, VB)

Mots-Clés. Racine carrée d’Opérateur , majorant minimal Opérateur ,Espace de Hilbert
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