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Introduction

En mathématiques, et plus précisément en analyse complexe, la théorie de Nevan-
linna décrit la distribution asymptotique des valeurs d'une fonctions méromorphes, plus
précisément, pour une fonction méromorphe f d’une variable complexe, la distribution
des solutions de I’équation f(z) = a quand le nombre complexe a varie.

Si f est une fonction entiere, cette distribution est comparable pour tous les a, sauf
peut-étre un, ala croissance de la fonction, qui est décrite parlogM(r), ou M(r) = Illzllai( | f(2) | .

La notion de croissance utilisée ne convient plus pour les fonctions méromorphes, qui
peuvent d’ailleurs avoir des poles, le mathématicien finlandais Rolf Nevanlinna a définit
en 1924 un substitut adapté, appelé "la fonction caractéristique de Nevanlinna” et prouvé
les premiers théorémes correspondants. Cette théorie a été ensuite étendue a nombreuse
autres situations, telles que I'étude des équations différentielles complexes.

Dans cette direction, et en 1950-1960, H Wittich et ses étudiants se sont lancé dans
I'étude de certaines équations différentielles. Un des résultats important dii a Wittich
concernant la croissance des soluions des équations différentielles linéaires

FP+A1 @ f Y+ + Ao f =0, (1.

est le suivant : les coefficients Ag,Ay,...,Ax—1 sont des polyndomes si et seulement si
toutes les solutions de I'équation précédente sont des fonctions entieres d’ordre de crois-
sance fini. Plusieurs mathématiciens ont étendu le résultat ci-dessus, en supposons que
les coefficients A j sont des fonctions entieres ou méromorphes. L. Kinnunen ([15]) et]. Tu
([20]) ont étudié la croissance des solutions de I'’équation (1.1) individuellement quand les
coefficients sont des fonctions entieres d’ordre itératif fini.

O. P Juneja G.P. Kopoor, S.K. Bajpai ([12],[13]) ont étudié quelques propriétés des fonc-
tions entieres d’ordre [p, q], et ont obtenu quelques résultats intéressants.

Notre but dans ce mémoire est d’utiliser les concepts des fonctions entiéres d’ordre
[p, gl pour étudier les points fixes des solutions des équations différentielles linéaires
complexes.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, on citera quelques
notions sur la théorie de Rolf Nevanlinna et les définitions nécessaires pour notre travail.

Le deuxieme chapitre est consacré a I'étude de I'exposant de convergence [p, q] de
f% — ¢, ol f est une solution de I'équation différentielle

FOLA @ f %Y+ 1A f =0,

et ¢p est une fonction a petite croissance.



Chapitre 1

Element de la théorie de Nevanlinna

Notre objectif dans ce chapitre est de donner les définitions de base de la théorie de
Nevanlinna les fonctions méromorphes..

Définition 1.1 Une fonction méromorphe est une fonction holomorphe dans tout le plan
complexe, sauf éventuellement sur un ensemble de points isolés dont chacun est un pole
pour la fonction. En pratique, on peut considerer une fonction méromorphe comme le quo-
tient de deux fonctions entieres .

Example:

Les fonctions 1

cos(z)

sm(z)

et sont des fonctions méromorphes.

1 Laformule de poisson-Jensen : La naissance de la théorie
de Nevanlinna

Théoreme 1.1 ([5],[10]) Soit f(z) une fonction méromorphe dans le disque |z| < R (0 <
R <o0) etsoient aj(j=1,2,...,m) et bp(k =1,2,...,n) respectivement, les zéros et les poles

de f(z) dans|z| < R, chaque zéros et poles étant comptés selon leurs multiplicités. Si z = re'®
est un point dans |z| < R distinct de a; et by, alors
I
1 : R2 — 2
1 = — [ log|f(Re™® d
ogl/ (=)l an o8l R e SRy cos@ - + 12 4¢
0
R(z aj)| & R(z—-Db
+ Z log|—7—— ——L1-Y log Rtz 20 (1.2)
aj k=1 R? - byz
Preuve. On pose
R(C=by)
F 1 b 1.3
Q= f(C)m- (1.3)
Il et
Jj=1 /

Alors F({) n’a pas de zéros et de poles dans |z| < R et donc elle est analytique sur |z| <R.
Choisissons une branche analytique de logF(z) dans |(| < R et en utilisant la formule
de poisson, nous avons

R2 _ r2
R2 —2Rrcos(0—¢) +

_ 1 it
logF(C) = znoflogF(Re ) = do.
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En prenant les parties réelles et en utilisant Re(logF(C)) =1log|F({)|, nous obtenons

R? - r?

27
_ 1 i
log|F(©)| —gflog‘F(Re ) e
0

14
2rRcos(0 — ) + r? . (14
Des équations (1.3) et (1.4), on trouve
2m
1 . R2 — 2
1 = — [ log|F(Re'® d
Og|f(C)| Zﬂf og‘ (Re )‘ R2 —2Rrcos(0—¢) +r? ¢
0
m a n R b
N Zlo (C ]) Z (C lc) (L.5)
- k=1 ~bil |
Ainsi, pour { = Re'® et |a| < R, nous avons
RC-a)| )
RZ-aC|
ce qui implique que
ML
Sl Re—ag| ™

pour || =R et ainsi de la formule (1.4) on obtient : log|F({)| = log |f(C) | Decelaetdela
relation(1.5), on obtient

R%—r?
2Rrcos(0— ) + r? ¢

2n
1 .
log|f(2)|= gflog‘f(Re”p)‘ 5T
0

m

+Zlog

en particulier pour z = 0, on obtient

R(z a,) n |Rz—by)

- log v

k=1

]

- bkz

2m
1
log| f(0)] =gflog\f(Rel%\delog(—\ Zlog Ek‘
0

Définition 1.2 ([5][10]) Pour tout nombre réel x = 0, nous définissons

logx six=1

+ oo _
log x_max(logx,O)_{ 0 si0<x<1

Proposition 1.1 ([5]) 1. logx <log" x pour x = 0;
2. log" x <log” y pourx < y;
3. logx=log" x—log" 1
4. |logx|=log" x+log" i;

5. log" (ka)<Zlog Xk
k=1
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n n
6. log" (¥ xx) < Y log" xi+logn;
k=1 k=1

On définit maintenant les symboles O et o.

Définition 1.3 ([16]) Soient f(r) et g(r) des fonctions définies sur [a,o0) avec f(r) une

fonction complexe et g(r) une fonction réelle et positive. On dit que f(r) = O(g(r)) quand

r — oo, s'il existe des constantes c,ry telles que|f(r)| < c|g(r)|, Yr = ry.On dit que f(r) =
S

o(g(r)), si R 0 quand r — oo.

Exemple 1.1 sin(r) = o(r), ettanh(r) =O(1), r — oo.

En utilisant la formule de Jensen et les définitions citées ci-dessus, Nevanlinna a révo-
lutionné I'étude des fonctions méromorphes. Il I'a fait tout au long d’une série de publi-
cation en 1922-1925 a l’age de 26 ans.

Définition 1.4 ([5][16][23]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe
a, on désigne par n(t, a, ) lenombre de racines de l'equation f (z) = a situées dans le disque
|z| < t. Chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par n(t,oo, f) le
nombre de péles de la fonction f dans le disque|z| < t. Posons

r

N(r,a, f) :f

0

n(t,a, f)—n,a,f)
t

dt+n(0,a, f)logr, a#0,

r

N(r,f):N(r,oo,f):f

0

n(t,o0, f)—n(0,00, f)
t

dt+n(0,00, f)logr,

21

1 1 1
) = y | l +~— J] ’
m(r,a, ) m(r f—a) 27[0ng |f(re19)—a|de a#0oo

2mn
et m(r, f)=m(r,o00, f) = %flogf f(reie)’ dao
0

N(r, a, f) est appelée fonction a-point de la fonction f dans le disque|z| <R et m(r, a, f)
est dite la fonction de proximité de f. Ainsi, on peut définir la fonction caractéristique de
Nevanlinna T (r, f) par la relation suivante

T(r, f) =m(r, f) + N(1, f).

Exemple 1.2 Soit f(z) = e*. Nous avons n(t,o0, f) = 0, car f nwadmet pas de poles. D'ou
N(r, f) =0.De plus, on a

i0
re
e

do,

1 2n
m(r,f):gflog+
0
1 2m
=— | log*
ZHng
0

2
1

=— f rcos9do = 1,
27 T

2

ercose

do,
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’ T '

. n
Exemple 1.3 Soit f(z) = e?*", avec a;, est un nombre complexe non nul.
Posons a,, = |ay|e®,z=re'®. Alors
n
|f(Z)| — elanlr cos(n6+(p)’

par conséquent

21
1 n
m(r, f) = —flogJr eldnlr" cosnb+e) gg
21
0

Par un changement de variable, u = n0 + ¢, on obtient

p+21n

1 n
f)= — log® lanlr cosu g
m(r, f) 2nn f 8 ¢ ¢
¢

2nn

:Ljvlog+e|anlr”cosudu
21n
0

2m
:ziflog-'— elanlr”cosudu
T
0

I

2
lan|r" lan
=" | cosudu=—2r"
27 T

2

comme f est entiere, alors

T(r,f)=m(r, f) = la—nnlr”.
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2 Premier Théoreme Fondamental de R. Nevanlinna
Théoreme 1.2 ([5]1[16][23]) Soit f une fonction méromorphe et soit
fl@-a=)Y Ciz',Cp#0,meZ,accC,

i=m

le développent de laurent de f — a a lU'origine. Alors

1
T(r, 7o a) =T(r, f) —log|Cpl + (1, a).
ol
lp(r,a)| <log2+log™|al.

Remarque 1.1 Le premier théoreme fondamental de R.Nevanlinna peut étre formulé comme
suit

1
T(r, f_a) =T(r, f)+0(1), (r — o)
pour tout a € C.

Preuve. Soit h(z) = f(z) — a, alors N(r, h) = N(r, f). Comme

log™ |hl=log" |f — a| <log™ | f| +log™ |al +1og(2),
et
log" |f|=1og" |f - a+a| <log"|f - a| +log" |al +10g(2),
alors l'intégration de ces inégalités donc

m(r, h) < m(r, f) +log* |al +10g(2),

et
m(r, f) < m(r, h) +log" |al +1og(2).
Donc
¢@(r,a) =m(r, h) —m(r, f),
vérifie

|(p(r, a)| <log" |al +log(2).

Maintenant, en appliquant la formule de Jensen a & nous obtenons

)

T(r, h) —1og|Cpyl

m(r, f) + N(r, f) —log|C,| + (1, a)
T(r, ) —1og|Cpl + (1, a).

Proposition 1.2 ([5][16]) Soient f, fi,---, fn des fonctions méromorphes et, a,b,c,d € C
telles que, ad — bc #0.Alors

1. T(r, ﬁ fk) < f T(r, fi), n=1
k=1 k=1
2. T(r, fM=nT(r, f),neN

3. T(r, i fk) < f T(r, fx) +1log(n), n=1
k=1 k=1

4. T(r, Z]]::Z) =T(r,f)+0(Q) en supposantquef#—%.

Pour avoir plus finement la croissance des fonctions entieres et méromorphes, on est
amené a définir I'ordre, le type et 'exposant de convergence.

8



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THEORIE DE NEVANLINNA

2.1 Lordre, type etl'exposant de convergence d’'une fonction méromorphe.

Définition 1.5 ([5][10][16]) Soit f une fonction méromorphe alors l'ordre de croissance de

f estdéfini par
——logT(r,
o) = T 2810,
r—oo logr
Si f est une fonction entiere, alors l'ordre de cette fonction est défini par
——loglogM(r,
o(f) = Tim -28L08M. /),
r—0o0 logr

OuM(r, f) :r|lele=1§|f(z)|.

Exemple 1.4 1) Soit f(z) = cos(az?), a€ Cx, donc

M(r, f)

max|f (2)|

max |cos(az2) |
lzl=r

+00 (_l)n(aZZ)n

lzI=r | =0 2n)!
+00 aZn r4n

< Z L =cosh(]al r2).
— (2n)!

—iarg(a)

Soitzg=+ire— 2z .Alors|zy|=r1 et

| f(z0)]

‘COS (Ial eiarg(a) irze—iarg(a))

cos(i|al rz)

cosh(|al r?).

Donc
M(r, f) = cosh(|al rz),

et par suite

o(f) EloglogM(r, )
r—00 logr
—loglog(cosh(|al r?))

lim
logr

r—00
lalr?
loglog ( & )
i

, car cosh(|a| r?) ~
logr

2 _
= log(lal r“ —1log(2))
log(2)
~lalr? ))

r—oo
logr

logr
_log(lal r2 (1

lim
Ir—00

log(|al) +2logr + log(l -
rlim

2.

log(2) )

lalr?

logr
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2) pour la fonction g(z) = e™*", oit a, € C, on obtient

lanlr"
T

= l —_— .
o(f) lim sup logr n
Définition 1.6 ([5]) Soit f(z) une fonction méromorphe vérifiants 0 < o(f) = 0 < oo, alors
le type de f (z) est défini par
—T(r, f )

T(f) = lim

r—o00

Pour f(z) une fonction entiere, on définit le type de f (z) par

——logM(r, f)
ro

T(f) = lim
ot M(r, f) :r|1zl|3§|f(z)|'

Exemple 1.5 1) soit f(z) = e*. AlorsM(r, f)=e", a(f) =1. Donc

ElogM(r, 1D,

r—o0o rU(f)

— log(e"
= lim og(e’)

r-oco r

1.

T(f)

2) Soit g(z) = cos(z). Alors M(r, g) = cosh(r) ~ %r, r — +oo, 0(g) =1, et par suite

—_logM(r,
lim M7, 8)

() = lim TP
_ log
= lim ( )
r—o00 r
_ mlog(r—log(Z))
r—o00 r
= 1.

Proposition 1.3 ([5][11]) Soient f et g des fonctions méromorphes . Alors
Do(f+g) <max{o(f),o(g}
2 o(fg) =max{o(f) o(g)}

Remarque 1.2 Dans 1) et2) sio(f) <o(g), alorsa(fg)=o(f+g)=o(f).

2.2 Exposant de convergence des zéros d'une fonction méromorphe

Définition 1.7 ([15]) L'exposant de convergence des zéros d'une fonction méromorphe f est

défini par

logN(r,%))
A(f)=1i _—
()= Jim sup—2

ol

f t

L

etn ( %) désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < t.

10



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THEORIE DE NEVANLINNA

Exemple 1.6 Soit f(z)=e*. Ona, n(t, %) =0, donc A(f) =0.

Exemple 1.7 Soit f(z)=e*—2.0na

e“—2 o z=In(2) +2kni, ke Z.

Donc
lzZ] < t=V(nQ)2+4k2n2<t
_ -/ % —(In(2))? k< V 12— (In(2))?
2m 21
( 1) VE2-(n@)? ¢
= nl|t,z|~————~—, I — +00
f n n
. N(t,l):1+0(1).
f] =
Dou A(f)=1.

Définition 1.8 ([15]) L'exposant de convergence des zéros distincts d’'une fonction méro-
morphe f est défini par

logN|(r, 1
A(f)= lim sup %(;f)
ol ) )
r— 117 =
N(r,%)ofn(t,f) tn(o’f)dt+ﬁ 0,%)logr

et ﬁ(t, %) désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f situés dans le disque
|zl < t.

Exemple 1.8 On pose f(z) = %

On aﬁ(t, %) =2 etﬁ(O,%) =0. Donc A(f) =0.

Proposition 1.4 (Relation entre 'exposant de convergence et 'ordre) [16]
Pour toute fonction méromorphe f #0, on a

A() =a(f).

3 Indice de défaut de Nevanlinna

En 1929, Nevanlinna a généralisé le théoreme de picard et il a introduit une quantité
noté d(a, f) pour mesurer le degré d'une fonction méromorphe pour lequel cette fonction
rate une valeur a.

Définition 1.9 ([23]) Lindice de défaut de Nevanlinna 8(a) = 8(a, f) de la valeur a est dé-

m k)l
m r,+a ._N r,%a
T(r,ff) =1, T(r,ff) '

Sid(a, f) > 0 alors a est appelée la valeur de défaut de f. Elle est aussi appelée valeur
exceptionnelle au sens de Nevanlinna.

da, f) = rEerinf

11



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THEORIE DE NEVANLINNA

Remarque 1.3 On a toujours0<8(a, f) < 1.
Exemple 1.9 Soit la fonction rationnelle

apzP +ap_12P 1+ + ag

L S e
Ona
N(r,f) = gqlogr,
1
N(r,—) = plogr,
f
et

T(r, f) =max{p, g}logr + O(1).

Soit a un nombre complexe. Comme

(apzP +ap-1z2P 1 +---+ag) — albgz?+by_12771 + -+ by)

Ona
1
N(r,f a) = max{p, qgilogr, pourp#q,
1
N(r, ) = plogr, pourp=gq, eta,#aby,
—-a
et )
N(r,f a) <(p-1)logr, pourp=q, eta,=aby.

Alors, pour les fonctions rationnelles, on obtient les propriétés suivants :
1) Si p > q : o0 est l'unique valeur de défaut de f.
2) Sip < q :0 est 'unique valeur de défaut de f.
3)Sip=q: Z—Z est l'unique valeur de défaut de f.

3.1 Lanotion d’ordre p—itératif d’'une fonction méromorphe

Sil’hyper-ordre d'une fonction entiére ou méromorphe est infini, alors on peut définir
I'ordre p—itératif.

Pour tout r € R, on définit exp, r := e” et eXp, 7= exp(expp r), p € N. On définit aussi
pour tout r suffisamment grand log, r :=logr et log,,, r :=log(log, ) , p € N. On note
expyr:=r,log,r:=r,log_;r:=exp;retexp_;r:=log;r.

En 1998, L. Kinnunen a donné la définition suivante de I'ordre p—itératif.

Définition 1.10 ([15]) Soit f(z) une fonction méromorphe dans le plan complexe. On dé-
finit Uordre p—itératif de croissance de [ par

___log, T (r, f)
Gp(f) - rl—lgloov

, (p =1 est un entier),

et si [ est entiere, alors

lo M(r,
op(f)= lim gp“—(f)

, (p =1 est un entier),
r—+oo logr

ot M(r, f) :rlgg|f(z)|.

12



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THEORIE DE NEVANLINNA

sin(z)

Exemple 1.10 1) Soit g(z) = ad

cos(z)

.Alorso3(g) =1.
+oosip <q,

2) Soit f(z) :equ(zz).Alors op(f)= { 2sip=q,
0sip>gqg.

Définition 1.11 ([20]) Soit f(z) une fonction entiere avec o ,(f) = 0 < 0o, on définit le type
p—itératif de f(z) par

logpM(r, f) '
——F—— , (p = 1 est un entier).

4 Lexposant de convergence p—itératif
En 1998, Lisa Kinunnen a définit 'exposant de convergence p—itératif.

Définition 1.12 ([15]) Lexposant de convergence p—itératif des zéros d’'une fonction méro-
morphe f(z) est défini par

T )

, (p =1 est un entier),
r—+co  logr

et L'exposant de convergence p—itératif des zéros distincts d’'une fonction méromorphe
f(2) est défini par

Xp(f):m%

, (p = 1 est un entier).
r—+oco  logr

Exemple 1.11 Soit f(z) = €° +3, donc A(f) = +oo, et A2(f) = 1.

5 Lanotion d’ordre [p, g]-itératif d’'une fonction

Définition 1.13 ([17]) Soient p, q des entiers positifs vérifiant p = g = 1, et f(z) est une
fonction méromorphe. Alors lordre [p, q] de f (z) est défini par

_long(r, 1)

e
q

Pour f(z) une fonction entiére, on définit l'ordre [p, q] de f(z) par

_longM(r, 1)

opalf) =i~
q

oit M(r, f) :rllzllg;(|f(z)|.

Remarque 1.4 Pour r € [1,00) est suffisamment large, on définitlog;,, r =log;(logr), (i €
N) etexp;,; r=exp;(expr), (i eN),etexp,r =r =log,r, exp_, r =logr.

13



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THEORIE DE NEVANLINNA

Exemple 1.12 (page 7,[10]) Pour la fonction f(z) =e®, ona

r

T(r, f) ~

r — oo.
1 )
(2m3r)2

Dol 02,1] (f) =1.
Exemple 1.13 Soit g(z) = expg z°, alors o(6.1)(8) =3 et 072 (g) = 1.

Définition 1.14 ([17]) Soient p, q des entiers positifs vérifiant p = q = 1, et f(z) est une
fonction méromorphe telle que 0 < oy 4)/(f) = 0 < oo, alors le type [p, q] de f(z) est défini
par
—log, T(r, 1)
= = 1 p .
Tip,ql = Tip,q) (f) = im, “log, 117
Si f(z) est une fonction entiére, on définit le type |p, q] de [ (z) par

_logpM(r, )

Tipa) = Tipg) () = lim, (log,_, )%’
-

ol M(r, f) :I|IZ'1|2.3(|f(Z)|.

Définition 1.15 ([17]) Soit f(z) est une fonction entiere. Lexposant de convergence [p, q|
des zéros de f (z) est défini par

__ log n(r, l) log N(r, l)
: p f - p f
A[P,q] = )\[p,q] (f)= rlg{.lo— =lim ———~

log, r r—oo  log,r

et l'exposant de convergence |p, q| des zéros distincts de f(z) est défini par

log ﬁ(r,l) log N(r’l)
_ __ _.— 14 f _,— p f
Aip,g) = Aip, 1 () = lim log,r fim, log,r

Si@(z) est une fonction entiére telle que oy, 4 (9) < 0 (p,q1(f), alors l'exposant de conver-
gence [p, q] des zéros et des zéros distincts de f(z) est défini par

_logpN(r,f+) _ __ log N(r,%)
: ¢ - p f-9
Aipt(F = @) = Tim ——— X 1 (f =) = Tim —— %2

g.r o log, r

q

6 Mesure et densité

Définition 1.16 ([16]) On définit la mesure linéaire d'un ensemble E c [0, +00) par

+00
m(E) = f Xe(ndt
0

ot X, est la fonction caractéristique de l'ensemble E.
Les densités supérieures et inférieures de l'ensemble E sont respectivement défini par

denst=Tim 2010 TD
r—o00 r

densE= lim mENIO, )

r—+o00 r

14



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THEORIE DE NEVANLINNA

Exemple 1.14 1) La mesure linéaire de 'ensemble E = [1,e] U [5,8] < [0,00], est m(E) =
+00 e 8
[ xe(Dde=[dt+ [dt=e+2.
0 1 5
2) La densité supérieure de 'ensemble E = [1, +00) est

- —m(E
densE = lim w =1.

r—oo r

Définition 1.17 ([16]) La mesure logarithmique d’'un ensembleF c [1,+00) est défini par

+00
mz(F):fXFmdt
1

t

ou Xr est la fonction caractéristique de l'ensemble E
Les densités logarithmiques supérieures et inférieures l'ensemble F sont respectivement
définies par

Fnil,
logdensF = lim mENL )
r—oo  logr

—my(Fn[1,
—— r—oo logr

Exemple 1.15 1) La mesure logarithmique de I'ensembleF = [1, e?] c [1,00) est

+00 ezd

t t
ml(F):fXF—()dt:f—:Z.

1 g 1 g

2) La densité logarithmique supérieure de l'ensemble F = [e, +00) est

FnI[l,
logdensF = lim mEn(L D =1.
r—oo  logr

Lemme 1.1 (la dérivée logarithmique) /5]
Soit f une fonction méromorphe transcendante. Alors

/

m(r, f7) =S(r, f) = o(T(r, f)),

S(r, f)=0(ogT(r, f) +logr),

a lextérieure d'un ensemble E c [0, +00) de mesure linéaire finie.
Si f est d’ordre finie, alors

f/
m|r,— |[=0(ogr).
&
Corollaire 1.1 ([9]) Soit f une fonction méromorphe transcendante et k = 1 un nombre
entier. Alors
( f(k))
m|r,— | =S(r, f),
f
ou

S(r, f)=0(ogT(r, f) +1logr)

a lextérieure d'un ensemble E c [0, +00) de mesure linéaire finie
Si f est d’ordre finie alors

(k)
m (r, fT) =0(logr).

15



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THEORIE DE NEVANLINNA

Preuve.
On démontre par récurrence.
Le corollaire est vrai pour k = 1.
On suppose qu’il est vrai pour k et on montre qu'’il est vrai pour k + 1.

Ona
(k) (k)

m(r,f(k)) = m(r,fo) s=m(r,f)+ m(r,fT) =m(r, f)+S(r, f).

Si f admet un pole d’ordre A en z, alors f® admet un pole d’ordre A + k et on peut
majorer 'ordre A + k < (k+ 1)A.
Donc
N(r, f®) < (k+ DN(r, f).

D’ou
T, f%) = m@ fP)+N@, )

m(r, f)+S(r, f)+ (k+ 1N(r, f)
(k+1DT(r, /)+S(r, f).

IA

IA

Ce qui implique

(k+1) k)
) - s
= O(logT(r,f(k))+logr)
= O(ogT(r, f)+logr)
= S(r,f).
D’ou
f(k+1) f(k+1) f(k)
) -
(k+1) k)
= m(r’ff(k) )+m(r,f7)
= S(r, f).
Ainsi

m(r’ f(l}“)):s(r,f).
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Chapitre 2

Croissance et Oscillation Des Solutions
Des équations Différentielles Linéaires a
Coefficients Méromorphes D’ordre [p,q]

1 Historique

Dans ce chapitre, on s’'intéresse a I’étude de la croissance et I'oscillation des solu-
tions entieres et méromorphes des équations différentielles linéaires a coefficients mé-
romorphes d’ordre [p, q] de la forme

f(k) +Ak_1(Z)f(k_1)+"'+A0f:0- (2.1)

ouA; (j=0,---,k—1),(k = 2) sont des fonctions entieres ou méromorphes.
Pour I’équation différentielle du second ordre

f +A@f +B@)f=0 2.2)

ou1 A(z) et B(z) (#0) sont des fonctions entieres, c’est intéressant d’étudier 1'oscillation
complexe des solutions de I'équation (2.2). De nombreux résultats importants en analy-
sant cette équation. En 1996, Kwon([14]) a étudié I'’hyper-ordre des solutions de I’équation
(2.2) et a obtenu les résultats suivants.

Théoreme 2.1 ([14]) Soient A(z) et B(z) sont des fonctions entieres telles que (A) < o(B)
oucg(B)<a(A) < %, alors toute solution f #0 de (2.2) vérifie

02(f) =2 max{o(A),c(B)}.

En 2006 Chen et Shon ([7]) ont étudié les zéros des solutions de I’équation (2.2) en rela-
tion avec les fonctions a petite croissance et les points fixes et ont obtenu quelques résul-
tats comme suit.

Théoreme 2.2 ([7]) Soient Aj(z)(# 0)(j = 1,2) des fonctions entiéres avec 6(Aj) < 1, on
suppose que a, b sont des nombres complexes vérifiant ab # 0 et arga # argb ou a = cb
(0 < c< 1), sip(z) #0 est une fonction entiere d’ordre fini, alors toute solution non-triviale
f del'équation
 +A1(2)e% ' +Ax(2)e?? f =0
vérifie _ _ _
Af-@) =A(f —@)=A(f —¢)=co.
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Théoreme 2.3 ([7]) Soient A;(z)(# 0),p(z) #0,Q(z) des fonctions entieres avec o(Ay) < 1,
1<0(Q) < oo, eta(y) < oo, alors toute solution non-triviale de l'équation

f +A12)e%f +Q(2) f =0,

vérifie _ _ _
AMf-=@)=Af —@)=A(f —¢)=o00,

avec a #0, un nombre complexe

En 2012, Wu et Chen ([22]) ont étudié les points fixes des solutions des équations diffé-
rentielles du second ordre avec des coefficients fonctions entiéres transcendantes et ont
obtenu les théorémes suivants.

Théoreme 2.4 ([22]) Soient Aj(z) #0, (j = 0,1) des fonctions entiéres, p(z) un polynome
vérifiant o(A;) <degp(z) et0 < a(Ag) < %, et soit p(z) # 0 une fonction entiére d'ordre fini.
Alors toute solution non triviale de l'équation

F +A1(2)ePPf +Ag(2) f=0
vérifie \(f — @) = oco.

Théoréme 2.5 ([22]) D’apres les hypotheses du Théoreme 3.4, toute solution non triviale f
de l'équation
f +A1(2)e"Pf +A(2) f=0.

satisfait _

DAf-2)=Af -2 =A(f -2)=0(f)=00; _

ii) g(z) admet une infinité de points fixes et A(g — z) = 0o, g(z) = dof(2) +d1 f(z) +
dgf(Z), d()dg 71(0

Un sujet intéressant se pose naturellement sur les probléemes des zéros concernant les
fonctions a petites croissance et les points fixes des solutions de I'équation différentielle

f(k) +Ak_1(Z)f(k_l) +--+Aof=0. (2.3)

avec Aj(z), (j=0,1,...,k—1) sont des fonctions entieres.
En 2000, Belaidi [13], Belaidi et Elfarissi ([6], voir aussi ([8],[18],[19]) ont étudié les points
fixes et la relation entre les fonctions a petite croissance et les polynémes différentielles
des solutions de ’équation (2.3) et ont obtenu des résultats qui améliorent le Théoreme
3.3.

2 Résultats

Récemment, la croissance des solutions des équations différentielles linéaires d’ordre
suppérieur a coefficients méromorphes d’ordre [p, g] a été étudié et des résultats intéres-
sants ont été obtenus par J. Liu, J. Tu; and L.Z. Shi en [4], [17].

Théoréme 2.6 ([17]) Soient Aj(z),(j =0,1,---,k — 1) des fonctions entieres d'ordre fini et
vérifiant une des conditions suivantes
i) max{o(p g (A)): j=1,2,-, k—1} < O, (Ag) < 00;
i)max{op,qgAj):j=1,2,---,k—1} < 0[p,4 (Ag) <oo; et
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max{Tp,q (A)I0p,q(A)) =0p,gAo) >0,j=1,2,---,k—1} =11 < Tp,q(Ag) = T. Alors
toute solution (f #0) de I'équation (2.3), et pour toute fonction entiére @(z) #0.
vérifiant o p1,q)(P) < 0(p,q1(Ag) on obtient

X[p,q] (f =) =Ap+1,q1 (f, = @) =Ap+1,g] (f” - ) :X[p+l,q] (fD - ) = Op+1,q1(f) =0 (Ag),
(i eN).

Théoreme 2.7 ([17]) SoientA;(z), j=0,---,k—1 des fonctions méromorphes vérifiant

max{op g (Aj): j=1,...,k =1} < Op,q(Ag) et 8(o0,Ag) > 0. Alors pour toute solution
méromorphe (f #0) de U'équation (2.3) et pour toute fonction méromorphe @(z) # 0 véri-
fiant o p41,4/(P) < O[p,q1(Ag) on obtient

Ap+1al (FD = @) = N pe1,g1 (FP = 9) = 0pp,q1(A0) (i=0,1,.., 00 fO = f.
Exemple 2.1 Pour l'équation
" ezz +e*-1 , —ezz
+ +
1-e* 1-e*

f=0.

. . 3 . . Z
Nous pouvons facilement obtenir de cette équation une solution f(z) = e® + z, et les
ePref—1 —e** 2 L. 5 — g% 1 2
oo 1= sont méromorphes et vérifient &(oco, T22) =35 0n prend ¢(z) = e?,

—e?? .. .
alors o 2,1)(@) < 011,1)({=5z)- Ainsi on obtient

coefficients

_eZZ

A1) (f —¢) = A€ e?)=0#1=0p (1

).

— eZ
Des Théoremes 3.6 et 3.7, si ¢(z) = z, nous avons les corollaires suivants.

Corollaire 2.1 ([17]) Sous les hypotheses du Théoreme 3.6, si @(z) = z. Alors toute solution
[ #0 del'équation (2.3), ona

X[la+1,q] (f’ -2)= X[;a+1,q] (f// -2)

X[ln+1,q] (f(i) —2)=0[p+1,q(f)
o(Ap).

X[p+1,q] (f - 2)

Corollaire 2.2 ([17]) Sous les hypothéses du Théoreme 3.7, si ¢(z) = z, alors pour toute so-
lution méromorphe f #0 de I'équation (2.3), on a

X[P+l,6]] (f(l) —-2)= )\[P+l,q] (f(l) —2)= Olp+1,q] (Ay), (i €N), avec f(O) - f

3 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1 ([22]) On suppose que f # 0 est une solution de l'équation (2.3). On pose g =
f—, alors g vérifie l'équation suivante

8N+ AL 18"V Agg=—lpW + Ar19* TV + o+ Agql. (2.4)

(k)

Preuve. Comme g = f —, alorsona g% = f& — p® et donc fF = g® 1 ¢ et en rem-

placant dans I'équation (2.3), on trouve
g® 1+ o® r A, (g(k—l) +(p(k_1)) + A2 (@ 2 + % D)1 4 Ay (g +¢) =0,
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donc

8% + Ak 18% 7V + Ap28% P 4+ Aogl+ 0 + AL 19F D+ AL 2.

-+ Agp=0.
Alors
X + A 18"V + Ar g P+ 4 Agg = [P + A1 9* TV + AL F T 1 Agepl,

d’ou le resultat. m

Lemme 2.2 ([22]) On suppose que f # 0 est une solution de I'équation (2.3), on pose g =
f' — @, alors gy vérifie l'équation suivante

gP+ui g V1 Uig = —l0® + U 0%V 4+ U@l (2.6)
R / A, .
OuU} =A +A - 2A 1, [=0,1,. k- LetAg=1.
Preuve.
Comme g; = f —, alors f =g, +¢, d’'ott
fFED = gt 4 b, (2.6)

On dérive I'équation (2.3), on obtient

FEY+ @ @Y+ A1 @ D) + A, @ F 5P + A2 fF) + -

e+ (AR f +AL@ )+ (A2 f+Ag(2) ) =0,

et par suite ,
FEY LA @ + (A (@) +Ak_2 (@) fE D+

c+ (A} (2) +Ag(2) f +Ay(2) f =0. 2.7)

On peut écrire I’équation (2.3) sous la forme

1 ,
f= WEl FP + A1 @ f* Vv AL (D f). (2.8)
0

En remplacant (2.8) dans (2.7), on obtient

FED LA (2 f0 4 (A’k_l(z) +Ar2(2) fED 4y (A/1 (2) +Ag(2) [

' 1 '
+A,(2) —m(f(k)+Ak—1(Z)f(k_l)+"'+A1(Z)f) =0,

c’est a dire

FEY LA @R+ (AL (2 +Ar2(@) FE D 1o+ (A (2) + Ap(2) f

A gy B2 (o) Ay(2) :
— A, ———— A =0,
Ao2) Ao(2) -1 f A2 1(2) f
d’ ou
Ay (2) , Ay (2)
(k+1) _ 0 (k) _ 0 (k-1)
P+ Ak-1(2) el [P+ (A2 +Ar_2(2) AO(Z)Ak_l(Z) f
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+[A () +A (z)—MA @|f =0 (2.9)
! T A e '
En remplacant (2.6) dans (2.8) on trouve
A/
g9 +® +|Ar_1(2) - A E ; (gF Y + kD)

l A,
| Apo1 (@) +Ag2(2) — k )Ak_ (2) (g(k 2 1 k-2
Ao(2)

(A @+ (z)—A;’(Z)A @ | (g +¢) =
1 0 A2 1 8§1t¢P)=
Alors
A, (2) , Ay(2)
(k) 0 (k-1) (k=2)
_ - + 1A +A_ - Ag_

81 Ag-1(2) AO(Z))gl 1 (2) + Ap-2(2) Ao(2) k ())

+[Al (2) + Ag(z) = =2 Z)A (2)| g1+
1 0 Ao(2) 1 &1
Ay(2) , Ay (2)
® 4 (A (2) - k=D 4 (A, (2) +Ar_2(2) — LA 1(2) | k2
P k-1 Ao @) k-1 k-2 Ao@) k-1 ¢
@)+ Ao(2) — 2D A2
+ zZ)+ <) — V4
1 0 Ao2) 1 ¢
si on pose
L Ay .
Uj:Aj+l+Aj—A—0Aj+1, avec j=0,---,k—1l.etAr=1
on trouve
gik)"'Uk 1g(k Dt ""U(l)gl:_[(P(k)+Ullc—1‘P(k_l)+"'+U(l)(P]-
| |

Lemme 2.3 ([22]) On suppose que f # 0 est une solution de l'équation (2.3). On pose g» =
f —w, alors g, vérifie 'équation suivante

gP+02 g Vi v Uig=—[e® +UZ_ %V +...+ Ulg), (2.10)

!

OuU?:Ulj+l+U]_?TgU]'Fl?]:Oy].)-.-,k_].etUl];::]_-

Preuve. ,
Comme g, =f —, alors gék) = fU+2 _ 0 d'onr
f(k+2) gék) (P(k) (21 1)
On dérive I'équation (2.9), on trouve
fE2 LUl @f P+ Ul @)+ Ul L@V Ul L@ )+
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+U @ f +UlfP+U) (2 f +Uaf =0,
et par suite

FEP 10 @F Y+ UL (@ + UL, (@) P + (U2 + U (@) f %) +

+ (U} @+ UL f +UL (2 f =0, (2.12)
On peut écrire I’équation (2.9) sous la forme

f=- Tl )(f(k“)+Uk (@f® 1. 1ulfh, (2.13)

en remplacant (2.13) dans (2.12), on obtient
FEP LU @F 5 + (UL (@ + UL, (@) P + (U0 + Up (@) f %) +

+(U}'(z)+Ug(z))f”+U})'(z)( U@ VUl (2 f P+ .+U}(z)f”)):0,

d’ou

Ull , Ul’
FED Ul (- =2 | pkn lJi_l(z)4—[Ji_z(z)—-—J%Eleji_l(Z) Fo
U, 0(2)

: Us (2)
+|Uj_p(2) +Up_3(2) - Uol—(z)U,lc_z(z)) FED
0

/ Ul/(Z) i
+|U] (z)+Ué(z)—%U%(z))f =

On pose

1/
U2=U.,  +Ul- Yo LUl j=01..k-letUl=1
j_ ]+1+ ] ]+1; ]_ yLysesy et k— >

0
on trouve

fED02 (@ f Y12 (2 fP s+ 0B f =0,

(2.14)
en remplacant I’équation (2.11) dans (2.14) on trouve

gék)+(p(k)+U (Z)(g(k 1)+(p(k_1))+U (Z)(g(k 2) (k—Z))
+--+Us(2) (g2 + ) =0,
d’ou1
UL g 44 gl 407 g

4+ Ul
|

Lemme 2.4 ([22]) On suppose que f #0 est une solution de l'équation (2.3), on pose g3 =
f® —, alors g3 vérifie l'équation suivante

g +Ul_ g V4 + Ulgs = -0 + U 05V 4+ U, (2.15)
S TT13 2! 2 2 _
ouU U]+1+U.— ° ]+1'] 0,1,. k—letUk_
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Preuve.
Comme g3 = f® — ¢, alors gék) = [+ _p

f(k+3) g?()k) ) (2.16)
On dérive I'équation (2.14), on obtient

FE 4 U @+ U 2 f5) + (U, fP + UL, 5 ) + -

&) d’otr

+U% (2 P+ U0 fP +UZ (2 f +U2(2)f9 =
d’ ou

FEI 403 @ %P + (U () + U, (@) f S + (U7, (2) + Ug_5 () f 0 +

+(U¥ 2+ U022 P+ U2 (2 f =0. 2.17)
On peut écrire I'équation (2.14) sous la forme
n 1
f ="+ 0L @f Y+ 1 0T ). (2.18)
Ug(2)

En remplacant (2.18) dans (2.17), on obtient
FEI U2 () fR2 1 (U2 (2)+ U2, (2) 4D

+(U2'_2(z) + U2 @) f® 4+ (U (2) + UR(2) fO

+U(2)’ (2) ( U2( )

f(k+2)+U (Z)f(k+1)+...+U%(z)f(3))):0,
alors /

U3 (2)
U3 (2)
u? Up (2)
U0 (2)

, UZ (2)
u? U? -0
+( k—2(8) +Up_3(2) U2 K

(U2 L@ +U% ,(e) - ——U?_,(z ))f"””

202 (2 ))f(k)

) U2 (2)
U? U(z)-—2"U
+ ( 1 (2) +Ug(2) U(Z) 2

%(Z)) f(3) =0

On pose
2/

/ Ug
U U2 1+U2—U_U§+1»]:O»L---,k—lel‘Ui:l,
0

on trouve
fEI+03 (@ fFP+ 03 (fF Y+ + U2 fP =0. (2.19)
En remplacant ]’équation (2.16) dans (2.19) on trouve
gék)+(p(k)+U3 (@8} (k=1 | k= 1))+U3 (D (k-2) | o(k-2))
+ --+U0(z)(g3+cp)= )
d’ou

g+ UL g e+ Ui =—l9W + UL 0"V + 4+ UGyl
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Lemme 2.5 ([22]) On suppose que [ #0 est une solution de l'équation (2.3), on pose g; =

9 —, alors g; vérifie l'équation suivante

(k)

g +UL_ lg(’“ Vi1 Uigi==1o® +UL_ 0"V +- -+ Ufgl,

ouU‘ ui- 1+U’ 1_

o i J=0 L. k-letU;"! =

Preuve.
On montre le Lemme 3.5 par réccurence.
Pouri=1,dapresle Lemme 3.2, g1 = f - o vérifie 'équation (2.20).
Pouri=n+1.
On suppose que g, = f"” — ¢ vérifie I'équation (2.20), alors on a

g,(qk)+Uk 1g(k Uy +Uggn:—[(p(k)+U,’C’_1(p(k_D+---+U(',1(p],
avec U” U;ZHII U;.l_l U” 1U7+11,j:0,1,...,k—1 etUl’Cl‘lzl
Comme g,=f" — ¢, alors g = f® — ® ainsi
k) _ (k k
f( )_gl(l) (P( )

I'équation
gl(’lk)+Ul’cl 1g(k 1)+ Uggn:—[(P(k)+UZ_1(P(k_D"‘"""U(’JZ(P]»

est équivalente a I’équation suivante

(k=1) 4 k=D 4 ..

g® 1 o® +ur_ (gl +Ug (gn+¢) =0,

et en remplacant (2.22) dans (2.24), on trouve

donc il suffit montrer que g,,11= f (n+1) _ p vérifie I'équation (2.24).
Comme gp+1=f " — @, alors g, = fE++D _ o8 on obtient

ORI G
& TP

f(k+n+l)
On dérive I'’équation (2.25), on obtient

+(U]’;ll_2(Z)f(k+n_2) + U]l;:l_2 (Z)f(k+n_l)) NI

+UT (@ " + U2 £ + U () f P + U (2) f D =0,
d’ou

+(UZ’_2(z) + U;C’l_s(z))f(lwn—z) b

+ (U (2)+UN@) ™ + Ul (2) f7 =0
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On peut écrire I'’équation (2.25) sous la forme

£ - U”( ; FED U @ fFY 4 U R) D). (2.29)

En remplacant (2.29) dans (2.28), on trouve

+UT () + UL () fEHn=2 4.

+(UT (2) + U (2) f D+

+U8’(z)( THE) (F*Em+ug 1(z)f”””‘”+-~+U?(z)f"”)):o, (2.30)
alors /
U/ (2)
(k+n+1) n 0 (k+n)
+|U -
f k—l(z) U(I)’l(z) )f
, 7 (2)
+(U,’Z_1(z)+U,’C’_2(z) U”( )Uk [z ))f(k+n 1)
n' n n( ) (k+n-2)
+|{ U, (@) +U;_5(2) - U"( )Uk 5(2) f I
+ Un’(z)+Un(Z)—U(’;l,(Z)Un(Z) f(n+1):0 (2 31)
on pose
1 Un,
+
u? U?+1+U7 UnU7+1,]:0,1,...,k—letU,’C’:1,
on trouve

En remplacant (2.26) dans (2.32) on trouve
g;&@l"‘q’(k)"‘UnH(g;(z]ilD (k_l))+"'+U{l+l(g;1+1+(P’)+U(’)1+1(gn+1+q)):0’
d’ou
g + U g+ 4 U g = =[P + U @ Y 4+ U 1.
|

Lemme 2.6 ([17]) Soit f(z) une fonction entiere d’'ordre |p, q] vérifiant oy 4 (f) = 02. Alors
il existe un ensemble E c [1,+00) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € E,

ona
log, T(r, f)

=0y, rekE.
r—oco  log,r
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Lemme 2.7 ([17]) Soient Ay(z),A1(2),...,Ax_1(2) des fonctions entiéres d’ordre fini qui vé-
rifientmax{oy,q(Aj): j=1,2,...,k—1} =01 < 0p,q(Ag) <00, et soient

Ul=A", +A; AIOA-
jTha T WA

et
) i-1
i qyi-1 i-1_ Yo i1
Up=Uja U =g Uia
0

avec j=0,1,2,...,k—1,Ax = 1,U;'€‘1 =1 etieN. Alors il existe un ensemble E de mesure
logarithmique infinie tel que pour toutr € E

log m(r,U}) ___max)<j<k_{log, m(r,U")}
lim —— % O[p,q1(Ag) > lim ! P !
r—o00 logq r r—o00

1 =0;. (2.33)
0g, "
Preuve.

On démontre le Lemme 3.7 par réccurence. Premieérement, quand i =1 on a

!
!

A
Ul-:Aj+1+Aj—A—OAj+1,j:O,1,...,k—1etAkzl.
0

J

!/

Quand j =0, alors Ué = A,1 +Ap— i—gAl.

1 ! A0
Ao

!

1 A1y 0
C)UOZ—A1+A0——A1.
AL Ao
! A/
S Ul=Ag+A |+ -2,
A1 A

Donc on obtient

1 A Ay
m(r,Uy) = m(r,A1) + m(r,Ap) + m|r,— [+ m|r,— | +O(1). (2.34)
Ay Ag
De l'identité —Ag = A'1 - Ué — %Al’ on obtient
! A, 0
m(r,Ap) = m(r,A1) + m(r,Uy) + m|r, A +m|r,— | +0(). (2.35)
1 0

Quand j#0,j=1,2,...,k—1, et d’apres les définitions de U} on trouve

1 Aj+1 A,0
m(r,Uj)Sm(r,Aj+1)+m(r,Aj)+m T, +m|r,—|+0(). (2.36)
Ajir Ag

Comme Aj(z) sont des fonctions entieres avec max{oy,4(A;) : j =1,2,...,k—1} <
O[p,q(Ag) < oo alors d’apres le Lemme 3.6, il existe un ensemble E < [1, +oo[ de mesure
logarithmique infinie et tel que pour tout r € E, on a

m(r,Aj) =o(m(r,Ag) (j=1,2,...,k—1).
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De cette équation et de I’équation (2.36), on trouve pour tout r € E

max {m(rU )} < max {m(rA )} + o(m(r,Ap))
1<sj<k-1 1<sj<k-1

+O(og(rT(r, ) +0(1). (2.37)

D’apres (2.41), (2.42), (2.44) et Lemme 3.6, Alors il existe un ensemble E c [1, +oo[ de
mesure logarithmique infinie tel que pour tout r e Ec [1,+0o[ on a

log,, m(r, Uy)

li = A
S log, r O p,q1(Ao)
—_maxj<j<k-1{log, m(n A} maXi<j<k- 1{log,, m(rU )}
> 0p=lim = lim
r—o00 logq r—00 logq

Maintenant, supposons que (2.33) est vraie, pour i < n, n € N, donc il existe un en-
semble E de mesure logarithmique infinie tel que pour r € E

. logpm(r,Ug)
Opp,q1(Ao) = Th—EEOIOg—r
q

—max<j<k-1{log, m(r, U")}

> lim =0]. 2.1)
r—oo logq

On démontre que (2.33) est vraie pour i =n+ 1. Comme i = n+ 1, alors on a
n/

u
1
Uit =U, + U7 - FU7+1’

n

avec j =0,1,...,k—1;U} = 1. Quand j =0, on a U(’}+1 =U+U] - ?J—O,LU{" Alors on
0
obtient

Un/ Unl
m(r, U < m(r, U + m(r,UH + m|r, )+m(r —)+O(1) (2.40)
Uy Uy
Comme -U[ = U?/ - U(’}“ - I[J]—%,U?, alorson a
Un/ Unl
m(r,UM < m(r, UMY + m(r,U" + m|r, Uon ) + m( ur ) +0(1). (2.41)

uan ,delaadéfiniionadeU” *,7=1,2,...,k—1et =1,ona
Quand j #0, de la définiti dU]"“j 1,2,...,k-1letU}=1
m(r, U < m(r,UY, )+ m(r, U7

!/
v,
n

j+1
Des équations (2.39) — (2.42), il existe un ensemble E de mesure logarithmique infinie
tel que pour tout r € E

rU—%) +0(1). (2.42)

+m|r,

o

log, m(r,U*1) log, m(r,U")
lim —2 4 = lim—— % Op,q1(Ao)
r—0o0 log, r r—co  log,r

___max<j<k-1{log, m(r, U”)}

> 0p=lim

r—o0 logq
—__max;<j<k-1{log, m(r, U;?“)}
= lim ] , 1 €E.

D’ou, la preuve du Lemme 3.7 est compléte. m
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Lemme 2.8 ([17]) SoientH;(z) (j =0,1,2,...,k—1) des fonctions méromorphes de l'ordre
[p, q] fini.
Soit
— MaXj<j<k-1 {logp m(r, Hj)}
lim
r—-+oo logq r

=P,

si il existe un ensemble E, avec une mesure logarithmique infinie tel que
logp m(r,Hp)

lim

=0P2 > P, pour toutr € E;,
r—+o0o logqr 62 Bl P 1

alors toute solution méromorphe de l'équation
FO L FR D 4 H F 4 Hof =0, (2.43)
vérifie opi1,q(f) = Po.

Preuve. On peut écrire I'équation (2.43) sous la forme

(k) (k-1) (k-2) !
Hoz—(f—+Hk_1f +Hk_2f +--'+H1L),

f f f f

(2.44)

d’apres (2.44), on a
f(k) f(k—l) (k—-2)
m(r)HO): m(r)_(_+Hk—l +Hk—2
f f f

D’apres les proriétés de la fonction de proximité, on obtient

+---+H1f')).

(k-1)
f

+m(r,Hy_1)+m (r,

m(r, Hy) +e+m(nHif)+O(l)

IA
3
|

+ m(r,Hk_l

(k-1)

IA
3
|

)+---+m(r,H1)+m(r,f? +0(1)

IA
3
|

(k-1) f’ k-1
+m(r, )+---+m(r,—)+zm(r,Hj)+O(l). (2.2)
f f j:l

D’apres le lemme de la dérivée logarithmique et (2.45), on trouve
k-1
m(r,Hp) < O(og(rT(r, /)))+ Z m(r,Hj), r ¢ Ep, (2.46)

=i

Ou E, c [1, +oo[ est un ensemble de mesure linéaire finie. D’apres les hypotheses du
Lemme 3.8, il existe un ensemble E; de mesure logarithmique infinie et d’apres la défini-
tion de 2, on obtient pout tout € > 0, il existe R > 1 tel que pour tout r >R, on a

m(r,Ho) > exp,{(B2 —€)log, r}.

On pose
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d’apres la définition de la limite, on a pour tout € > 0, il existe R > 1 tel que pour tout
r>R,ona
m(r,H;) < expp{(ﬁj +¢€) logq r},

donc
Bj<P1 < exp,iB;+e)log,r} <exp,{(p:+e)log,r}, (2.47)

d’apres (2.46) et (2.47) et d’apres les hypotheses de Lemme 3.8, il existe un ensemble
E; de mesure logarithmique infinie pour tout |z|=r € E; —E> on a

expp{(ﬁg —€) logq r} < O0@og(rT(r, )+ (k—-1) expp{(ﬁl +¢€) logq r}, (2.48)
et donc
log, exp,{(p2 —€)log, r} <log,{(OUog(rT(r, /))) + (k- 1) exp,{(B1 +€)log, }
(B2 —€)log, r = O(log,(logr +10gT(r, ))) + (k—1)(B1 +€)log, r + O(1),
et pour 0 < 2¢e <2 — 1, on trouve o[p+1,4(f) = P2. =

Lemme 2.9 ([9]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcandente et a > 1 une constante
donnée. Alors il existe un ensembleE; c [1,00) de mesure logarithmique finie et une constante
M > 0 qui dépend uniquement dea et (m, n), (m,n € {0,..., k} avec m < n tels que pour tout
z=|r|¢[0,11UE7, ona

f(n) (2)
f(m) (2)
Lemme 2.10 ([17]) Soit f (z) une fonction entiere d’ordre[p, q] vérifiant o q(f) = 0, T(p,q (f) =

1,0<0<00,0< T <00.Alors pour tout p < Tt donné, il existe un ensemble E4 c [1,+00) de
mesure logarithmique infinie, tel que pour toutr € E4, ona

=M

n-m
(T(ar, /) log®r)logT (ar, f) .

log, M(r, f) > p(log,_, r°.

Lemme 2.11 ([17]) Soient Ay(z),A1(z),...,Ar_1(z) des fonctions entieres d’'ordre |p, q] fini
qui vérifiemax{op,q(Aj): j=1,2,..., k= 1} = 0[p 41 (Ag) = 02 < 00,

et max{‘r_[p,q] (Aj)lo[p,q] (Aj) = 0p,q1(Ag) > 0: j=12,...,k-1}=11 < Tip,q1(Ao) =T et
soient U},U;, cités dans le Lemme 3.7. Alors pour tout €(0 < 2e < T — 11) donné, il existe un
ensemble Es de mesure logarithmique infinie tel que

|Ui| < exp, (11 + ©)log,_, N, [UY] = exp, (11 ~e)log,_, 1™, (2.49)

aveci=1,ieNetj=1,2,...,k-1.

Preuve.
On démontre le lemme en utilisant la démonstration par réccurence.
(1) En premier, on démontre que U;. (j=0,1,...,k—1) vérifie (2.49) quand i = 1. D’apres

e / Al . / Al
ladeﬁnltlondeU}:A].+1+A]-—A—3Aj+1 (j #£0) etU1:A1+AO—A—gA1,ona
;A
US| = 1Agl—|A, — —2A;
Ao
/ Al
> |A —)A ‘—A g
[Aol 1| — 1Al Ao
Ay Ay
= Aol = IA1l|—|—=IA1l|—]|,
Ay Ag
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d’ou

A/
|Ug| = 180l = 1AL 1 { || + |2 | (2.50)

Al Ao

A/. A

1 0 .
Ul«‘s Ajl+|A; 22, i=12,. k-1, 2.51
U] =12l |]+1|(Ajﬂ ] 251

D’aprés les Lemme 3.9, Lemme 3.10 et (2.50) — (2.51), pour tout €(0 < 4e < T — 1), il
existe un ensemble E5 de mesure logarithmique infinie tel que

|Ué| > —2Mexpp{(T1+ )(logq 1r)(’z}(T(2r,A0))

+exp, {(T - E) (log,_, r° },

= —ZMepr{(T1+ =) tog,, 1) }(epr{(02+ )(loqur)GZ})Z
+exp, {(1- ) Gog, 1 N7} = exp, {( - 5] dog,, 7},
et
Ul = 2Mexp, {(v1 + ) dog, 12} (T2r A0

+expp{(‘r+—)(logq_1r) 4,
2Mexpp{(11+ )(logq 1 N° }(expp{(02+ )(loqur)Gg})z

+expp{(rl+ )(logq ) 2} Sexpp{(rl+ )(logq 1r)(’z} j#0,

IA

avec M > 0 une constante, pas nécessairement la méme a chaque fois.
(2) Maintenant, on montre que U;. (j=0,1,..., k—1) vérifie (2.49).

. , . Ull
Quand i =2. D'apres U2 = Ul + U} - 5rU] et
0

1/

1 1_U 1 _ _ 1_
U U 1+U U_U ]—0,1,...,k I,Uk—l,
0

Jj+1
on obtient
(.o
U] = [Us| = U] { | =7 |+ =1 | | (2.54)
ull |ul
Ul_'_1 Ull
2| <[Ul| +ula| [| =52+ 23] | 7= 120 k-1 (2.55)
Uj+1 UO

D’apres les conclusions de (1) et le Lemme 3.9 et le Lemme 3.10 et les équations
(2.64) — (2.63), on obtient pour tout |z| =r € E5

|u3| = 2Mexpp{(11+ )(logq 1 ° }(expp{(02+ )(loqur)})
+expp{(r—§)(logq_1r) }Zexpp{(T—e)(logq_lr) },
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et
‘Uﬂ < 2Mexpp{(rl+ )(logq 1 n° }expp{(02+ )(loqur)}
+expp{(T1+ )(logq 1r)"Z} 2.3)
< expp{(11+s)(logq_1r)°2},];c’O.

(3) Supposons que (2.49) est vraie pour i < n,n € N, c’est a dire, pour tout €(0 < 4¢ <
T — 1) donné, il existe un ensemble E5 de mesure logarithmique tel que

|Ul| < exp, {(r1 + e)log,_ 1), [Ud| = exp,{(x —€)log,,_, N}, (2.58)
aveci<n, j=1,2,....k—-1.
De Uy = Ul +UJ - U et U1 = U + U7 UnU]H (j=1...k=1),U'=1,0na
n/ Unf
et = Jug] - o] |2+ [ 28], 259)
U” Uy
et ,
u? u”
)U”“ ‘U” (U el I e I TR I S S (2.60)
j+1 u”r ur
Jj+l1 0

Alors, d’apres le Lemme 3.9 et Lemme 3.10 et (2.58) — (2.60), pour tout |z| =r € Es on a

’U}?“ < 2Mexpp{('r1+s)(logq1 )02}(expp{(02+ )(loquF)})
+ epr{(Tl +€) (logq—l r)°2} (2.4)
= exp,{(t1+2¢)(log,_, N, j#0,
et
gt = —2Mexpp{(T1+€)(logq_1r)“z}(expp{(02+ )(longr)})z
+exp, {(1-e) log,_ "}
>

exp {(T —2¢) (log,,_, r)°2} )
D’ou la preuve du Lemme 3.11. =

Lemme 2.12 ([17]) SoientBy,By,...,By_1des fonctions méromorphes avec max{op 4(B;) :
j=1,2,...,k—1} =04 < G, (Bo) = 03 et 8(00, By) = lim, _.o, inf 222

T(rBy) > 0- Alors toute solu-
tion méromorphe f #0 de l'équation

FO LB f* D4 1B f +Bof =0, (2.62)

vérifie o (p41,q/(f) = 03,

Preuve. On assume que f(z) #0 une soluion méromorphe de I'équation (2.62).
On peut écrire I’équation (2.62) sous la forme

(k) (k-1) (k-2) !
Bo=- f—+Bk lf +Bk_2f + '-+B1L , (2.63)

oo N
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d’apres (2.63), on a

f(k) (k-1) (k-2)
m(r,Bo):m(r,—(—+Bk_1 +By_»

f f f

+~-~+B1f')),

donc

f(k) f(k—l) f’ k-1
m(r,Bo)Sm(r,—)+m(r, )+---+m(r,—)+ Y m(r,Bj)+0(1), (2.64)
f f ) =

d’apres le lemme de la dérivée logarithmique et (2.64) on trouve

k-1
m(r,Bg) <= O(og(rT(r, )+ Z T(r,Bj), r ¢ Eg, (2.65)
Jj=1

ol Eg c [1, +00] est un ensemble avec une mesure linéaire finie. D’aprés le Lemme 3.6,
il existe un ensemble E avec une mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| =1 € E,

ona
long(r, Bo)
lim ———— =03, r ¢ E.
r—co  log,r

La définition de
logp T(r,Bg)
lim ———

=03,
r—co  log,r

implique pour tout € > 0, il existe R > 1 tel que pour tout r > R, on a
T(r,Bo) > exp,{(0s —¢€)log, 1}, (2.66)

et la définition de
.. .m(r,Bg)
lim inf =

r=+oo " T(r,Bp)
implique pour tout € > 0, il existe R > 1 tel que pour tout r > R, on a

)

m(r,Bg) > (T(r,Bp))(d —¢). (2.67)

Comme 6(oc0, By) > 0, alors pour tout €(0 < 2e < min{6, 03 —04} donné et pour tout r € E
et d’apres (2.66), on obtient

m(r,Bg) = (8 —¢) expp{(og —€) logq ri. (2.68)

Onpose Bj =04 (B;j), Vj=1,2,...k—1,onaB; <max{o,.,B;),j=1,2,...,k-1} =
04<03.
Alors d’apres la définition de

-_long(r,B]-) )
B] :U[p,q](Bj) :l‘ll’rgol()g—r :O'g’v‘] = 1,2,...](:— 1,
q

on obtient, pour tout € > 0, il existe R > 1 tel que pour tout r >R, on a
T(r,Bj) < epr{(O'g +¢€) logq ry, Vj=1,2,...k-1. (2.69)
D’apres (2.65) — (2.68) et (2.69), on a

(6—¢) epr{(O'g —€) logq r} <= O(log(rT(r, )
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+(k—1)exp,{(os+e)log, r},r e E—Eg,
ce qui implique

lo r lo T(r, ) log (k—1)
(o3—€) =0O( 8p+1 + 8p+1 f)+(04+e)+gp—

log, r log, r log, r

+0(1), (2.70)

avec r € E—Eg. D’apres la relation (2.70), on trouve (41,41 (f) 2 03 =01y 4/(Bp). =

Lemme 2.13 [17]
Soient Bj(z) j =0,1,...k -1 des fonctions méromorphes d’ordre p, q]. S'il existe des
constantes positives o, P3, P4(0 < B3 < P4) et un ensemble logarithmique infinie tels que

rnax{|B]-(z)|,j =1,2,...k—1} sexp,{ps(log,_, r) s},
et
IBo(2)| = exp , {palog,_, 1)}

pour tout |z| = r € Eg. Alors toute solution méromorphe f #0, de l'équation (2.62) vérifie
0'[p+1,q] (f) = 05.

Preuve.
On assume que f #0, est une solution méromorphe de I’équation (2.62). Donc on peut
écrire 'équation (2.62) sous la forme

foalr
Alors (k) k ()
_1 ]
IBol < fT +-21|Bj| fT : (2.71)
]:

D’apres le Lemme 3.9, il existe un ensemble E; de mesure logarithmique finie tel que
pour |z| =1 ¢ E7, on a

() .
‘fT <M[Ter, N, j=1,2,...,k (2.72)

avec M > 0 une constante. D’apres (2.71) et (2.72) et d’apres les hypotheéses du Lemme
3.13, pour tout |z|=r € Eg—E7,ona
k
exp,{pslog,_, 17} = Mk [T, f)]2 exp,{ps(log,_, 1}, (2.73)
comme 0 <3 <Pg4et(2.73),0na op41,4/(f) Z205. =

Lemme 2.14 [17]
Soient Ay, A1,...,Ax—1,F # 0 des fonctions méromorphes, si f est une solution méro-
morphe de l'équation
FOra @ f*% V4. A f=F

qui vérifiemax{op,q (F),0(p,q(A;): j=0,1,...,k =1} <Op,q (f), alors

S 1p,q1 (F) = Aip,g1 () = A,y ()

Lemme 2.15 ([17]) SoientA;(z) (j=0,1,...,k—1) des fonctions entieres vérifiantsmax{op 4)(A;) :
j: 1,....k-1} < O'[p,q](A()) < oo, et

I’IlaX{T[p,q] (Aj)|0[p.q] (Aj) = G[p,q] (Ao) >0} < T[p,q] (Ao).

Alors toute solutions non triviale f de l'équation (2.3) vérifie

Op+1,q] (f)= O(p,q) (Ao).

33



CHAPITRE 2. CROISSANCE ET OSCILLATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS MEROMORPHES D’ORDRE [PQ)]

4 Preuve des Théoremes

4.1 Preuve du Théoréme 3.6

On consideére deux cas. Casl.

Supposons que max{o(p,q(A;j): j=1,2,...,k— 1} < 0p 4 (Ag) < oo.

(i) Premierement, on montre que X[pﬂ,q] (f =) =0 [p+1,q1(f). On suppose que f #0
est une solution de I'équation (2.3). D’apres le Lemme 3.15, on a 6 (p+1,4)(f) = 0p,q(Ao).
Posons g=f — . _

Comme 0(p+1,41(P) < O[p,q1(A0), alOrS O(p+1,41(8) = T(p+1,41(f) = T[p,q1 (Ao) €t A[p+1,41(8) =
A p+1,q1(f —¢). D’apreés le Lemme 3.1, on obtient que g satisfait I'équation (2.4). Posons

F= (p(k) + Ak_lcp(k_l) +---+ Ag.

Si F =0, alors d’apres le Lemme 3.15, on a 0[p+1,41() = 0[p,q](Ag), on obtient une
contradiction, alors F #0. D’apres le Lemme 3.4 et les hypotheéses du casl, on a

O(p+1,q1(F) =max{o(p+1,41(P), O[p+1,q) (Ag)} = max{op+1,41 (), 0}.
Comme 0[p+1,4)(P) < 0(p,q(Ag), alors
max{o(p+1,q)(F),0p+1,1(A)) 1 j=0,1,2,..., k= 1} <O [p+1,q (f).

D’apres le Lemme 3.14, on trouve

Nip+1,q1(8) = Mp+1,1(8) = Op+1,41(8) = O p,q1 (Ao).

Donc, on obtient
Np1,a1(f = @) = Npe1,g1(f = @) =0 1pe1,9/(F) = O (p,q1 (Ao).

(ii) Deuxiément, on prouve que X[pH,q] (f' — ) =0[p+1,4)(f). Posons g = f’ —, alors
Op+1,41(81) = Op+1,q1(f) = O[p,q/(Ag). D’apres le Lemme 3.2, on obtient que g; satisfait
I’équation (2.5) posons

(k=D | ..

Fr=¢®+U;_ 0 +Ugo,

ol U} (j=0,1,...,k—1) définit le Lemme 3.2. Si F; =0, par Lemme 3.7 et Lemme 3.8, on
a 0[p+1,q1(P) = 0(p,q(Ag), ainsi on obtient une contradiction avec 0(,+1,4 () < 0[p,4(Ag).
Donc F; #0.

D’apres la définition de U} (j=0,1,...,k—1), on trouve G{p+1,q) (Ujl.) < Op+1,q/(A))
(j=0,1,...,k—=1) Op+1,q F1) < max{op+1,4](@®), O (p+1,q] (U}) :j=0,1,...,k—1}. Comme
Op+1,q1(P) < O[p,q1(Ao) et max {T(p+1,41(F1), O[p+1,9] (U}) :j=0,1,....,k=1} < Op,q(Ag) =
O[p+1,41(&1). D’apresle Lemme 3.14, on obtientA(y41,4] (f’—(p) =Ap+1,q] (f’—(p) =0p+1,q(f).

(iii) On prouve que Ajp+1,4(f) =) = 0ps1,q(f) (i =2,i € N). Posons g; = f — ¢,
alors 0(p+1,41(8i) = O(p+1,q1(f) = O[p,q1(Ag). D’apres le Lemme 3.3, nous avons g; satisfait
I’équation (2.20). posons

Fi=o® Ul o® D 4. Ulg,

ou U;'. (j=0,1,...,k—1) dans le Lemme 3.3. Si F; =0, par le Lemme 3.7 et Lemme 3.8,
on a op+1,4)(P) = 0[p 4 (Ag), une contradiction avec 0 (p+1,4)(P) < 0p,41(Ag). Donc F; #0.
D’apresle Lemme 3.14, on obtientX[qu] (fD—¢) = Aip+1,q] (fD—¢) = Op+1,q/(f). Cas2.

34



CHAPITRE 2. CROISSANCE ET OSCILLATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS MEROMORPHES D’ORDRE [PQ)]

Supposons que max{op,q(Aj): j=1,2,...,k=1} < 0p,q(Ag) <00, et max{T(p 4 (Aj)|0p,q (A}) =
O(p,q] (Ag) >0} < Tip,q (Ag).

(i) Montrons que X[p+1yq] (f =) = 0[p+1,q1(f). On suppose que f #0 est une solution
de (2.3) .D’apres le Lemme 3.15, on a 0[p+1,4(f) = 0[p,q1(Ag) > 0. Posons g = f — .

Comme ¢ # 0 est fonction entiere satisfait (11,4 (@) < O(p 4)(Ag), alorsonacy11,4(g) =
Op+1,q1(f) = Op,q1(Ag) €t Ajp+1,41(8) = Ajp+1,41(f — @).par le Lemme 3.1, on obtient que g
satisfait 'équation (2.4).

Si F =0, alors d’apres le Lemme 3.15, on a 0[p+1,41(®) = 0[p,41(Ag), on obtient une
contradiction, alors F #0. Sous les hypothéses du Cas2, on obtient

max{o(p+1,q(F),0(p+1,q1(Aj): j=0,1,...,k =1} < O[p+1,41(8) = [p,q1 (Ao).

Du Lemme 3.14 (ii),on a
Np+1,g1(f = @) = Aps1,91(f = 9) = O 11,41 () = Opp,q1 (Ao)-

(i1) Maintenant, on prouve que X[pH,q] (f,—q)) =0[p+1,q)(f). Posons g, = f,—(p, comme
Op+1,41(P) < O[p,q(Ag), alors on a 0(p+1,41(81) = O[p+1,41(f) = O[p,q1(Ag). D’apres le Lemme
3.2, on obtient que g satisfait 'équation (2.5). Si F; =0, par Lemme 3.11 et Lemme 3.13,
onaop+1,q () = 0[p,q(Ag), une contradiction avec o (p+1,4)(P) < O[p,41(Ag). Donc F; #0.

D’apres le Lemme 3.14, on obtient Ajp41,4) (f’ = @) = Ap+1,q] (f’ —@) = Op+1,q(f) =
O1p,q (Ag).

Similaire au argument de cas (1) (iii) (v) et en utilisant les Lemmes 3.1-3.11 et (2.3.13),
on obtient

Npr1g (FP = @) = A par,q (FD = 9) = 0 11,91 (f) = O(,q1(Ao), (i €N)

d’ot la preuve du Théoreme 3.6 est complete.

4.2 Preuve du Théoreme 3.7

D’apres les conditions du Théoreme 3.7, on peut facilement obtenir les conclusions
du Théoreme 3.7 en utilisant les mémes arguments comme dans le Théoréeme 3.6 et le
Lemme 3.12.
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Conclusion

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance et I'exposant de convergence des zé-
ros des solutions des équations différentielles linéaires a coefficients entieres ou méo-
morphes.

Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats sur I'exposant de convergence [p, g]
des zéros de f) — ¢ ,ot1 f est une solution de I'équation différentielle

FO 481 @V 4+ A f =0,

etA; (j=0,1,2...,k—1) sont des fonctions entieres ou méromorphes. On remarque
que ces équations sont peu étudiées car toutes leurs solutions ne sont pas toujours des
fonctions méromorphes. Une question naturelle se pose : Est-il possible d’obtenir des
résultats similaires lorsque les coefficients sont des fonctions analytiques ? et ces résultats
restent t-ils valabes dans le cas des équations différentielle non homogenes ?.
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