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Introduction

En mathématiques, et plus précisément en analyse complexe, la théorie de Nevan-
linna décrit la distribution asymptotique des valeurs d’une fonctions méromorphes, plus
précisément, pour une fonction méromorphe f d’une variable complexe, la distribution
des solutions de l’équation f (z) = a quand le nombre complexe a varie.

Si f est une fonction entière, cette distribution est comparable pour tous les a, sauf
peut-être un, à la croissance de la fonction, qui est décrite par logM(r ), où M(r ) = max

|z|=r

∣∣ f (z)
∣∣ .

La notion de croissance utilisée ne convient plus pour les fonctions méromorphes, qui
peuvent d’ailleurs avoir des pôles, le mathématicien finlandais Rolf Nevanlinna a définit
en 1924 un substitut adapté, appelé ”la fonction caractéristique de Nevanlinna” et prouvé
les premiers théorèmes correspondants. Cette théorie a été ensuite étendue à nombreuse
autres situations, telles que l’étude des équations différentielles complexes.

Dans cette direction, et en 1950-1960, H Wittich et ses étudiants se sont lancé dans
l’étude de certaines équations différentielles. Un des résultats important dû à Wittich
concernant la croissance des soluions des équations différentielles linéaires

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A0 f = 0, (1.1)

est le suivant : les coefficients A0, A1, . . . , Ak−1 sont des polynômes si et seulement si
toutes les solutions de l’équation précédente sont des fonctions entières d’ordre de crois-
sance fini. Plusieurs mathématiciens ont étendu le résultat ci-dessus, en supposons que
les coefficients A j sont des fonctions entières ou méromorphes. L. Kinnunen ([15]) et J. Tu
([20]) ont étudié la croissance des solutions de l’équation (1.1) individuellement quand les
coefficients sont des fonctions entières d’ordre itératif fini.

O. P. Juneja G.P. Kopoor, S.K. Bajpai ([12],[13]) ont étudié quelques propriétés des fonc-
tions entières d’ordre [p, q], et ont obtenu quelques résultats intéressants.

Notre but dans ce mémoire est d’utiliser les concepts des fonctions entières d’ordre
[p, q] pour étudier les points fixes des solutions des équations différentielles linéaires
complexes.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, on citera quelques
notions sur la théorie de Rolf Nevanlinna et les définitions nécessaires pour notre travail.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de l’exposant de convergence [p, q] de
f (i ) −ϕ, où f est une solution de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A0 f = 0,

et ϕ est une fonction à petite croissance.
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Chapitre 1

Element de la théorie de Nevanlinna

Notre objectif dans ce chapitre est de donner les définitions de base de la théorie de
Nevanlinna les fonctions méromorphes..

Définition 1.1 Une fonction méromorphe est une fonction holomorphe dans tout le plan
complexe, sauf éventuellement sur un ensemble de points isolés dont chacun est un pôle
pour la fonction. En pratique, on peut considèrer une fonction méromorphe comme le quo-
tient de deux fonctions entières .

Example :
Les fonctions sin(z)

z et 1
cos(z) sont des fonctions méromorphes.

1 La formule de poisson-Jensen : La naissance de la théorie
de Nevanlinna

Théorème 1.1 ([5],[10]) Soit f (z) une fonction méromorphe dans le disque |z| ≤ R (0 <
R <∞) et soient a j ( j = 1,2, . . . ,m) et bk (k = 1,2, . . . ,n) respectivement, les zéros et les pôles
de f (z) dans |z| < R, chaque zéros et pôles étant comptés selon leurs multiplicités. Si z = r e iθ

est un point dans |z| < R distinct de a j et bk alors

log | f (z)| =
1

2π

2π∫
0

log | f (Re iφ)| R2 − r 2

R2 −2Rr cos(θ−φ)+ r 2
dφ

+
m∑

j =1
log

∣∣∣∣R(z −a j )

R2 −a j z

∣∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣∣R(z −bk )

R2 −bk z

∣∣∣∣∣ (1.2)

Preuve. On pose

F(ζ) = f (ζ)

n∏
k=1

R(ζ−bk )

R2−bKζ

m∏
j =1

R(ζ−a j )

R2−a j ζ

. (1.3)

Alors F(ζ) n’a pas de zéros et de pôles dans |z| ≤ R et donc elle est analytique sur |z| ≤ R.
Choisissons une branche analytique de logF(z) dans |ζ| ≤ R et en utilisant la formule

de poisson, nous avons

logF(ζ) =
1

2π

2π∫
0

logF(Re iφ)
R2 − r 2

R2 −2Rr cos(θ−φ)+ r 2
dφ.
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CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THÉORIE DE NEVANLINNA

En prenant les parties réelles et en utilisant Re(logF(ζ)) = log |F(ζ)|, nous obtenons

log |F(ζ)| =
1

2π

2π∫
0

log
∣∣∣F(Re iφ)

∣∣∣ R2 − r 2

R2 −2r Rcos(θ−φ)+ r 2
dφ. (1.4)

Des équations (1.3) et (1.4), on trouve

log
∣∣ f (ζ)

∣∣ =
1

2π

2π∫
0

log
∣∣∣F(Re iφ)

∣∣∣ R2 − r 2

R2 −2Rr cos(θ−φ)+ r 2
dφ

+
m∑

j =1
log

∣∣∣∣R(ζ−a j )

R2 −a j ζ

∣∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣∣R(ζ−bk )

R2 −bkζ

∣∣∣∣∣ . (1.5)

Ainsi, pour ζ = Re iθ et |a| < R, nous avons∣∣∣∣R(ζ−a)

R2 −aζ

∣∣∣∣ = 1,

ce qui implique que

log

∣∣∣∣R(ζ−a)

R2 −aζ

∣∣∣∣ = 0,

pour |ζ| = R et ainsi de la formule (1.4) on obtient : log |F(ζ)| = log
∣∣ f (ζ)

∣∣. De celà et de la
relation(1.5), on obtient

log
∣∣ f (z)

∣∣ =
1

2π

2π∫
0

log
∣∣∣ f (Re iφ)

∣∣∣ R2 − r 2

R2 −2Rr cos(θ−φ)+ r 2
dφ

+
m∑

j =1
log

∣∣∣∣R(z −a j )

R2 −a j z

∣∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣∣R(z −bk )

R2 −bk z

∣∣∣∣∣ ,

en particulier pour z = 0, on obtient

log
∣∣ f (0)

∣∣ =
1

2π

2π∫
0

log
∣∣∣ f (Re iφ)

∣∣∣dφ+
m∑

j =1
log

∣∣∣a j

R

∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣bk

R

∣∣∣∣ .

Définition 1.2 ([5][10]) Pour tout nombre réel x ≥ 0, nous définissons

log+ x = max(log x,0) =

{
log x si x ≥ 1
0 si 0 ≤ x < 1

.

Proposition 1.1 ([5]) 1. log x ≤ log+ x pour x ≥ 0;

2. log+ x ≤ log+ y pour x ≤ y ;

3. logx =log+ x− log+ 1
x ;

4.
∣∣log x

∣∣=log+ x+ log+ 1
x ;

5. log+ (
n∏

k=1
xk ) ≤

n∑
k=1

log+ xk ;
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CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THÉORIE DE NEVANLINNA

6. log+ (
n∑

k=1
xk ) ≤

n∑
k=1

log+ xk+ logn;

On définit maintenant les symbôles O et o.

Définition 1.3 ([16]) Soient f (r ) et g (r ) des fonctions définies sur [a,∞) avec f (r ) une
fonction complexe et g (r ) une fonction réelle et positive. On dit que f (r ) = O(g (r )) quand
r → ∞, s’il existe des constantes c,r0 telles que

∣∣ f (r )
∣∣ ≤ c

∣∣g (r )
∣∣ , ∀r ≥ r0.On dit que f (r ) =

o(g (r )), si f (r )
g (r ) → 0 quand r →∞.

Exemple 1.1 sin(r ) = o(r ), et tanh(r ) = O(1),r →∞.

En utilisant la formule de Jensen et les définitions citées ci-dessus, Nevanlinna a révo-
lutionné l’étude des fonctions méromorphes. Il l’a fait tout au long d’une série de publi-
cation en 1922-1925 à l’age de 26 ans.

Définition 1.4 ([5][16][23]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe
a, on désigne par n(t , a, f ) le nombre de racines de l’equation f (z) = a situées dans le disque
|z| ≤ t . Chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par n(t ,∞, f ) le
nombre de pôles de la fonction f dans le disque |z| ≤ t . Posons

N(r, a, f ) =

r∫
0

n(t , a, f )−n(0, a, f )

t
d t +n(0, a, f ) logr , a 6= 0,

N(r, f ) = N(r,∞, f ) =

r∫
0

n(t ,∞, f )−n(0,∞, f )

t
d t +n(0,∞, f ) logr,

m(r, a, f ) = m

(
r,

1

f −a

)
=

1

2π

2π∫
0

log+
1∣∣ f (r e iθ)−a

∣∣dθ, a 6= ∞,

et m(r, f ) = m(r,∞, f ) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣ f (r e iθ)

∣∣∣dθ

N(r, a, f ) est appelée fonction a-point de la fonction f dans le disque |z| ≤ R et m(r, a, f )
est dite la fonction de proximité de f . Ainsi, on peut définir la fonction caractéristique de
Nevanlinna T(r, f ) par la relation suivante

T(r, f ) = m(r, f )+N(r, f ).

Exemple 1.2 Soit f (z) = ez . Nous avons n(t ,∞, f ) = 0, car f n’admet pas de pôles. D’où
N(r, f ) = 0.De plus, on a

m(r, f ) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣er eiθ

∣∣∣dθ,

=
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣er cosθ

∣∣∣dθ,

=
1

2π

π
2∫

−π
2

r cosθdθ =
r

π
,

6



CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THÉORIE DE NEVANLINNA

par conséquent

T(r, f ) =
r

π
.

Exemple 1.3 Soit f (z) = ean zn
, avec an est un nombre complexe non nul.

Posons an = |an |e iθ,z = r e iθ. Alors∣∣ f (z)
∣∣ = e |an |r n cos(nθ+ϕ),

par conséquent

m(r, f ) =
1

2π

2π∫
0

log+ e |an |r n cos(nθ+ϕ)dθ.

Par un changement de variable, u = nθ+ϕ, on obtient

m(r, f ) =
1

2πn

ϕ+2πn∫
ϕ

log+ e |an |r n cosudu

=
1

2πn

2πn∫
0

log+ e |an |r n cosudu

=
1

2π

2π∫
0

log+ e |an |r n cosudu

=
|an |r n

2π

π
2∫

−π
2

cosudu =
|an |
π

r n

comme f est entière, alors

T(r, f ) = m(r, f ) =
|an |
π

r n .
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CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THÉORIE DE NEVANLINNA

2 Premier Théorème Fondamental de R. Nevanlinna

Théorème 1.2 ([5][16][23]) Soit f une fonction méromorphe et soit

f (z)−a =
∞∑

i =m
Ci zi ,Cm 6= 0,m ∈Z, a ∈C,

le développent de laurent de f −a à l’origine. Alors

T

(
r,

1

f −a

)
= T(r, f )− log |Cm |+ϕ(r, a).

où ∣∣ϕ(r, a)
∣∣≤ log2+ log+ |a| .

Remarque 1.1 Le premier théorème fondamental de R.Nevanlinna peut être formulé comme
suit

T

(
r,

1

f −a

)
= T(r, f )+O(1), (r →∞)

pour tout a ∈C.

Preuve. Soit h(z) = f (z)−a, alors N(r,h) = N(r, f ). Comme

log+ |h| = log+
∣∣ f −a

∣∣≤ log+
∣∣ f

∣∣+ log+ |a|+ log(2),

et
log+

∣∣ f
∣∣ = log+

∣∣ f −a +a
∣∣≤ log+

∣∣ f −a
∣∣+ log+ |a|+ log(2),

alors l’intégration de ces inégalités donc

m(r,h) ≤ m(r, f )+ log+ |a|+ log(2),

et
m(r, f ) ≤ m(r,h)+ log+ |a|+ log(2).

Donc
ϕ(r, a) = m(r,h)−m(r, f ),

vérifie ∣∣ϕ(r, a)
∣∣≤ log+ |a|+ log(2).

Maintenant, en appliquant la formule de Jensen à h nous obtenons

T

(
r,

1

h

)
= T(r,h)− log |Cm |
= m(r, f )+N(r, f )− log |Cm |+ϕ(r, a)

= T(r, f )− log |Cm |+ϕ(r, a).

Proposition 1.2 ([5][16]) Soient f , f1, · · · , fn des fonctions méromorphes et, a,b,c,d ∈ C
telles que, ad −bc 6= 0.Alors

1. T

(
r,

n∏
k=1

fk

)
≤

n∑
k=1

T(r, fk ), n ≥ 1

2. T(r, f n) = nT(r, f ),n ∈N
3. T

(
r,

n∑
k=1

fk

)
≤

n∑
k=1

T(r, fk )+ log(n), n ≥ 1

4. T
(
r, a f +b

c f +d

)
= T(r, f )+O(1) en supposant que f 6= −d

c .

Pour avoir plus finement la croissance des fonctions entières et méromorphes, on est
amené à définir l’ordre, le type et l’exposant de convergence.
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CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THÉORIE DE NEVANLINNA

2.1 L’ordre, type et l’exposant de convergence d’une fonction méromorphe.

Définition 1.5 ([5][10][16]) Soit f une fonction méromorphe alors l’ordre de croissance de
f est défini par

σ( f ) = lim
r→∞

logT(r, f )

logr
.

Si f est une fonction entière, alors l’ordre de cette fonction est défini par

σ( f ) = lim
r→∞

loglogM(r, f )

logr
.

Où M(r, f ) = max
|z|=r

∣∣ f (z)
∣∣ .

Exemple 1.4 1) Soit f (z) = cos(az2), a ∈C∗, donc

M(r, f ) = max
|z|=r

∣∣ f (z)
∣∣

= max
|z|=r

∣∣cos(az2)
∣∣

= max
|z|=r

∣∣∣∣+∞∑
n=0

(−1)n(az2)n

(2n)!

∣∣∣∣
≤

+∞∑
n=0

|a|2n r 4n

(2n)!
= cosh(|a|r 2).

Soit z0 =
p

i r e
−i arg(a)

2 . Alors |z0| = r et∣∣ f (z0)
∣∣ =

∣∣∣cos
(
|a|e i arg(a)i r 2e−i arg(a)

)∣∣∣
= cos(i |a|r 2)

= cosh(|a|r 2).

Donc
M(r, f ) = cosh(|a|r 2),

et par suite

σ( f ) = lim
r→∞

loglogM(r, f )

logr

= lim
r→∞

loglog(cosh(|a|r 2))

logr

= lim
r→∞

loglog

(
e |a|r 2

2

)
logr

, car cosh(|a|r 2) ∼ e |a|r 2

2
, r →+∞,

= lim
r→∞

log(|a|r 2 − log(2))

logr

= lim
r→∞

log
(
|a|r 2

(
1− log(2)

|a|r 2

))
logr

= lim
r→∞

log(|a|)+2logr + log
(
1− log(2)

|a|r 2

)
logr

= 2.
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CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THÉORIE DE NEVANLINNA

2) pour la fonction g (z) = ean zn
, où an ∈C, on obtient

σ( f ) = lim
r→∞sup

log |an |r n

π

logr
= n.

Définition 1.6 ([5]) Soit f (z) une fonction méromorphe vérifiants 0 < σ( f ) = σ<∞, alors
le type de f (z) est défini par

τ( f ) = lim
r→∞

T(r, f )

rσ
.

Pour f (z) une fonction entière, on définit le type de f (z) par

τ( f ) = lim
r→∞

logM(r, f )

rσ
,

où M(r, f ) = max
|z|=r

∣∣ f (z)
∣∣ .

Exemple 1.5 1) soit f (z) = ez . Alors M(r, f ) = er , σ( f ) = 1. Donc

τ( f ) = lim
r→∞

logM(r, f )

rσ( f )

= lim
r→∞

log(er )

r
= 1.

2) Soit g (z) = cos(z). Alors M(r, g ) = cosh(r ) ∼ er

2 , r →+∞, σ(g ) = 1, et par suite

τ( f ) = lim
r→∞

logM(r, g )

rσ(g )

= lim
r→∞

log
(

er

2

)
r

= lim
r→∞

log
(
r − log(2)

)
r

= 1.

Proposition 1.3 ([5][11]) Soient f et g des fonctions méromorphes . Alors
1) σ( f + g ) ≤ max{σ( f ),σ(g )}.
2) σ( f g ) ≤ max{σ( f ),σ(g )}.

Remarque 1.2 Dans 1) et 2) si σ( f ) <σ(g ), alors σ( f g ) =σ( f + g ) =σ( f ).

2.2 Exposant de convergence des zéros d’une fonction méromorphe

Définition 1.7 ([15]) L’exposant de convergence des zéros d’une fonction méromorphe f est
défini par

λ( f ) = lim
r→∞sup

logN
(
r, 1

f )
)

logr
,

où

N

(
r,

1

f

)
=

r∫
0

n
(
t , 1

f

)
−n

(
0, 1

f

)
t

d t +n

(
0,

1

f

)
logr,

et n
(
t , 1

f

)
désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque |z| ≤ t .
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CHAPITRE 1. ELEMENT DE LA THÉORIE DE NEVANLINNA

Exemple 1.6 Soit f (z) = ez . On a, n
(
t , 1

f

)
= 0, donc λ( f ) = 0.

Exemple 1.7 Soit f (z) = ez −2. On a

ez −2 ⇔ z = ln(2)+2kπi , k ∈Z.

Donc

|z| < t =⇒
√

(ln(2))2 +4k2π2 < t

=⇒ −
√

t 2 − (ln(2))2

2π
< k <

√
t 2 − (ln(2))2

2π

=⇒ n

(
t ,

1

f

)
∼

√
t 2 − (ln(2))2

π
∼ t

π
, t −→+∞

=⇒ N

(
t ,

1

f

)
=

r

π
+O(1).

D’où λ( f ) = 1.

Définition 1.8 ([15]) L’exposant de convergence des zéros distincts d’une fonction méro-
morphe f est défini par

λ( f ) = lim
r→∞sup

logN
(
r, 1

f

)
logr

où

N

(
r,

1

f

)
=

r∫
0

n
(
t , 1

f

)
−n

(
0, 1

f

)
t

d t +n

(
0,

1

f

)
logr

et n
(
t , 1

f

)
désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

|z| ≤ t .

Exemple 1.8 On pose f (z) = (z−1)2(z−2)6

(z−3)5 .

On a n
(
t , 1

f

)
= 2 et n

(
0, 1

f

)
= 0. Donc λ( f ) = 0.

Proposition 1.4 (Relation entre l’exposant de convergence et l’ordre) [16]
Pour toute fonction méromorphe f 6= 0, on a

λ( f ) ≤σ( f ).

3 Indice de défaut de Nevanlinna

En 1929, Nevanlinna a généralisé le théorème de picard et il a introduit une quantité
noté δ(a, f ) pour mesurer le degré d’une fonction méromorphe pour lequel cette fonction
rate une valeur a.

Définition 1.9 ([23]) L’indice de défaut de Nevanlinna δ(a) = δ(a, f ) de la valeur a est dé-
fini par

δ(a, f ) = lim
r→+∞ inf

m
(
r, 1

f −a

)
T(r, f )

= 1− lim
r→+∞

N
(
r, 1

f −a

)
T(r, f )

.

Si δ(a, f ) > 0 alors a est appelée la valeur de défaut de f . Elle est aussi appelée valeur
exceptionnelle au sens de Nevanlinna.
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Remarque 1.3 On a toujours 0 ≤ δ(a, f ) ≤ 1.

Exemple 1.9 Soit la fonction rationnelle

f (z) =
ap zp +ap−1zp−1 +·· ·+a0

bq zq +bq−1zq−1 +·· ·+b0
.

On a

N(r, f ) = q logr,

N

(
r,

1

f

)
= p logr,

et
T(r, f ) = max{p, q} logr +O(1).

Soit a un nombre complexe. Comme

f (z)−a =
(ap zp +ap−1zp−1 +·· ·+a0)−a(bq zq +bq−1zq−1 +·· ·+b0)

bq zq +bq−1zq−1 +·· ·+b0
,

On a

N

(
r,

1

f −a

)
= max{p, q} logr, pour p 6= q,

N

(
r,

1

f −a

)
= p logr, pour p = q, et ap 6= abq ,

et

N

(
r,

1

f −a

)
≤ (p −1)logr, pour p = q, et ap = abq .

Alors, pour les fonctions rationnelles, on obtient les propriétés suivants :
1) Si p > q : ∞ est l’unique valeur de défaut de f .
2) Si p < q : 0 est l’unique valeur de défaut de f .
3) Si p = q :

ap

bq est l’unique valeur de défaut de f .

3.1 La notion d’ordre p−itératif d’une fonction méromorphe

Si l’hyper-ordre d’une fonction entière où méromorphe est infini, alors on peut définir
l’ordre p−itératif.

Pour tout r ∈R, on définit exp1 r := er et expp+1 r = exp(expp r ) , p ∈N. On définit aussi
pour tout r suffisamment grand log1 r := logr et logp+1 r := log(logp r ) , p ∈ N. On note
exp0 r := r, log0 r := r, log−1 r := exp1 r et exp−1 r := log1 r.

En 1998, L. Kinnunen a donné la définition suivante de l’ordre p−itératif.

Définition 1.10 ([15]) Soit f (z) une fonction méromorphe dans le plan complexe. On dé-
finit l’ordre p−itératif de croissance de f par

σp ( f ) = lim
r→+∞

logp T
(
r, f

)
logr

, (p ≥ 1 est un entier),

et si f est entière, alors

σp ( f ) = lim
r→+∞

logp+1 M
(
r, f

)
logr

, (p ≥ 1 est un entier),

où M(r, f ) = max
|z|=r

∣∣ f (z)
∣∣ .

12
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Exemple 1.10 1) Soit g (z) = eesin(z)

cos(z) . Alors σ3(g ) = 1.

2) Soit f (z) = expq (z2). Alors σp ( f ) =


+∞ si p < q,

2 si p = q,
0 si p > q.

Définition 1.11 ([20]) Soit f (z) une fonction entière avec σp ( f ) =σ<∞, on définit le type
p−itératif de f (z) par

τp ( f ) = lim
r→+∞

logp M
(
r, f

)
logr

, (p ≥ 1 est un entier).

4 L’exposant de convergence p−itératif

En 1998, Lisa Kinunnen a définit l’exposant de convergence p−itératif.

Définition 1.12 ([15]) L’exposant de convergence p−itératif des zéros d’une fonction méro-
morphe f (z) est défini par

λp ( f ) = lim
r→+∞

logp N
(
r, 1

f

)
logr

, (p ≥ 1 est un entier),

et L’exposant de convergence p−itératif des zéros distincts d’une fonction méromorphe
f (z) est défini par

λp ( f ) = lim
r→+∞

logp N
(
r, 1

f

)
logr

, (p ≥ 1 est un entier).

Exemple 1.11 Soit f (z) = eez +3, donc λ( f ) = +∞, et λ2( f ) = 1.

5 La notion d’ordre [p, q]-itératif d’une fonction

Définition 1.13 ([17]) Soient p, q des entiers positifs vérifiant p ≥ q ≥ 1, et f (z) est une
fonction méromorphe. Alors l’ordre [p, q] de f (z) est défini par

σ[p,q]( f ) = lim
r→∞

logp T(r, f )

logq r
.

Pour f (z) une fonction entière, on définit l’ordre [p, q] de f (z) par

σ[p,q]( f ) = lim
r→∞

logp+1 M(r, f )

logq r
,

où M(r, f ) = max
|z|=r

∣∣ f (z)
∣∣ .

Remarque 1.4 Pour r ∈ [1,∞) est suffisamment large, on définit logi+1 r = logi (logr ), (i ∈
N) et expi+1 r = expi (expr ), (i ∈N),et exp0 r = r = log0 r, exp−1 r = logr.
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Exemple 1.12 (page 7,[10]) Pour la fonction f (z) = eez
, on a

T(r, f ) ∼ er

(2π3r )
1
2

,r →∞.

D’où σ[2,1]( f ) = 1.

Exemple 1.13 Soit g (z) = exp6 z3, alors σ[6,1](g ) = 3 et σ[7,2](g ) = 1.

Définition 1.14 ([17]) Soient p, q des entiers positifs vérifiant p ≥ q ≥ 1, et f (z) est une
fonction méromorphe telle que 0 < σ[p,q]( f ) = σ <∞, alors le type [p, q] de f (z) est défini
par

τ[p,q] = τ[p,q]( f ) = lim
r→∞

logp−1 T(r, f )

(logq−1 r )σ
.

Si f (z) est une fonction entière, on définit le type [p, q] de f (z) par

τ[p,q] = τ[p,q]( f ) = lim
r→∞

logp M(r, f )

(logq−1 r )σ
,

où M(r, f ) = max
|z|=r

∣∣ f (z)
∣∣ .

Définition 1.15 ([17]) Soit f (z) est une fonction entière. L’exposant de convergence [p, q]
des zéros de f (z) est défini par

λ[p,q] = λ[p,q]( f ) = lim
r→∞

logp n
(
r, 1

f

)
logq r

= lim
r→∞

logp N
(
r, 1

f

)
logq r

et l’exposant de convergence [p, q] des zéros distincts de f (z) est défini par

λ[p,q] = λ[p,q]( f ) = lim
r→∞

logp n
(
r, 1

f

)
logq r

= lim
r→∞

logp N
(
r, 1

f

)
logq r

.

Siϕ(z) est une fonction entière telle queσ[p,q](ϕ) <σ[p,q]( f ), alors l’exposant de conver-
gence [p, q] des zéros et des zéros distincts de f (z) est défini par

λ[p,q]( f −ϕ) = lim
r→∞

logp N
(
r, 1

f −ϕ
)

logq r
,λ[p,q]( f −ϕ) = lim

r→∞

logp N
(
r, 1

f −ϕ
)

logq r

6 Mesure et densité

Définition 1.16 ([16]) On définit la mesure linéaire d’un ensemble E ⊂ [0,+∞) par

m(E) =

+∞∫
0

χE(t )d t

où χE est la fonction caractéristique de l’ensemble E.
Les densités supérieures et inférieures de l’ensemble E sont respectivement défini par

densE = lim
r→∞

m(E∩ [0,r ])

r

densE = lim
r→+∞

m(E∩ [0,r ])

r

14
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Exemple 1.14 1) La mesure linéaire de l’ensemble E = [1,e] ∪ [5,8] ⊂ [0,∞], est m(E) =
+∞∫
0
χE(t )d t =

e∫
1

d t +
8∫

5
d t = e +2.

2) La densité supérieure de l’ensemble E = [1,+∞) est

densE = lim
r→∞

m(E∩ [0,r ])

r
= 1.

Définition 1.17 ([16]) La mesure logarithmique d’un ensemble F ⊂ [1,+∞) est défini par

ml (F) =

+∞∫
1

χF(t )

t
d t

où χF est la fonction caractéristique de l’ensemble F.
Les densités logarithmiques supérieures et inférieures l’ensemble F sont respectivement

définies par

logdensF = lim
r→∞

ml (F∩ [1,r ])

logr

logdensF = lim
r→∞

ml (F∩ [1,r ])

logr

Exemple 1.15 1) La mesure logarithmique de l’ensemble F = [1,e2] ⊂ [1,∞) est

ml (F) =

+∞∫
1

χF(t )

t
d t =

e2∫
1

d t

t
= 2.

2) La densité logarithmique supérieure de l’ensemble F = [e,+∞) est

logdensF = lim
r→∞

ml (F∩ [1,r ])

logr
= 1.

Lemme 1.1 (la dérivée logarithmique) [5]
Soit f une fonction méromorphe transcendante. Alors

m(r,
f
′

f
) = S(r, f ) = o(T(r, f )),

où
S(r, f ) = O(logT(r, f )+ logr ),

à l’extérieure d’un ensemble E ⊂ [0,+∞) de mesure linéaire finie.
Si f est d’ordre finie, alors

m

(
r,

f
′

f

)
= O(logr ).

Corollaire 1.1 ([9]) Soit f une fonction méromorphe transcendante et k ≥ 1 un nombre
entier. Alors

m

(
r,

f (k)

f

)
= S(r, f ),

où
S(r, f ) = O(logT(r, f )+ logr )

à l’extérieure d’un ensemble E ⊂ [0,+∞) de mesure linéaire finie
Si f est d’ordre finie alors

m

(
r,

f (k)

f

)
= O(logr ).
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Preuve.
On démontre par récurrence.
Le corollaire est vrai pour k = 1.
On suppose qu’il est vrai pour k et on montre qu’il est vrai pour k +1.
On a

m(r, f (k)) = m

(
r,

f (k)

f
f

)
≤ m(r, f )+m

(
r,

f (k)

f

)
= m(r, f )+S(r, f ).

Si f admet un pôle d’ordre λ en z0, alors f (k) admet un pôle d’ordre λ+k et on peut
majorer l’ordre λ+k ≤ (k +1)λ.

Donc
N(r, f (k)) ≤ (k +1)N(r, f ).

D’où

T(r, f (k)) = m(r, f (k))+N(r, f (k))

≤ m(r, f )+S(r, f )+ (k +1)N(r, f )

≤ (k +1)T(r, f )+S(r, f ).

Ce qui implique

m

(
r,

f (k+1)

f

)
= m

(
r,

( f (k))
′

f (k)

)
= S(r, f (k))

= O(logT(r, f (k))+ logr )

= O(logT(r, f )+ logr )

= S(r, f ).

D’où

m

(
r,

f (k+1)

f

)
= m

(
r,

f (k+1)

f (k)

f (k)

f

)
≤ m

(
r,

f (k+1)

f (k)

)
+m

(
r,

f (k)

f

)
= S(r, f ).

Ainsi

m

(
r,

f (k+1)

f

)
= S(r, f ).
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Chapitre 2

Croissance et Oscillation Des Solutions
Des équations Différentielles Linéaires à
Coefficients Méromorphes D’ordre [p,q]

1 Historique

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de la croissance et l’oscillation des solu-
tions entières et méromorphes des équations différentielles linéaires à coefficients mé-
romorphes d’ordre [p, q] de la forme

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A0 f = 0. (2.1)

où A j ( j = 0, · · · ,k −1), (k ≥ 2) sont des fonctions entières ou méromorphes.
Pour l’équation différentielle du second ordre

f
′′ +A(z) f ′+B(z) f = 0 (2.2)

où A(z) et B(z) (6= 0) sont des fonctions entières, c’est intéressant d’étudier l’oscillation
complexe des solutions de l’équation (2.2). De nombreux résultats importants en analy-
sant cette équation. En 1996, Kwon([14]) à étudié l’hyper-ordre des solutions de l’équation
(2.2) et a obtenu les résultats suivants.

Théorème 2.1 ([14]) Soient A(z) et B(z) sont des fonctions entières telles que σ(A) < σ(B)
ou σ(B) <σ(A) < 1

2 , alors toute solution f 6= 0 de (2.2) vérifie

σ2( f ) ≥ max{σ(A),σ(B)}.

En 2006 Chen et Shon ([7]) ont étudié les zéros des solutions de l’équation (2.2) en rela-
tion avec les fonctions à petite croissance et les points fixes et ont obtenu quelques résul-
tats comme suit.

Théorème 2.2 ([7]) Soient A j (z)(6= 0)( j = 1,2) des fonctions entières avec σ(A j ) < 1, on
suppose que a,b sont des nombres complexes vérifiant ab 6= 0 et arg a 6= argb ou a = cb
(0 < c < 1), si ϕ(z) 6= 0 est une fonction entière d’ordre fini, alors toute solution non-triviale
f de l’équation

f
′′ +A1(z)eaz f ′+A2(z)ebz f = 0

vérifie
λ( f −ϕ) = λ( f

′ −ϕ) = λ( f
′′ −ϕ) = ∞.
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Théorème 2.3 ([7]) Soient A1(z)(6= 0),ϕ(z) 6= 0,Q(z) des fonctions entières avec σ(A1) < 1,
1 <σ(Q) <∞, et σ(ϕ) <∞, alors toute solution non-triviale de l’équation

f
′′ +A1(z)eaz f ′+Q(z) f = 0,

vérifie
λ( f −ϕ) = λ( f

′ −ϕ) = λ( f
′′ −ϕ) = ∞,

avec a 6= 0, un nombre complexe

En 2012, Wu et Chen ([22]) ont étudié les points fixes des solutions des équations diffé-
rentielles du second ordre avec des coefficients fonctions entières transcendantes et ont
obtenu les théorèmes suivants.

Théorème 2.4 ([22]) Soient A j (z) 6= 0, ( j = 0,1) des fonctions entières, p(z) un polynôme
vérifiant σ(A1) < deg p(z) et 0 <σ(A0) < 1

2 , et soit ϕ(z) 6= 0 une fonction entière d’ordre fini.
Alors toute solution non triviale de l’équation

f
′′ +A1(z)ep(z) f ′+A0(z) f = 0

vérifie λ( f −ϕ) = ∞.

Théorème 2.5 ([22]) D’après les hypothèses du Théorème 3.4, toute solution non triviale f
de l’équation

f
′′ +A1(z)ep(z) f

′ +A0(z) f = 0.

satisfait
i) λ( f − z) = λ( f

′ − z) = λ( f
′′ − z) =σ( f ) = ∞;

ii) g (z) admet une infinité de points fixes et λ(g − z) = ∞, g (z) = d0 f (z) + d1 f (z) +
d2 f (z),d0d2 6= 0.

Un sujet intéressant se pose naturellement sur les problèmes des zéros concernant les
fonctions à petites croissance et les points fixes des solutions de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A0 f = 0. (2.3)

avec A j (z), ( j = 0,1, . . . ,k −1) sont des fonctions entières.
En 2000, Belaïdi [13], Belaïdi et Elfarissi ([6], voir aussi ([8],[18],[19]) ont étudié les points
fixes et la relation entre les fonctions à petite croissance et les polynômes différentielles
des solutions de l’équation (2.3) et ont obtenu des résultats qui améliorent le Théorème
3.3.

2 Résultats

Récemment, la croissance des solutions des équations différentielles linéaires d’ordre
suppérieur à coefficients méromorphes d’ordre [p, q] a été étudié et des résultats intéres-
sants ont été obtenus par J. Liu, J. Tu ; and L.Z. Shi en [4], [17].

Théorème 2.6 ([17]) Soient A j (z), ( j = 0,1, · · · ,k − 1) des fonctions entières d’ordre fini et
vérifiant une des conditions suivantes

i) max{σ[p,q](A j ) : j = 1,2, · · · ,k −1} <σ[p,q](A0) <∞;
ii) max{σ[p,q](A j ) : j = 1,2, · · · ,k −1} ≤σ[p,q](A0) <∞; et
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max{τ[p,q](A j )|σ[p,q](A j ) = σ[p,q](A0) > 0, j = 1,2, · · · ,k − 1} = τ1 < τ[p,q](A0) = τ. Alors
toute solution ( f 6= 0) de l’équation (2.3), et pour toute fonction entière ϕ(z) 6= 0.

vérifiant σ[p+1,q](ϕ) <σ[p,q](A0) on obtient

λ[p,q]( f −ϕ) = λ[p+1,q]( f
′ −ϕ) = λ[p+1,q]( f

′′ −ϕ) = λ[p+1,q]( f (i ) −ϕ) =σ[p+1,q]( f ) =σ(A0),
(i ∈N).

Théorème 2.7 ([17]) Soient A j (z), j = 0, · · · ,k −1 des fonctions méromorphes vérifiant
max{σ[p,q](A j ) : j = 1, . . . ,k − 1} < σ[p,q](A0) et δ(∞, A0) > 0. Alors pour toute solution

méromorphe ( f 6= 0) de l’équation (2.3) et pour toute fonction méromorphe ϕ(z) 6= 0 véri-
fiant σ[p+1,q](ϕ) <σ[p,q](A0) on obtient

λ[p+1,q]( f (i ) −ϕ) = λ[p+1,q]( f (i ) −ϕ) ≥σ[p,q](A0) (i = 0,1, . . .), où f (0) = f .

Exemple 2.1 Pour l’équation

f
′′ + e2z +ez −1

1−ez
f
′ + −e2z

1−ez
f = 0.

Nous pouvons facilement obtenir de cette équation une solution f (z) = eez + z, et les

coefficients e2z+ez−1
1−ez , −e2z

1−ez sont méromorphes et vérifient δ(∞, −e2z

1−ez ) = 1
2 , on prend ϕ(z) = ez ,

alors σ[2,1](ϕ) <σ[1,1](
−e2z

1−ez ). Ainsi on obtient

λ[2,1]( f
′ −ϕ) = λ[2,1](eez

ez) = 0 6= 1 =σ[1,1](
−e2z

1−ez
).

Des Théorèmes 3.6 et 3.7, si ϕ(z) = z, nous avons les corollaires suivants.

Corollaire 2.1 ([17]) Sous les hypothèses du Théorème 3.6, si ϕ(z) = z. Alors toute solution
f 6= 0 de l’équation (2.3), on a

λ[p+1,q]( f − z) = λ[p+1,q]( f
′ − z) = λ[p+1,q]( f

′′ − z)

= λ[p+1,q]( f (i ) − z) =σ[p+1,q]( f )

= σ(A0).

Corollaire 2.2 ([17]) Sous les hypothèses du Théorème 3.7, si ϕ(z) = z, alors pour toute so-
lution méromorphe f 6= 0 de l’équation (2.3), on a

λ[p+1,q]( f (i ) − z) = λ[p+1,q]( f (i ) − z) ≥σ[p+1,q](A0), (i ∈N),avec f (0) = f .

3 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1 ([22]) On suppose que f 6= 0 est une solution de l’équation (2.3). On pose g =
f −ϕ, alors g vérifie l’équation suivante

g (k) +Ak−1g (k−1) +·· ·+A0g = −[ϕ(k) +Ak−1ϕ
(k−1) +·· ·+A0ϕ]. (2.4)

Preuve. Comme g = f −ϕ, alors on a g (k) = f (k) −ϕ(k), et donc f (k) = g (k) +ϕ(k) et en rem-
placant dans l’équation (2.3), on trouve

g (k) +ϕ(k) +Ak−1

(
g (k−1) +ϕ(k−1)

)
+Ak−2(g (k−2) +ϕ(k−2))+·· ·+A0(g +ϕ) = 0,
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donc

[g (k) +Ak−1g (k−1) +Ak−2g (k−2) +·· ·+A0g ]+ϕ(k) +Ak−1ϕ
(k−1) +Ak−2ϕ

(k−2) · · ·+A0ϕ = 0.

Alors

g (k) +Ak−1g (k−1) +Ak−2g (k−2) +·· ·+A0g = −[ϕ(k) +Ak−1ϕ
(k−1) +Ak−2ϕ

(k−2) +·· ·+A0ϕ],

d’où le resultat.

Lemme 2.2 ([22]) On suppose que f 6= 0 est une solution de l’équation (2.3), on pose g1 =
f
′ −ϕ, alors g1 vérifie l’équation suivante

g (k)
1 +U1

k−1g (k−1)
1 +·· ·+U1

0 g1 = −[ϕ(k) +U1
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+U1
0ϕ]. (2.6)

Où U1
j = A

′
j+1 +A j − A

′
0

A0
A j+1, j = 0,1, . . . ,k −1 et Ak = 1.

Preuve.
Comme g1 = f

′ −ϕ, alors f
′
= g1 +ϕ, d’où

f (k+1) = g (k)
1 +ϕ(k). (2.6)

On dérive l’équation (2.3), on obtient

f (k+1) + (A
′
k−1(z) f (k−1) +Ak−1(z) f (k))+ (A

′
k−2(z) f (k−2) +Ak−2(z) f (k−1))+·· ·

· · ·+ (A
′
1(z) f

′ +A1(z) f
′′
)+ (A

′
0(z) f +A0(z) f

′
) = 0,

et par suite
f (k+1) +Ak−1(z) f (k) + (A

′
k−1(z)+Ak−2(z)) f (k−1) +·· ·

· · ·+ (A
′
1(z)+A0(z)) f

′ +A
′
0(z) f = 0. (2.7)

On peut écrire l’équation (2.3) sous la forme

f = − 1

A0(z)
( f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A1(z) f

′
). (2.8)

En remplacant (2.8) dans (2.7), on obtient

f (k+1) +Ak−1(z) f (k) + (A
′
k−1(z)+Ak−2(z)) f (k−1) +·· ·+ (A

′
1(z)+A0(z)) f

′

+A
′
0(z)

(
− 1

A0(z)
( f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A1(z) f

′
)

)
= 0,

c’est à dire

f (k+1) +Ak−1(z) f (k) + (A
′
k−1(z)+Ak−2(z)) f (k−1) +·· ·+ (A

′
1(z)+A0(z)) f

′

−A
′
0(z)

A0(z)
f (k) − A

′
0(z)

A0(z)
Ak−1(z) f (k−1) −·· ·− A

′
0(z)

A0(z)
A1(z) f

′
= 0,

d’où

f (k+1) +
(

Ak−1(z)− A
′
0(z)

A0(z)

)
f (k) +

(
A

′
k−1(z)+Ak−2(z)− A

′
0(z)

A0(z)
Ak−1(z)

)
f (k−1)
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+·· ·+
(

A
′
1(z)+A0(z)− A

′
0(z)

A0(z)
A1(z)

)
f
′
= 0. (2.9)

En remplacant (2.6) dans (2.8) on trouve

g (k)
1 +ϕ(k) +

(
Ak−1(z)− A

′
0(z)

A0(z)

)
(g (k−1)

1 +ϕ(k−1))

+
(

A
′
k−1(z)+Ak−2(z)− A

′
0(z)

A0(z)
Ak−1(z)

)
(g (k−2)

1 +ϕ(k−2))

+·· ·+
(

A
′
1(z)+A0(z)− A

′
0(z)

A0(z)
A1(z)

)
(g1 +ϕ) = 0.

Alors

g (k)
1 +

(
Ak−1(z)− A

′
0(z)

A0(z)

)
g (k−1)

1 +
(

A
′
k−1(z)+Ak−2(z)− A

′
0(z)

A0(z)
Ak−1(z)

)
g (k−2)

1

+·· ·+
(

A
′
1(z)+A0(z)− A

′
0(z)

A0(z)
A1(z)

)
g1+

ϕ(k) +
(

Ak−1(z)− A
′
0(z)

A0(z)

)
ϕ(k−1) +

(
A

′
k−1(z)+Ak−2(z)− A

′
0(z)

A0(z)
Ak−1(z)

)
ϕ(k−2)

+·· ·+
(

A
′
1(z)+A0(z)− A

′
0(z)

A0(z)
A1(z)

)
ϕ = 0,

si on pose

U1
j = A

′
j+1 +A j −

A
′
0

A0
A j+1, avec j = 0, · · · ,k −1. et Ak = 1

on trouve

g (k)
1 +U1

k−1g (k−1)
1 +·· ·+U1

0 g1 = −[ϕ(k) +U1
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+U1
0ϕ].

Lemme 2.3 ([22]) On suppose que f 6= 0 est une solution de l’équation (2.3). On pose g2 =
f
′′ −ϕ, alors g2 vérifie l’équation suivante

g (k)
2 +U2

k−1g (k−1)
2 +·· ·+U2

0 g2 = −[ϕ(k) +U2
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+U2
0ϕ], (2.10)

où U2
j = U

′
j+1 +U j − U

′
0

U0
U j+1, j = 0,1, . . . ,k −1 et U1

k = 1.

Preuve.
Comme g2 = f

′′
−ϕ, alors g (k)

2 = f (k+2) −ϕ(k), d’où

f (k+2) = g (k)
2 +ϕ(k). (2.11)

On dérive l’équation (2.9), on trouve

f (k+2) + (U1′
k−1(z) f (k) +U1

k−1(z) f (k+1))+ (U1′
k−2(z) f (k−1) +U1

k−2(z) f (k))+·· ·
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+U1′
1 (z) f

′′ +U1
1(z) f (3) +U1′

0 (z) f
′ +U1

0(z) f
′′

= 0,

et par suite

f (k+2) +U1
k−1(z) f (k+1) + (U1′

k−1(z)+U1
k−2(z)) f (k) + (U1′

k−2(z)+U1
k−3(z)) f (k−1) +·· ·

+ (U1′
1 (z)+U1

0(z)) f
′′ +U1′

0 (z) f
′
= 0. (2.12)

On peut écrire l’équation (2.9) sous la forme

f
′
= − 1

U1
0(z)

( f (k+1) +U1
k−1(z) f (k) +·· ·+U1

1 f
′′
), (2.13)

en remplacant (2.13) dans (2.12), on obtient

f (k+2) +U1
k−1(z) f (k+1) + (U1′

k−1(z)+U1
k−2(z)) f (k) + (U1′

k−2(z)+U1
k−3(z)) f (k−1) +·· ·

+(U1′
1 (z)+U1

0(z)) f
′′ +U1′

0 (z)

(
− 1

U1
0(z)

( f (k+1) +U1
k−1(z) f (k) +·· ·+U1

1(z) f
′′
)

)
= 0,

d’où

f (k+2) +
(

U1
k−1(z)− U1′

0

U1
0

)
f (k+1) +

(
U1′

k−1(z)+U1
k−2(z)− U1′

0 (z)

U1
0(z)

U1
k−1(z)

)
f (k)

+
(

U1′
k−2(z)+U1

k−3(z)− U1′
0 (z)

U1
0(z)

U1
k−2(z)

)
f (k−1) +·· ·

+
(

U1′
1 (z)+U1

0(z)− U1′
0 (z)

U1
0(z)

U1
1(z)

)
f
′′

= 0.

On pose

U2
j = U

′
j+1 +U1

j −
U1′

0

U1
0

U1
j+1, j = 0,1, . . . ,k −1 et U1

k = 1,

on trouve

f (k+2) +U2
k−1(z) f (k+1) +U2

k−1(z) f (k) +·· ·+U2
0(z) f

′′
= 0, (2.14)

en remplacant l’équation (2.11) dans (2.14) on trouve

g (k)
2 +ϕ(k) +U2

k−1(z)(g (k−1)
2 +ϕ(k−1))+U2

k−1(z)(g (k−2)
2 +ϕ(k−2))

+·· ·+U2
0(z)(g2 +ϕ) = 0,

d’où
g (k)

2 +U2
k−1g (k−1)

2 +·· ·+U2
0 g2 = −[ϕ(k) +U2

k−1ϕ
(k−1) +·· ·+U2

0ϕ].

Lemme 2.4 ([22]) On suppose que f 6= 0 est une solution de l’équation (2.3), on pose g3 =
f (3) −ϕ, alors g3 vérifie l’équation suivante

g (k)
3 +U3

k−1g (k−1)
3 +·· ·+U3

0 g3 = −[ϕ(k) +U3
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+U3
0ϕ], (2.15)

où U3
j = U2′

j+1 +U2
j −

U2′
0

U2
0

U2
j+1, j = 0,1, . . . ,k −1 et U2

k = 1.
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Preuve.
Comme g3 = f (3) −ϕ, alors g (k)

3 = f (k+3) −ϕ(k), d’où

f (k+3) = g (k)
3 +ϕ(k). (2.16)

On dérive l’équation (2.14), on obtient

f (k+3) + (U2′
k−1(z) f (k+1) +U2

k−1(z) f (k+2))+ (U2′
k−2(z) f (k) +U2

k−2(z) f (k+1))+·· ·

+U2′
1 (z) f (3) +U2

1(z) f (4) +U2′
0 (z) f

′′
+U2

0(z) f (3) = 0,

d’où

f (k+3) +U2
k−1(z) f (k+2) + (U2′

k−1(z)+U2
k−2(z)) f (k+1) + (U2′

k−2(z)+U2
k−3(z)) f (k) +·· ·

+ (U2′
1 (z)+U2

0(z)) f (3) +U2′
0 (z) f

′′
= 0. (2.17)

On peut écrire l’équation (2.14) sous la forme

f
′′

= − 1

U2
0(z)

( f (k+2) +U2
k−1(z) f (k+1) +·· ·+U2

1(z) f (3)). (2.18)

En remplacant (2.18) dans (2.17), on obtient

f (k+3) +U2
k−1(z) f (k+2) + (U2′

k−1(z)+U2
k−2(z)) f (k+1)

+(U2′
k−2(z)+U2

k−3(z)) f (k) +·· ·+ (U2′
1 (z)+U2

0(z)) f (3)

+U2′
0 (z)

(
− 1

U2
0(z)

( f (k+2) +U2
k−1(z) f (k+1) +·· ·+U2

1(z) f (3))

)
= 0,

alors

f (k+3) +
(

U2
k−1(z)− U2′

0 (z)

U2
0(z)

)
f (k+2)

+
(

U2′
k−1(z)+U2

k−2(z)− U2′
0 (z)

U2
0(z)

U2
k−1(z)

)
f (k+1)

+
(

U2′
k−2(z)+U2

k−3(z)− U2′
0 (z)

U2
0(z)

U2
k−2(z)

)
f (k) +·· ·

+
(

U2′
1 (z)+U2

0(z)− U2′
0 (z)

U2
0(z)

U2
1(z)

)
f (3) = 0.

On pose

U3
j = U2′

j+1 +U2
j −

U2′
0

U2
0

U2
j+1, j = 0,1, . . . ,k −1 et U2

k = 1,

on trouve

f (k+3) +U3
k−1(z) f (k+2) +U3

k−1(z) f (k+1) +·· ·+U3
0(z) f (3) = 0. (2.19)

En remplacant l’équation (2.16) dans (2.19) on trouve

g (k)
3 +ϕ(k) +U3

k−1(z)(g (k−1)
3 +ϕ(k−1))+U3

k−1(z)(g (k−2)
3 +ϕ(k−2))

+·· ·+U3
0(z)(g3 +ϕ) = 0,

d’où
g (k)

3 +U3
k−1g (k−1)

2 +·· ·+U3
0 g2 = −[ϕ(k) +U3

k−1ϕ
(k−1) +·· ·+U3

0ϕ].
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Lemme 2.5 ([22]) On suppose que f 6= 0 est une solution de l’équation (2.3), on pose gi =
f (i ) −ϕ, alors gi vérifie l’équation suivante

g (k)
i +Ui

k−1g (k−1)
i +·· ·+Ui

0gi = −[ϕ(k) +Ui
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+Ui
0ϕ], (2.20)

où Ui
j = Ui−1′

j+1 +Ui−1
j − Ui−1′

0

Ui−1
0

Ui−1
j+1, j = 0,1, . . . ,k −1 et Ui−1

k = 1.

Preuve.
On montre le Lemme 3.5 par réccurence.
Pour i = 1, d’après le Lemme 3.2, g1 = f

′ −ϕ vérifie l’équation (2.20).
Pour i = n +1.
On suppose que gn = f (n) −ϕ vérifie l’équation (2.20), alors on a

g (k)
n +Un

k−1g (k−1)
n +·· ·+Un

0 gn = −[ϕ(k) +Un
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+Un
0ϕ], (2.21)

avec Un
j = Un−1′

j+1 +Un−1
j − Un−1′

0

Un−1
0

Un−1
j+1 , j = 0,1, . . . ,k −1 et Un−1

k = 1.

Comme gn= f (n) −ϕ, alors g (k)
n = f (k) −ϕ(k), ainsi

f (k) = g (k)
n +ϕ(k). (2.22)

l’équation

g (k)
n +Un

k−1g (k−1)
n +·· ·+Un

0 gn = −[ϕ(k) +Un
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+Un
0ϕ], (2.23)

est équivalente à l’équation suivante

g (k)
n +ϕ(k) +Un

k−1(g (k−1)
n +ϕ(k−1))+·· ·+Un

0 (gn +ϕ) = 0, (2.24)

et en remplacant (2.22) dans (2.24), on trouve

f (k+n) +Un
k−1(z) f (k+n−1) +Un

k−1(z) f (k+n−2) +·· ·+Un
0 (z) f (n) = 0, (2.25)

donc il suffit montrer que gn+1= f (n+1) −ϕ vérifie l’équation (2.24).
Comme gn+1= f (n+1) −ϕ, alors g (k)

n+1 = f (k+n+1) −ϕ(k), on obtient

f (k+n+1) = g (k)
n +ϕ(k). (2.26)

On dérive l’équation (2.25), on obtient

f (k+n+1) + (Un′
k−1(z) f (k+n−1) +Un

k−1(z) f (k+n))

+(Un′
k−2(z) f (k+n−2) +Un

k−2(z) f (k+n−1))+·· ·

+Un′
1 (z) f (n+1) +Un

1 (z) f (n+2) +Un′
0 (z) f (n) +U(n)

0 (z) f (n+1) = 0, (2.27)

d’où
f (k+n+1) +Un

k−1(z) f (k+n) + (Un′
k−1(z)+Un

k−2(z)) f (k+n−1)

+(Un′
k−2(z)+Un

k−3(z)) f (k+n−2) +·· ·
+ (Un′

1 (z)+Un
0 (z)) f (n+1) +Un′

0 (z) f (n) = 0. (2.28)
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On peut écrire l’équation (2.25) sous la forme

f (n) = − 1

Un
0 (z)

( f (k+n) +Un
k−1(z) f (k+n−1) +·· ·+Un

1 (z) f (n+1)). (2.29)

En remplacant (2.29) dans (2.28), on trouve

f (k+n+1) +Un
k−1(z) f (k+n) + (Un′

k−1(z)+Un
k−2(z)) f (k+n−1)

+(Un′
k−2(z)+Un

k−3(z)) f (k+n−2) +·· ·

+(Un′
1 (z)+Un

0 (z)) f (n+1)+

+Un′
0 (z)

(
− 1

Un
0 (z)

( f (k+n) +Un
k−1(z) f (k+n−1) +·· ·+Un

1 (z) f (n))

)
= 0, (2.30)

alors

f (k+n+1) +
(

Un
k−1(z)− Un′

0 (z)

Un
0 (z)

)
f (k+n)

+
(

Un′
k−1(z)+Un

k−2(z)− Un′
0 (z)

Un
0 (z)

Un
k−1(z)

)
f (k+n−1)

+
(

Un′
k−2(z)+Un

k−3(z)− Un′
0 (z)

Un
0 (z)

Un
k−2(z)

)
f (k+n−2) +·· ·

+
(

Un′
1 (z)+Un

0 (z)− Un′
0 (z)

Un
0 (z)

Un
1 (z)

)
f (n+1) = 0, (2.31)

on pose

Un+1
j = Un′

j+1 +Un
j −

Un′
0

Un
0

Un
j+1, j = 0,1, . . . ,k −1 et Un

k = 1,

on trouve

f (k+n+1) +Un+1
k−1 (z) f (k+n) +Un+1

k−1 (z) f (k+n−2) +·· ·+Un+1
0 (z) f (n) = 0. (2.32)

En remplacant (2.26) dans (2.32) on trouve

g (k)
n+1 +ϕ(k) +Un+1

k−1 (g (k−1)
n+1 +ϕ(k−1))+·· ·+Un+1

1 (g
′
n+1 +ϕ

′
)+Un+1

0 (gn+1 +ϕ) = 0,

d’où

g (k)
n+1 +Un+1

k−1 g (k−1)
n+1 +·· ·+Un+1

0 gn+1 = −[ϕ(k) +Un+1
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+Un+1
0 ϕ].

Lemme 2.6 ([17]) Soit f (z) une fonction entière d’ordre [p, q] vérifiant σ[p,q]( f ) =σ2. Alors
il existe un ensemble E ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout r ∈ E,
on a

lim
r→∞

logp T(r, f )

logq r
=σ2, r ∈ E.
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Lemme 2.7 ([17]) Soient A0(z), A1(z), . . . , Ak−1(z) des fonctions entières d’ordre fini qui vé-
rifient max{σ[p,q](A j ) : j = 1,2, . . . ,k −1} =σ1 <σ[p,q](A0) <∞, et soient

U1
j = A

′
j+1 +A j −

A
′
0

A0
A j+1

et

Ui
j = Ui−1′

j+1 +Ui−1
j − Ui−1′

0

Ui−1
0

Ui−1
j+1

avec j = 0,1,2, . . . ,k −1, Ak = 1,Ui−1
k = 1 et i ∈N. Alors il existe un ensemble E de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout r ∈ E

lim
r→∞

logp m(r,Ui
0)

logq r
=σ[p,q](A0) > lim

r→∞
max1≤ j≤k−1{logp m(r,Ui

j )}

logq r
=σ1. (2.33)

Preuve.
On démontre le Lemme 3.7 par réccurence. Premièrement, quand i = 1 on a

U1
j = A

′
j+1 +A j −

A
′
0

A0
A j+1, j = 0,1, . . . ,k −1 et Ak = 1.

Quand j = 0, alors U1
0 = A

′
1 +A0 − A

′
0

A0
A1.

U1
0 = A

′
1 +A0 −

A
′
0

A0
A1.

⇔ U1
0 =

A1

A1
A

′
1 +A0 −

A
′
0

A0
A1.

⇔ U1
0 = A0 +A1

(
A

′
1

A1
− A

′
0

A0

)
.

Donc on obtient

m(r,U1
0) ≤ m(r, A1)+m(r, A0)+m

(
r,

A
′
1

A1

)
+m

(
r,

A
′
0

A0

)
+O(1). (2.34)

De l’identité −A0 = A
′
1 −U1

0 −
A
′
0

A0
A1, on obtient

m(r, A0) ≤ m(r, A1)+m(r,U1
0)+m

(
r,

A
′
1

A1

)
+m

(
r,

A
′
0

A0

)
+O(1). (2.35)

Quand j 6= 0, j = 1,2, . . . ,k −1, et d’après les définitions de U1
j on trouve

m(r,U1
j ) ≤ m(r, A j+1)+m(r, A j )+m

r,
A

′
j+1

A j+1

+m

(
r,

A
′
0

A0

)
+O(1). (2.36)

Comme A j (z) sont des fonctions entières avec max{σ[p,q](A j ) : j = 1,2, . . . ,k − 1} <
σ[p,q](A0) < ∞ alors d’après le Lemme 3.6, il existe un ensemble E ⊂ [1,+∞[ de mesure
logarithmique infinie et tel que pour tout r ∈ E, on a

m(r, A j+1) = o(m(r, A0)) ( j = 1,2, . . . ,k −1).
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De cette équation et de l’équation (2.36), on trouve pour tout r ∈ E

max
1≤ j≤k−1

{m(r,U1
j )} ≤ max

1≤ j≤k−1
{m(r, A j )}+o(m(r, A0))

+O(log(r T(r, f )))+O(1). (2.37)

D’après (2.41), (2.42), (2.44) et Lemme 3.6, Alors il existe un ensemble E ⊂ [1,+∞[ de
mesure logarithmique infinie tel que pour tout r ∈ E ⊂ [1,+∞[ on a

lim
r→∞

logp m(r,U1
0)

logq r
= σ[p,q](A0)

> σ1 = lim
r→∞

max1≤ j≤k−1{logp m(r, A j )}

logq r
≥ lim

r→∞
max1≤ j≤k−1{logp m(r,U1

j )}

logq r
,r ∈ E.

Maintenant, supposons que (2.33) est vraie, pour i ≤ n, n ∈ N, donc il existe un en-
semble E de mesure logarithmique infinie tel que pour r ∈ E

σ[p,q](A0) = lim
r→∞

logp m(r,Un
0 )

logq r

> lim
r→∞

max1≤ j≤k−1{logp m(r,Un
j )}

logq r
=σ1. (2.1)

On démontre que (2.33) est vraie pour i = n +1. Comme i = n +1, alors on a

Un+1
j = Un′

j+1 +Un
j −

Un′
0

Un
0

Un
j+1,

avec j = 0,1, . . . ,k − 1;Un
k = 1. Quand j = 0, on a Un+1

0 = Un′
1 +Un

0 − Un′
0

Un
0

Un
1 . Alors on

obtient

m(r,Un+1
0 ) ≤ m(r,Un

0 )+m(r,Un
1 )+m

(
r,

Un′
0

Un
0

)
+m

(
r,

Un′
1

Un
1

)
+O(1). (2.40)

Comme −Un
0 = Un′

1 −Un+1
0 − Un′

0
Un

0
Un

1 , alors on a

m(r,Un
0 ) ≤ m(r,Un+1

0 )+m(r,Un
1 )+m

(
r,

Un′
0

Un
0

)
+m

(
r,

Un′
1

Un
1

)
+O(1). (2.41)

Quand j 6= 0, de la définition de Un+1
j , j = 1,2, . . . ,k −1 et Un

k = 1, on a

m(r,Un+1
j ) ≤ m(r,Un

j+1)+m(r,Un
j )

+m

(
r,

Un′
j+1

Un
j+1

)
+m

(
r,

Un′
0

Un
0

)
+O(1). (2.42)

Des équations (2.39)− (2.42), il existe un ensemble E de mesure logarithmique infinie
tel que pour tout r ∈ E

lim
r→∞

logp m(r,Un+1
0 )

logq r
= lim

r→∞
logp m(r,Un

0 )

logq r
=σ[p,q](A0)

> σ1 = lim
r→∞

max1≤ j≤k−1{logp m(r,Un
j )}

logq r

= lim
r→∞

max1≤ j≤k−1{logp m(r,Un+1
j )}

logq r
, r ∈ E.

D’où, la preuve du Lemme 3.7 est complète.
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Lemme 2.8 ([17]) Soient H j (z) ( j = 0,1,2, . . . ,k −1) des fonctions méromorphes de l’ordre
[p, q] fini.

Soit

lim
r→+∞

max1≤ j≤k−1

{
logp m(r,H j )

}
logq r

= β1,

si il existe un ensemble E1 avec une mesure logarithmique infinie tel que

lim
r→+∞

logp m(r,H0)

logq r
= β2 > β1, pour tout r ∈ E1,

alors toute solution méromorphe de l’équation

f (k) +Hk−1 f (k−1) +·· ·+H1 f
′ +H0 f = 0, (2.43)

vérifie σ[p+1,q]( f ) ≥ β2.

Preuve. On peut écrire l’équation (2.43) sous la forme

H0 = −
(

f (k)

f
+Hk−1

f (k−1)

f
+Hk−2

f (k−2)

f
+·· ·+H1

f
′

f

)
, (2.44)

d’après (2.44), on a

m(r,H0) = m

(
r,−

(
f (k)

f
+Hk−1

f (k−1)

f
+Hk−2

f (k−2)

f
+·· ·+H1 f

′
))

.

D’après les proriétés de la fonction de proximité, on obtient

m(r,H0) ≤ m

(
r,

f (k)

f

)
+m

(
r,Hk−1

f (k−1)

f

)
+·· ·+m(r,H1 f

′
)+O(1)

≤ m

(
r,

f (k)

f

)
+m(r,Hk−1)+m

(
r,

f (k−1)

f

)
+·· ·+m(r,H1)+m

(
r,

f
′

f

)
+O(1)

≤ m

(
r,

f (k)

f

)
+m

(
r,

f (k−1)

f

)
+·· ·+m

(
r,

f
′

f

)
+

k−1∑
j =1

m(r,H j )+O(1). (2.2)

D’après le lemme de la dérivée logarithmique et (2.45), on trouve

m(r,H0) ≤ O(log(r T(r, f )))+
k−1∑
j =1

m(r,H j ), r ∉ E2, (2.46)

Où E2 ⊂ [1,+∞[ est un ensemble de mesure linéaire finie. D’après les hypothèses du
Lemme 3.8, il existe un ensemble E1 de mesure logarithmique infinie et d’après la défini-
tion de β2, on obtient pout tout ε> 0, il existe R > 1 tel que pour tout r > R, on a

m(r,H0) > expp {(β2 −ε) logq r }.

On pose

β j = lim
r→∞

logp m(r,H j )

logq r
, ∀ j = 1, . . . ,k −1,
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d’après la définition de la limite, on a pour tout ε > 0, il existe R > 1 tel que pour tout
r > R, on a

m(r,H j ) < expp {(β j +ε) logq r },

donc
β j < β1 ⇔ expp {(β j +ε) logq r } < expp {(β1 +ε) logq r }, (2.47)

d’après (2.46) et (2.47) et d’après les hypothèses de Lemme 3.8, il existe un ensemble
E1 de mesure logarithmique infinie pour tout |z| = r ∈ E1 −E2 on a

expp {(β2 −ε) logq r } ≤ O(log(r T(r, f )))+ (k −1)expp {(β1 +ε) logq r }, (2.48)

et donc

logp expp {(β2 −ε) logq r } ≤ logp {(O(log(r T(r, f )))+ (k −1)expp {(β1 +ε) logq r }

(β2 −ε) logq r ≤ O(logp (logr + logT(r, f )))+ (k −1)(β1 +ε) logq r +O(1),

et pour 0 < 2ε< β2 −β1, on trouve σ[p+1,q]( f ) ≥ β2.

Lemme 2.9 ([9]) Soit f (z) une fonction méromorphe transcandente et α> 1 une constante
donnée. Alors il existe un ensemble E7 ⊂ [1,∞) de mesure logarithmique finie et une constante
M > 0 qui dépend uniquement de α et (m,n), (m,n ∈ {0, . . . ,k} avec m < n tels que pour tout
z = |r | ∉ [0,1]∪E7, on a∣∣∣∣ f (n)(z)

f (m)(z)

∣∣∣∣≤ M

(
T(αr, f )

r
logα r ) logT(αr, f )

)n−m

.

Lemme 2.10 ([17]) Soit f (z) une fonction entière d’ordre [p, q] vérifiantσ[p,q]( f ) =σ,τ[p,q]( f ) =
τ, 0 <σ<∞ ,0 < τ<∞. Alors pour tout β< τ donné, il existe un ensemble E4 ⊂ [1,+∞) de
mesure logarithmique infinie, tel que pour tout r ∈ E4, on a

logp M(r, f ) > β(logq−1 r )σ.

Lemme 2.11 ([17]) Soient A0(z), A1(z), . . . , Ak−1(z) des fonctions entières d’ordre [p, q] fini
qui vérifie max{σ[p,q](A j ) : j = 1,2, . . . ,k −1} ≤σ[p,q](A0) =σ2 <∞,

et max{τ[p,q](A j )|σ[p,q](A j ) = σ[p,q](A0) > 0 : j = 1,2, . . . ,k − 1} = τ1 < τ[p,q](A0) = τ et
soient U1

j ,Ui
j , cités dans le Lemme 3.7. Alors pour tout ε(0 < 2ε< τ−τ1) donné, il existe un

ensemble E5 de mesure logarithmique infinie tel que∣∣∣Ui
j

∣∣∣≤ expp {(τ1 +ε)(logq−1 r )σ2 },
∣∣∣Ui

0

∣∣∣≥ expp {(τ1 −ε)(logq−1 r )σ2 }, (2.49)

avec i ≥ 1, i ∈N et j = 1,2, . . . ,k −1.

Preuve.
On démontre le lemme en utilisant la démonstration par réccurence.
(1) En premier, on démontre que Ui

j ( j = 0,1, . . . ,k−1) vérifie (2.49) quand i = 1. D’après

la définition de U1
j = A

′
j+1 +A j − A′

0
A0

A j+1 ( j 6= 0) et U1
0 = A

′
1 +A0 − A′

0
A0

A1, on a

∣∣U1
0

∣∣ ≥ |A0|−
∣∣∣∣A′

1 −
A′

0

A0
A1

∣∣∣∣
≥ |A0|−

∣∣∣A′
1

∣∣∣−|A1|
∣∣∣∣A′

0

A0

∣∣∣∣
≥ |A0|− |A1|

∣∣∣∣∣A
′
1

A1

∣∣∣∣∣−|A1|
∣∣∣∣A′

0

A0

∣∣∣∣ ,
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d’où ∣∣U1
0

∣∣≥ |A0|− |A1|
(∣∣∣∣∣A

′
1

A1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣A′

0

A0

∣∣∣∣
)

, (2.50)

et ∣∣∣U1
j

∣∣∣≤ ∣∣A j
∣∣+ ∣∣A j+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
A

′
j+1

A j+1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣A′

0

A0

∣∣∣∣
 , j = 1,2, . . . ,k −1. (2.51)

D’après les Lemme 3.9, Lemme 3.10 et (2.50)− (2.51), pour tout ε(0 < 4ε < τ−τ1), il
existe un ensemble E5 de mesure logarithmique infinie tel que

∣∣U1
0

∣∣ ≥ −2Mexpp

{(
τ1 + ε

8

)
(logq−1 r )σ2

}
(T(2r, A0))2

+expp

{(
τ− ε

4

)
(logq−1 r )σ2

}
,

≥ −2Mexpp

{(
τ1 + ε

8

)
(logq−1 r )σ2

}(
expp

{(
σ2 + ε

8

)
(logq 2r )σ2

})2

+expp

{(
τ− ε

4

)
(logq−1 r )σ2

}
,≥ expp

{(
τ− ε

2

)
(logq−1 r )σ2

}
,

et ∣∣∣U1
j

∣∣∣ ≤ 2Mexpp

{(
τ1 + ε

4

)
(logq−1 r )σ2

}
(T(2r, A0))2

+expp

{(
τ+ ε

4

)
(logq−1 r )σ2

}
,

≤ 2Mexpp

{(
τ1 + ε

4

)
(logq−1 r )σ2

}(
expp

{(
σ2 + ε

8

)
(logq 2r )σ2

})2

+expp

{(
τ1 + ε

4

)
(logq−1 r )σ2

}
,≤ expp

{(
τ1 + ε

2

)
(logq−1 r )σ2

}
, j 6= 0,

avec M > 0 une constante, pas nécessairement la même à chaque fois.
(2) Maintenant, on montre que Ui

j ( j = 0,1, . . . ,k −1) vérifie (2.49).

Quand i = 2. D’après U2
0 = U1′

1 +U1
0 −

U1′
0

U1
0

U1
1 et

U2
j = U1′

j+1 +U1
j −

U1′
0

U1
0

U1
j+1, j = 0,1, . . . ,k −1,U1

k = 1,

on obtient ∣∣U2
0

∣∣≥ ∣∣U1
0

∣∣− ∣∣U1
1

∣∣(∣∣∣∣∣U1′
1

U1
1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣U1′

0

U1
0

∣∣∣∣∣
)

, (2.54)

et ∣∣∣U2
j

∣∣∣≤ ∣∣∣U1
j

∣∣∣+ ∣∣∣U1
j+1

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

U1′
j+1

U1
j+1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣U1′

0

U1
0

∣∣∣∣∣
 , j = 1,2, . . . ,k −1. (2.55)

D’après les conclusions de (1) et le Lemme 3.9 et le Lemme 3.10 et les équations
(2.64)− (2.63), on obtient pour tout |z| = r ∈ E5

∣∣U2
0

∣∣ ≥ −2Mexpp

{(
τ1 + ε

2

)
(logq−1 r )σ2

}(
expp

{(
σ2 + ε

2

)
(logq 2r )

})2

+expp

{(
τ− ε

2

)
(logq−1 r )σ2

}
≥ expp

{
(τ−ε) (logq−1 r )σ2

}
,
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et ∣∣∣U2
j

∣∣∣ ≤ 2Mexpp

{(
τ1 + ε

2

)
(logq−1 r )σ2

}
expp

{(
σ2 + ε

8

)
(logq 2r )

}
+expp

{(
τ1 + ε

2

)
(logq−1 r )σ2

}
(2.3)

≤ expp

{
(τ1 +ε) (logq−1 r )σ2

}
, j 6= 0.

(3) Supposons que (2.49) est vraie pour i ≤ n,n ∈ N, c’est à dire, pour tout ε(0 < 4ε <
τ−τ1) donné, il existe un ensemble E5 de mesure logarithmique tel que∣∣∣Ui

j

∣∣∣≤ expp {(τ1 +ε)(logq−1 r )σ2 },
∣∣∣Ui

0

∣∣∣≥ expp {(τ−ε)(logq−1 r )σ2 }, (2.58)

avec i ≤ n, j = 1,2, . . . ,k −1.

De Un+1
0 = Un′

1 +Un
0 − Un′

0
Un

0
Un

1 et Un+1
j = Un′

j+1+Un
j −

Un′
0

Un
0

Un
j+1 ( j = 1, . . . ,k−1),Un

k = 1, on a

∣∣Un+1
0

∣∣≥ ∣∣Un
0

∣∣− ∣∣Un
1

∣∣(∣∣∣∣∣Un′
1

Un
1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣Un′

0

Un
0

∣∣∣∣∣
)

, (2.59)

et ∣∣∣Un+1
j

∣∣∣≤ ∣∣∣Un
j

∣∣∣− ∣∣∣Un
j+1

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

Un′
j+1

Un
j+1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣Un′

0

Un
0

∣∣∣∣∣
 , j = 1,2, . . . ,k −1. (2.60)

Alors, d’après le Lemme 3.9 et Lemme 3.10 et (2.58)− (2.60), pour tout |z| = r ∈ E5 on a∣∣∣Un+1
j

∣∣∣ ≤ 2Mexpp

{
(τ1 +ε) (logq−1 r )σ2

}(
expp

{(
σ2 + ε

8

)
(logq 2r )

})2

+expp {(τ1 +ε)(logq−1 r )σ2 } (2.4)

≤ expp {(τ1 +2ε)(logq−1 r )σ2 }, j 6= 0,

et ∣∣Un+1
0

∣∣ ≥ −2MexpP

{
(τ1 +ε) (logq−1 r )σ2

}(
expp

{(
σ2 + ε

8

)
(logq 2r )

})2

+expp

{
(τ−ε) (logq−1 r )σ2

}
≥ exp

{
(τ−2ε) (logq−1 r )σ2

}
.

D’où la preuve du Lemme 3.11.

Lemme 2.12 ([17]) Soient B0,B1, . . . ,Bk−1des fonctions méromorphes avec max{σ[p,q](B j ) :

j = 1,2, . . . ,k −1} =σ4 <σ[p,q](B0) =σ3 et δ(∞,B0) = limr→∞ inf m(r,B0)
T(r,B0) > 0. Alors toute solu-

tion méromorphe f 6= 0 de l’équation

f (k) +Bk−1 f (k−1) +·· ·+B1 f
′ +B0 f = 0, (2.62)

vérifie σ[p+1,q]( f ) ≥σ3.

Preuve. On assume que f (z) 6= 0 une soluion méromorphe de l’équation (2.62).
On peut écrire l’équation (2.62) sous la forme

B0 = −
(

f (k)

f
+Bk−1

f (k−1)

f
+Bk−2

f (k−2)

f
+·· ·+B1

f
′

f

)
, (2.63)
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d’après (2.63), on a

m(r,B0) = m

(
r,−

(
f (k)

f
+Bk−1

f (k−1)

f
+Bk−2

f (k−2)

f
+·· ·+B1 f

′
))

,

donc

m(r,B0) ≤ m

(
r,

f (k)

f

)
+m

(
r,

f (k−1)

f

)
+·· ·+m

(
r,

f
′

f

)
+

k−1∑
j =1

m(r,B j )+O(1), (2.64)

d’après le lemme de la dérivée logarithmique et (2.64) on trouve

m(r,B0) ≤ O(log(r T(r, f )))+
k−1∑
j =1

T(r,B j ), r ∉ E6, (2.65)

où E6 ⊂ [1,+∞[ est un ensemble avec une mesure linéaire finie. D’aprés le Lemme 3.6,
il existe un ensemble E avec une mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| = r ∈ E,
on a

lim
r→∞

logp T(r,B0)

logq r
=σ3, r ∉ E.

La définition de

lim
r→∞

logp T(r,B0)

logq r
=σ3,

implique pour tout ε> 0, il existe R > 1 tel que pour tout r > R, on a

T(r,B0) > expp {(σ3 −ε) logq r }, (2.66)

et la définition de

lim
r→+∞ inf

m(r,B0)

T(r,B0)
= δ,

implique pour tout ε> 0, il existe R > 1 tel que pour tout r > R, on a

m(r,B0) > (T(r,B0))(δ−ε). (2.67)

Comme δ(∞,B0) > 0, alors pour tout ε(0 < 2ε< min{δ,σ3−σ4} donné et pour tout r ∈ E
et d’après (2.66), on obtient

m(r,B0) ≥ (δ−ε)expp {(σ3 −ε) logq r }. (2.68)

On pose B j = σ[p,q](B j ), ∀ j = 1,2, . . .k −1, on a B j ≤ max{σ[p,q](B j ), j = 1,2, . . . ,k −1} =
σ4 <σ3.

Alors d’après la définition de

B j =σ[p,q](B j ) = lim
r→∞

logp T(r,B j )

logq r
=σ3,∀ j = 1,2, . . .k −1,

on obtient, pour tout ε> 0, il existe R > 1 tel que pour tout r > R, on a

T(r,B j ) < expp {(σ3 +ε) logq r }, ∀ j = 1,2, . . .k −1. (2.69)

D’après (2.65)− (2.68) et (2.69), on a

(δ−ε)expp {(σ3 −ε) logq r } ≤ O(log(r T(r, f )))
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+(k −1)expp {(σ4 +ε) logq r },r ∈ E−E6,

ce qui implique

(σ3 −ε) ≤ O(
logp+1 r

logq r
+

logp+1 T(r, f )

logq r
)+ (σ4 +ε)+

logp (k −1)

logq r
+O(1), (2.70)

avec r ∈ E−E6. D’après la relation (2.70), on trouve σ[p+1,q]( f ) ≥σ3 =σ[p,q](B0).

Lemme 2.13 [17]
Soient B j (z) j = 0,1, . . .k − 1 des fonctions méromorphes d’ordre [p, q]. S’il existe des

constantes positives σ5, β3, β4(0 < β3 < β4) et un ensemble logarithmique infinie tels que

max{
∣∣B j (z)

∣∣ , j = 1,2, . . .k −1} ≤ expp {β3(logq−1 r )σ5 },

et
|B0(z)| ≥ expp {β4(logq−1 r )σ5 }

pour tout |z| = r ∈ E8. Alors toute solution méromorphe f 6= 0, de l’équation (2.62) vérifie
σ[p+1,q]( f ) ≥σ5.

Preuve.
On assume que f 6= 0, est une solution méromorphe de l’équation (2.62). Donc on peut

écrire l’équation (2.62) sous la forme

B0 = − f (k)

f
−

k−1∑
j =1

B j
f ( j )

f
.

Alors

|B0| ≤
∣∣∣∣ f (k)

f

∣∣∣∣+ k−1∑
j =1

∣∣B j
∣∣ ∣∣∣∣ f ( j )

f

∣∣∣∣ . (2.71)

D’après le Lemme 3.9, il existe un ensemble E7 de mesure logarithmique finie tel que
pour |z| = r ∉ E7, on a ∣∣∣∣ f ( j )

f

∣∣∣∣≤ M
[
T(2r, f )

]2 j , j = 1,2, . . . ,k, (2.72)

avec M > 0 une constante. D’après (2.71) et (2.72) et d’après les hypothèses du Lemme
3.13, pour tout |z| = r ∈ E8 −E7, on a

expp {β4(logq−1 r )σ5 } ≤ Mk
[
T(2r, f )

]2k expp {β3(logq−1 r )σ5 }, (2.73)

comme 0 < β3 < β4 et (2.73), on a σ[p+1,q]( f ) ≥σ5.

Lemme 2.14 [17]
Soient A0, A1, . . . , Ak−1,F 6= 0 des fonctions méromorphes, si f est une solution méro-

morphe de l’équation
f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A0 f = F

qui vérifie max{σ[p,q](F),σ[p,q](A j ) : j = 0,1, . . . ,k −1} <σ[p,q]( f ), alors

σ[p,q]( f ) = λ[p,q]( f ) = λ[p,q]( f ).

Lemme 2.15 ([17]) Soient A j (z) ( j = 0,1, . . . ,k−1) des fonctions entières vérifiants max{σ[p,q](A j ) :
j = 1, . . . ,k −1} ≤ σ[p,q](A0) <∞, et

max{τ[p,q](A j )|σ[p,q](A j ) =σ[p,q](A0) > 0} < τ[p,q](A0).
Alors toute solutions non triviale f de l’équation (2.3) vérifie

σ[p+1,q]( f ) =σ[p,q](A0).
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4 Preuve des Théorèmes

4.1 Preuve du Théorème 3.6

On considère deux cas. Cas1.
Supposons que max{σ[p,q](A j ) : j = 1,2, . . . ,k −1} <σ[p,q](A0) <∞.

(i ) Premièrement, on montre que λ[p+1,q]( f −ϕ) = σ[p+1,q]( f ). On suppose que f 6= 0
est une solution de l’équation (2.3). D’après le Lemme 3.15, on a σ[p+1,q]( f ) = σ[p,q](A0).
Posons g = f −ϕ.

Commeσ[p+1,q](ϕ) <σ[p,q](A0), alorsσ[p+1,q](g ) =σ[p+1,q]( f ) =σ[p,q](A0) etλ[p+1,q](g ) =

λ[p+1,q]( f −ϕ). D’après le Lemme 3.1, on obtient que g satisfait l’équation (2.4). Posons

F =ϕ(k) +Ak−1ϕ
(k−1) +·· ·+A0ϕ.

Si F = 0, alors d’après le Lemme 3.15, on a σ[p+1,q](ϕ) = σ[p,q](A0), on obtient une
contradiction, alors F 6= 0. D’après le Lemme 3.4 et les hypothèses du cas1, on a

σ[p+1,q](F) ≤ max{σ[p+1,q](ϕ),σ[p+1,q](A0)} = max{σ[p+1,q](ϕ),0}.

Comme σ[p+1,q](ϕ) <σ[p,q](A0), alors

max{σ[p+1,q](F),σ[p+1,q](A j ) : j = 0,1,2, . . . ,k −1} <σ[p+1,q]( f ).

D’après le Lemme 3.14, on trouve

λ[p+1,q](g ) = λ[p+1,q](g ) =σ[p+1,q](g ) =σ[p,q](A0).

Donc, on obtient

λ[p+1,q]( f −ϕ) = λ[p+1,q]( f −ϕ) =σ[p+1,q]( f ) =σ[p,q](A0).

(i i ) Deuxièment, on prouve que λ[p+1,q]( f
′ −ϕ) =σ[p+1,q]( f ). Posons g1 = f

′ −ϕ, alors
σ[p+1,q](g1) = σ[p+1,q]( f ) = σ[p,q](A0). D’après le Lemme 3.2, on obtient que g1 satisfait
l’équation (2.5) posons

F1 =ϕ(k) +U1
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+U1
0ϕ,

où U1
j ( j = 0,1, . . . ,k−1) définit le Lemme 3.2. Si F1 = 0, par Lemme 3.7 et Lemme 3.8, on

a σ[p+1,q](ϕ) ≥ σ[p,q](A0), ainsi on obtient une contradiction avec σ[p+1,q](ϕ) < σ[p,q](A0).
Donc F1 6= 0.

D’après la définition de U1
j ( j = 0,1, . . . ,k − 1), on trouve σ[p+1,q](U1

j ) ≤ σ[p+1,q](A j )

( j = 0,1, . . . ,k − 1) σ[p+1,q](F1) ≤ max{σ[p+1,q](ϕ),σ[p+1,q](U1
j ) : j = 0,1, . . . ,k − 1}. Comme

σ[p+1,q](ϕ) < σ[p,q](A0) et max {σ[p+1,q](F1), σ[p+1,q](U1
j ) : j = 0,1, . . . ,k − 1} < σ[p,q](A0) =

σ[p+1,q](g1). D’après le Lemme 3.14, on obtientλ[p+1,q]( f
′−ϕ) = λ[p+1,q]( f

′−ϕ) =σ[p+1,q]( f ).

(i i i ) On prouve que λ[p+1,q]( f (i ) −ϕ) = σ[p+1,q]( f ) (i ≥ 2, i ∈ N). Posons gi = f (i ) −ϕ,
alors σ[p+1,q](gi ) = σ[p+1,q]( f ) = σ[p,q](A0). D’après le Lemme 3.3, nous avons gi satisfait
l’équation (2.20). posons

Fi =ϕ(k) +Ui
k−1ϕ

(k−1) +·· ·+Ui
0ϕ,

où Ui
j ( j = 0,1, . . . ,k −1) dans le Lemme 3.3. Si Fi = 0, par le Lemme 3.7 et Lemme 3.8,

on a σ[p+1,q](ϕ) ≥ σ[p,q](A0), une contradiction avec σ[p+1,q](ϕ) < σ[p,q](A0). Donc Fi 6= 0.

D’après le Lemme 3.14, on obtientλ[p+1,q]( f (i )−ϕ) = λ[p+1,q]( f (i )−ϕ) =σ[p+1,q]( f ). Cas2.
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Supposons que max{σ[p,q](A j ) : j = 1,2, . . . ,k−1} ≤σ[p,q](A0) <∞, et max{τ[p,q](A j )|σ[p,q](A j ) =
σ[p,q](A0) > 0} < τ[p,q](A0).

(i ) Montrons que λ[p+1,q]( f −ϕ) = σ[p+1,q]( f ). On suppose que f 6= 0 est une solution
de (2.3) .D’après le Lemme 3.15, on a σ[p+1,q]( f ) =σ[p,q](A0) > 0. Posons g = f −ϕ.

Commeϕ 6= 0 est fonction entière satisfaitσ[p+1,q](ϕ) <σ[p,q](A0), alors on aσ[p+1,q](g ) =

σ[p+1,q]( f ) = σ[p,q](A0) et λ[p+1,q](g ) = λ[p+1,q]( f −ϕ).par le Lemme 3.1, on obtient que g
satisfait l’équation (2.4).

Si F = 0, alors d’après le Lemme 3.15, on a σ[p+1,q](ϕ) = σ[p,q](A0), on obtient une
contradiction, alors F 6= 0. Sous les hypothèses du Cas2, on obtient

max{σ[p+1,q](F),σ[p+1,q](A j ) : j = 0,1, . . . ,k −1} <σ[p+1,q](g ) =σ[p,q](A0).

Du Lemme 3.14 (i i ), on a

λ[p+1,q]( f −ϕ) = λ[p+1,q]( f −ϕ) =σ[p+1,q]( f ) =σ[p,q](A0).

(i i ) Maintenant, on prouve queλ[p+1,q]( f
′−ϕ) =σ[p+1,q]( f ). Posons g1 = f

′−ϕ, comme
σ[p+1,q](ϕ) <σ[p,q](A0), alors on a σ[p+1,q](g1) =σ[p+1,q]( f ) =σ[p,q](A0). D’après le Lemme
3.2, on obtient que g1 satisfait l’équation (2.5). Si F1 = 0, par Lemme 3.11 et Lemme 3.13,
on a σ[p+1,q](ϕ) ≥σ[p,q](A0), une contradiction avec σ[p+1,q](ϕ) <σ[p,q](A0). Donc F1 6= 0.

D’après le Lemme 3.14, on obtient λ[p+1,q]( f
′ −ϕ) = λ[p+1,q]( f

′ −ϕ) = σ[p+1,q]( f ) =
σ[p,q](A0).

Similaire au argument de cas (1) (iii) (v) et en utilisant les Lemmes 3.1-3.11 et (2.3.13),
on obtient

λ[p+1,q]( f (i ) −ϕ) = λ[p+1,q]( f (i ) −ϕ) =σ[p+1,q]( f ) =σ[p,q](A0), (i ∈N)

d’où la preuve du Théorème 3.6 est complète.

4.2 Preuve du Théorème 3.7

D’après les conditions du Théorème 3.7, on peut facilement obtenir les conclusions
du Théorème 3.7 en utilisant les mêmes arguments comme dans le Théorème 3.6 et le
Lemme 3.12.
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Conclusion

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance et l’exposant de convergence des zé-
ros des solutions des équations différentielles linéaires à coefficients entières ou méo-
morphes.

Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats sur l’exposant de convergence [p, q]
des zéros de f (i ) −ϕ ,où f est une solution de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A0 f = 0,

et A j ( j = 0,1,2. . . ,k −1) sont des fonctions entières ou méromorphes. On remarque
que ces équations sont peu étudiées car toutes leurs solutions ne sont pas toujours des
fonctions méromorphes. Une question naturelle se pose : Est-il possible d’obtenir des
résultats similaires lorsque les coefficients sont des fonctions analytiques ? et ces résultats
restent t-ils valabes dans le cas des équations différentielle non homogènes ?.
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