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Introduction

Ce mémoire est consacré a 1’étude des problemes concernant la stabilité et ’existence
globale des solutions faibles des systeémes vibrants en supposant que ces systeémes sont soumis
a des termes d’amortissements,qui font décroitre 1’énergie.

Plusieurs formes de ces problemes ont été étudiés par de nombreux mathématiciens sous
diverses hypotheses sur les termes d’amortissements.

Un de ces formes, des systemes qui sont appelés les systemes de Timoshenko.

En 1921, Timoshenko [45] a donné le systéme équations hyperbolique suivant :

<1> { pug(5t) = (K(uz — ¢))a (z;1) E]OaL[X]Oa +OO[
ngptt(%t) = (Elp:)s + K(uz — ) (z;t) €]0, L[x]0, +o0],

out, o, x,p, I, u, F, Iet K désignent respectivement la variable temps, I’angle de rotation
du filament du faisceau, la variable d’espace le long du rayon de longueur L, la densité et le
moment d’inertie polaire d'une section, le déplacement transversal de la poutre, le module
de Young, le moment d’inertie, et le module de cisaillement.

De nombreux mathématiciens ont étudié ce type de probleme apres avoir ajouté certains
termes et conditions pour prouver leurs résultats.

Kim et Renardy [24] ont étudié le systéme (1) avec les deux conditions aux limites de la
forme suivante :

Ko(Lit) — K240 = 2% L) w0
5 or 9 ot
o p

EIZ2 (L) = -2 (L, >0,
021ty = -2 (L) >0

Par les techniques de la méthode des multiplicateurs ils ont établi un résultat de décroissance
de la fonction de ’énergie.

Raposo, Ferreira, Santos et Castro 0] ont considéré le probleme (1) avec deux termes
d’amortissements dans le cas linéaire et des conditions homogenes de Dirichlet, précisément,
ils ont examiné le systeme suivant :

prug — K(ug + @)y +up =

0
(2) P2t — bz + K(us + ) + @ (z;t) €]0,
w(0; L) = u(L;t) = p(0;1) = ( )_o Vit > 0.

(z31) €]0, 1[x]0, +1]
€0, 1[x]0, +1

—_



Introduction 2

IIs ont prouvé que I'énergie associée a (2) décroit exponentiellement.

Soufyane et Wehbe [44] ont montré que le systeme (1) est stable. Alors, ils ont considéré
le systeme suivant

pus = (K (uz + 9))a (z;t) €]0, 1[x]0, +1]
(3) § Ippu = (Elpy)s + K(uz + @) +bpe =0 (x;t) €]0, 1[x]0, +1]
u(0; L) = u(L;t) = 0(0;t) = p(L;t) =0Vt >0,

ol b est une fonction positive et continue, qui satisfaite

b(x) > by >0, Vx € [ag;ai] C [0, L].

En fait, ils ont prouvé que le systeme (3) est uniformément stable si, et seulement, si (% = %)
P

sinon, seulement la stabilité asymptotique a été prouvée.

Ammar-Khodja, Benabdallah, Munoz Rivera, et Racke [5], ont considéré le systeme de
type Timoshenko linéaire avec un terme de mémoire et aussi avec des conditions homogenes,
de la forme :

prow — K (o, + Q@x =
(@) { patb — bibna + / 9t = 8)tban(s)ds + K (0 + ) = 0,
p(0:1) = p(Li 1) = (05 1) = p(Lit) =0, Vit >0,

dans |0, L[x]0, +o0], en tout, ils ont utilisé les techniques de la méthode des multiplicateurs

pour prouver que le systeme est uniformément stable si et seulement si (pﬁ1 = p%) et g décroit

uniformément.

Belkacem Said-Houari et Yamina Laskri [6], ont considéré le systéme de Timoshenko
linéaire avec un terme de retard constant de la forme suivante :

prow(r;t) — K(pp + ) (25t) =0
(5) < pethu(w;t) — biaw (25 t) + K0z + ) (25t) + path(w; 1)
oty (w5t — 1) =0,

ou (z;t) €]0, 1[x]0, +oo[, 7 > 0 représente le terme de retard et py, ps sont des constantes
positives avec les conditions aux limites suivantes :

©(0;t) = p(15t) = p(0;t) = (1;¢) =0t >0

et les conditions initiales

{ p(2;0) = wo @i(2;0) = o1 P(2;0) = 2y
Vi(;0) = 1 y(wst — 1) = folw;t —7) (2;t) € [0,1] x [0, 7].

2



Introduction

K b
Ils ont établi que 1’énergie décroit exponentiellement si, (— = —)
1 P2
Ce mémoire comporte trois chapitres.
Le premier chapitre est consacré a des rappels d’usage sur les outils mathématiques utilisés
dans ce mémoire.

Le deuxieme chapitre, est pour but de prouver la décroissance de ’énergie et 1’existence de
la solution faible du systeme de Timoshenko viscoélastique non linéaire a la présence d'un
terme de retard constant de la forme :

( prow(z5t) — K(pp + 1) (z3t) =0 (x;t) €]0,1[x]0, +o0|
P2wttt(x; t) — bhy (x5 8) + Kz + ) (;8) + pagr (Yu (x5 1))
+ [ bl = s)alas s + pagnlinait = 7)) = 0 (5) €]0,1[x]0, +ox]
P 00:1) = p(150) = 6(0:1) = (1:8) = 0 £>0
U(@;0) = tho(x), thu(x;0) = () z €]0,1]
@(;0) = wo(z), @i(2;0) = p1(x) z €]0,1]
[ ezt — ) fo(z;t — 1) (z;t) €]0,1[x]0, 7.

Pour établir nos résultats, nous avons besoin des hypothéeses suivantes
(H1) (%) h: R, — R, une fonction de class C? telle que :

400
h(0) = hy > 0; | = / h(s)ds < b.
0

(x+) De plus, il existe une fonction ¢ : R, — R, décroissante de classe C! vérifie :

h'(s) < —C(s)h(s), Vs >0,

+oo
/ ((s)ds = +o0
0

(H2) g1 :R — R une fonction croissante continue sur R telle que :

avec

il existe €'; ¢1; ¢co > 0 et une fonction convexe et croissante H : R, — R, de la classe
CHR,) N C%*(J0; +o00]) vérifie

(%) H(0)=0 et H linéaire sur [0;€] ou bien
H'0)=0 et H" >0 sur |0;€],

tels que

(1) als] <|gi(s)| < eals| si |s| = €,

3



Introduction 4

(2) s*+gi(s) < H '(squ(s)) si |s| <€,

g2 : R — R une fonction impaire croissante de classe C*(R) telle que :

il existe c3,aq,00 > 0

(3) 192(s)] < ¢,
(4) a1592(s) < Ga(s) < azs91(s),

Gao) = | go(r)r,

et

(5) Qg U2 S Q.

Le troisieme chapitre, est pour objectif de prouver la décroissance de 1’énergie et 1’existence
de la solution faible du systeme de Timoshenko viscoélastique non linéaire a la présence d’'un
terme de retard variable de la forme :

(6)

( prow(z;t) — K(pg + 1) (25t) =0 (x;t) €]0,1[x]0, +o0]
potu(x; 1) — bibaa () + K (00 + ) (23 t) + 1 () g1 (Vi (3 1))

Fpa(t)ga (W (z;t — (1)) + /t h(t — $)pe(x;8)ds =0 (x;t) €]0,1[x]0, +00[

Pot) \ o(0:) = (1) = 0(0:8) = B(1:1) = 0 (>0
Y(x;0) = o(x), i(w;0) =1 (2), z €]0, 1]
p(7;0) = wo( ) wi(2;0) = p1(x) z €]0,1]
[ izt = 7(0)) = folz;t —7(0)) (x;t) €]0,1[x]0,7(0)[.

Pour établir nos résultats, nous avons besoin des hypotheses suivantes
(H1) (%) h: R, — R, de classe C? telle que :

+o0
h(0) = hy > 0; | = / h(s)ds < b.
0

(xx) De plus, il existe une fonction ¢ : R, — R, décroissante de classe C! vérifie :

h'(s) < —C(s)h(s), Vs >0,

/0+00 ((s)ds = +o0

4
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Introduction

(H2) pu; :Ry —]0, +oo[ une fonction croissante de classe C'(R,) telle que :

+oo
(7) /0 w1 (7)dT = +o0,

(8) ()] < epa (1)
(H3) 2 : Ry — R une fonction de classe C1(R)

(9) |2 (t)| < Bua(t),

(10) |5 ()] < (1),
Pour0 < g <1letc>0.
(H4) g1 :R — R une fonction croissante continue sur R telle que :
il existe € ; ¢1; ¢ > 0 et une fonction convexe et croissante H : R, — R, de la classe
CHR4) N C?(]0; +oc) vérifie
(*){ H(0)=0 et H linéaire sur [0;€] ou bien
H'(0)=0 et H">0 sur |0;€]

tels que
(11) cils| < lgi(s)] < cals| si |s| =€,
(12) s+ gi(s) < H '(squ(s)) si |s| <€,

g2 : R — R une fonction impaire croissante de classe C*(R) telle que :

il existe c3,a1,a0 > 0

(13) 192(5)] < cs,
(14) a1592(s) < Ga(s) < azsgi(s),

Galo) = [ oy

(H5) 7 une fonction telle que :

(15) 0<7<7(t) <7 V>0,
ou 7y et 7 sont deux constantes positives et d une constante vérifiant
(16) T'(t) <d<1, Vt>D0,
(H6)
041(1 — d)
17 < — .
( ) B &2(1 — Ctld)



Chapitre 1
Préliminaires

On commence par rappeler les notions de base et certains résultats classiques d’analyse
qui nous serviront a réaliser ce travail.

1.1 Espaces de Lebesgue

Dans ce qui suit, {2 est un ouvert de R™ avec n € N* muni de la mesure de Lebesgue dz.

Définition 1.1.1 Soit p € [1,+0o0[. On appelle espace de Lebesque [’ensemble noté LP(2)
défini par

LP(Q) = {u:Q— R mesurable : / |u(z)Pdx < oo}
Q

Théoréeme 1.1.1 Soit p € [1,4o00[. L’application ||.||r) : LP(Q2) = R définie par :

||u||Lp(Q) = (/ |u|pd$) ,
Q

est une norme sur LP(Q), muni de cette norme, LP()) est un espace vectoriel normé com-
plet(i.e. un espace de Banach).

Définition 1.1.2 L’espace L>(2) est défini par

3=

u  mesurable et il existe une constante C >0
LOO(Q):{U:Q—HR }

lu(z)| < C p.p sur .

Théoréme 1.1.2 L’application ||.||« : L=(2) — R définie par :
||t]| o = inf {C’ D u(x)] < C pop sur Q},

est une norme sur L>(S), muni de cette norme, L>(Q)) est un espace vectoriel normé com-
plet(i.e. un espace Banach).



Espaces de Lebesgue généralisés 2

Remarque 1.1.1 En particulier, quand p = 2, L*(Q)) muni du produit scalaire

< U,V >r20)= / u(x)v(x)de,
0

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.1.3 Pour p €]1,+o0[, l'espace LP(§2) est un espace réflexif.

1.2 Les espaces de Lebesgue généralisés

Dans toute la suite 2 est un ouvert de R™.

1.2.1 Les espaces LP(Q),R?) (a € N¥)

On considere la généralisation suivante. Pour tout a € N* et 1 < p < +o00, on définit
I'ensemble LP(Q2, RY) comme suit :

LP(Q,RY) = {f : 2 - R* mesurable : / |f|Pdx < +oo},
Q

ou |.| désigne une norme quelconque dans R®.

Théoreme 1.2.1 Soient a € N* et 1 < p < +oo. Lapplication ||.||prore) : LP(,R*) = R

définie par
1
sz = ( [ 17dz)"
Q

est une norme sur LP(2,RY), muni de cette norme, l'espace LP(Q2,R*) est un espace de
Banach.

Remarque 1.2.1 Dans le cas particulier ot p = 2, l'espace L*(,R®) muni du produit
scalaire

1=n
< UV > 2Ry = / < U,V >pa dr = Zui(x)vi(:c)d:c,
Q

=1

0t U = (Up, U, ..., Uiy . Uy) €6 V= (V1,Va,...,0...0,) est un espace de Hilbert.

1.2.2 Les espaces L*(0,T;V)

Définition 1.2.1 Soient V' un espace de Banach et p € [1,400]. L’espace LP(0,T;V) est
défini par

DO.1V) = {£:10.7) > V] /OT 7Ot < +o0)

2



Espaces des distributions

Théoreme 1.2.2 Soient V' un espace de Banach et p € [1,400].
Lapplication ||.||ro.1vy : LP(0,T;V) = R définie par

T >
| fllzr0.mv) = (/0 ||f(t)|]pdt) ,

est une norme sur LP(0,T;V), muni de cette norme, 'espace LF(0,T;V') est un espace de
Banach.

1.2.3 Les espaces L>(0,7;V)
Définition 1.2.2 Soit V' un espace de Banach. On défini L’espace L>(0,T;V) par
L*(0,T;V) = {f 10, T[— V mesurable et sup || f(t)|| < —i—oo}.
t€]0,T'[

Théoreme 1.2.3 Soit V un espace de Banach. L application ||.||pe vy : L0, T;V) = R
définie par

Nl oo 0,77y = sup ess|| f(t)]l,
t€]0,T|

est une norme sur L>(0,T; V), muni de cette norme, l'espace L>(0,T; V') est un espace de
Banach.

1.3 Espaces des distributions

Définition 1.3.1 Soit V un espace de Banach. On désigne par D'(0,T;V) l’espace des
distributions sur 10, T| a valeurs dans V', défini par

D'(0,T5V) = L(D(0,T); V);
ot D(]0,T[; V') est lespace des fonction de classe C*° de 10, T[— V et a suuport compact
dans 10, T[. De plus
— Si feD(0,T;V), sa dérivée distribution est définie par
of .00
g(@) = f(a)-

— Si f € LP(0,T;V) avec 1 < p < +o0, il lui correspond une distribution, notée aussi
f sur]0,T] a valeurs dans V', par

f(o) = / F(Oe(hdt, o € DO0,T].

Remarque 1.3.1 L(E; F) désigne l’espace des applications linéaires continues de E dans
F avec (E et F espaces vectoriels topologiques).

On a le resulatat suivant qui est trés utile.

Lemme 1.3.1 Soit V un espace de Banach. Si f € LP(0,T;V) et % € LP(0,T;V) avec

1 <p < +o0, alors f est aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de
(0,7"), continue de [0,T] — V.
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1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérivées au sens faible sont
intégrables. Ces espaces sont complets ce qui est un avantage pour 1’étude des solutions des
équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, nous notons par  un ouvert de R™ (n € N* ) avec une frontiere notée 952
réguliere et nous allons aussi utiliser les notations suivantes pour les dérivées différentielles
partielles d'une fonction :

oku

afu:—k pour tout k € N et i =1;...;n;
o0z}

Doy = 01" 05 ...05" u =

8a1+a2+...an U
o (e Y
0x ' 0xy* ... Oxon

a=(ap,az,...,0,) EN" et || =1 +as+ ...+ .

Proposition 1.4.1 Soit 1 < p < +o00. Une distribution T' € D'(2) est dans LP(§2) s’il existe
une fonction f € LP(Q) telle que

<T,f>= / f(@)p(x) dz,  pour tout ¢ € D(Q),
Q

de plus f est unique.

1.4.1 Espaces de Sobolev
Définition 1.4.1 Soitp € [1,4o00[ et m € N*. L’espace de Sobolev W™P(Q) est défini par :
WmP(Q) = {u € LP; D% € LP Yo € N" |a| < m}.

Proposition 1.4.2 L’espace W™P(Q) munit de la norme :

(3 1D%ule)’ s 1<p<+oc,

|a|<m

2 [1D%ul|ze si p= o0,

laj<m

est un espace de Banach, réfléxive pour 1 < p < +oo de plus séparable pour 1 < p < +00.

Remarque 1.4.1 Dans le cas particulier ot p = 2, 'espace W™2(Q) est noté H™(Q) , on
le munit du produit scalaire

< f,9 >mm@)= Z (D*f, D) Z /Daf D%g dx,

o] <m lo|<m

avec la norme associée

1
1y = (D 1Dl )”

lal<m

4



Espaces de Sobolev généralisés 5

Proposition 1.4.3
1. Soit m € N. Muni de la norme ||.||gmq), H™(Q) est un espace de Hilbert.
2. Soient p,q € N. Sip > q, HP(QQ) s’inject continiment dans H9(S2).

Définition 1.4.2 L’espace WP(Q) (respectivement HJ*(S2)) est la fermeture de D(S2) par
la norme de W™P(Q) (respectivement de H™(2)).

On a le resultat suivant
Lemme 1.4.1
D(Q) — HMQ) — H™(Q) — L*(Q) — H ™(Q) — D'(Q).

ou HJ'(2) est le dual de H™(S2).

1.5 Espaces de Sobolev généralisés

Définition 1.5.1 Soit X un espace de Banach. Pour m € N, p € [1, 00|, On définit l’espace
de Sobolev WP (a,b; X) par :

W™P(a,b; X) = {v € LP(a,b; X); 50

€ LP(a,b; X). Vj < m}.

Proposition 1.5.1 L’espace de Sobolev W™P(a,b; X) munit de la norme

( m o fP 1/p |
Z% . , 811 < p < oo,
||f||W"hp(a biX) = Jj=0 Lr(a,b; X)
" m a‘]f |
Z ot ’ s1p = +00,
\ J=0 L>(a,b;X)

est un espace de Banach.

Remarque 1.5.1 Dans le cas particulier ot p = 2, l’espace W™?(a, b; X) est noté H™(a, b; X),
on le munit du produit scalaire

mo A .
d’u Vv
(uav)H"b(a,b;X) = Z/ (%, %) dt
j=0 "¢ X

Proposition 1.5.2 H™(a,b; X) est un espace de Hilbert.

5



Injections de Sobolev 6

1.5.1 Injections de Sobolev

Théoreme 1.5.1 Soit 1 < p <mn, alors
WhP(R™) C LP"(R™)

1 1
ot p* est donné par — = ——— (p =n,p* = o). De plus, il existe une constante C' = C(p, n)
p b n
telle que

lull e < ClIVullo@n,  Yu € WH(R™).
Corollaire 1.5.1 Soit 1 < p < p* <n, alors
WH(R") < LYR") Vg € [p,p]
Dans le cas p = n, on aura

WY (R™) ¢ LYR™) Vq € [n, +oo]

Théoreme 1.5.2 Soit p > n, alors

WHP(R™) < L=(R")
Corollaire 1.5.2 Soit Q un ensemble borné de R™ de classe C' avec T' = 00 et 1 < p < oo.
Alors, on a

1

* 1
si 1< p<oo, alors WHP(Q) — LV (Q) ot — = = — —.
p n

e

si p=mn, alors WH(Q) — L%(Q),Vq € [p, +ool.
si p>mn, alors W'P(Q) < L>(Q).

De plus, sip > n, alors : Yu € WHP(Q),

u(z) —u(y)] < Clz —y|*ullwrr@), Vo,yeQ

aveca=1— 2 > 0, C' une constante dépend de p,n et Q. En particulier W'*(Q) c C(Q).
p

Corollaire 1.5.3 Soit Q un ensemble borné de R™ de classe C' avec T' = 0Q et 1 < p < oo.

Alors, on a

1
si p<mn, alors W'P(Q) = LI(Q), Vg€ [l,p*[ ot — =
p

=
S|

si p=mn, alors WP(Q) C L), Vq € [p,+ool.
si p>mn, alors WHP(Q) C C(9Q).

6
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Remarque 1.5.2 On remarque, en particulier, que
WP (Q) — LI(R)
pour 1 < p < oo et pourp < q<p*.

Corollaire 1.5.4

VA
.

1
>0, alors W™P(R") — LYR") avec — =
q

=0, alors W™P(R") — LY(R"),Vq € [p, +o0].

m
n

|
I3 3333
[N =

2,
[N —,B I

<0, alors W™P(R") < L>(R").

1.6 Convergence forte, faible, faible étoile dans des es-
paces de Banach

1.6.1 Convergence forte

Définition 1.6.1 Soient x € E {x,} C E. On dit que {x,} converge fortement dans z, et
on écrit x, — x dans E, st
lim||z, — z||g = 0.

1.6.2 Espace dual et bidual

Soit (E,||.||g) un espace de Banach. On sait que 'espace de Banach de toutes les formes
linéaires continues sur E est I’espace noté E’ espace dual de E muni de la norme ||.||g définie
par

< >
HfHE/ :sup‘ f7x ’
web  |7lE
T#£0

ou < f,x > désigne 'action de f sur z, c’est-a-dire que < f,z >= f(z). De la méme maniere,
on peut définir 'espace dual de E' qu’on le note E”, appelé espace bidual de E qui est aussi
un espace de Banach. Un élément x de E peut-étre vu comme une forme linéaire continue
sur E” en posant z(f) =< z, f >; ce qui signifie que £ C E”.

1.6.3 Convergence faible dans un espace de Banach

Définition 1.6.2 Soient x € E et {x,} C E. On dit que {x,} converge faiblement vers x
dans E, et on écrit x,, — x dans E, si

() = ()

pour tout f € E.
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1.6.4 Convergence faible dans un espace dual d’un espace de Ba-
nach

Définition 1.6.3 Soient f € E' et {f,} C E’. On dit que {f,} converge faiblement vers f
dans E', et on écrit f, — f dans E', si

(fnsx) = {f, )

pour tout v € E".

1.6.5 Convergence faible dans L”(Q)) avec 1 < p < 400
Définition 1.6.4 On dit que la suite {f,} de LP(S) converge faiblement vers f € LP(Q), si

1 1

lim / fng(x)dx = / f(z)g(x)dx, pour tout g € LI(Y) avec —+ — = 1.
n—+00 Jo [¢) p q

1.6.6 Convergence faible dans W?() avec 1 < p < +o0

Définition 1.6.5 On dit que la suite { f,,} de WP(Q) converge faiblement vers f € WHP(Q),
s1
fo— f dans LP(Q) et Vf, = V[ dans LP(Q;R"),

et on écrit f, — f dans WHP(Q).

1.6.7 Convergence faible étoile

Définition 1.6.6 (Convergence faible étoile) Soient f € E' et {f,} C E'. On dit que {f,}
converge faible étoile vers f dans E', et on écrit f, — xf dans E', si

(fn ) = (f, ),

pour tout x € F.

1.7 Méthode de Faedo-Galerkin

Nous considérons le probleme de Cauchy abstrait pour une équation d’évolution du se-
conde ordre dans un espace de Hilbert séparable H avec le produit scalaire < .,. > et la
norme associée ||.||

ou u et f sont des fonctions inconnues définies sur l'intervalle fermé [0, 7] C R a valeurs dans
un lespace H et A(t) (0 <t <T) sont des opérateurs linéaires bornés dans H, agissants

8



Lemmes techniques

dans un espace V € H appelé espace d’énergie.

Supposons que < A(t)u(t),v(t) >= a(t;u(t),v(t)), pour tout u,v C V; ou a(t;.,.) est une
forme bilinéaire continue dans V.

Le probleme (PC) peut étre formulé comme suit : Cherché la solution u(t) telle que

3 uwe C([0,T);V),« € C([0,T); H)
(P) (u’(t,v)) +a(t;u(t),v) = (f,v) dans D'(J0,TT)
Uy € V, U € H

Un tel probleme, peut étre résolu avec la méthode de Faedo-Galerkin.

1.7.1 Méthode générale(Faedo-Galerkin)

Soit V},, un sous-espace de V' de dimension finie d,,, et soit {wj,,} une base de V,,. Nous
définissons la solution u,,, du probleme approximatif suivant

;

Uum(t) = Zgz( )Wjm

Uy € C'([O T] Vi), wl, € C([0,T); Vi) st € L*(0,T; Vi)
(up, (1), w3m> + a(t; um(t) wjm) (f, wjm> 1<j<dy

um(0) = ;&( JWjm, U, (0) = Zm( )Wjm

ou
77L

Z&Z( JWjm — up  dans V comme m — 0o
an (t)wjm — uy  dans V comme m — 00

De la théorie des équations différentielles ordinaires, le systeme (P,,) admet une solution
locale dans l'intervalle [0,¢,,[ et les termes non linéaires, d’apres le lemme de Zorn, ont la
régularté souhaitée. Les estimations a priori par la suite, montreront qu’on peut obtenir une
solution définie pour tout ¢ > 0.

1.8 Lemmes techniques

1.8.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Lemme 1.8.1 Soit H un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire < .,. >. Alors,
Vu,v € H, | <u,v> | <|ullgl|v]a.

9
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1.8.2 Inégalité de Young

Lemme 1.8.2 pour tous réels a et b positifs ou nuls et tous réels p et q strictement positifs
tels que — + — =1, alors :
p q
a? bl

ab < —+ —
p q

Lemme 1.8.3 Pour tous a, b € R™, on a

b2
ab < ea® + —_—,
4e

ol € est une constante positive.

1.8.3 Inégalité Sobolev-Poincaré

Lemme 1.8.4 Soit ¢ un nombre tel que

2
2<qg<+o0si n=1,20u 2<qg< nlsinZ?),
n

alors, il existe une constante c, = c,(q) tel que

v € Hy(0,1), [[¥llg < e[Vl

1.8.4 Inégalité de Holder

1 1 1
Lemme 1.8.5 Soient p, q et r trois réels strictement positifs tels que — + — = —, alors
p q T

Vi € LP(Q) p € LU(Q), [P

@) < Yllze@ ez,

ot ) est un ouvert de R™ et n € N*,

1.8.5 Lemme de Gronwall

Lemme 1.8.6 Soient T € Ry et Cy,Cy € Ry. Soit ¢ € L'([0,T]) une fonction positive, et
soit enfin f:[0,T] — R positive, telle que f, fo € L'([0,T)]) vérifiant

vVt e [0,T), f(t) < Ci+ 02/0 o(s)f(s)ds.

Alors f vérifie t
Vi e [0,T], f(t) <Ciexp (Cz/ gp(s)ds).
0

Voici une autre version du lemme, pour les fonctions dérivables.

10
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Lemme 1.8.7 Soit T € R,. Soit ¢ € L'(R) une fonction positive, et soit f : [0,T] - R
positive, dérivable sur [0,T], et vérifiant

Vi e 0,7, f(t) < o) (1),
Alors f wvérifie .
e Tl 1< 0o ( [ plsas).

11



Chapitre 2

Stabilité et I’existence globale de la
solution du systeme de Timoshenko
viscoélastique a la présence d’un
terme de retard constant

Nous nous intéressons dans ce chapitre a I’étude de la décroissance de ’énergie et I'exis-
tence globale de la solution du systeme de Timoshenko viscoélastique avec un terme de retard
constant qui est de la forme :

[ prou(e,t) — K(pp +1)u(x,t) =0 (23¢) €]0, 1[x]0, +-00]
Pz@ﬁttt(l", t) = 0pyu (2, 1) + K(pz + ) (@, 1) + pr1g1 (¢, 1))
+/ h(t — $)pe(z, s)ds + poge(Y(z,t — 7)) =0 (x;t) €]0,1[x]0, 4+00]
PUA @0 = p(1,6) = v(0,0) = ¥, =0 =
¥(z,0) = o(), 2/ft(%O) Y1 () z €]0,1]
(CL’ 0) ( )7 ( L, ) 1( ) ZL’E}O,l[
| Yl t — ) fo(x t—1) (x;t) €]0,1[x]0, 7],

ou 7 > 0 désigne le retard, p; et uo sont des nombres réels positifs et ¢g; @15 Yo; ¥1; fo
sont des données qui appartiennent a un espace fonctionnel approprié.

2.1 Hypotheses

Pour établir nos résultats, nous avons besoin des hypotheses suivantes
(H1) () h:R, — R, une fonction de classe C? telle que :

+o0
h(0) = ho > 0; [ = / h(s)ds < b.
0

12



Hypotheses

13

(xx) De plus, il existe une fonction ¢ : R, — R, décroissante de classe C! vérifie :
h'(s) < =C(s)h(s), Vs =0,
avec

+oo
/ ((s)ds = 400
0

(H2) ¢; :R — R une fonction croissante continue sur R telle que :

il existe € ; ¢1; o > 0 et une fonction convexe et croissante H : R, — R, de la classe
CHRy) N C%*(J0; +o0]) vérifie

(%) H(0)=0 et H linéaire sur [0;€'] ou bien
H'0)=0 et H" >0 sur |0;€],

tels que
(2.1) als| < lgi(s)| < cols| st [s] = €,
(2.2) "+ gi(s) < H '(squi(s)) si |s| <¢,

g2 : R — R une fonction impaire croissante de classe C*(R) telle que :

il existe c3,a1,a0 > 0

(2.3) 192(5)] < e,
(2.4) a1592(s) < Ga(s) < azsgi1(s),

G = | o),

et

(2.5) Qofty < Quifly.

13



L’étude de la décroissance de 1’énergie du probleme posé 14

2.2 L’étude de la décroissance de I’énergie du probleme
posé

Pour simplifier notre étude, nous aurons besoin, comme dans [35], de la nouvelle variable
z(x; p;t) définie comme suit

(2.6) z(z;pit) = (st — 7p), 2 €]0,1[, p€]0, 1], t>0.
De ([2.6)), on peut écrire
(2.7) Tz (s pit) + 2,(x; pit) = 0, (x; p;t) €]0,1[x]01[x]0, +o0l.

De ce qui précede, nous pouvons réécrire le probleme (Py) sous la forme suivante

( pl@tt(xat) - K(@x + w>x(x7t> =0 (:L‘;t) 6]07 1[X]07 +OO[
p2bu(,t) — bibue (2, 1) + Kz +¥)(2,t) + 191 (¢e(, 1))
+/0 h(t = s)tbea(T, 8)ds + paga(z(2;15t)) = 0 (x;¢) €]0,1[x]0, +-00]
(Py)Q Ta(@; p;t) + zp(x; pit) =0 (@; p; 1) €]0,1[x]0, 1[x]0, 4-00]

©(0,t) = p(1,t) =¥(0,t) =¥(1,t) =0 t>0
2(;058) = thi(x, 1) (z,t) €]0,1[x]0, +-00[
¢(@,0) = po(x), @i(x,0) = p1(x) z €]0,1]

L 2(7;0;:0) = folw, —pT) ;5 p) €]0,1[x]0, 1],

On peut donc donner la définition de la fonction de 1’énergie associée a la solution du
probleme (P’), comme suit

Définition 2.2.1 La fonction de l’énergie associée a la solution (V; p; z) du probleme (P1),
notée E, est définie sur [0, 4o00[ par

E(t) = E(t; z;0,¢) = / {p16} + p2} + Koz + 0| }dw

28) (b— / ds) / u2d - (hovs) (1)
+§//Gg 2(x, p, t)dpdzx,

ou & est une constante réelle strictement positive telle que

1— —
Aellma) o h= s
31 Q2

(howy)( // (t = ) (Vuls) — u(t)) *dsda.

14



L’étude de la décroissance de 1’énergie du probleme posé

Le résulat suivant nous donne la nature de 1'énergie associée a la solution du probleme (P}).

Lemme 2.2.1 Soit (p;1;z) une solution du probléme (P}). La fonction de l’énergie E
définie par (2.8)), vérifie

1
El(t) < _( — 1 — % — ILLQaQ) /0 %91(%)651’
1

0

29 (o= et - a)) [ oot aaleto 100 - GHOl0 IR
1
2

Preuve

En multipliant la premiere équation du probleme (P}) par ¢; et intégrant sur |0,1[, on
obtient :

1 1
(2.10) " / ol pu(w, )dr — K / (00 + ), )ou (i, ) = .

0 0

On pose

1 1
I, = pl/ o, )z, t)de, I, = K/ (pz + ) u(z, t)pr(z, t)dx.
0 0

Pour l'intégrale I;, on remarque que

d d
%(@t%pt) = %(90?) = 2pupt,
d’ou
1 1 d 1 )
(2.11) L = p1/0 ou(z, t)p(z, t)de = 5%/0 p1p; (z, t)dx.

En intégrant I, par parties, on obtient :

12 = K/O (9050 + Q/J)x(x,t)gpt@?,t)dﬂf

1 1
:K/D Spmt<x7t)90t(x7t)dx+K/o wm<x7t)90t(x7t)dx

(2.12) . |
:—K N ,t to ,td —K 7t tx >td
Af@>wm>x 1A¢“)¢“>x
-5 [ Kena -k [ @ 0eute .

15
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En remplagant (2.11)) et (2.12) dans (3.28]), on obtient

1d

——/ prp:(z, t)dx+2dt/ Kgpx:vtd:r;—i-K/ Y(x, 1) (x, t)dx = 0.

2.13
(2.13) 2dt

En multipliant la deuxiéme équation du probleme (P}) par 1, et intégrant sur (0,1), on
obtient :

1 1 1
o / (s ), ) — b / a2, (2, 0) + K / (0 + ) (@, O)d(, )
0 . 0 . 0
(2.14) +m/¢MﬁM%@mM+m/¢Mﬁ@M%MWM
0 0
1 t
h(t — zx\4LH t\+4 dsdx = 0.
+AA (t = 8z, s)is e, ) dsda
Posant
1 1 1
Sl == P2/ ¢tt(x7t>wt<w7t)dma 52 = b/ ¢xx($7t)¢t($>t)d$, S3 = K/ (¢x+¢)($,t)¢t($7t)dﬂf
0 0 0
Alors

(2.15) Sl—pg/z/}tt:ctwtxt Zdt/wt:ﬂt

Pour 55, En utilisant une intégration par parties, on aura

Sz—b/ b, )4, ) =—b/ bl Yo, )

1d

== | w3z, t)d
Mto%@>f

(2.16)

On peut écrire S3 sous la forme

1 1
S3 = K/ Oz, )y (2, 1) dx—i—K/ U(x, )y (x, t)dx
(2.17)

—K/ gpx$t¢txtd:v+55/ Ky (x,t)d

En remplagant (2.15)), (2.16) et (2.17) dans (2.14]), on obtiendra

%%/0 {wf(x,t)dx +b2(, ) + KwQ(x,t)}dm + K/O oo, )i (2, t)d
(2.18) +m/¢Mﬁmw@mM+ml¢MﬁmM%MWm
/ / $)Wpe (T, 8)Wy(x, t)dsdx = 0,

16
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or
(2.19) / / (t — $)ua(x, $)U(2, t)dsdr = / / h(t — $).(x, $) e (z, t)dsdx.
Donc devient

1d
5t ),

(2200 1 / el )1 (o(z, D) dz + / oz, )gal2(x, 1,8))dx
_/0 /0 h(t — s)e(x, $)(x, t)dsdx = 0.

1 1
{pavte0) + Koo,t) 4 002 o+ K [ e oot
0

Sommant (| et (2.20) membre & membre, on obtient

1d
S d {,01% + pot} + Ky + 0 + b2 }dm+u1/ Yeg1 () d

(2.21)
= —,u2/ U(x,t)ga(z(x, 1, 1) dx—i—/ / (t — s)u(x, $)ie(x, t)dsdz.

Le dernier terme dans la partie droite de (3.30)) peut étre réécrit comme suit :

[ 1= 9l syt s + a0l
= L W0l = (o) 0] + 50w )
En effet, on pose

I= /01 /Ot h(t — s)z(x, $)(x, t)dsdx.

Donc on a

I= /01 (/0 h(t — ). (x, 8))%[1/1(1’,75)] dsdx
d

/O/Oht—s xs)w(xtdsdx—/o (%/Oht—s Vu(, 3)d8>¢x($ t)dx

t

d 0 /0 h(t — 8)V(x, 5)Ue( )dsdx—/o 0 W (t — $)y(x, s)Us(x, t)dsdx
—/0 h(0)Y2(., t)dx

17
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d 1 t 1 t
:—// t—swxxswxa:tdsdx—//h’t—swxxswx(xt)dsdx
0)||w= (., //h' 2(z,t)dsdx + = //h't—s (x, s)dsdx

——//h/t—s :Utdsd:v——//h’ s)2(z, s)dsdx
// b, 8)0n (2, {)dsd + — (h'o%)()—%/ol(/oth'( )ds )2 . )

! / / Bt — s)02(x, s)dsdz — h(0) s (-, t)] 2.

11 vient

/ / $ )by (i, )b (2)dsda = —T + = <h’0¢z>( ) — %/01 (/th’( )ds>¢ (z,t)dz

1 / / B (t = )02 (x, s)dsdz — h(0)[[a(., )| 2.

Ceci implique que

d 1 t 1 t
——// t—sqﬁmxswzxtdsdx:—// (t — $)u(, $)Uye (2, t)dsdx

b (o) (8) = Zh@) e ) 3e — SHO) e, D3 — 5 / / Wt — s)2(a, s)dsd,

et par suite

0= [
i),
[

9 / = ), 8) i, B)dsdr — (0|t (-, 1)

b B - / / Wit = izt st + 3 ([ wsjas) oz o]

= (Woy,)(t) — 2/0 /0 h(t — s)tg(x, $)W(x, t)dsdx

ol + 5 ([ woas)icor]

18

—3) a:sdsd:v—Z—// (t — 8)Vp(x, $)p(z, t)dsdx

(, 8)dsdz + h(0)[[¢u (., )15 + (R 0 ¢) ()

/ (t

/ (t — s)Y2(z,t)dsdx
hl

/ (t
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Alors

| [ e = vt syt dsda + Guiolent. o

= [ ([ )izl - e vy 0] + 00 e va) o)

Donc I'égalité (3.30)) devient :

th (/ {P1<Pt "‘Pﬂpt +K|@x+¢| }d17)

d
(2.22) +%% L(b_/o )/ V2dx + (h o) ( ]4—,@/ Vg1 (e)d

— 2 [l ga(alir 1,))dn = SOOI + 5 (0 0) 0

0

Maintenant, En multipliant la troisieme équation du probléme (P}) par £go(z(z, p,t)) et

intégrant sur (0,1) x (0,1), on obtient

1 1 1 1
/ / §th(x,,0, t>92(z(x7pv t))dpd$+/ / gzp(xapv t)QQ(Z(xvpv t))dpdx = 0.
0 0 0 0

Ceci implique que

5// (2., )ga (=, py 1)) dpdac = — //zxp ga((, p. 1)) dpd,

et comme :
Ga(s) = /0 g2(r)dr,
alors
25 (0., )90(2(,.0) = 5 Gal (o, 1),
2,9, 002 (=, . 1)) = S Cl(a,p, 1)

Par conséquent, on a

d 1 1
{E/ / Go(2(z, p,t))dpdx = ——/ / — G (z(z, p, t))dpdx
o Jo

(2.23) = (Gz( (z,1,1)) = Ga(2(x,0,1))) d

T

—§ / Gala(a 1.)dz+ > [ Galunta )

19
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La somme de (2.22) et (2.23)) membre & membre nous donne :

th/ {p1¢] + pot} + Koy + ¥|*} dz + = (b—/oth(S)cb) /Oltbid@“
tyhou) @€ [ [ Guetap )i

= i [l Doaleto 1,00 / s
SOOI + 5 (B o) ( /Gz (2,1, 5)do + & /Gz il ) de

On déduit donc

1 1
E(t) = s / Gz, O gn(=(e, 1, 0))dz — / Vg1 () d
£

T Jo

SO OIE + 5 (0 o) () —
+§/O Go(Yy(x,t))dx

D’apres les hypothéses (H1) et (H2), on peut écrire :

Go(z(z,1,t))dx

(2.24) P == (“1 - §O‘2) /Olwtglwt)dx - é/ol Ga(2(2,1,4))dz

! 1 1,
i [ Dol L) = SHOIG I + 5 (00 (1)
0
Soit G5(s) la fonction conjuguée de la fonction convexe Ga(s) définie par

(2.25) G5(s) = sup (st — Ga(t)).

teR+t

Alors G5 est la transformée de Legendre de Gy, qui est donnée par,

(2.26) Gi(s) = s(Gy) 7 (s) = G2[G) ' (s)], Vs 20.

(Pour plus de détails voir Arnold [28], p.61 & 62).
De ([3.38)), on peut écrire

(2.27) st < Gi(s) + Go(t), Vt,s >0.
Puis, a partir de la définition de G5, on obtient
G3(s) = 595" (s) — Ga(g ' (9)).

20
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Par conséquent,

G;(QQ(Z(SL’, 17 t)) = Z(SL’, 17t>g2(2($7 17 t) - GQ(Z('Ta 17t))
< (1 - al)'Z(x? 1,t)g2(2($, 1at)
En utilisant (2.24), (3.40) et (2.28)), nous abtenons

(2.28)

20 <~ (-0 [ vtonis = [ Guete .00
—pa [ (a0 + Glaatete 10— PO+ 5 (0 0 02) (1)
< (1= fon—pae) [ wntootr £ [ Gateto 1 0)ts

0

(2.29)

o / Glga(ae, 1)z — Sh() [l )3+ 5 (Hou) (1)
En utilisant et (| -, nous aurons
E/(t) < (Nl - éaz - ,uzOéQ) /0 ¢t91(¢t)d$
~ (St = an)) [+t 10aalete 1000 - GHOTLC AN + 5 (0w (0

<0.

Ce qui acheve la démonstration du lemme. B

2.3 Existence globale de la solution du probleme posé

Le résultat principal, dans ce chapitre, est le théoreme d’éxistence suivant :

Théoreme 2.3.1 On suppose que les hypothéses (H1),(H2) et (H3) sont réalisées. Alors,
étant donné les couples de données initiales

(9007 (;01)7 (77Z)0)¢1) S (H2(07 1) N H(}(07 1)) X H(%<Ou 1)
et fo € H}((0,1); HY(0,1)) qui vérifie la condition de compatibilité

fO(-a O) = i,
Le probleme (Py) admet une solution faible vérifiant

o € L2 (0,00; H2(0,1) N HY(0,1)), ¢ € L2.(0,00; Hy(0,1)),

loc loc
(VNS H2(—T, 0; H&(O, 1)) N LS (—T, o0 HQ(O, N H&(O, 1)),

(—7,00; H}(0,1)),

AT HY(—7,0; HL(0,1)) N L3S
(0, 00; L2(0,1)).

loc

Yy € L2(—7,0; HL(0,1)) N LS

loc
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Preuve

Durant toute la démonstration, on suppose que
©o, Yo € H* N Hy(0;1); 01, 1 € HY(0;1) et fo € Hy((0;1), H'(0;1)).

On va employer la méthode de Galerkin pour construire une solution globale du probleme
(F1).

Nous suivrons la méthode dans [15] avec les changements nécessaires puisque notre probleme
est un systeme d’équations hyperboliques couplé.

Soit T > 0 fixé et on note par Vi a l'espace engendré par la partie {wy;ws;...;wg} on
{wg, k € N} est une base de H* N H}.

Maintenant, nous définissons pour 1 < j < k la suite ¢;(x, p) par :

¢j(,0) = w;
Alors, nous pouvons I'étendre & un élément de H* N H'((0,1); H'(0,1)) et notons par Z; a
I'espace engendré par {¢1; ¢2; .. .5 ¢}

On cherche alors {@, ¥, 21}, & = 1,2,3, ... solution approchée du probleme (P;) sous la
forme

k k k
or(t) = Z:lgjkwja Yr(t) = Zléﬂcwja 2(t) = Zlhjk%'a
J= J= J=

ou les gk, gjr et hji, j =1,2,... k, étant a déterminer par les conditions :

(

pr(ei(t), wy) + K(0re(t), wja) — K (Yre(t), w;) = 0,
P2V (), wy) — 0(Yra(t), wie) + K((re + ¥1)(t), wy)
1 (g1(P), wy) — /O h(t — 8)(Vre(s), wiz)ds + pa(ga(2k(-, 1)), wy) = 0,

Zk('r707t) = @b]@(l’,t),
(T2t + 2kp, @) = 0,
1<j <k

(2.30)

\

Le systeme ([2.30)) d’équations différentielles (ordinaires) non linéaires est a compléter par les
conditions initiales :

k
(2.31) 0r(0) = por, = Z(gpo, wi)w; — @y dans H?N Hy lorsque k — oo,
j=1
k
(2.32) 0, (0) = o1 = Z(gpl, w;)w; — 1 dans  Hy lorsque k — oo,
j=1
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k
(2.33) Ye(0) = tor = > (Yo, wj)w; — 1o dans H>NHy lorsque k — oo,
j=1
k
(2.34) P.(0) = 9y = Z(wl, w;)w; — ¥, dans  H) lorsque k — oo,
j=1
et
k
(2.35) zk(p,0) = zo = Z(fo,gbj)gbj — fo dans Hg((0,1); H'(0,1)) lorsque k — oo.
j=1

D’apres les résultats généraux sur les systemes d’équations différentielles, on est assuré de
I'existence d’une solution de (2.30))-(2.35]) dans un intervalle [0, ;] ; les estimations a priori
qui suivent montreront que t, =T

La premiere estimation :

On utilise le méme calcul comme dans la démonstration du Lemme ([2.9)), on obtient,

t t 1
Ek(t)+a1/0 /0 @D;Cgl(v,b;g)dmds—kag/o /0 2k(z, 1, 1) g2 (2(2, 1, 8))dxds

= / (s) e 5) s — / (W) ()ds < Ey(0) < C,
0 0
ol )
1 ,2 /2 2
By (t) = 5 {/wk + pathy” + K| ora + Ui } dx
0

1 t ' 1
- /0 h(s)ds) /0 Yodi + 5 (o) (1
1 1
G dpd
+§/0 /0 Q(Zk(xapat)) pax,
¢

§
a; = {1 — ;042 — 20y et aps = ;041 — p2(1 —ayq).
Ces estimations nous permet de dire que la solution (g, ¥y, z) existe, de plus elle est globale
dans [0, 4+o0].
De I'estimation ([2.36]), on obtient

(2.37) @, Y sont bornées dans L>(0,T, Hy(0,1)),
(2.38) @), 1), sont bornées dans L>(0,T, L*(0,1)),
(2.39) U () g1 (1, (t)) est bornée dans L'((0,1) x (0,7)),
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(2.40) Go(zr(x, p,t))  est bornée dans L>(0,T; L*((0,1) x (0,1))),
(2.41) 2e(z,1,8)ga (2 (2, 1,1))  est bornée dans L*((0,1) x (0,T)).
Pour T' > 0.

La deuxiéme estimation :

Tout d’abord, on estime les termes ¢} (0) et ¢/(0). On multiplie la premiere et la deuxieme
équation dans ([2.30)) respectivement par g7 (t) et gj.(f), on les somme en j de 1 & k et
choisissant t = 0, il vient :

pillex(0)]l2 < K ([l eokas 2 + [[torall2),

et
P2llVk (O)ll2 < blltonaal2 + K (lporell2 + [Pokll2) + pallgr (Vre)llz2 + p2llg2(zoe) l2-
D’aprés, (2.30)), (2.31) et (2.35), on a donc

¢k (0)]|2 < C.

Comme (g; (1), (g2(20x) )& sont bornés dans L?(0, 1) d’aprés (2.31)), (2.33)), (2.34)) et (2.35)),
d’ou résulte que

147 (0)]l2 < C.

On dérive la premiere et la deuxieme équation dans ([2.30) par rapport a ¢, on obtient
et
d t
(pat/0) = 0 0) + Koty 0+ K0+ 5 ([ 10— )nsto)as)
0
() g1 (U () + pazp (2, 1,8)g5(2k (2, 1, 1)), w;y) = 0.
On multiplie 'équation (2.42)) par g7 () et 'équation (2.43) par g7, (t), on les somme en j

de 1 a k, il résulte que

(2.43)

(2.44) ;jt (pillei ()] K/ e + Vi )appdr =0,
;jt (P2l (113 + bl (D)13) + K/ (Phe + i) bpd — h(O)%(%x(t% V(1))
+h(0)][4., ()]|5 — jt/ W (t = 8)(Vra(8), Yy, ())ds + 1 (0) (ra (), ¥ (1))
(2.45)

+/h% ) Wrals), Yo ) w+m/wﬂ (1)) da
—|—,u2/ Ur(t)zp(z, 1,8)ga(21(2, 1, 1) )dx = 0.
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De méme, on dérive la quatrieme équation dans ([2.30]) par rapport a ¢, on obtient

0]
(2.46) <7'Z,Z<t) + a—ng, qu) =0.

On multiplie (2.46) par hj; (t), 'on somme en j de 1 & k, il en résulte que

1 d 1d

(2.47) 57 IO+ 57 I =0,

On somme membre & membre les égalités ([2.44)), (2.45) et (2.47]), on obtient

1d
5 (PILLOIE + pal VOB + bl (D15 + K (ke + ¥ O3

Pt Dl anyeiony) + PO O+ [ POtk 0)ds
(2.48) / 24 1, 1) Pl = 1(0) 5 (Ve (8) 6 (1)) — R(O) W), U (1)
[ W= 9) ) v 0) s = [ 10— 9. vl )

/ U024, 1, g, 1, )+ 3 [0

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young et (2.3), on obtient

WO W), a )] < a1 + 2L g, )1

ct
| / Bt — 5) (b (5), Yl (£))d8] < [ (0) 2 / (¢ — )1 na(5) s
0 0
1 t
< LI+ <)o / 1t — )|l (3)] 2.
Alors devient
1d

5 = (PO + pall ()1 + Bl ()1 + KN+ YOI + 712 Dloayncon)
/ SR AONE +c [ e, 1.0Pdr + BV O < OB + <l 0]
P ka1 + I + <l [ (10— ) a5 s
+h<o>a<wm<t>,%< IR LSRR OIE
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Intégrant la derniere inégalité sur (0;¢), on obtient :

1
= (PO + ool OB + bl (DI + K lloia(8) + LB + 124G - Dl 2ope0.0))

//¢"2 1(Vr(s dxds+c// 2. (2,1, 5)|*dwds

(mll@ (O)[I2 + p2ll7:(0 )||2+b||?/)m(0)||2+K||s01m(0)+¢k(0)||§+7||272(-,-,0)||%2((o,1)x(o,1))>

/ 62 (5) 25 + B(0) (o (£, (1)) — <><wk$<>% 0))

+ [ =) o) syas+ (1 + 2 00) [l
et el [ Tl

or

7(0) (Vs (), (1)) < el (D115 + Iea (0112,

h(0)?
4e

et

[ =) Gt a0 s < oo+ SO ) gas

On déduit donc
AIEEONE + IO + 1O + Kllolod) + O + 7 Dl oamiony
! t
—Hh/ / w//Z(t)gi(wﬂt))dxds—kc// 20 (2,1, 1) [Pdwds < M,
0 Jo o Jo

Pour tout ¢t € [0,T] ou M est une constante positive indépendante de k € N. Par conséquent,
il résulte que

(2.49) @y 4y sont bornés dans  L>°(0,T, L?),
(2.50) @), sont bornés dans L>(0,T; Hy),
(2.51) 2, est borné dans L>°(0,T, L*((0,1) x (0,1))).

La troisieme estimation : Remplagant w; par —wj,, dans la premiere et la deuxieme
équation dans ([2.30]), aprés, en les multipliant respectivement par g}k(t) et g;;,(1), et sommant
chacune en 5 de 1 a k, il vient :

1d !
(2.52) 335 (1) + K [ (a + du)ulande =0,
0
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1d
2 |

(2.53) " / [ (6) 20, (1)) — / Bt — ) (rae (5), Yl (1))ds

1
pallihal + Use ) = K [ (4 )t
0

1
ug/o Ui (D) 2k (, 1, 8) g5 (21 (2, 1, 1) )dx = 0.

Par un calcul similaire de la preuve du Lemme (2.9)), on aura

[ = 9019 s ®)s + SHO e O

1d

= 5% [/0 h(‘s)d‘uskxm(t)Hg - <h0¢kxw)(t):| + %(h/odjkm?)(t)

Mais d’aprés 'égalité précédente, I’égalité (2.53]) devient

;jt <P2||¢km( )||§+<b—/0 h(s>ds)y|¢m(t)||g+(hwkm)@))

1 1 1
@50) =K [ (o 0ihade [ WP+ O 0
0 . 0
_%(h/0¢kxx)(t) + H2 / wém(t)zkﬂc(‘% L, t)gé(zk(x, L, t))d{B = 0.
0

On Remplace ¢; par —¢;,, dans la quatrieme équation dans (2.30), aprés, on la multiplie
par hjx(t), et on somme en j de 1 a k, Il vient :

1 d ,, 1d

(2.5) 57 gl (DI + 5 - IOl = 0.

Sommant membre & membre les égalités (2.52)), (2.54)) et (2.55)), on obtient :

1d
2dt

1 1 1
il t>||12<(0,1)x(0,1))) = Sh(O) e ()13 + 5 (W otea) () + / [V (D) P91 (04(1))der

(lewkx( M3 + o2l (O3 + Kl @raa (8) + vra ()] + (b~ /0 h(s)ds) [ Unas (8)]13

I ! 1
43 [ o L0 de = s [ (Oma(o. 105 (0. 1, ) + 3 IO
0 0

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young, et appliquant (2.3) , on obtient
1d
2dt
b [ LA+ e [ e 07 de < L OI

(plllwkx(t)llg + p2l|tha (D112 + K llroo(t) + ra(O] + bllvora (0113 + 7ll 200 -, - t)||iz<(o,1>x(o,1))>
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Intégrant la derniere inégalité sur (0;t) et utilisant le Lemme de Gronwall, il vient donc :

Pt (13 + o2l ()13 + K Pt t) + Da Ol + a8 + 7l12k0 s Ol (01507
T (91164 O3 + P2l OV + Kl ke (0) + i (O)]| + Vlaa O)Z + 7120 D110 ) -

Pour tout ¢t € R™, et il résulte que

(2.56) ¢k, Y sont bornés dans L™(0,T; H? N H3(0,1)),

(2.57) 2, est borné dans L™(0,T, Hy (0,1, L*(0,1)),

Appliquant le théoreme de Dunford-Petti, nous concluons de (2.37)), (2.38)), (2.39)), (2.40]),
(2.49), (2.50), (2.51), (2.56) et (2.57)), apres avoir remplacé les suites (@) ; (¢r) et (zx) par
une des sous-suites si nécessaire, il vient

(2.58) { or — ¢ faible étoile dans L°°(0,T, H* N H}(0,1))
) 0,1

tp — 1 faible étoile dans  L>(0,T, H* N H(0,1))

¢y — ¢ faible étoile dans  L>(0, T, H{(0,1))
(2.59) 0,1

' — )" faible étoile dans L*(0,T, H}(0,1)),
k 0

1))
1),

g1(1},) — x faible étoile dans L*((0,1) x (0, 1)),

" — " faible étoile dans L>(0,T, L*(0,

0
faible étoile dans L>(0,T, L?(0,

(2.61) { zr — 2 faible étoile dans L>°(0,T, H*((0,1), L*(0,1))

2, — 2/ faible étoile dans L*>(0,T, H'((0,1), L*(0,1)),

g2(zi(x,1,t) — v faible étoile L*((0,1) x (0,7)),

Pour des fonctions appropriées o, ¥ € L>(0,T; H> N H}(0,1)); 2 € L>(0;T; L*((0;1) x
(0;1))); x € L*((0;1) x (0;7)); v € L*(0;1) x (0;T)) pour tout T > 0. Nous devrons
montrer que (¢;; z) est une solution de (P’ ).

Par ailleurs, il résuite en particulier de et - que

(¢, )x est bornée dans L>(0;T; HE(0,1))

)i est bornée dans L%(0;T; H}(0,1))
)i est bornée dans L>(0;T; L*(0, 1))
)& est bornée dans L*(0;T; L?(0;1))

Donc en particulier que (¢});, demeure dans un borné de H*(Q), ou Q = (0;1) x (0; 7).
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Mais on sait que d’aprés le théoreme d’Aubin-Lions [25] que

injection H'(Q) — L*(Q) est compacte.
Donc, on peut extraire une sous-suite (1), de (1) telle que

Yl — 1 fort dans L*(Q).

Donc
(2.62) P! — o fort est presque partout L*(Q).
De méme nous obtenons
(2.63) 2z, — z fort est presque pertout L*(Q).

On a besoin des résultats suivants

Lemme 2.3.1 Pour tout T > 0, gi(¢'); g2(2(z,1,%)) € LY Q) de plus, ||lg1(+")[L(Q) ;

lg2(2(., 1L,))[1L(Q) < K1, ou Ky est une constante indépendante de t.
Lemme 2.3.2
91(¥1) = g1(¥) dans L'((0,1) x (0, 7)) et ga(z) — g2(2) dans L'((0,1) x (0,T)).

On peut écrire donc
g1 (¥}) — g1(¥') faible étoile dans L*(Q).

De méme, on a
g2(2x) — g2(2) faible étoile dans L*(Q).

Ceci implique que

T 1 T 1
(2.64) / / g1(Yy )vdxdt — / / g1 (¢ )vdxdt pour tout v € L*(0,T, H})
o Jo o Jo

T 1 T 1
(2.65) / / g2 (zi)vdxdt — / / g2(2)vdxdt pour tout v € L*(0,T, Hy)
o Jo o Jo

Lorsque k — oo Il en résulte a la fois de (2.58)), (2.59), (2.64)),(2.65) et (2.61) que pour
chaque u fixé, v fixé dans L*(0,T, H}(0,1)) et w € L*(0,T, H}(0,1) x (0,1))

T 1 T 1
/ / (1ol — K (nn + 0n)s Judardt — / / (010" — K (0 + )2 Judadt
0 0 0 0

T 1 ¢
/0 /% (p2Uy — Dpae + K (P + Vi) + /0 h(t = 8)Vkaa(, 5)ds + p1g1 (1) + p2g2 (2 )vdadt
1 ¢
— / / (p2t)" — b + K (0 + ) + / h(t — 8)tpe(x, 8)ds + 191 (Y") + poge(2)vdadt
o Jo

0
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/T/l /1( , 8 ) T 1 1 a )
T2y, + =z )wdxdpdt — / / / 72 + —2)wdzdpdt
o Jo Jo g dp * o Jo 0( dp

Lorsque k — oco. On déduit donc,

T 1
/ / (1" — K(ps + ) )udzdt = 0
0 0
t

T
/ / (P2t — b + K (0 + ) + / h(t — 8)tpe(x, 8)ds + 191 (V") + p2ge(2)vdrdt = 0
o Jo

0
T o1t 9
(12" + —2)wdzdpdt = 0.
IR

Alors, le probleme (P;) admet une solution globale (¢; ).
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Chapitre 3

Stabilité et ’existence globale de la
solution du systeme de Timoshenko
viscoélastique a la présence d’un
terme de retard variable

Nous nous intéressons dans ce chapitre a I’étude de la décroissance de 'énergie et 1'exis-
tence globale de la solution du systeme de Timoshenko viscoélastique avec un terme de retard
variable qui est de la forme :

[ prpu(;t) — K(pp +10)o(25t) =0 (2;t) €]0,1[x]0, +o0]
p2u (@5 t) — b (1) + K(ﬁﬂx + ) (@3 t) + pa () g1 (i3 t))
+ua(t)ga (Y (z;t — 7(1))) + /0 h(t — $)ye(z;8)ds =0 (x;t) €]0,1[x]0, +00[
(Pst) 0(0;1) = p(1;t) = w(o; ) =1(1;t) =0 t € [0, +o0]
(;0) = o(x), i(x;0) = ¢ () z €0, 1]
p(;0) = @olx), @i(;0) = @i(x) z €0, 1]
( Yi(z;t —7(0)) = fo(ﬂU t—7(0)) (z;7) €]0, 1[x]0, 7(0)];

ou 7(t) > 0 désigne le retard,pg; ¢1; Yo; ¥1; fo sont des données qui appartiennent a un
espace fonctionnel approprié.

3.1 Hypotheses

Pour établir nos résultats, nous avons besoin des hypothéses suivantes
(H1) (%) h: R, — R, de class C? telle que :

+o0
h(0) = ho > 0; [ = / h(s)ds < b.
0
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Hypotheses 32

(xx) De plus, il existe une fonction ¢ : R, — R, décroissante de classe C'! vérifie :
h'(s) < —C(s)h(s), Vs >0,

avec .
/ ((s)ds = +o0.
0

(H2) puy :Ry —]0, +oo[ est une fonction croissante de la classe C*(R,) telle que :

(3.1) /0+°° w1 (T)dr = +o0.

(3.2) [y ()] < cpn(t).

(H3) p2 : Ry — R est une fonction de la classe C;(Ry)

(3.3) ()] < Bpa(t),

(3.4) o ()] < épu(t).

Pour0 < g <1letc>0.
(H4) g1 :R — R une fonction croissante continue sur R telle que :

il existe €' ; ¢;; co > 0 et une fonction convexe et croissante H : R, — R, de la classe
CHR4) N C?(]0; +o0) vérifie

(%) H(0)=0 et H linéaire sur [0;€] ou bien
H'0)=0 et H' >0 sur |0;¢€]

tels que
(3.5) cils| < lgi(s)| < cofs| si |s| > €,
(3.6) '+ gi(s) < H ' (sgi(s)) st [s| < €

g2 : R — R une fonction impaire croissante de classe C'(R) telle que :

il existe c3,a1,a0 > 0

(3.7) 195(5)] < ¢,

(3.8) a1592(s) < Ga(s) < azsg1(s),
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ou

(H5) 7 est une fonction telle que :

(3.9) € W**([0,T)), VT > 0,

(3.10) 0<7<7(t) <7 V>0,

ou 7y et 7 sont deux constantes positives et d une constante vérifiant

(3.11) T'(t) <d<1, Vt>D0,
(H6)

Oél(l — d)
(3.12) B < ol —ad)

3.2 Etude de la décroissance de I’énergie du probleme
poOsé

Pour simplifier notre étude, nous aurons besoin, comme dans [38], de la nouvelle variable
z(x; p;t) définie comme suit

(3.13) z(x; pit) = (st — 7(t)p), x €]0,1[, p €]0,1], t > 0.
De, on peut écrire
(3.14) T(t)ze(x; p;t) + (1 = 7 (t) )z, (x5 p; ) = 0, (5 p;t) €]0,1[x]0, 1[x]0, +o0].
Par conséquent, le probleme (Pg) est écrit sous la forme suivante :
( prou(Est) — K(po +1)o(x:) =0 (z;1) €]0, 1[x]0, +oo]
Pt 8) — b (2:1) + K (9 + ) (w3 6) + g (D)ga ({5 1))
+ua(t)ga(z(x; 151)) + / h(t — 8)ye(x; 8)ds (x;t) €]0,1[x]0, +00[
) d TMzlzpit) + (1= 7 (1)p)zp(w; pi 1) = 0 (z; p;t) €]0,1[x]0, 1[x]0, +-00]
T w(o; )290(17) (051) = ¥(1;t) = t=>0
z(; )=wt( ) (w;t) €]0; 1[x]0, +-00]
(w;0) = Golx), vu(w;0) = i (x) z €]0,1]
0(2;0) = po(), @i(x;0) = p1(x) z €]0,1]
(22503 0) = fola; —p7(0)) (z; p) €]0,1[x]0, 1],

On peut donc donner la définition de la fonction de ’énergie associée a la solution du
probleme (P, ), comme suit
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Définition 3.2.1 La fonction de l’énergie associée a la solution (¢, ¢, z) du probléme (PL)
notée E, est définie sur [0,4o00[ par

E(t) = E(t,2,¢,¢) = % /01 {plso? + pat + Kl + 1/1|2}dl’
(3.15) +%<b— /Ot h(s)ds> /Olqu(x)dﬁ %(ho%)(t)
+£(t)T(t) /01 /01 Go(2(z, p,t))dpdzx,

¢ est une fonction définie sur [0, 400] par

(3.16) &(t) = Em(t),
ou & est une constante positive vérifie

B(l—al) — 1—0526
Oél(l—d) <§< (6] ’

(3.17)

et

1 gt
2
(hov,)(t) = / / h(t — 8) (u(s) — ¥ (t)) dsda.
o Jo
Le résulat suivant nous donne la nature de I’énergie associée a la solution du probleme (P, ).

Lemme 3.2.1 Soit (¢;;2) une solution du probléme (PL). La fonction de l’énergie E
définie par (3.15)), vérifie

E(t) < —(1 = as€ — as8) (1) / o, Ogn (i, )
(3.18) —((1=7'(t)€ar — (1 - al)ﬁ)ul(t)/o 2(z,1,)ga(2(x, 1,1))dw

5 (Ko (1) — Sh(t) ()2
<0.

Preuve

En multipliant la premiere équation du probleme (PL,) par ¢, et intégrant sur ]0,1[, on
obtient :

(3.19) p1/0 it (x, t) e (x, t)dr — K/o (e +0)e(z,t)p(x, t)dz = 0.

On pose

1 1
I = Pl/ SOtt(x,t)%(%t)dl‘a I, = K/ (%: + ¢)m<xat)90t<$at)dx-
0 0
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Pour l'intégrale I, on remarque que

d d
E(SOtSOt) = E(SO?) = 20444,
d’ou
1 1 d 1 )
(3.20) I = Pl/o pu(x,t) ey, t)de = 55/0 prp; (@, t)da.

En intégrant I, par parties, on obtient :

1
=K [ (ot 0)(o (o s
0
1 1

= K/ O (x, )i (x, t)dr + K/ Ve (x, )iz, t)dx
(321) ° °
:fa/%@@%WMM—K/wuﬁ%m@w
:—5%/ Kgpx xtda:—K/ Y(z, t) oz, t)d.
En remplagant (3.20) - et - dans , on obtient

1d

22 —— t K K
(3.22) 5% plapt(x )dx + th/ 2 (z,t)dx + / Y(x, )i (x, t)dr = 0.

En multipliant la deuxiéme équation du probleme (P.,) par v, et intégrant sur (0,1), on
obtient :

(3.23) ot /wwtmmmmm+m'/mxmx@mmd
/ / (t — $)ua(, $)Uy (2, t)dsdz = 0
Posant
1 1 1
S :pg/ Uy, ) (z, t)dz, Sy :b/ Yoo (x, )y (2, t)dx, S :K/ (pzt0)(x, )y (x, t)dx
0 0 0
alors
(324) Sl—pg/ wttxtwtxt th/ ¢t
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Pour S5, En utilisant une intégration par parties, on aura

Sz_b/ wmxtwt(xt ——b/ bl ), )

1d

I AWET
53 ), b s

(3.25)

On peut écrire S3 sous la forme

1 1
S = K / gul Oy, ) + K / bl (e, t)da
(3.26)

—K/ gozxtzﬁtxtdx+§a/ K?(z,t)d

En remplacant (3.26)), (3.25) et (3.24) dans (3.23]), on obtiendra

1d
2di ),
(3.27) +ha(t) / Uy $,t)91(¢t($,t))da:+u2(t)/o Yy, t)g2(2(x, 1,t))dx
/ / wmt X 5)'(%(1’ t)deSL’ = 0.

1 {R(e, )z + bu2(a, 1) + K2 () bdo + K /1 oo (i, )iy (x, 1) da
0

Or

(3.28) / / (t — 8)tbye(@, $)thi(, t)dsdz = / / h(t — $)ha(, )0 (z, )dsdz.

Donc devient
1 1
Ll [ttty + Koty + 0o o+ K / Gl o, )
1 1
(3.20) pn(t) / b, g1 (e, ) + pa(t) / b, t)ga 2, 1, 1) da
0 0

_/01 /Dth(t— Vb, 8) by, £)dsda = 0.

Sommant (| et (3.29) membre a membre, on obtient

1d
s [ et +onit 4 Kool +02}ae o) [ hantots

(3.30)
= —po(t / Uiz, t)ga(z(x, 1, 1) dx—i—/ / (t — s)u(x, $)i(x, t)dsd.
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Le dernier terme dans la partie droite de (3.30)) peut étre réécrit comme suit :
1t 1
| [ 1= 9w syt s + S5m0 o 01
0o Jo
d ! 2 1 /
= L 11 = (ov)o)] + 50ov )
Donc 1’égalité m ) devient :
th (/ {prgi + ot + Koo + 0" + 03 }dx)
@) [ vantts + pofo) [ e Doatete 1,0

(3.31) 0,
— g | mos) It >H2—<howx><>} — SR D2

Maintenant, En multipliant la troisieme équation du probléme (P.,) par £(t)g2(2(x, p,t)) et
intégrant sur (0,1) x (0,1), On obtient

//g2 2(z, p, 1)) (x, p, t)dpda+E(t // (1=7'(t)p)z,(z, p, t) g2(2(, p, t)dpdz = 0.

Ceci implique que

// (z, p, 1) g2(2(, p, ) )dpdz = —&( // (1=7"(t)p)zp(z, p, t)ga(2(z, p, t)dpdz,

et comme :
Go(s) = / g2(r)dr,
0
alors

2a(2, 0, )gal2(2, 9, 1)) = aﬁp(;g(z(x,p, ).

2,9, 002 (= . 1)) = S Ci((r,p, 1)

Par conséquent ,ona

(3 32)
// (x, p, 1) ga(z(z, p, t))dpde = —&( // (1—7'(t Gg( (x,p,t)))dpdzx.
On
d / 1,1
OO /9 /9 Gl p. V)dpda) = € (H)7(1) / l/od@(z(”””””)dpdx
+§(t)7’(t)/o /0 Gz(Z($7P7t))dpd$+§(t)7(t)/0 i = Galz(2, p,1))dpdz.
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En remplacant (3.33]) dans (3.28)), on obtiendra

%(g(t //G2 (2, p t)dpdz) = € ()7 //G2 xpt))dpdx

//Gg z(z, p,t))dpdx — &( // (1—7( (z(z, p,t)))dpdx
//G2 :Eptdpdx //Gg (z, p,t))dpdx

/ / (1 (2(z, p.£)) — 7' (B)Ga(=(z, p. 1)) dpd

//GQ 2(z, p,t)dpdx) = //Gg (x, p,t))dpdx
//8,0 (1= 7(8)p)Ca(=(x, p. 1)) )dpda

= £(t) / Ga(2(z,1,t))dx + £(t )/ (Go(2(2,0,t) — Go(2(z,1,1)))dx

+£'(t) //Gg z(x, p,t))dzdp,

Par conséquent ,on a

// z(x, p, t)dpdx)

(3.34) 2(z, p,t))dpdx
0

€)1 - 7(1)) / o(2(, 1, 8))dz + €(1) / Ga(=(x, 0, 1)) d.

O
O

=]

La somme de (3.31)) et (3.34) membre & membre nous donne :
(3 35)

t 1
2dt L/ {p19} + pot} + Koz +¥*}dz + (b—/o h(s)ds)/o V2dx + (hot,) (t)}
dt — (&) ( / / Ga(z(z, p, t))dpdz)
= —pa(t /Q/thtgzletdx—/vh /wtglwt
——h (@) (- ﬂf)! (hoy,) (t)
1
t)ydxdp — E(t)(1 — 7'(t /ngltdx+£ /Ggwtxt)x

—~

/—\ l\DI}—k

G2

0 0
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On déduit donc

EUZWQ/%memwMWJ/Mmm

OB + L (o)
(3.36) 11 1
€00 [ [ Galelw,p.)ddp =01~ 70) [ Galeta 1.0)da

1
+() [ Galvula 00
0
Dapres hypothése (3.8)), il résulte

E'(t) < —(ua(t) — a2d(t) / Vegi (Ye)dz — pot / Vi, t)ga2(z(x, 1,1))dx

(3.37) //G2 (x, p,))dzdp — g()(1—7())/ Gol2(x,1,1))dx

+E(H) (1 —7'( / Go(2(x, 1,1))dr — —h( Mea(, )ll2 + §(h'0¢x) (t)

0

Soit G3(s) la fonction conjuguée de la fonction convexe Ga(s) définie par

(3.38) G5(s) = sup (st — Ga(t)).

teR+t

Alors G est la transformée de Legendre de G2, qui est donnée par,
(3.39) G5(s) = S(G;)_l(s) — GQ[G;)_l(s)}, Vs > 0.

(Pour plus de détails voir Arnold [4], p.61 a 62) et Lasiecka [16].
De ([3.38)), on peut écrire

(3.40) st < G5(s) + Ga(t), Vt,s > 0.

Puis, a partir de la définition de GG, on obtient :

Par conséquent,

(3.41) G3(g2(2(7,1,1)) = 2(x, 17t>g2¥§% 1,t) — G2§z(x, 1,1))

En utilisant(3.40)) ,(3.39)) nous abtenons :

(3.42)

B(t) < ~(na(t) = asf(0) /7mﬁ¢mm+uxw[ﬁcxmwt»+0amuuﬂxwmm

€001 =70 [ oo )~ SOOI DI + 5 (owa(e).
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En utilisant (3.8)) et (3.41)), nous aurons

B0 < (1~ asf -~ axult) | (e
(3.43) —((1=7'(t)€ar = (1 - al)ﬁ)m(t)/o 2(x,1,8)ga(2(x, 1,1)))da

~ RO O + 5 (How)
<0.

1
2
Ce qui acheve la démonstration du lemme. H

3.3 Existence globale de la solution du probléme pose

Le résultat principal, dans ce chapitre, est le théoreme d’éxistence suivant :

Théoréme 3.3.1 On suppose que les hypothéses (H1),(H2) et (H3) sont réalisées. Alors,
étant donné les couples de données initiales

(9007 901)7 (w(bwl) € (H2(07 1) N H&(Ov 1)) X Hé(o7 1)

et fo € H}((0,1); H(0,1)) qui vérifie la condition de compatibilité

f0<'7 O) = wb
Le probleme (Py) admet une solution faible vérifiant

o € L2 (0,00; H*(0,1) N H(0,1)), ¢ € L52.(0,00; H}(0,1)),
e H*(—1,0; H}(0,1)) N L2 (—7, 00; H(0,1) N H(0,1)),
Yy € HY(—7,0; H}(0,1)) N L2 (—7, 00; HL(0,1)),

(0,1

Yy € L2(—7,0; H} (0,1)) N L2.(0, 00; L2(0,1)).

loc

(%)

Preuve

Durant toute la démonstration, On suppose que
0o, Yo € H> N Hy(0;1); 01, 11 € Hy(0;1) et fo € Hy((0;1), H'(0;1)).

On va employer la méthode de Galerkin pour construire une solution globale du probleme
(Pst)-

Nous suivrons la méthode dans [15] avec les changements nécessaires puisque notre probleme
est un systeme d’équations hyperboliques couplé.

Soit T" > 0 fixé et on note par Vi a l'espace engendré par la partie {wy;ws;...;wg} on
{wy, k € N} est une base de H> N Hg.
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Maintenant, nous définissons pour 1 < j < k la suite ¢;(x, p) par :

¢(2,0) = w
Alors, nous pouvons I’étendre & un élément de H* N H'((0,1); H'(0,1)) et notons par Zj &
I'espace engendré par {¢q; ¢2; .. .5 ¢p )}

On cherche alors {@g, ¥r, zx}, kK = 1,2,3,... solution approchée du probleme (P) sous la
forme

k k k
or(t) = Do gwwy,  Uk(t) = D gw;, a(l) = Z:lhjk¢j’
=

j=1 j=1
Ou les gjk, Gji et hjr, j = 1,2,..., k, étant a déterminer par les conditions :
([ p1(ei(t), w)) + K (pra(t), wia) — K (Vea(t), w;) =0,
P2 (i (), wi) = b(Wa (), wiz) + k((Pre + Y1) (), w5) + pa () (91 (¥), wy),
(3.44) h(t — 8) (Vka(8), wiz)ds + pa(t)(g2(2k (., 1)), w5) = 0,
( 0,t) = ¢ (, 1),
(7 (t)zkt + (1 =7()p)zrp, 05) = 0,
(| 1<j <F,

Le systeme ((3.44)) d’équations différentielles (ordinaires) non linéaires est a compléter par les
conditions initiales :

k
(3.45) ©r(0) = por, = Z(gpo,wj)wj — o dans H*NHj lorsquek — oo,
j=1
k
(3.46) 0, (0) = o1 = Z((pl, w;)w; — o1 dans  H lorsque k — oo,
j=1
k
(3.47) U(0) = o, = Z(wo,wj)wj — ) dans H*NH) lorsque k — oo,
j=1
k
(3.48) U (0) = 1y = Z(wl, w;)w; — ¥, dans  Hj lorsque k — oo,
j=1
et
k
(3.49) z(p,0) = 2z = Z(fo,gbj)gzﬁj — fo dans H}((0,1); H'(0,1)) lorsque k — oo.
j=1
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D’apres les résultats généraux sur les systemes d’équations différentielles, on est assuré de
I'existence d’une solution de (3.44))-(3.49) dans un intervalle [0, %] ; les estimations a priori
qui suivent montreront que tx = T'.

La premiere estimation :

On utilise le méme calcul comme dans la démonstration du Lemme ([3.18)), on obtient,

//al $)g1 (V),) d:vds+/ / as(8)zp(z, 1,t)go(2x(x, 1, 8))dxds

(3.50)
s / el o)ids = 3 [ (o) s)ds < Bu(0) < €.
ol
1
Ey(t) = % /0 {mel? + paui® + K|%; + %IQ} da

+%(b—/ s)ds) / e (ho% //G2 2(, p,t))dpde.

ar(t) = (1) (1 — 0 — fan) et an(t) = ur (1) (mE(1 — 7/(6)) — (1~ )B).

Ces estimations nous permet de dire que la solution (g, ¥, i) existe, de plus elle est globale
dans [0, +o0].

De 'estimation ([2.41]), on obtient

(3.51) @k, Yy sont bornées dans  L>(0,T, Hy(0,1)),

(3.52) @}, 1), sont bornées dans  L>(0, T, L*(0, 1)),

(3.53) U1 (t)g1 (10, (1)) sont bornées dans  L'((0,1) x (0,7)),

(3.54) Go(zr(x, p, t)) sont bornées dans L>°(0,T; L*((0,1) x (0,1))),
(3.55) w1 ()2 (2, 1,¢)ga(2x (2, 1,1)) sont bornées dans  L'((0,1) x (0, 7)),
pour 1" > 0.

La deuxiéme estimation :

Tout d’abord, on estime les termes ¢} (0) et ¢/ (0). On multiplie la premiere et la deuxieme
équation dans (3.44) respectivement par g7 (t) et gji(t), on les somme en j de 1 a k et
choisissant ¢ = 0, il vient :

piller(0)ll2 < K ([l eokas 2 + [[torall2),
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et

pal[ U (0)l2 < bllvbokezllz + K (0orall2 + ltbokll2) + £1(0) g1 (¥1x) |2 + 12(0) [l g2 (zok ) |2-

D’aprés, (3.45)), (3.46|) et (3.50), on a donc

ler(0)]2 < C.

Comme (g1(¥1x), (g2(20k) )& sont bornés dans L?(0,1) d’aprés (H1), (3.45)), (3.47)), (3.48) et

-, d’ou résulte que

[ (0)]|2 < C.
On dérive la premiere et la deuxieme équation dans ([3.44]) par rapport a ¢, on obtient

(3.56) (16K (1) = K Pl () — Ky, (1), w5) = 0,

et

(P2 (8) = B (1) + Kl (1) + KW4(E) + iy ()1 (4(1)) + pm (D0 (0)g5 (04(1)))
sy HeDg(a(@1.0) + pa)zi (@, 1,09 (2:(z 1, 1))

G < /0 it - s)wm(s)ds> ) =0,

On multiplie I'équation (3.56) par g7, (t) et 'équation (3.57) par gj,(t), on les somme en j

de 1 a k, il résulte que

1d
(3.58) 5 (I 0I8) = K [+ ietir =0

1d
5 2 (AU + bl (OI3) + K / (Che + V0]

i /w o1 (G4(0))dz + pur (¢ /W (1) da
(3.59) i (t /wk 9o (2@, 1, 8))da + pa(t /¢ (1,8 g (2@, 1, 1)) da
—h(0)= (W:p( ) Ve (1)) + 1 (0) [0 ()13 + 1 (0) (W (£), 01 (1))
-2 Y ot et [ 9w s =

0

De méme, on dérive la quatrieme équation dans (3.44]) par rapport a ¢, on obtient

(3.60) (75055 ) 400+ T b0) + ko) =0
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On multiplie par hf;(t), 'on somme en j de 1 a k, il en résulte que
360 (10 ) 14O + 3T A1 + 5 7 IOl =0,
d’ou
362 3 (1) IO+ o (T OIR) + 3l =0
En intégrant sur (0,1), on obtient :
Y () oo+ %% (Y g
gl 10 = 51Ol
On somme membre a membre les égalités (3.58)), (3.59)) et (2.57)), on obtient
1i< 7|2 7|2 ;2 L (2
st (PILOIR + plvLE) +b||w,m< I+ K (e + 0 (1) 2
v / O ed e OlEsande) + 0 [ Ok )
/ 24, 1) + h(O) 64, (1) 2
(3.64) = —p(t / V() g1y (8))da — po(t / Ve ()zi (2, 1,8) g5 (2, (2, 1, 1) )da
+ut) [ ol (a1 )+ STV DI + A(0) 5 (1) 01 (0)
Ol v 0) + 35 [ = 5) Gl 1,0
B W ERENTATITA. Y (i (S R W ETPI
0 —7'(t)p
On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young et , on obtient
WO a8 U3 )] < a5 + "2 g, (1)
et
[ 00— et vnas] < WOl [t = 9l
< IO+l [ 18— )l s
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Alors (3.64]) devient

1d
——(me O + p2ll gk O3 + bllvka (D113 + Kl (e + ¢3) ()12

2at\"!
. 1_T§’f2t)pu Lo Dlondn)  + ml0) [ OGO
+c/ |24 (2, 1, 1)[Pda + h(0)||6h, (1)1
< IO+ <o+ SO+l [ 17— 9l
PO + / h’(t—s) (Yo 5), ¥ 1)) ds
" ' T(t) 2 d !
—|—c/0 =y 12k (2, 1, 1) [ 201y dp + 1(0 )_(wkx()%z(t))

+|M’1(t)|/0 [V (br()lde + |5 I/ [k (0)]g2(2 (%, 1, 1)) |d

Maintenant, nous estimons les deux derniers termes de I'inégalité précédente, il vient

/w Montwtyiar < 5 [ etoras+ 5 [ nio)pas
1
<5 [ whora 3, P g [ neiore

<3 [ wiord +o [ hn )+ g [ H a0
<5 [ wiPase [ oo en ([ wiom o)
<5 [ WiParee [ vt )+ [ @)

<3 [ word+ m + [ wion o

Par conséquent

()] / g ()| < el (e)12 + 14 (0| (1) + ) (1) / (WD) (1))

< kO + ¢l (D1H*(1) + " (= E).
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De (3.7)(|g2(s)| < c|s|Vs € R),on obtient

/w Vilgs (2, 1, 8))]der < & /w )dz+ /rgz (2ulr, 1, 1)) 2
= 2/ W de_'_c/ ’zk x717t>g2(zk('r717t))|dx

Par conséquent

1

|5t I/ e (O g2(z(, 1, 1)) |da < cf|y ()||2+C’|u’2(t)|/0 2k (2, 1,8)g2 (2 (, 1, 1) )d
< cllYr @ + ¢ (—E").

Donc, on obtient

1d
5 77 P IO + P lGE @15 + bllvie D15 + Kl (he + )@l

.\ /Ol%uw oo dp) + (e / (DG (U (D) da
e | b L0 + RO (02

< 013 + <lua 1 + LS 013 + s [ 18760 = 9l s
I+ o / h/(t—sxm ), Vo () ds

+ [T T O + HO) Gy (a0, U4 0) + () + i ()71,

T(t)p
En intégrant la derniére inégalité sur (0; t), on en déduit que
(3.65)
1d

th(le@ O3+ pallWE @O + bllvke (W15 + KNl (e + U2) (013

/ <2> 240 0, D20y + / / i (U (0)g} (V4 (1) dads
“’/o / 2k, 1,6)Pdads < pa [ (O) 3+ pall 5 O)[3 + bl (O)]1

FR(640) -+ D3+ HO)c(0) 4, (0) — O a0 0100 + [ 5 s
[ O+ /h/(t—s)(%x()%x())

1 h/ 2
# (g = h0)) [ okals + e ) | fonlias

Lo (s
+// 1— (/ ”Zk< ps ) 120,)dp + 1 (B(0)) + cap(0),
0 Jo T
h'(0)
4e

h(0) (ke (1), Y (1)) < ellrh (D115 + ks ()13
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t OB A 7 0o 1
[ 1= 5) Gt vt ds < el ol + =y opas
Intégrant la derniere inégalité sur (0;¢) et utilisant le Lemme de Gronwall, il vient donc :

Pl @15 + pall vk (D115 + BllYha (D15 + Kl (pha +¢k)( )13
(3.66) +/ 2y z Dp 12 (, 1, 8)1175 0,1 dﬂ+/ / 1 ()0 ()91 (Vi (1)) dwds

+c// |21 (z,1,1))?deds < M,
0 Jo

Pour tout ¢ € [0, 7], o M est une constante positive indépendante dek € N, et il résulte que

(3.67) @),y est borné dans L>°(0, T, L?),
(3.68) @, ), est borné dans L>(0,T; Hy),
(3.69) 7(t)z), est borné dans L>(0, T, L*((0,1) x (0,1)),

La troisieme estimation :
Remplacant w; par —w;zx dans la premiere et la deuxieme équation dans ([2.30)), aprés, en
les multipliant respectivement par ¢;x(t) et §;x(t), et sommant chacune en j de 1 a k, il
vient :

1d

(3.70) S (

plhld) + K / (he -+ )ohond = 0

1d ' ,
0

(371) +:u1 /W}kx | ¢k( ))d$+ﬂ2 /%x Z]m(l‘,1,t)g2(2k($,1,t))dl‘
- / (t — ) (i (5), Wl (£)) s = 0.

= 9 a9, B ) + SO )1
%di [ [ M a3 — (o) 0] + S 0ot )

En conséquence, 1'égalité (3.71) devient

(3.72)

; jt(muwm(m% 0 [ BN 1 + (o))
(B73) +ghOraeDI3 — (K ovaa) () + K / (Pre + ) fnda

@) [ IO+ polt) [ 0t L0k, 1, 1) = 0.
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On Remplace ¢; par —¢;,, dans la quatrieme équation dans ([3.44)), aprés, on la multiplie
par h;(t), et on somme en j de 1 a k, Il vient :

310 55 (o O]) = 5 (s ) B0l + 5 a1 =0

En intégrant la derniere égalité sur (0; 1), on en déduit que

1d 7(t) 5
2 dt |: T/(t) HZ/WU('? P t)HLg(O,l):| dp
1 1 7(t) ' 1
679 ) [ (175 banton Ol o + 3l 100 o
1
= D3
Sommant membre a membre les égalités (3.70)), (3.73)) et (3.75)), on obtient :
(3.76)
1d
3 5 | PUIAOIE + palLu OI + K pnae(0)+ s
t
S RICTRI O]

Hhoo)0) + [ Tl O

b0 O3
+nlt) [ W OPAGON + 5 [ e 0P = —ialt) [ G001 gt 1)

0
1 /! 7(t) ' Lo
R / (1__) ko, D30 + 5 164, 0)IB.

2 T'(t)p

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, (3.8)) , on obtient

1d
o [mn%( V2 + poll e (O3 + Kl res(®) + (2]
(b / h(s)ds) e (82

0

Hov) )+ [ Tl O

1 2
50 [k (1)

5 hOlas (O] + pa(1) / e (1) 20} (1 (1)

L)
v [ e 0 de < AL+ [ Tl

(3.77)
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En intégrant la derniére inégalité sur (0; t) , nous concluons que

Pulleha I3 + p2llthie (DIF + Kok (£) + i (B[] + (b—/O h(s)ds)||na (t)]13

1
Hlowan) O+ [ 1 eI s
< & (gt OV + ol OV + Klles(0) + (O]

! 7(0) 2
s O + | T ok O oy c00)

(3.78)

Pour tout ¢t € R*, et il résulte que

(3.79) ©r, Yy, sont bornés dans L>(0,T; H* N Hy(0, 1)),

(3.80) 2z, est borné dans L>°(0,T, Hy (0,1, L*(0,1)),

En appliquant le théoreme de Dunford-Petti, nous concluons de (2.37)), (3.53)), (3.54)), (3.55),
(3.60]), (3.61),(3.63)),(3.69) et(3.70), apres avoir remplacé les suites @y ; ¥y et zp par une
sous-suites si nécessaire, il vient

(3.81) { ¢r —  faible étoile dans L>(0,T, H> N H;(0,1))
' 0,1

e — o faible étoile dans L>(0,T, H> N HL(0,1))

ol — ¢ faible étoile dans L>(0, T, H3(0,1))

Y, — 1’ faible étoile dans L>(0, T, H}(0,1))

o} — " faible étoile dans L>°(0, T, L*(0, 1))
1

" — 1" faible étoile dans L>(0,T, L?(0,1))
g1(1}) — x faible étoile dans L*((0,1) x (0, 1); 1),

(3.82)

(3.83)

2x — z faible étoile dans L>(0, T, H'((0,1), L*(0,1))
2z, — 2’ faible étoile dans L>(0, T, H'((0,1), L*(0,1))

g2(zi(x,1,t) — ~ faible étoile dans  L*((0,1) x (0,T); 1),
Pour des fonctions appropriées o, € L>=(0,T; H2 N H}(0,1)); z € L0; T; L2((0;1)(0; 1)) ;
X € L*((0;1) x (0;T); 1) 5 ¥ € L2((0;1) x (0;T); 1) (L2((0;1) x (0;T); p1q) V'espace des
fonctions de carré intégrable avec le poid pq), pour tout 7" > 0. Nous devrons montrer que
(;1; 2) est une solution de (P,).
Par ailleurs, il résuite en particulier de et , que
(¢}, )x est bornée dans L>(0;T; H}(0,1))
(¢, )& est bornée dans L*(0;T; H}(0,1))
(¥)k, est bornée dans L>(0;T; L*(0,1))
(Y)x est bornée dans L?(0;T; L*(0;1))
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Donc en particulier que (¢},);, demeure dans un borné de H'(Q), ou Q = (0;1) x (0; 7).

Mais on sait que d’aprés le théoreme d’Aubin-Lions [25] que

injection H'(Q) — L*(Q) est compacte.
Donc, on peut extraire une sous-suite (1, ), de (1) telle que

Y — 1) fort dans L*(Q).

Donc
(3.84) Yl — 1)’ fort est presque partout L?*(Q).
De méme nous obtenons
(3.85) 2z, — z fort est presque pertout L*(Q).

On a besoin des résultats suivants

Lemme 3.3.1 Pour chague T > 0,6:(¢) ; g2(2(2,1,1) € LNQ) et s (8") 1120y
192(2(., 1,0))|[ 21 (@) < K1, ot Ky est une constante indépendante de t.

Lemme 3.3.2
g (W) = g1(¢) € L'((0,1) x (0,T)) et ga(zx) — g2(2) € L'((0,1) x (0,T)).

Donc

g1 (1)) — g1() faible étoile dans L*(Q).

De méme, on a
92(z1) — g2(2) faible étoile dans L?*(Q).

Ceci implique que

Tl Tl
(3.86) / / pa (t) g1 (Yy )vdedt — / / 1 (t) g1 (¥ )vdzdt pour tout v € L*(0,T, Hy)
o Jo o Jo

T T 1
(3.87) / / go(zx)vdxdt — / / g2(2)vdxdt pour tout v € L*(0, T, Hy)
o Jo o Jo

Il en résulte a la fois de (3.80)), (3.81)), (3.86),(3.87)) et (3.82)) que pour chaque u fixé; v fixé
dans L?(0,T, H}(0,1)) et w € L*(0,T, H}(0,1) x (0,1))

T 1 T 1
/ / (10l — K (0 + n)s Judardt — / / (010" — K (0 + s Judadt
0 0 0 0
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/ / p21/1 — brgr + K(Ska + ¢k) / h(t — 5)¢km($7 S)dS + M191(¢2) + M292(Zk)vdxdt
0
t
S / / (et — Do + K(pa + ) + / Bt — 8)tbun (2, 8)ds + g (1) + 1ags(=)vdzdt

/ // t)zp+(1—=7"(t)p )aﬁzk wdmdpdt—>/ // )2 +(1— T(t)p)a%z)wdxdpdt

Lorsque k — oco. On déduit donc,

//plso — K (e + ))udzdt = 0

/ / (P2 = Dty + K (0 +9) + /O h(t — 8)ga(, 5)ds + p1g1(Y') + p2ge(2))vdrdt = 0

/ / / (1—71 (t)p)gpz)wdxdpdt =0, weL*0,T,H)((0,1)x (0,1)).

Alors, le probleme (Py) admet une solution globale (p; ).

o1
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