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Résumé

Dans cette thèse, nous proposons une nouvelle méthode numérique pour résoudre le
problème du contrôle optimal quadratique avec contraintes linéaires par les ondelettes
de Jacobi. Notre approche est basée sur l’utilisation des ondelettes de Jacobi et de la
matrice opérationnelle de dérivation des ondelettes de Jacobi, l’approche proposée est
simple, stable et elle a été testée sur le problème de contrôle optimal linéaire dans R. En
général,pour obtenir des solutions approximatives pour un problème de contrôle opti-
mal, nous avons utilisé la commande "quadprog". Les paramètres (α,β) n’ont pas un rôle
important dans le changement de solution et le changement de m n’aura pas non plus
un rôle significatif, mais le coefficient k qui divise le domaine joue un rôle très important
dans le changement la solution.

Mots-Clés. methode de Jacobi, ondelettes de Jacobi, matrice opérationnelle de dériva-
tion,controle optimal,contraintes linéaires , La technique de multiplication de Lagrange



Abstract

In this thesis, we propose a new numerical method to solve the problem of quadraticc
optimal control with linear constraints by Jacobi wavelets. Our approach uses a combi-
nation of Jacobi wavelets method and operational matrix of derivative of Jacobi wavelets,
the proposed approach is simple, stable and it has been tested on the optimal control pro-
blem in R. In general, to obtain an approximate solutions for optimal control, we used the
command "quadprog" , the parameters (α,β) do not have a significant role in changing
the solution and also the change of m will not have a significant role, but changing the co-
efficient k that divides the domain plays a very important role in changing the solution.

Key words. Jacobi method, Jacobi wavelets, operational matrix derivation, optimal control,
linear constraints, Lagrange’s multiplication technique



Index des notations

E : Les espaces de Hilbert mentionnés dans ce manuscrit sont séparables
N : Corps des nombres entiers.
R : Corps des nombres réels.
L2
ω : l’ensemble des fonctions de carré intégrable par le poid ω

xT : le transposé du vecteur x
|| f || : la norme de f
< ., . > : le produit scalaire de deux fonctions
X[., .] : la fonction caractiristique
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Introduction

Certains chercheurs ont pensé que les ondelettes pourraient remplacer l’analyse de
Fourier [18], où elle sont proposées la première fois par des physiciens et des ingénieurs
pour le traitement du signal où la transformée de Fourier n’était pas l’outil le plus perfor-
mant. Les ondelettes est une nouvelle famille de base qui demeure un important outil de
mathématique [6], elle apparait presque deux siècles, elles sont utilisé notamment dans
le développement de la téléphonie, de l’informatique ou dans le domaine audio visuel.
Elle combine des propriétés fortes comme l’orthogonalité, [11] des supports compacts et
une localisation en temps-fréquence.
L’analyse par ondelettes [13] offre la possibilité d’analyser un signal dans les deux do-
maines temporel et fréquentiel simultanément, ainsi, l’analyse par ondelettes est utilisée
dans différents domaines comme le traitement de signal, l’analyse de signal, la médicine
,la géophysique, les problèmes de calcul variationnelles, les équation différentielles :(EDO)[14]
, EDPs ,les EDFs, les SVM, l’optimisation et le contrôle optimal . Ce travail est basé sur le
travail de BOUKHARI [5], on a comparé la méthode des ondelettes de jacobi avec d’autre
méthode ([5],[18]) où on a utilisé la matrice opérationnelle de dérivation pour résoudre le
problème du contrôle optimale quadratique avec contraintes linéaires. Puis, nous avons
calculé numériquement le minimum du problème dans les exemples [16].
le manuscrit est structuré comme suit :

— Chapitre 1 : dans ce chapitre ,on va rappeler les notions théoriques nécessaires pour
le manuscrit ,on commence par les polynômes orthogonaux ([10] [17]), on va don-
ner leurs définitions et les différents propriétés, on a cité quelque polynômes clas-
siques [7]. Après, on a définie les ondelettes [8], l’historique de l’apparition et des
exemples .

— Chapitre 2 : présente les ondelettes de jacobi est leur définition [12] avec des figures
qui présentent leurs graphes pour differents indices (α,β), l’ordre (m,k). Puis ,nous
rappelons quelque théorèmes de l’approximation [2],la base et la convergence de
fonction. Enfin, on donne le théorème et sa démonstration de la matrice opération-
nelle de dérivation de jacobi [2] et sa dérivée nième .

— Chapitre 3 : dans ce chapitre on utilise les ondelettes de jacobi pour résoudre le
problème de contrôl optimal avec contraints linéaires qui est basé sur l’article de
Bokhari [5] et on fait une comparaison numérique avec les résultats obtenues par
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leur méthode.
Finalement, on donne deux exemples numériques, le premier dansR et le deuxième
dans R2 et le contrôle dans R

On termine ce manuscrit par une conclusion générale et quelque perspective et an-
nexe.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les concepts les plus importants pour comprendre le
reste du manuscrit.

1 Polynômes Orthogonaux

L’étude des polynômes orthogonaux à une variable nécessite de travailler dans un es-
pace vectoriel des polynômes à une variable réelle. Une base de cet espace est constituée
des monômes xn ,n ∈N .Un polynôme Pn(x) est de degré n s’il s’écrit de la façon suivante :

Pn(x) =
n∑

k=0
ak xk , (1.1)

avec an 6= 0; les constantes non nulle sont donc des polynome de degré 0 .

1.1 L’orthogonalité

Plus générale, considérons une fonction qui est non négative et intégrable sur un in-
tervalle ]a,b[ .On suppose également que la fonction poidsω(x) > 0 sur un sous-ensemble
suffisamment grand de ]a,b[ [[9]] [[17]], pour que∫ b

a
ω(x)d x > 0. (1.2)

C’est-à-dire ω(x) > 0 sur un sous-ensemble de mesure de Lebesgue positive. Dans le
cas où ]a,b[est illimité, nous devrons également imposer l’exigence supplémentaire que
les moments l’intégrale

∫ b

a
|x|nω(x)d x > 0 n = 0,1,2, . . . . (1.3)

6



Converge.
On considère E l’espace vectoriel des fonctions continues sur ]a,b[ telles que

‖ f ‖2 =

√∫ b

a
| f (x)|2ω(x)d x <∞. (1.4)

E est muni du produit scalaire .

< f , g >ω=
∫ b

a
f (x)g (x)ω(x)d x. (1.5)

Définition 1.1 on dit que les deux fonctions f , g sont orthogonaux dans E si

< f , g >ω= 0. (1.6)

Définition 1.2 on dit que la famille de polynôme Pn>0 ,Pn si

< Pm ,Pn >ω=
∫ b

a
Pm(x)Pn(x)ω(x)

{
0 si m 6= n

τ(τ> 0) si m = n

Pour τ = 1, cette famille est dite orthonormale.

Définition 1.3

Soit {Pn}(n≥0)une famille de polynôme de E, qui est orthonormale. Cette famille forme une
base orthonormale (B.O.N) de E sur ]a,b[ si et seulement si chaque polynôme P ∈ E sur
]a,b[ admet une décomposition unique dans cette famille

P =
∑

(i≥0)
µi Pi . (1.7)

Où les coefficients µi sont définies par

µi =< P,Pi >ω=
∫

P(x)Pm(x)ω(x)d x.

On a le procédé d’orthogonalisation de Schmidt donne l’existence d’une unique suite
Pnde polynômes unitaires, orthogonaux deux à deux pour le produit scalaire de E, et tels
que deg(Pn) = n pour tout entier n [9]. Ces polynômes sont appelés polynômes orthogo-
naux avec le poids ω.

[11].Tous les polynômes orthogonaux vérifient des propriétés particulièrement inté-
ressantes [8] .

Tout les polynômes f (x) de degrée n peut être décomposé en termes p0,p1....., pn s’il
existe les coefficients αi tel que :



f (x) =
n∑

(i =0)
αi Pi (x). (1.8)

-On donne l’ensemble du polynôme {p0(x), p1(x), .....} qui sont deux à deux ortho-
gonaux.

-Chaque polynôme dans {p0(x), p1(x), .....} à n racines réelles, distincts et appar-
tient dans l’intervalle [a,b]

-La suite Pn(x) vérifie une relation de récurrence d’ordre 2 :

Pn(x) = (x −αn)P(n−1)(x)+βnP(n−2)(x),

avec

αn =
(< xP(n−1),P(n−1) >)

‖P(n−1)‖2
,βn =

−‖P(n−1)‖2

‖P(n−2)‖2
.

1.2 Les Polynômes Classiques

On rappelle les polynômes les plus importantes (et les plus étudiées) sont les suivantes
[9] :

1.2.1 Polynôme de jacobi

Polynômes de Jacobi est les plus général des Polynômes Orthogonaux Classiques dans
le domaine [−1,1] avec la fonction poids intégrable sur l’intervalle[−1,1] [7]

ω(x) = (1−x)α(1+x)β, avec α,β>−1. (1.9)

J(α,β)
n est la notation des polynômes de Jacobi qui sont des solutions de l’équation dif-

férentielle homogène du 2ème ordre.

(1−x2)y
′′ + (β−α− (α+β+2)x)y ′+n(n +α+β+1)y = 0.

Cette équation est équivalente au problème de Sturm-Liouville

d

d x
[(1−x)(α+1)(1+x)(β+1) y ′]+n(n +α+β+1)(1−x)α(1+x)βy = 0,

avec n est le degré du polynôme.
Les polynômes de Jacobi nommés ainsi car c’est Jacobi qui les a introduits en 1859 par

les trois manières suivantes :



La formule de récurence suivante [12]
J(α,β)

0 (x) = 1

J(α,β)
1 (x) = (α+1)+ (α+β+2) x−1

2

am,0J(α,β)
m (x) = (am,1x −am,2)J(α,β)

m−1(x)−am,3J(α,β)
m−2(x)

avec 
am,0 = 2m(α+β+m)(α+β+2m −2)

am,1 = (α+β+2m −1)(α+β+2m −2)(α+β+2m)
am,2 = (α2 +β2)(α+β+2m −1)

am,3 = 2(α+m −1)(β+m −1)(α+β+2m)

La Formule de Rodriguez [2]

J(α,β)
n (x) =

(−1)n

(2nn!)
(1−x)(−α)(1+x)(−β) d n

(d xn)
[(1−x)(n+α)(1+x)(n+β)]

la Formule de Analytique

J(α,β)
n (x) =

1

2n

n∑
(k=0)

(
(n +α)

k

)(
(n +β)

(n −k)

)
(1−x)(n−k)(1+x)k

Vioci qui quelques figures qui présentent ces polynôme pour différents indices α,β

FIGURE 1.1 – polynome de Jacobi (α = 0,β = 2)



FIGURE 1.2 – polynome de Jacobi (α = −0.3,β = 1)

1.2.2 Polynôme de Legendre

Les polynômes de Legendre sont définit sur le domaine ]− 1,1[,avec la fonction de
poids

ω(x) = 1 (1.10)

Définition 1.4 [3] Les polynômes de Legendre notés ln sont un cas particuliers de polynôme
de Jacobi avec α = β = 0

ln(x) = J(0,0)
n (x).n ≥ 1, x ∈]−1,1[

Les premiers polynômes de Legendre :
ln(x) = 1
l1(x) = x
l2(x) = (3x2−1)

2

l3(x) = (5x3−3x)
2

l4(x) = (35x4−30x2+3)
8

l5(x) = (63x5−70x3+15x)
8

l6(x) = (231x6−315x4+105x2−5)
16

Les polynômes de Legendre sont des solutions de l’équation différentielle homogène
de 2eme ordre.



(1−x2)y
′′ −2x y ′+n(n +1)y = 0

C’est la seule solution définie au voisinage de 0 qui est continue jusque 1 avec y(1) = 1.
Les polynômes de Legendre peuvent être définis de différentes manières :
la Formule de Rodriguez :

ln(x) =
(−1)n

(2nn!)

d n

(d xn)
[(x2 −1)n]

la Formule de Analytique :

ln(x) =
1

2n

n∑
(k=0)

(
n!

k !(n −k)!
)2(x −1)k (x +1)(n−k)

la Formule de récurrence d’ordre 2 :

(n +1)Ln+1 − (2n +1)xLn +nLn−1 = 0

la figure ci-dessous illustre ces polynômes

FIGURE 1.3 – polynome de Jacobi (α = 0,β = O)(Legendre)



1.2.3 Polynôme de Tchebychev

Le polynôme de Tchebychev noté Tn est un cas particulier de Jacobi définie sur le
domaine ]−1,1[,avec la fonction de poids

ω(x) = (1−x2) (1.11)

il y en a quatre espèces de polynôme dans le tablue (1.1)

Définition 1.5 Les polynômes de Tchebychev du premièr espèce Tn(x) sont des polynômes
de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

cos(nθ) = Tn(x) avec x = cosθ

Pour tout x dans ]−1,1[ ,alors θ appartient à [0,π] on peut vérifier facilement que Tn(x) est
un polynôme de degré n, voici quelques polynôme Tn(x)

T0(x) = 1,T1(x) = x,T2(x) = 2x2 −1,T3(x) = 4x3 −3x

Définition 1.6 Les polynômes de Tchebychev du deuxième espèce Un(x) sont des polynômes
de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

sin(n +1)θ

sinθ
= Un(x) avec x = cosθ

Pour tout x dans ]−1,1[ ,alors θ appartient à [0,π]on peut vérifier facilement que Unest un
polynôme degré n, voici quelques polynôme Un

U0(x) = 1,U1(x) = 2x,U2(x) = 4x2 −1

le tableau 1.1 montre les quatre espèces des polynômes de Tchebyshev [4] :

Les Types de Tchybechev La Formule Ré cursive La Fonction Poid

le premier type
T(1)

0 (x) = 0,T(1)
1 (x) = x,

T(1)
m (x) = 2xT(1)

m−1 −T(1)
m−2

ω1(x) = (1−x)−1/2 (1+x)−1/2

le deuxième type
T(2)

0 (x) = 0,T(2)
1 (x) = 2x

T(2)
m (x) = 2xT(2)

m−1 −T(2)
m−2

ω2(x) = (1−x)1/2 (1+x)1/2

le troisième tr type
T(3)

0 (x) = 0,T(3)
1 (x) = 2x −1,

T(3)
m (x) = 2xT(3)

m−1 −T(3)
m−2

ω3(x) = (1−x)−1/2 (1+x)1/2

le quatrième type
T(4)

0 (x) = 0,T(4)
1 (x) = 2x +1,

T(4)
m (x) = 2xT(4)

m−1 −T(4)
m−2

ω4(x) = (1−x)1/2 (1+x)−1/2

TABLEAU 1.1 – Les 4 type du polynôme de Tchebychev



FIGURE 1.4 – polynôme de Jacobi (α = −1/2,β = −1/2) (Tchebychev 1er éspèce)

FIGURE 1.5 – polynôme de Jacobi (α = 1/2,β = 1/2)(Tchebychev 2ème éspèce )



FIGURE 1.6 – polynôme de Jacobi (α = −1/2,β = 1/2)(Tchebychev 3ème éspèce)

FIGURE 1.7 – polynôme de Jacobi (α = 1/2,β = −1/2)(Tchebychev 4ème éspèce)



2 Les Ondelettes

L’ondelette est une oscillation mathématique courte et très forte d’un signal ,elle était
présente au début des années 1980 par l’ingénieur en géophysique Jean Morlet en asso-
ciation avec Alex Grossmann, elle est utilisée dans nombreuses disciplines et approches
mathématiques et physiques. Ce mot est d’origine française , en anglais c’est « wavelet »,
avec le terme wav (onde) et let(petite) ,qui signifie des petites oscillations.Elle sont des
fonctions à support compact.

2.1 Historique d’ondelettes

Au XXe siècle, l’analyse de Fourier présenteé par Jean Baptiste Joseph Fourier en 1768
était la seule technique d’analyse du signal, en transformant la représentation temporelle
du signal en fréquence pour le traitement du signal, L’un des inconvénients de l’analyse
de Fourier est qu’elle ne peut pas analyser les signaux à haute fréquence en raison de ses
fonctions d’analyse «si n » et « cos » définies sur R .

En 1946, le physicien Denis Gabor a modifie la transformée de Fourier en courte terme
et il a utilisé des fonctions appelées «fenêtre».

Au début des années 1980, l’ingénieur en géophysique Jean Morlet, en collaboration
avec Alex Grossmann, a modifié la transformée de Fourier en analyse d’ondelettes pour
résoudre des problèmes de traitement du signal.

Les ondelettes sont devenues un outil bien connu dans le traitement du signal, les
ondelettes peuvent être utilisées pour zoomer et dé zoomer pour détecter les oscillations.

2.2 Définition des ondelettes

[6] Les ondelettes Ψa,b(x) sont des fonctions générées par la translation et la dilatation
d’une fonction génératrice ,appelée ondelette mère Ψ ∈L 2(R)

les ondelettes sont définie par

Ψa,b(x) = |a|−1/2Ψ(
x −b

a
) a,b ε a 6= 0 (1.12)

avec a est le paramètre de dilatation et b est paramètre de translation .
Dans la pratique ,on utilise le cas discret .Donc les deux paramètre prennent des va-

leurs discrètes tels que

{
a = a− j

0 a0 = 2

b = nb0a− j
0 b0 = 1

pour n, j ∈N+,nous avons la famille des ondelettes

Ψ j ,n = 2− j /2Ψ(2 j x −n) (1.13)



2.3 Exemples

2.3.0.1 L’ondelette de Haar : C’est la plus simple des ondelettes , définie sur l’intervalle
[0,1] (ou parfois sur ]− 1

2 , 1
2 [ )

c’est la fonction H constante par morceaux qui vaut :

H(x) =

{
1 si x ∈]0,1/2[
−1 si x ∈]1/2,1[

(1.14)

FIGURE 1.8 – Ondelette de Haar



2.3.0.2 L’ondelette de morlet : l’ondelette de morlet est une ondelette complexe
elle s’écrit sous la forme :

Ψ(x) = e
−t2

2 cos5t ou Ψ(x) = e−πt 2
e10iπt (1.15)

FIGURE 1.9 – Ondelette de Morlet



2.3.0.3 L’ondelette chapeau mexicain : L’ondelette chapeau mexicain est une onde-
lette continue et s’écrit sous forme :

Ψ(x) = e
−t2

2 (1− t 2) (1.16)

FIGURE 1.10 – Ondelette Chapeau Mexicain



Chapitre 2
Les ondelettes de jacobi

Dans ce chapitre , on va définir les ondelettes de jacobi , leur propriétes , la matrice
opérationnelle de dérivation et on donne un exemple de cette matrice opérationnelle de
dérivation .

1 Définition

Les ondelettes de Jacobi sont définies par [12] [1]

Ψ
α,β
n,m =Ψα,β(k,η,m, t ) (2.1)

avec quatre arguments η = 2n −1 ,n = 1,2....2k ,k un entier positive ,m est l’ordre des poly-
nomes de jacobi un entier m ∈N∗ et t est le temps normalisé

Il sont définis sur l’intervalle [0,1] par

Ψ
(α,β)
n,m =

{
1

||J(α,β)
m ||2

k+1
2 J(α,β)

m (2k+1t −2n +1)

0 ailleur
(2.2)

Telque ||J(α,β)
m || =

√
2α+β+1Γ(β+m+1)Γ(α+m+1)

m!(2m+1+α+β)Γ(α+β+m+1)
assure l’orthonormalité de la

base et le coefficient 1

||J(α,β)
m || pour la normalisation

voici quelques exemples d’ondelettes de jacobi de différents indices
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FIGURE 2.1 – Ondelette de Legendre

FIGURE 2.2 – Ondelette de Jacobi (α = 0,β = 2)



FIGURE 2.3 – Ondelette de Jacobi (α = 0.3,β = 1)

FIGURE 2.4 – Ondelette de Jacobi (α = −1/2,β = −1/2)



FIGURE 2.5 – Ondelette de Jacobi (α = 1/2,β = 1/2)

FIGURE 2.6 – Ondelette de Jacobi (α = −1/2,β = 1/2)



2 Approximation d’une fonction

Puisque les ondelettes de Jacobi forment une base [1], alors on peut décomposer chaque
fonction de L2

ω([0,1])dans cette base

f (x) =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

cn,mΨn,m(x) (2.3)

ou

cn,m =< f ,Ψn,m >=
∫ 1

0
f (x)Ψn,m(x)ωn(x)d x (2.4)

f (x) =
2k∑

n=0

M∑
m=0

cn,mΨn,m(x) = CTΨ(x) (2.5)

ou C et Ψ sont deux vecteur de dimension (M+1×2k ) donné par
C = [c1,0,c1,1, .................,c2k ,M]

et Ψ(x) = [Ψ1,0(x),Ψ1,1(x), ...............,Ψ2k ,M(x)].

2.1 La Base de fonction

On démontre que la famille l’ondelette de jacobi
{
Ψ

(α,β)
n,m (x)

}
n=1....2k

m ≥ 0
forme base ortho-

normale dans L2
ω(]0,1[)

Théorème 2.1 [1]la famille d’ondelette de jacobi
{
Ψ

(α,β)
n,m (x)

}
n=1....2k

m ≥ 0
forme une base ortho-

normale pour l’espace ( L2
ω(]0,1[),< . >ω) muni de produit scalaire

< f .g >ω=
2k∑

i =0

∫ i
2k

i−1
2k

fi giωi d x (2.6)

ou fi est restriction de fi sur intrvalle
[

i−1
2k , i

2k

]
et ω(α,β)

i (x) =ω(α,β)(2k+1x −2i +1)

2.2 La convergence de fonction

nous allons montrer la convergence de la suite des sommes partielles
∑2k

n=1
∑M

m=0 cn,mΨ
(α,β)
n,m (x)

dans L2
ω(]0,1[)

Théorème 2.2 [1] Toute fonction f ∈ L2
ω(]0,1[) peut être representeé sous la forme

f (x) =
∞∑

i =0
ciϕ

(α,β)
i (x) (2.7)

Ou la convergence des séries à liens dans L2
ω(]0,1[)



3 La matrice opérationnelle de dérivation

Théorème 2.3 [15] soit Ψ(t ) le vecteur d’ondelette de jacobi définie par la relation (2.2)
la dérivée de Ψ(t ) peut s’exprimer par :

dΨ(t )

d t
= DΨ(t )

oú D est la matrice opérationnelle de dérivation de dimension 2k (m +1)définie par

D =

F · · · 0
...

. . .
...

0 · · · F


avec F est la matrice (M+1)(M+1) définie par :

F =
d

d t
Ψ

(α,β)
n,m (t ) =

 2k+1 ||J(α,β)
j−1 ||

||J(α,β)
i−1 ||Φ

(α,β)
i−1, j−1, si 1 ≤ j ≺ i

0 sinon
(2.8)

Avec Φ(α,β)
i−1, j−1 = Γ(i+β)(2( j−1)+α+β+1)Γ(α+β+i )

2Γ(α+β+i )Γ(α+ j )
×

(∑i−2
l= j−1(−1)l− j+1 2(l+1+α+β)Γ(α+l+1)

Γ(β+l+2)

)
Preuve. [16] on utilise le polynôme de jacobi tronqué sur [0,1], qui définie le vecteur Ψ(t )
par la relation 2.2

Ψ
(α,β)
n,m (t ) =

1

||J(α,β)
m ||

2
k+1

2 J(α,β)
m (2k+1t −2n +1)X[

n
2k , n+1

2k

[
où m = 0,1, ........,M , n = 0,1, ..........,2k

et X[
n

2k , n+1
2k

[ est la fonction caractéristique définie par

X[
n

2k , n+1
2k

] =

{
1 si n

2k ≤ t ≺ n+1
2k

0 sinon

la dérivée par rapport à t est

d

d t
Ψ

(α,β)
n,m (t ) =

1

||J(α,β)
m ||

2
k+1

2

(
J(α,β)

m

)′
(2k+1t −2n +1)

alors,la dérivée des ondelettes de jacobi Ψ(α,β)
n,m (t ) pour un m,n fixés prendre la forme [1]

d

d t
Ψ

(α,β)
n,m (t ) =

1

||J(α,β)
m ||

2
k+1

2 2k+1 Γ(m +β+1)

2Γ(m +α+β+1)
×

m−1∑
r =0

(2r +1+α+β)Γ(α+β+ r +1)

Γ(α+ r +2)

×
(

m−1∑
s=0

(−1)s−r (2(s +1)+α+β)Γ(α+ s +1)

Γ(β+ s +2)

)
J(α,β)

r (2k+1t −2n +1)



d

d t
Ψ

(α,β)
n,m (t ) =

2k+1

||J(α,β)
m ||

Υ
(α,β)
m,r ||J(α,β)

r ||Ψ(α,β)
n,r (t )

on poseΥ(α,β)
m,r = Γ(m+β+1)

2Γ(m+α+β+1)
×∑m−1

r =0
(2r+1+α+β)Γ(α+β+r+1)

Γ(α+r+2)
×

(∑m−1
s=0 (−1)s−r (2(s+1)+α+β)Γ(α+s+1)

Γ(β+s+2)

)
on a peut écrit la notation matricielle suivante :

d
d t Ψ

(α,β)
n,m (t ) = 2k+1

||J(α,β)
m ||

(
Υ

(α,β)
m,0 ||J(α,β)

0 ||, .............,Υ(α,β)
m,m−1||J

(α,β)
m−1||,0, .....,0

)

Ψ

(α,β)
n,0
.
.
.

Ψ
(α,β)
n,M




d
d t Ψ

(α,β)
n,0
.
.
.

d
d t Ψ

(α,β)
n,M

 = 2k+1


0 · · · 0

||J(α,β)
0 ||

||J(α,β)
1 ||Υ

(α,β)
1,0

. . .
...

||J(α,β)
0 ||

||J(α,β)
M ||Υ

(α,β)
M,0 · · · 0




Ψ

(α,β)
n,0
.
.
.

Ψ
(α,β)
n,M




d
d t Ψ

(α,β)
n,0
.
.
.

d
d t Ψ

(α,β)
n,M

 = F


Ψ

(α,β)
n,0
.
.
.

Ψ
(α,β)
n,M


où F est donné par 2.8
Enfin ,on a

d

d t
Ψ(α,β)(t ) =

F · · · 0
...

. . .
...

0 · · · F

 Ψ(α,β)(t )

= DΨ(α,β)(t )

3.1 La dérive n ème des ondelettes de jacobi

Corollaire 2.1 Pour tout entier naturel n ,la dériviée n ème du vecteur ondelette de Jacobi
s’écrit

d n

d t n
Ψ(α,β)(t ) = Dn Ψ(α,β)(t )

ou Dn est la puissance n ème de la matrice D .



3.2 Exemple de la matrice Opératonnelle

nous allons traité quelque exemple numériques

Exemple 2.1 prenons M = 1,k = 1,α = 0,β = 0(Leg endr e)
donc D une matrice (4×4) ,alors F matrice (2×2)

d

d t
Ψ(0,0)

2,1 (t ) = 6.9282 Ψ(0,0)
0,1 (t )

la matrice F est

[
0 0

6.9282 0

]
Et D la matrice bloc de diagonale F

D =

[
F 0
0 F

]
=


0 0

6.9282 0
0

0
0 0

6.9282 0


Exemple 2.2 prenons M = 2,k = 1,α = 0,β = 2

D sera matrice (6×6) ,alors F matrice (3×3)

la matrice F est

 0 0 0
10.3280 0 0
7.6376 17.7482 0


Et

D =

[
F 0
0 F

]
=



0 0 0
10.3280 0 0
7.6376 17.7482 0

0

0
0 0 0

10.3280 0 0
7.6376 17.7482 0


D2 =

[
F2 0
0 F2

]
ou

F2 =

 0 0 0
0 0 0

183.3030 0 0


alors

D2 =



0 0 0
0 0 0

183.3030 0 0
0

0
0 0 0
0 0 0

183.3030 0 0





Chapitre 3
Application des ondelettes de Jacobi pour
résoudre un problème du contrôle optimal

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode analytique pour résoudre
des problèmes de contrôle optimal quadratique avec contraintes linéaires. La méthode
est basée sur la matrice opérationnelles de dérivation d’ondelettes de Jacobi. Ensuite, la
solution est obtenue en réduisant le problème de contrôle optimal en tenant compte des
équations algébriques, en utilisant la commande quadprog. On termine ce chapitre par
des exemples illustratifs .

1 Problème du contrôle optimale à contraintes linéaires

Soit le problème minimiser fonction coût quadratique en temp discret :

minJ =
∫ 1

0

(
x t (t )Qx(t )+ut (t )Mu(t )

)
d t

avec l’équation de l’état du système et de la condition initiale qui présentent les contraintes
, {

ẋ (t ) = Ax (t )+Bu (t )
x (0) = x0,

(3.1)

pour Q et M matrices définies positives x(t ) ∈Rn ,u(t ) ∈R1 A ∈RN×N,B ∈RN

on écrit chacun des vectures de contrôl x et u (x de létat ude contôle) dans la base des
ondelettes de jacobi,

on a : {
xi (t ) = CT

i Ψ(t ) i = 1 · · · · · · N
up (t ) = UT

pΨ(t ) p = 1
(3.2)

où
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Ci =
[
ci ,0,0,ci ,0,1, .....,ci ,0,M,ci ,1,0, .......,ci ,0,M,ci ,2k ,1, .......,ci ,2k ,M

]T

Up =
[

up,0,0, .......,up,2k ,M

]T

2 Approximation de la fonction coût

On décompose les membres du problème, si u(t ) ∈ R alors M ∈ R11 c’à d M est une
scalaire positive .

J =
∫ 1

0

(
x t (t )Qx(t )+ut (t )Mu(t )

)
d t

J =
∫ 1

0

(
N∑

i =1

N∑
j =1

qi j xi x j +
N∑

i =1

N∑
j =1

mi j ui u j

)
En untilisier 3.2 ,on trouve

=
∫ 1

0

(
N∑

i =1

N∑
j =1

qi j (Ci )TΨ (t )ΨT (t )C j +
N∑

i =1

N∑
j =1

mi j (Ui )TΨ (t )ΨT (t )U j

)
d t

Puis,on permute entre l’intégrale et la somme :

J =
n∑

i =1

n∑
j =1

qi j (Ci )T
(∫ 1

0
Ψ (t )ΨT (t )d t

)
C j +

n∑
i =1

n∑
j =1

mi j (Ui )T
(∫ 1

0
Ψ (t )ΨT (t )d t

)
U j

on pose

H =
∫ 1

0
Ψ (t )ΨT (t )d t (3.3)

ce qui donne

J =
n∑

i =1

n∑
j =1

qi j (Ci )T HC j +
n∑

i =1

n∑
j =1

mi j (Ui )T HU j

on utilise (3.1) avec ẋ (t ) représenté par

ẋi (t ) = CT
i DΨ (t ) i = 1........N

l’équation 3.1 devient

(Ci )T DΨ (t ) =
n∑

j =1
ai j

(
C j

)T
Ψ (t )+

n∑
j =1

bi j
(
U j

)T
Ψ (t ) (3.4)



De plus, en développant la condition initiale dans les fonctions d’ondelettes de jacobi,
on obtient

xi (0) = CT
i Ψ (0) = xi ,0,

l’équation 3.4 on obtient

(Ci )T DΨ (t )−
n∑

j =1
ai j

(
C j

)T
Ψ (t )−

n∑
j =1

bi j
(
U j

)T
Ψ (t ) = 0 i = 1,N

ΨT(t )

(
DTCi −

n∑
j =1

ai j C j −
n∑

j =1
bi j U j

)
= 0 i = 1,N

on applique 3.3 on trouve

Si =
∫ 1

0
Ψ (t )Ψt (t )

(
DTCi −

N∑
j =1

ai j C j −
N∑

j =1
bi j U j

)
d t i = 1,N

Ainsi

Si = H

(
DTCi −

N∑
j =1

ai j C j −
N∑

j =1
bi j U j

)
i = 1,N (3.5)

Si = [S1,S2,S3, ...,SN]
tel que Si = [s1, s2, ..., s2k (M+1), s2k (M+1)+1, ...s2k+1(M+1), s(N−1)2k (M+1)+1, ...sN2k (M+1)]

l’équation 3.5 génère un N2k (M+1) ensemble d’équations linéaires.

3 Exemples d’application

Dans cette section , nous présentons quelques résultats numériques en utilisant a mé-
thode proposée on fait une comparaision avec d’autres méthodes.

Exemple 3.1 on a le problème de minimisation suivant

min1/2
∫ 1

0
(x2(t )+u2(t ))d t (3.6)

avec {
ẋ(t ) = −x(t )+u(t )

x0 = x(0) = 1
(3.7)

on utilise 3.2 ,on obtient

J =
∫ 1

0
1/2

(
CTΨ(t )ΨT(t )C+UTΨ(t )ΨT(t )U

)
d t



d’aprés 3.3

J = 1/2
(
CTHC+UTHU

)
en utilisant 3.2 l’équation 3.7 s’écrit

CTDΨ(t ) = −CTΨ(t )+UTΨ(t )

d’ou
Ψ(t )(CTD+CT −UT) = 0

ΨT(t )(CDT +C−U) = 0 (3.8)

on multiplis 3.8 par Ψ(t ) et ou integre sur [0,1] ,on trouve∫ 1

0
Ψ(t )ΨT(t )(CDT +C−U) = 0

puis
H(CDT +C−U) = 0

la condition initiale devient

CTΨ(0) = 1

d’aprés l’étude de A. Bokhari dans [5] pour k = 1,m = 7,m = 8 ils ont trouvé J = 0,192909298093169
les résultats numériques sont présenté dans le tablue 3.1 suivant ,nous pouvons étudie

le probleme différents paramètres (m,k), (α,β)

(α,β) (0,0)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.1510 0.150254 0.1487 0.0926 0.0931

TABLEAU 3.1 – résultat pour legendre

(α,β) (1/2,1/2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.1510 0.150254 0.1487 0.0926 0.0931

TABLEAU 3.2 – résultat pour Tchebychev 2ème espèce



(α,β) (−1/2,1/2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.1510 0.150254 0.1487 0.0926 0.0931

TABLEAU 3.3 – résultat pour Tchebychev 3ème espèce

(α,β) (0,2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.1510 0.150254 0.1487 0.0926 0.0931

TABLEAU 3.4 – résultat pour jacobi (0,2)

Exemple 3.2 soit le problème suivante minimiser le probleme de controle optimal pour
u(t ) ∈R et x(t ) ∈R2. [5]

minJ =
∫ 1

0
(
(
x2

1(t )+x2
2(t )

)+0.005u2(t ))d t (3.9)

avec les contraite suivant : {
ẋ1(t ) = x2(t )

ẋ2(t ) = −x2(t )+u(t )
(3.10)

et la condition initiale
x1(0) = 0 (3.11)

x2(0) = −1 (3.12)

on utilise 3.2 on obtient

J =
∫ 1

0

(
CT

1Ψ(t )ΨT(t )C1 +CT
2Ψ(t )ΨT(t )C2 +0.005UTΨ(t )ΨT(t )U

)
d t (3.13)

d’apris 3.3 on a

J = CT
1 HC1 +CT

2 HC2 +0.005UTHU (3.14)

et le systeme 3.10 devient aprés l’utilisation de 3.2{
CT

1 DΨ(t ) = CT
2Ψ(t )

CT
2 DΨ(t ) = −CT

2Ψ(t )+UTΨ(t )
(3.15)

d ’ou {
ΨT(t )(DTC1 −C2) = 0

ΨT(t )(DTC2 +C2 −UT) = 0



(α,β) (−0.5,1.2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.1510 0.150254 0.1487 0.0926 0.0931

TABLEAU 3.5 – résultat pour jacobi (−0.5,1.2)

{
H(DTC1 −C2) = 0

H(DTC2 +C2 −UT) = 0
(3.16)

les condition initiale 3.11 et 3.12

CT
1Ψ(0) = 0 (3.17)

CT
2Ψ(0)+1 = 0 (3.18)

dans les Tableaux [3.6] [3.7] [3.8] [3.9] [3.10] on obtient résultat numériques par la mé-
thoude proposée :

(α,β) (0,0)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.0467 0.0433 0.389 0.0370 0.0356

TABLEAU 3.6 – résultat pour Legendre

(α,β) (1/2,1/2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.0467 0.0433 0.389 0.0370 0.0356

TABLEAU 3.7 – résultat pour tchebychev 2ème espèce

(α,β) (−1/2,1/2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.0467 0.0433 0.389 0.0370 0.0356

TABLEAU 3.8 – résultat pour tchebychev 3ème espèce



(α,β) (0,2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.0467 0.0433 0.389 0.0370 0.0356

TABLEAU 3.9 – résultat pour jacobi (0,2)

(α,β) (−0.5,1.2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.0467 0.0433 0.389 0.0370 0.0356

TABLEAU 3.10 – résultat pour jacobi (−0.5,1.2)



Conclusion

Dans ce travail, on a utilisé la méthode des ondelettes de jacobi pour résoudre un pro-
blème du contrôl optimal quadratique avec contraintes linéaires. On a présenté la matrice
opérationnelle de dérivation des ondelettes de jacobi pour tout indice (α,β), et la base des
ondelettes jacobi pour l’approximation des fonctions . Par la suite ,on a proposé une ap-
proche et en se basant sur le travail de BOUKHARI, on a résoulu un problème de contrôl
optimal par cette méthode . Cette approche est testée sur des exemples numériques dans
R et dans R2, où nous avons utilisé la fonction matlab quadprog pour trouver le mini-
mum . nous avons obtenus des résultats numérique mieux que ceux de BOUKHARI, oú le
paramètre k (nombre de niveaux) joue un rôle trés important dans les résultats

perspectives

Dans notre travail , nous pouvons proposé comme perspectives

— Application les ondelettes de jacobi pour le contrôle optimal dans le cas non linéaire
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Annexe

FIGURE 3.1 – code matlab de J dans R
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FIGURE 3.2 – code matlab de J dans R2
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