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Résumé

Dans ce travail, nous étudions la croissance des solutions méromorphes des équations di¤é-

rentielles linéaires

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0

et

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = F (z)

où k � 0, A0 6= 0; A1 (z) ; :::; Ak(z) et F (z) 6= 0 sont des fonctions entières d�ordre p-itératif

�ni. Sous certaines conditions, nous étendons quelques résultats de He, Zheng et Hu ; Long

et Zhu en utilisant le concept de l�itératif et nous obtenons des estimations générales de

l�exposition de convergence itératif et l�ordre p-itératif des solutions pour les équations ci-

dessus

Mots-Clés : Fonctions entières, ordre de croissance, l�exposant de convergence.



Abstract

In this work, we study the growth of meromorphic solutions of linear di¤erential equations

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0

and

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = F (z)

where k � 0, A0 6= 0; A1 (z) ; :::; Ak(z) and F (z) 6= 0 are entire functions of �nite p-iterated

order. Under certain conditions, we extend some results of He, Zheng and Hu ; Long and

Zhu using the concept of the iterative and we get general estimates of iterated convergence

exposure and the p-iterated order of solutions for the above equations.

Keywords : Entire functions, order of growth, exponent of convergence.



Introduction

La théorie de Nevanlinna joue un rôle très important dans la théorie des fonctions, en particu-

lier dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes. En e¤et

depuis 1925, l�année où R. Nevanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de

la distribution des valeurs des fonctions méromorphes et donné des outils très e¢ caces pour

l�étude de la croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires et non linéaires

dans le plan complexe, plusieurs problèmes ont été étudiés et résolus par des chercheurs

e¤ectuant des recherches dans la même thématique.

Ce mémoire est composé d�une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, dé�nitions et résultats dont on

aura besoin dans le deuxième chapitre, on peut considérer ce chapitre comme une introduction

à la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques dé�nitions concernant la mesure linéaire,

la mesure logarithmique et la densité des ensembles.

Le deuxième chapitre traite les résultats de l�article [17], où on s�intéresse à l�étude de la

croissance des solutions méromorphes des équations di¤érentielles linéaires

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0

et

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = F (z)

Le dernier chapitre contient des exemples d�applications des résultats obtenus en deuxième

chapitre.

Ce travail est achevé par une bibliographie.



Chapitre 1

Quelques Eléments de la Théorie de
Nevanlinna

On commence par donner quelques dé�nitions, notations et résultats dont on

aura besoin par la suite. Pour plus de détails voir W.K. Hayman ([10]) et I. Laine

([15])).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théorème 1.1.1 (Formule de Jensen) ([10]; [15]) Soit f une fonction méromorphe telle

que f (0) 6� 0;1 et a1; a2; :::; an (respectivement b1; b2; :::; bm) ses zéros (respectivement ses

pôles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

ln jf (0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j<r

ln
r

jajj
:

Dé�nition 1.1.1 ([10]; [15]) Pour tout réel x > 0; on dé�nit

ln+ x = max (lnx; 0) =

�
lnx; x > 1;

0; 0 < x � 1:

Lemme 1.1.1 ([1]) Soient x; y; x1; :::xn des nombres réels strictement positifs. Alors, nous

avons

(a) log x � log+ x ;

(b) log+ x � log+ y pour x � y;

(c) log x = log+ x� log+ 1
x
;
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(d) jlog xj = log+ x+ log+ 1
x
;

(e) log+

 
nQ
j=1

xj

!
�

nP
j=1

log+ xj;

(f) log+

 
nP
j=1

xj

!
� log n+

nP
j=1

log+ xj:

Preuve Les propriétés (a), (b) sont des conséquences immédiates de la dé�nition 1.1 et la

monotonie de la fonction logarithme.

Montrons (c), (d), (e) et (f).

(c) On a

log x+ � log+ 1
x
= max (log x; 0)�max

�
log

1

x
; 0

�
= max (log x; 0)�max (� log x; 0)

= log x

(d) On a

log x+ + log+
1

x
= max (log x; 0) + max

�
log

1

x
; 0

�
= max (log x; 0) + max (� log x; 0)

= jlog xj :

(e) Si
nQ
j=1

xj � 1; alors l�inégalité est évidente. Supposons que
nQ
j=1

xj > 1: Alors,

log+

 
nY
j=1

xj

!
= log

 
nY
j=1

xj

!

�
nX
j=1

log+ xj; d�après (a) .

(f) On a d�après (b) et (e)

log+(
nX
j=1

xj) � log+(n max
1�j�n

xj)

� log n+ log+( max
1�j�n

xj)

� log n+

nX
j=1

log+ xj:
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Dé�nition 1.1.2 (Fonction a-points) ([10]; [15]) Soit f une fonction méromorphe non

constante. Pour tout nombre complexe a. On dé�nit N (r; a; f) (respectivement N(r; a; f) la

fonction a-points (respectivement a-points distincts) de la fonction f dans le disque fz : jzj �

rg par

N (r; a; f) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r; si a 6=1;

N (r;1; f) = N (r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) log r;

N(r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

[n(t; a; f)� n(0; a; f)]

t
dt+ n(0; a; f) log r (a 6=1);

et

N(r; a; f) = N(r; f) =

Z r

0

[n(t;1; f)� n(0;1; f)]

t
dt+ n(0;1; f) log r :

où n (t; a; f) désigne le nombre de zéros de l�équation f(z) = a situés dans le disque fz : jzj �

tg, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité. n (t;1; f) désigne le nombre

de pôles de la fonction f dans le disque fz : jzj � tg, chaque pôle étant compté avec son ordre

de multiplicité. n(t; a; f) désigne le nombre de zéros distincts de l�équation f(z) = a dans le

disque fz : jzj � tg, n(t;1; f) désigne le nombre de pôles distincts de la fonction f dans le

disque fz : jzj � tg.

Exemple 1.1.1 Soit f(z) = exp(z): On a n (t;1; f) = 0; par suite N (r; f) = 0:

Lemme 1.1.2 ([10]; [15]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points ; �1;�2; :::; �n dans

le disque fz : jzj � rg tels que :0 < j�1j < j�2j < ::: < j�nj � r et f (0) 6= 0, chaque racine

étant comptée avec son ordre de multiplicité: Alors

rZ
0

n(t; a; f)

t
dt =

rZ
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)

t
dt =

X
0<j�j j�r

log
r

j�jj

Proposition 1.1.1 ([10]; [15]) Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de

Laurent à l�origine

f(z) =

+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0; m�Z:
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Alors,

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d� +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
:

Dé�nition 1.1.3 (Fonction de proximité) ([10]; [15]) Soit f une fonction méromorphe

non constante. Pour tout nombre complexe a, on dé�nit la fonction de proximité de f par

m(r; a; f) = m(r;
1

f � a
) =

1

2�

Z 2�

0

log+
1

jf(r exp (i�))� ajd� (a 6=1)

et

m(r;1; f) = m(r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+ jf(r exp (i�))j d�:

Dé�nition 1.1.4 (Fonction caractéristique) ([15]) Soit f une fonction méromorphe non

constante. La fonction caractéristique de Nevanlinna T (r; f) de la fonction méromorphe f est

dé�nie par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Exemple 1.1.2 Soit f(z) = exp(z): On a n (t;1; f) = 0; par suite N (r; f) = 0; et

m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+ jexp(z)j d�

m(r; f) =
1

2�

Z +�
2

��
2

(r cos (�))d�:

=
r

�

Donc

T (r; exp(z)) = m (r; f) +N (r; f) =
r

�
:

Proposition 1.1.2 (Propriétés de la fonction caractéristique de Nevanlinna)([15])

Soient f; f1; f2; :::; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d des constantes complexes telles

que ab� cd 6= 0: Alors

1:

T (r;
nX
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj) + log n pour r � 1;
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2:

T (r

n

;
Y
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj); pour r � 1;

3:

T (r; fn) = nT (r; f); n 2 N�;

4:

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T (r; f) +O(1); f 6� �d

c
:

Preuve

1: On a.

T

 
n

r;
X
j=1

fj

!
= m

 
n

r;
X
j=1

fj

!
+N

 
r;

nX
j=1

fj

!
;

m

 
r;

nX
j=1

fj

!
=

1

2�

Z 2�

0

log+

�����
nX
j=1

fj(re
i�)

����� d�
� 1

2�

Z 2�

0

 
nX
j=1

log+
��fj(r; (rei�)��+ log n! d�

=
nX
j=1

m(r; fj) + log n:

D�autre part,

N

 
r;

nX
j=1

fj

!
�

nX
j=1

N(r; fj);

par suite

T

 
r

n

;
X
j=1

fj

!
= m

 
r;

nX
j=1

fj

!
+N

 
r;

nX
j=1

fj

!

�
nX
j=1

T (r; fj) + log n :

2:On a

T

 
r;

nY
j=1

fj

!
= m

 
r

n

;
Y
j=1

fj

!
+N

 
r

n

;
Y
j=1

fj

!
:



1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna 7

Comme

m

 
r

n

;
Y
j=1

fj

!
=

1

2�

Z 2�

0

log+

�����
nY
j=1

fj(re
i�)

����� d�
� 1

2�

Z 2�

0

nX
j=1

log+
��fj(rei�)�� d�

=
nX
j=1

m(r; fj);

de plus, si z0 est un pôle d�ordre �j � 0 pour la fonction fj , alors z0 est un pôle d�ordre au

plus
nP
j=1

�j pour la fonction
nQ
j=1

�j; ce qui donne

N

 
r;

nX
j=1

fj

!
�

nX
j=1

N(r; fj):

Donc

T

 
r;

nY
j=1

fj

!
�

nX
j=1

T (r; fj):

3:On a jf j � 1 équivaut à jf jn � 1:

(a) Si jf j � 1; alors

m(r; fn) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��fn(rei�)�� d� = 0;

et

N(r; fn) = nN(r; f);

d�où

T (r; fn) = nT (r; f):

(b) Si jf j > 1; alors

m(r; fn) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��fn(rei�)�� d�

= nm(r; f);

et

N(r; fn) = nN(r; f);

d�où

T (r; fn) = nT (r; f):
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4: Posons g = af+b
cf+d

, avec ad� cb 6= 0 alors nous avons

gcf + gd = af + b, f =
b� gd

gc� a

il su¢ t donc de montrer que

T (r; g) � T (r; f) +O (1) :

Nous distinguons deux cas.

Cas 1. Si c = 0;alors

T (r; g) = T (r;
af + b

d
)

� T (r;
a

d
) + T (r; f) + T (r;

b

d
) + log 2

= T (r; f) +O(1):

Cas 2. Si c 6= 0;alors

T (r; g) = T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T

 
r;

a
c
(cf + d)� ad

c
+ b

cf + d

!

= T

 
r;
a

c
+
cb� ad

c2
:
1

f + d
c

!

� T

�
r; f +

d

c

�
+O(1)

= T (r; f) +O(1):

Exemple 1.1.3 Soit g(z) = tan(z): On a

tan(z) =
sin z

cos z

=
exp(iz)� exp(�iz)
i (exp(iz) + exp(�iz))

=
1f � 1
if + 1

où f(z) = exp(2zi) et ad� cb = 2 6= 0;et comme T (r; exp(2iz)) = j2ijr
�
, on obtient

T (r; g) = T (r; f) +O(1)

=
2r

�
+O(1):
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Théorème 1.1.2 (Premier Théorème fondamental de Nevanlinna dans le plan

complexe) ([10]; [15]) Soit f une fonction méromorphe et soit

f(z)� a =

+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0; m�Z; z�C

la série de Laurent de f(z) � a (a 2 C) à l�origine. Alors, pour tout nombre complexe a,

nous avons

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jcmj+ '(r; a)

où j'(r; a)j � log+ jaj+ log 2:

Preuve Montrons le théorème pour a = 0, d�après la proposition 1:1:1 et lemme 1:1:1 c)

on a

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log+
��f(rei�)�� d� +N(r; f)�N

�
r;
1

f

�

=
1

2�

2�Z
0

log+
��f(rei�)�� d� � 1

2�

2�Z
0

log+
1

jf(rei�)jd� +N(r; f)�N

�
r;
1

f

�

= m(r; f)�m(r; 0; f) +N(r; f)�N

�
r;
1

f

�
:

Donc

T

�
r;
1

f

�
= m

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

f

�
= m(r; f) +N(r; f)� log jcmj

= T (r; f)� log jcmj (I)

où '(r; 0) = 0.

Montrons le théorème dans le cas général a 6= 0: Posons h = f � a. Dans ce cas

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
N (r; h) = N(r; f � a) = N(r; f):
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On a

log+ jhj = log+ jf � aj � log+ jf j+ log+ jaj+ log 2.

log+ jf j = log+ jh+ aj � log+ jhj+ log+ jaj+ log 2:

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m(r; h) � m(r; f) + log+ jaj+ log 2

m(r; f) � m(r; h) + log+ jaj+ log 2:

Posons '(r; a) = m(r; h)�m(r; f); on obtient

�(log+ jaj+ ln 2) � '(r; a) � log+ jaj+ log 2, j'(r; a)j � log+ jaj+ log 2:

Alors '(r; a) � log+ jaj+ log 2: On aura

T (r;
1

h
) = m(r;

1

h
) +N(r;

1

h
)

= m(r; h) +N(r; h)� ln jcmj

= m(r; f) + '(r; a) +N(r; f)� ln jcmj

= T (r; f) + '(r; a)� ln jcmj :

Remarque 1.1.1 Le premier théorème fondamental peut être formulé comme suit :

T (r;
1

f � a
) = T (r; f) +O(1); r !1:

1.2 Ordre de croissance et l�hyper-ordre d�une fonction
méromorphe et entière

Dé�nition 1.2.1 ([10]; [15]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors l�ordre

de croissance de f est dé�ni par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
:
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On dit que la fonction f est d�ordre in�ni si

lim
r!+1

log T (r; f)

log r
= +1:

Dé�nition 1.2.2 ([10]; [15]) Soit f une fonction entière non constante ; alors l�ordre de

croissance de f est dé�ni par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
;

où M (r; f) = max fjf (z)j ; jzj = rg :

Dans le cas où l�ordre d�une fonction méromorphe est in�ni, on introduit une autre notion

qui donne plus de précision sur la croissance qui est appelée l�hyper ordre et est dé�nie comme

suivant

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
;

et pour une fonction entière, on a

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
:

Remarque 1.2.1 Si f est d�ordre �ni, alors l�hyper ordre de cette fonction est nul.

Théorème 1.2.1 ([10]) Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors

1. � (f + g) � max f� (f) ; � (g)g ;

2. � (fg) � max f� (f) ; � (g)g ;

3. Si � (g) < � (f) : Alors

� (f + g) = � (fg) = � (f) :

1.3 L�ordre inférieur et l�hyper-ordre inférieur d�une
fonction

Dé�nition 1.3.1 ([10]) Soit f une fonction entière. L�ordre inférieur et l�hyper-ordre infé-

rieur de cette fonction sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim inf
r!+1

log T (r; f)

log r
= lim inf

r!+1

log logM (r; f)

log r

�2 (f) = lim inf
r!+1

log log T (r; f)

log r
= lim inf

r!+1

log log logM (r; f)

log r



1.4 Exposant de convergence des pôles d�une fonction méromorphe 12

Exemple 1.3.1 Soit f(z) = 1
z
exp (zn) : Alors,

�(f) = n:

1.4 Exposant de convergence des pôles d�une fonction
méromorphe

Dé�nition 1.4.1 ([15]) Soit f une fonction méromorphe. L�exposant de convergence des

pôles de la fonction f noté �
�
1
f

�
est dé�ni par

�

�
1

f

�
= lim sup

r!+1

logN (r; f)

log r
;

et l�exposant de convergence des pôles distincts de la fonction f par

��

�
1

f

�
= lim sup

r!+1

log �N (r; f)

log r
:

1.5 L�ordre p-itératif d�une fonction

A�n de généraliser quelques résultats sur les propriétés des solutions de certaines équations

di¤érentielles, nous avons besoin de dé�nir l�ordre p-itératif d�une fonction méromorphe, mais

pour le faire il faut d�abord dé�nir les expressions suivantes sur l�exponentielle et sa fonction

réciproque : pour tout r 2 R, on pose exp1 r := er et expp+1 r := exp
�
expp r

�
; p 2 N. De

la même façon on dé�nit log1 r := log r et logp+1 r := log
�
logp r

�
; p 2 N et ceci pour r

su¢ samment grand.

Dé�nition 1.5.1 ([15]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�ordre p-itératif de

croissance de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logp T (r; f)

log r
(p > 1; p entier) ;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si f est entière; alors l�ordre p-

itératif de la fonction f est dé�ni par

�p (f) = lim
r!+1

logp+1M(r; f)

log r
(p > 1; p entier) ;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf (z)j :
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Remarque 1.5.1 �1 (f) coïncide avec l�ordre usuel.

De plus, on dé�nit l�indice de croissance comme suit

Dé�nition 1.5.2 ([15]) L�indice de croissance d�ordre p-itératif d�une fonction méromorphe

f est dé�nit par

i (f) =

8><>:
0; si f est rationnelle
min
j2N

�
�j (f) < +1

	
; si f est transcendante

+1; si �j (f) = +1 pour tout j 2 N:

1.6 L�ordre p-itératif inférieur d�une fonction

Dé�nition 1.6.1 ([10]) Soit f une fonction méromorphe. L�ordre p-itératif inférieur �p (f)

de f est dé�nit par

�p (f) = lim inf
r!+1

logpT (r; f)

log r
(p > 1, p entier) :

Si f est entière, alors l�ordre p¡itératif inférieur �p (f) est dé�nit par

�p (f) = lim inf
r!+1

logp+1M (r; f)

log r
(p > 1, p entier) :

1.7 L�exposant de convergence p-itératif d�une fonction

Dé�nition 1.7.1 ([10]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant de conver-

gence p-itératif des zéros de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

:

On dé�nit l�exposant de convergence p-itératif des zéros distincts de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

:

Dé�nition 1.7.2 ([16]) Le degré de �nitude de l�exposant de convergence itératif des zéros

d�une fonction méromorphe f est donné par

i� (f; a) :=

8>>>><>>>>:
0, si n (r; a) = O (log r) ,

min fj 2 N : �j (f; a) <1g ; pour j 2 N
avec �j (f; a) <1 existe,

+1, si �j (f; a) =1 pour tout j 2 N:
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1.8 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et la
densité des ensembles

Dé�nition 1.8.1 ([13]; [14]) La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) est dé�nie par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E: La mesure logarithmique d�un en-

semble F � [1;+1) est dé�nie par

ml (F ) =

Z +1

0

�F (t)

t
dt:

Exemple 1.8.1 La mesure linéaire d�un ensemble [0; 1] � 0;+1[ est dé�nie par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt =

Z 1

0

dt = 1

Exemple 1.8.2 La mesure logarithmique d�un ensemble F = [e2; e6] � 1;+1[ est dé�nie

par

ml (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt =

Z e6

e2

1

t
dt = 4:

Dé�nition 1.8.2 ([13]; [14]) La densité inférieur et la densité supérieur d�un sous ensemble

H � [0;+1) sont dé�nies respectivement par

densH = lim inf
r!+1

m (H \ [0; r])
r

;

densH = lim sup
r!+1

m (H \ [0; r])
r

:

Dé�nition 1.8.3 ([13]; [14]) La densité logarithmique supérieure d�un ensemble F � (1;+1)

est dé�nie par

log dens (F ) = lim sup
r�!+1

ml (F \ [1; r])
log r

:

La densité logarithmique inférieure d�un ensemble F � (1;+1) est dé�nie par

log dens (F ) = lim inf
r�!+1

ml (F \ [1; r])
log r

Proposition 1.1 ([3]) Pour tout ensemble H � (1;+1) les assertions suivantes sont véri-

�ées :

(i) si ml (H) =1; alors m (H) =1;

(ii) si dens (H) > 0; alors m (H) =1;

(iii) si log dens (H) > 0; alors ml (H) =1:
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1.9 Théorème de factorisation de Hadamard

Dé�nition 1.9.1 (Produits canonique) ([22]) Soit f une fonction méromorphe transcen-

dante et soient z1; z2,.. ses zéros avec 0 < jz1j � jz2j � ::: Soit p l�entier minimal tel que la

série
1X
n=1

1

jznjp+1

converge. On appelle

E(u; 0) = (1� u);

E(u; p) = (1� u) exp(u+
u2

2
+ :::+

up

p
) p = 1; 2; :::

des facteurs principaux. Le produit in�ni

p(z) =
1Y
n=1

E(
z

zn
; p);

converge uniformément dans chaque domaine borné dans C et par suite P (z) s�appelle le

produit canonique de f formé à partir des zéros de f . L�entier p est appelé le genre du

produit canonique.

Théorème 1.9.1 ([18]) Soit f une fonction méromorphe d�ordre �ni � (f) et soient fa1;a2; :::g

et fb1;b2; :::g les zéros et les pôles de f dans Cn f0g ; respectivement. Supposons que f a une

représentation

f (z) = ckz
k + ck+1z

k+1 + :::; (ck 6= 0) ;

au voisinage de z = 0. Alors

f (z) = zkeQ(z)
P1 (z)

P2 (z)
;

avec Q (z) est un polynôme de degré inférieur ou égal à � (f) et P1 (z) et P2 (z) sont des

produits canoniques de f formés des zéros et des pôles non nuls de f .
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1.9.1 Indice central et le terme maximal

Dé�nition 1.9.2 ([15])Soit f (z) =
P

n�0 anz
n une fonction entière. On dé�nit le terme

maximal de f par � (r; f) = fmax janj rn; n 2 Ng est bien dé�ni. On dé�nit l�indice central

de la fonction f par

� (r; p) = m : � (r; f) = jamj rm:

Exemple 1.9.1 Pour f(z) =
Pn

k=0 akz
k alors quand jzj = r ! +1 , on a le terme maximal

est janj rn et par conséquent � (r; f) = n = deg(f):



Chapitre 2

La croissance des solutions des
équations di¤érentielles linéaires à
coe¢ cients fonctions entières

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions l�ordre itératif des solutions des équations linéaires homogènes

et non homogènes d�ordre supérieur

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0

et

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = F (z)

où k � 2, A0 (z) 6� 0; A1 (z) ; :::; Ak(z) et F (z) 6� 0 sont des fonctions entières d�ordre

p�itératif �ni. Nous améliorons et étendons certains résultats de He, Zheng et Hu [12], Long

et Zhu [16] en utilisant le concept de l�ordre itératif et nous obtenons des estimations générales

de l�exposant de convergence itératif et de l�ordre p-itératif des solutions pour les équations .

Dans [2], Belaïdi a étendu les résultats de Kwon [14], Chen et Yang [5] de la classe des

équations di¤érentielles linéaires d�ordre deux à la classe des équations di¤érentielles linéaires

d�ordre supérieur en considérant des conditions plus générales sur les coe¢ cients fonctions

entières comme suit.
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Théorème 2.1.1 A [2] Soient H un ensemble de nombres complexes véri�ant dens fjzj ; z 2 Hg >

0 et A0 (z) :::Ak�1 (z) des fonctions entières telles que pour certaines constantes réelles �; �; �

où 0 � � < � et � > 0, on a

jA0(z)j � e�jzj
�

et

jAj (z)j � e�jzj
�

; j = 1::::k � 1

quand z !1 pour z 2 H: Alors, toute solution f 6� 0 de l�équation

f (k) (z) +
k�1X
j=1

Aj (z) f
(j) (z) + A0 (z) f (z) = 0 (2.1.1)

est d�ordre in�ni et �2(f) � �.

Théorème 2.1.2 B [2] Soit H un ensemble de nombres complexes véri�ant dens fjzj =: z 2 Hg >

0 et soient A0 (z) ; :::Ak�1 (z) des fonctions entières avec

maxf�(Aj) : j = 1::::k � 1g � �(A0) = � < +1

telles que pour certaines constantes réelles �; �; � (0 � � < �), on a pour tout " > 0

jAo(z)j � e�jzj
��"

et

jAj (z)j � e�jzj
��"
; j = 1::::k � 1

quand z !1 pour z 2 H. Alors, toute solution f 6� 0 de l�équation (2:1:1) est d�ordre

in�ni et �2(f) = �(A0):

Très récemment, dans [16]; Long et Zhu ont amélioré les résultats précédents de [[2]; [5]; [14]; [20]]

en étudiant la croissance des solutions méromorphes des équations di¤érentielles linéaires

d�ordre supérieur (2:1:1) et

f (k) (z) +

k�1X
j=1

Aj (z) f
(j) (z) + A0 (z) f (z) = F (z) (2.1.2)
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où A0 (z) 6� 0; A1 (z) ; :::; Ak(z) et F (z) 6� 0 sont des fonctions méromorphes. Une estimation

de l�hyper ordre des solutions méromorphes des équations ci-dessus a été donnée à condition

qu�il existe un coe¢ cient dominant.

Théorème 2.1.3 C [16] Soit E un ensemble de nombres complexes véri�antml (fjzj : z 2 Eg) =

+1 et soient Aj(z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions méromorphes. Supposons qu�il existe un

nombre entier s (s � 0 � k � 1) satisfaisant

max

�
�(Aj); j 6= s; �

�
1

As

��
< �(As) � �(As) = � <1

et pour certaines constantes 0 � � < �; et pour tout " > 0 su¢ samment petit, on a

jAj(z)j � exp
�
� jzj��"

�
; j 6= s;

jAs(z)j � exp
�
� jzj��"

�
quand z ! 1 pour z 2 E. Alors, toute solution méromorphe non triviale f de l�équation

(2:1:1), dont les pôles sont d�une multiplicité uniformément bornée, satisfait �(As) = �2(f).

Pour le cas d�une équation non homogène, ils obtiennent le résultat suivant.

Théorème 2.1.4 D [16] Soit E un ensemble de nombres complexes véri�antml (fjzj : z 2 Eg) =

+1 et soient Aj(z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions et F (z) 6� 0 des fonctions méro-

morphes. Supposons qu�il existe un nombre entier s (s � 0 � k � 1) satisfaisant

max

�
�(Aj); j 6= s; �

�
1

As

�
; �(F )

�
< �(As) � �(As) = � <1

et pour certaines constantes (0 < � < �) nous avons pour tout " > 0 su¢ samment petit

jAj(z)j � exp
�
� jzj��"

�
; j 6= s;

jAs(z)j � exp
�
� jzj��"

�
quand z !1 pour z 2 E. Alors, toute solution méromorphe f de l�équation (2:1:2) dont les

pôles sont d�une multiplicité uniformément bornée, satisfait �(As) = �2(f):
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Dans ce chapitre, nous considérons pour k � 2 les équations di¤érentielles linéaires homogènes

et non homogènes

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0; (2.1.3)

et

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = F (z) (2.1.4)

où A0 (z) ( 6� 0) ; A1 (z) ; :::; Ak (z) ( 6� 0) et F (z) ( 6� 0) sont des fonctions entières d�ordre p�

itératif �ni. Il est bien connu que si Ak = 1 alors toutes les solutions des équations di¤éren-

tielles linéaires (2:1:3) et (2:1:4) sont des fonctions entières, mais lorsque Ak est une fonction

entière non constante, l�équation di¤érentielle linéaire (2:1:3) ou (2:1:4) peut posséder des

solutions méromorphes. Par exemple l�équation

zf 000 + 3f"� 2e�2zf 0 + ((z � 2)e�3z � (3z � 2)e�2z + ze�z)f = 0

a une solution méromorphe

f(z) =
e
e�z

z

Nous savons aussi que si certains des coe¢ cients A0 (z) ; A1 (z) ; :::; Ak�1 (z) sont des fonctions

transcendantes et Ak = 1 l�équation (2:1:3) a au moins une solution d�ordre in�ni. Récem-

ment, plusieurs chercheurs ont étudié les propriétés des solutions des équations (2:1:3) et

(2:1:4) et ils ont obtenu de nombreux résultats sur leurs croissance, voir [[6]; [11]; [12]; [21]] .

Des questions intéressantes se posent :

� Question 1. Quelles sont les conditions sur A0 (z) ; A1 (z) ; :::; Ak (z) garantissant que

chaque solution f 6� 0 des équations (2:1:3) et (2:1:4) est d�ordre itératif in�ni ?

�Question 2. Peut-on remplacer les coe¢ cients fonctions méromorphes des équations (2:1:3)

et (2:1:4) dans les Théorèmes 5.3 et 5.4 par des fonctions entières pour les équations (2:1:1)

et (2:1:2) ?

Le but principal de ce chapitre est de répondre à ces questions en étudiant les résultats du

travail de Saidani et Belaïdi [17] qui ont généralisé

les résultats des travaux mentionnés précédemment. Pour l�équation (2:1:1), notre premier

résultat est une extension du Théorème B et du Théorème C. En fait, nous allons détailler

les preuves des résultats suivants.
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Théorème 2.1.5 SoitH un ensemble de nombres complexes véri�ant log dens fjzj ; z 2 Hg >

0 (ou m(fjzj : z 2 Hg = +1) et soient (Aj = 0; 1; :::; k) ; F (z) ( 6� 0) des fonctions entières

telles que Aj(z) ( 6� 0). Supposons qu�il existe un nombre entier s (0 � s � k) satisfaisant

i(As) = p (0 < p < +1),

max
�
�p(Aj); s 6= j; j = 0; 1; :::; k

	
< �p(As) � �p(As) < +1

et pour certaines constantes � et � telles que 0 � � < � , nous avons pour tout " > 0

su¢ samment petit

jAj(z)j � expp

�
� jzj�p(As)�"

�
; s 6= j; j = 0; 1; :::; k;

jAs(z)j � expp

�
� jzj�p(As)�"

�
quant z ! 1 pour z 2 H: Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l�équation

(2:1:3) avec �p
�
1
f

�
< �p (f) satisfait i (f) = p+ 1 et �p+1(f) = �p(As):

Lorsque Ak(z) � 1, on obtient le corollaire suivant pour des solutions entières.

Corollaire 2.1.1 SoitH un ensemble de nombres complexes véri�ant log dens fjzj ; z 2 Hg >

0 (ou m(fjzj : z 2 Hg) =1) et soit Aj(z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières. Suppo-

sons qu�il existe un nombre entier s (0 � s � k � 1) véri�ant i(As) = p:0 < p < +1 et

maxf�p(Aj); j 6= s; j = 0; 1; :::; k � 1g < �p(As) � �p(As) < +1

et pour certaines constantes réelles � et � telles que 0 � � < � , nous avons pour tout " > 0

su¢ samment petit, on a

jAj(z)j � expp

�
� jzj�p(As)�"

�
; s 6= j; j = 0; 1; :::; k � 1;

jAs(z)j � expp

�
� jzj�p(As)�"

�
;

quand z ! 1 pour z 2 H: Alors, toute solution transcendante f de l�équation (2:1:1) avec

�p

�
1
f

�
< �p (f) satisfait i (f) = p+ 1 et �p+1(f) = �p(As):

Corollaire 2.1.2 Soient les fonctions Aj(z) (j = 0; 1; :::; k) et l�ensembleH satisfaisant toutes

les hypothèses du Théorème 2.1.5 et soit une fonction méromorphe transcendante ' véri�ant
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i (') < p+ 1 ou �p+1(') < �p(As). Alors, toute solution méromorphe transcendante f (6� 0)

de l�équation (2:1:3) avec �p
�
1
f

�
< �p (f) satisfait

i� (f � ') = p+ 1 et �p+1 (f � ') = �p+1 (f � ') = �p+1(f � ') = �p(As)

Concernant l�équation di¤érentielle linéaire non homogène (2:1:4), nous obtenons une exten-

sion du Théorème D.

Théorème 2.1.6 SoitH un ensemble de nombres complexes véri�ant log dens fjzj ; z 2 Hg >

0 (ou m(fjzj : z 2 Hg) = +1) et soient Aj (j = 0; 1; :::; k) ; F (z) ( 6� 0) des fonctions entières

telles que Aj(z) ( 6� 0). Supposons qu�il existe un nombre entier s (0 � s � k) tel que i(As) =

p; (0 < p < +1) satisfaisant

max
�
�p(Aj); s 6= j; j = 0; 1; :::; k; �p(F )

	
< �p(As) � �p(As) < +1;

et pour certaines constantes réelles 0 � � < � et pour tout " > 0 su¢ samment petit,

jAj(z)j � expp

�
� jzj�p(As)�"

�
; s 6= j; j = 0; 1; :::; k;

jAs(z)j � expp

�
� jzj�p(As)�"

�
;

quand z ! 1 pour z 2 H: Alors, Alors, toute solution méromorphe transcendante (2:1:4)

avec �p
�
1
f

�
< �p (f) satisfait

�p+1 (f) = �p+1 (f) = �p+1(f) = �p(As):

Quand Ak(z) = 1, on obtient le corollaire suivant pour des solutions entières.

Corollaire 2.1.3 SoitH un ensemble de nombres complexes satisfaisant log dens fjzj ; z 2 Hg >

0 (ou m(fjzj : z 2 Hg) = +1) et soient Aj (j = 0; 1; :::; k � 1) ; F (z) ( 6� 0) des fonctions en-

tières. Supposons qu�il y a un entier s (0 � s � k � 1) tel que i(As) = p (0 < p < +1) et

satisfaisant

maxf�p(Aj):J 6= s:j = 0; 1; :::; k � 1g < �p(As) � �p(As) < +1

( p � 1 est un entier) et pour certaines constantes 0 � � < � , nous avons pour tout " > 0

su¢ samment petit

jAj(z)j � expp

�
� jzj�p(As)�"

�
; s 6= j; j = 0; 1; :::; k � 1;

jAs(z)j � expp

�
� jzj�p(As)�"

�



2.2 Lemmes préliminaires 23

quand z !1 pour z 2 H: Alors, tout solution méromorphe transcendante f de l�équation

(2:1:2) avec

�p+1 (f) = �p+1 (f) = �p+1(f) = �p(As):

Théorème 2.1.7 Corollaire 2.1.4 Soient les fonctions Aj(z) (j 6= s; j = 0; 1; :::; k � 1) ; F (z),

H et l�ensemble H satisfaisant toutes les hypothèses du Théorème (2:1:6) et soit ' une fonc-

tion méromorphe transcendante véri�ant i(') < p + 1 ou �p+1(') < �p(As). Alors, toute

solution méromorphe transcendante f de l�équation f avec �p
�
1
f

�
< �p (f) de l�équation

(2:1:4) satisfait

i� (f � ') = i� (f � ') = p+ 1

et

�p+1 (f � ') = �p+1 (f � ') = �p+1(f � ') = �p(As):

2.2 Lemmes préliminaires

Nos preuves dépendent principalement des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 [8] Soient f une fonction méromorphe transcendante dans le plan et soit

� > 1 une constante réelle. Alors, il existe un ensemble E1 � (1; +1) de mesure logarith-

mique �nie et une constante B > 0 dépendante uniquement de � et de H tels que pour tout z

satisfaisant jzj = r =2=2 [0; 1][E1 et pour tout (m;n) (m;n sont des nombres entiers avec 0 � m < n ),

nous avons ���� f (n) (z)f (m) (z)

���� 6 B

�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�n�m
:

Lemme 2.2.2 [19] Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe où g(z), d(z) sont des fonc-

tions entières d�ordre itératif �ni véri�ant �p(g) = �p(f) = � � �p(f) = �p(g) � +1; 0 <

p < +1; i(d) < p ou �p(d) < �. Soit z un point avec jzj = r pour lequel jg(z)j =M(r; g) et

vg(r) désigne l�indice central de g . Alors, l�estimation

f (n)(z)

f (z)
=

�
vg(r)

z

�n
(1 + o (1)) ; n � 1

est véri�ée pour tout z où jzj = r en dehors d�un ensemble E2 de r de mesure logarithmique

�nie.
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Lemme 2.2.3 [4] Soit g(z) une fonction entière d�ordre itératif �ni véri�ant

i(g) = p+ 1; �p+1(g) = p; i�(g) = q + 1; �q+1 (g) = �; 0 < p; q <1

et soit vg(r) l�indice central de g . Nous avons

lim
r!+1

sup
logp+1 vg(r)

log r
= �; lim

r!+1
inf
logq+1 vg(r)

log r
= �:

Lemme 2.2.4 [9] Soient ' : [0;+1) ! R et  : [0;+1) ! R des fonctions monotones

croissantes telles que '(r) �  (r) pour tout r =2 (E3 [ [0:1]), où E3 est un ensemble de

mesure logarithmiques �nie. Soit � > 1 une constante donnée. Alors, il existe r1 = r1(�) > 0

tel que '(r) �  (�r) pour tout r > r1:

Lemme 2.2.5 [11] Soit p � 1 un entier et soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, où

g(z); d(z) sont des fonctions entières satisfaisant

�p(g) = �p(f) = � � �p(g) = �p(f) � +1; 0 < p < +1; �p(d) = �p(
1

f
) = � < �:

Alors, il existe un ensemble E4 de mesure logarithmique �nie telle que pour tout jzj = r =2

E4;et g(z) =M(r; g) et pour r su¢ samment grand, on a���� f(z)f (s)(z)

���� � r2s; (s est un entier)

Lemme 2.2.6 [6] Soit p � 1 un entier et f une fonction entière tels que i(f) = p; �p(f) =

p < +1. Alors, il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure linéaire �nie tel que pour

tout " > 0 donné, on a

expf� expp�1fr�+"gg � jf(z)j � exppfr�+"g(r =2 E5):

Lemme 2.2.7 [12] Soient Aj(z)(j = 0; 1; :::; k):F (6� 0)) des fonctions méromorphes et f une

solution méromorphe de l�équation (2:1:4) d�ordre p-itératif in�ni. Si

max fi(F ) = p:i(Aj)(j = 0:; 1; :::; k)g < i(f) = p+ 1(0 < p < +1)

ou bien

b = maxf�p+1(F ):�p+1(Aj)(0; 1; :::; k)g < �p+1(f)::

Alors, �p+1(f) = �p+1(f) = �p+1(f)
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Lemme 2.2.8 Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe où g(z) et d(z) sont des fonctions

entières. Si 0 � �p(d) < �p(f); alors �p(f) = �p(g) et �p(f) = �p(g): De plus, si �p(f) = +1,

alors �p+1(f) = �p+1(g) .

Remarque Lemme 2:2:8 a été obtenu pour p = 1 par Long and Zhu dans [16]:

Preuve. Nous avons distingué les trois cas suivants :

Cas 1 : �p(f) < +1.

Par dé�nition de de l�ordre itératif, il existe une suite croissante frng, (rn ! +1) et

un nombre entier positif n0 tels que pour tout n > n0 et pour tout " 2
�
0:
�p(f)��p(g)

2

�
�
avec 0 � �p(d) < �p(f) � �p(f)

�
, on a

T (rn; f) � expp�1

n
r
�p(f)�"
n

o
; (2.2.1)

T (rn; d) � expp�1

n
r
�p(d)+"
n

o
(2.2.2)

de plus,

f(z) =
g(z)

d(z)
:

T (r; f) = T (r;
g

d
)

� T (r; g) + T

�
r;
1

d

�
� T (r; g) + T (r; d) +O(1)

alors pour tout n su¢ samment grand, on a

expp�1

n
r
�p(f)�"
n

o
� T (r; g) + expp�1

n
r
�p(d)+"
n

o
+O(1)

ce qui implique

expp�1

n
r
�p(f)�"
n

o
� expp�1

n
r
�p(d)+"
n

o
� T (r; g) +O(1)

expp�1

n
r
�p(f)�"
n

o8<:1� expp�1
n
r
�p(d)+"
n

o
expp�1

n
r
�p(f)�"
n

o
9=; � T (r; g) +O(1) (2.2.3)
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Comme 0 < "
2
<

�p(f)��p(d)
2

; on obtient

expp�1

n
r
�p(d)+"
n

o
expp�1

n
r
�p(f)�"
n

o � 1
donc, de la formule (2:2:3), on déduit que

(1 + o(1)) expp�1

n
r
�p(f)�"
n

o
� T (rn; g) +O(1)

pour tout n su¢ samment grand . Par conséquent,

�p(f) � �p(g):

D�autre part, comme

T (r; f) = T (r;
g

d
)

) T (r; g) = T (r; f:d) � T (r; f) + T (r; d)

) T (r; g) � T (r; f) + T (r; d)

et

�p(d) < �p(f)

alors �p(g) � �p(f): Par suite, �p(g) = �p(f): En utilisant un raisonnement similaire et la

dé�nition de l�ordre p-itératif inférieur �p(f) et �p(g), on peut montrer que

�p(f) = �p(g):

Cas 2 :�p(f) = +1: Pour monter que

�p(f) = �p(g)

on suppose le contraIre, c�est a dire

�p(f) 6= �p(g):

on sait que
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�p(f) 6= �p(g),
�p(f) < �p(g)

ou
�p(g) < �p(f)

on a, g = f:d; donc

�p(g) � max
�
�p(f);�p(d)

�
� �p(f)

on suppose donc que

�p(g) < �p(f):

D�après la dé�nition de l�ordre p-itératif inférieur, il existe une suite croissante frng, (rn !

+1) et un nombre entier positif n0 tels que pour tout n > n0 et pour tout " > 0;

8" > 0;9n0 2 N? : 8n > n0 : �" <
logp T (rn; d)

log rn
� �p(d) < "

d�où

T (rn; d) < expp�1 r
(�p(d)+")
n ; (2.2.4)

de même façons

T (rn; g) < expp�1 r
(�p(g)+")
n : (2.2.5)

D�autre part, on a

T (rn; f) = T (rn; g:
1

d
) (2.2.6)

) T (rn; f) � T (rn; g) + T (rn; d) + 0(1):

Par (2:2:4) ; (2:2:5) et (2:2:6) ; on obtient

T (rn; f) � expp�1

n
r
�p(g)+"
n

o
+ expp�1

n
r
�p(d)+"
n

o
+ 0(1)

T (rn; f) � 2 expp�1

�
r
max(�p(g);�p(d))
n

�
ce qui donne

�p(f) � max
�
�p(g);�p(d)

	
:

Ce dernier résultat représente une contradiction avec notre hypothèse.
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Cas 3 : �p(f) < +1 et �p(f) = +1. En utilisant la même manière pour prouver les cas 1

et 2, nous pouvons prouver le cas 3.

En�n, nous allons prouver �p+1 (g) = �p+1 (f). Supposons que �p (f) = +1. Ensuite, il existe

une suite croissante frng; (rn ! +1), telle que

�p+1 (f) = lim
n!1

log+p+1 T (rn; f)

log rn
:

La combinaison de �p (d) < �p (f) et les dé�nitions de l�ordre p�itéré et de l�ordre p-inférieur

itéré, nous obtenons

lim
n!1

T (rn; d)

T (rn; f)
= 0:

Alors, il existe un entier positif N , tel que pour n > N

T (rn; f) � 2T (rn; g) +O(1):

Ainsi, �p+1 (f) � �p+1 (g) : En utilisant de la même manière pour prouver le cas 1, de l�esti-

mation T (r; g) � T (r; f) + T (r; d); il existe un entier positif N , tel que pour n > N

T (rn; g) � 2T (rn; f):

Par conséquent, �p+1 (g) � �p+1 (f) : Donc �p+1 (f) = �p+1 (g) :

2.3 Preuve du Théorème 2.1.5

De l�équation (2:1:3) on a :����f (k)(z)f(z)

���� � 1

jAk(z)j

 
k�1X
j=1

jAj(z)j
����f (j)(z)f(z)

����+ jA0(z)j+ ����F (z)f(z)

����
!

(2.3.1)

Moyennant le théorème de factorisation de Hadamard, on peut écrire f comme f(z) =
��� g(z)d(z)

���
où g(z) et d(z) sont des fonctions entières d�ordre itératif �ni véri�ant

�p(g) = �p(f) � �p(f) = �p(g) � +1; 0 < p < +1; i(d) < p ou �p(d) = �p(d) = �p(
1

f
) < �p(f):

Par le Lemme 2:2:2, il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique �nie tel que pour tout

z satisfaisant jzj = r =2 E2 et jg(z)j =M(r; g), on a

f (j)(z)

f(z)
=
��g(r)

z

�j
(1 + o (1)) ; j = 1; :::; k: (2.3.2)
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D�autre part, d�après les hypothèses du Théorème 2.1.5, pour r su¢ samment grand, nous

avons

jAj(z)j � expp r�(As)+" ; j = 0; 1; :::k; j 6= s; (2.3.3)

et par Lemme 2:2:6, pour tout " > 0, il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure linéaire

�nie, de sorte que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E5 on obtient pour f(z) = Ak(z)

Ak(z) � exp
�
� expp�1

�
r�(Ak)+"

		
et comme

max
�
�p(Aj); 0; 1; :::k; j 6= s

	
� � (As)

on trouve que

jAk (z) j � exp
�
� expp�1

�
r�p(Ak)+"

�	
� exp

�
� expp�1

�
r�p(As)+"

�	
: (2.3.4)

En remplaçant (2:3:2), (2:3:3) et (2:3:4) dans (2:3:1), nous obtenons�����g (r)z

����k j1 + o (1)j
� 1

exp
�
� expp�1

�
r�p(As)+"

�	 (k�1X
j=1

�����g (r)z

����j j1 + o (1)j+ 1
)
expp

�
r�p(As)+"

�
=

(
k�1X
j=1

�����g (r)z

����j j1 + o (1)j+ 1
)
exp

�
2 expp�1

�
r�p(As)+"

�	
:

alors :

�����g(r)z
����k j1 + o(1)j � k

�����g(r)z
����k�1 j1 + o(1)j exp�2 expp�1 �r�(As)+"��

j�g(r)j j1 + o(1)j � rkkj j1 + o(1)j exp
�
2 exp

p�1

�
r�(As)+"

��
Donc

j�g (r)j j1 + o (1)j � krk j1 + o (1)j exp
�
2 expp�1

�
r�p(As)+"

�	
; (2.3.5)

pour tout z satisfaisant jzj = r =2 ([0; 1] [ E2 [ E5) et jg (z) j = M (r; g) ; r ! +1: Par

(2:3:5) et Lemme 2:2:2, nous obtenons

lim sup
r!+1

logp+1 �g (r)

log r
� �p (As) + ": (2.3.6)
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Puisque " > 0 est arbitraire, par (2:3:5) et Lemme 2:2:3, nous obtenons

�p (As) � �p+1 (g) :

Comme �p (d) < �p (f) ; par le Lemme 2:2:8, nous avons �p+1 (g) = �p+1 (f) et donc

�p (As) � �p+1 (f) :

D�autre part, Par (2:1:3) ; nous avons

jAsj �
���� ff (s)

����
0BB@jA0j+ kX

j=1
j 6=s

jAjj
����f (j)f

����
1CCA : (2.3.7)

En utilisant Lemme 2:2:1, il existe un ensemble E1 � (0;+1) avec m(E1) < 1 et une

constanteB > 0, de sorte que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E1; on a pour (n = j et m = 1)

���� f (j)f(z)

���� � B

�
T (2r; f)

f(z)
log2 r log T (2r; f)

�k�1

� B [T (2r; f)]k+1 ; j = 1; 2; � � � ; k; j 6= s: (2.3.8)

Par Lemme 2:2:5, il existe un ensemble E4 de mesure logarithmique �nie tel que pour tout

jzj = r =2 E4 et jg (z) j =M (r; g) et pour tout r su¢ samment grand���� f (z)f (s) (z)

���� � r2s; (2.3.9)

où g (z) est une fonction entière satisfaisant �p (g) = �p (f) = � � �p (f) = �p (g) � +1;

0 < p < +1.

Par les hypothèses du théorème 2:1:5, il existe un ensemble H avec log densfjzj : z 2 Hg > 0

(ou ml(fjzj : z 2 Hg) = +1) tel que pour tout z 2 H quand z !1; on a (2:3:3) et

jAs (z) j � expp
�
�jzj�p(As)�"

�
: (2.3.10)

Posons H1 = fjzj : z 2 Hg�(E1 [ E4); alors ml (H1) = +1: Il résulte de (2:3:3) ; (2:3:7) ;

(2:3:8) ; (2:3:9) et (2:3:10) pour tout z véri�ant jzj = r 2 H1 et jg(z)j = M(r; g); l�inégalité

suivante
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jAs(z)j �
���� ff (s)

����
 
k�1X
j=1

jAj(z)j
����f (j)(z)f(z)

����+ jA0(z)j
!

� r2s

 
k�1X
j=1

jAj(z)j
����f (j)(z)f(z)

����+ jA0(z)j
!

et

expp
�
�jzj�p(As)�"

�
� kBr2s (T (2r; f))k+1 expp

�
�jzj�p(As)�"

�
;

en utilisant la condition 0 � � < �;

exp
�
expp�1(� jzj

�p(As)�"
)
�

exp
�
expp�1

�
� jzj�p(As)�"

�� � r2s(k + 1)B(T (2r; f)k+1

exp
�
((1� o(1)) expp�1(� jzj

�p(As)�"
)
�
� r2s(k + 1)B(T (2r; f)k+1

nous obtenons

exp
�
(1� o (1)) expp�1

�
�jzj�p(As)�"

��
� kBr2s (T (2r; f))k+1 : (2.3.11)

Il résulte de (2:3:11)

�p (As) � �p+1 (f) :

Ceci et le fait que�p (As) � �p+1 (f) donne �p+1 (f) = �p (As) et i (f) = p + 1: Le théorème

2:1:5 est ainsi prouvé.

2.4 Preuve du corollaire 2.1.1

On posse h = f�' telle que ' est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant i(f) <

p + 1 ou �p+1(f) < �p(As): Par Theorem 2:1:5, on a i (f) = p + 1 et �p+1 (f) = �p (As) :

En utilisant les propriétés de l�ordre itératif, on obtient �p+1 (h) = �p+1 (f) = �p (As) : En

remplaçant f = h+ ' dans (2:1:3), on obtient

Ak(z) (h+ ')(k) + Ak�1 (z) (h+ ')(k�1) + :::+ A1 (z) (h+ ')0 + A0 (z) (h+ ') = 0

et donc

Ak (z)h
(k) + Ak�1 (z)h

(k�1) + � � �+ A1 (z)h
0 + A0 (z)h
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= �
�
Ak (z)'

(k) + Ak�1 (z)'
(k�1) + � � �+ A1 (z)'

0 + A0 (z)'
�
:

Posons K (z) = Ak (z)'
(k) + Ak�1 (z)'

(k�1) + � � � + A1 (z)'
0 + A0 (z)': Si i (') < p + 1 ou

�p+1 (') < �p (As) ; alors, par Théorème 2:1:5, on en déduit que ' n�est pas une solution

d�équation (2:1:3) ; impliquant que K (z) 6� 0; et dans ce cas, on a

�p+1(k) = �p+1

n
A
(k)
k '+ Ak�1 (z)'

(k�1) + :::+ A1 (z)'
0 + A0 (z)'

o
� max

�
�p+1('); �p+1(Aj)

	
� �p(As) = �p+1(f)

max
�
�p+1(K); �p+1(Aj); j = 0; 1; 2; :::; k

	
< �p+1(f) = �p(AS)

sachant que

�p+1(Aj) = 0 car �p(Aj) < +1:

et par Lemme 3.7, on obtient

i� (f � ') = i� (f � ') = p+ 1

et

�p+1 (f � ') = �p+1 (f � ') = �p+1 (f � ') = �p (As) :

2.5 Preuve du Théorème 2.1.6

D�après (2:1:4) ; on obtient

jAs(z)j �
���� ff (s)

����
 
jA0(z)j+

����F (z)f (z)

����+ k�1X
j=1

jAj(z)j
����f (j)(z)f(z)

����
!

(2.5.1)

2:2:1, il existe un ensemble E1 � (0;+1) avec m(E1) <1 et une constante B > 0, de sorte

que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E1; on a pour (n = j et m = 1)

���� f (j)f(z)

���� � B

�
T (2r; f)

f(z)
log2 r log T (2r; f)

�k�1
(2.5.2)

Par Lemme 2:2:5, il existe un ensemble E4 de mesure logarithmique �nie tel que pour tout

jzj = r =2 E4 et jg (z) j =M (r; g) et pour tout r su¢ samment grand���� f (z)f (s) (z)

���� � r2s; (2.5.3)
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où g (z) est une fonction entière satisfaisant �p (g) = �p (f) = � � �p (f) = �p (g) � +1;

0 < p < +1. D�après les hypothèses du Théorème 2.1.6, il existe un ensemble H avec

log dens fjzj ; z 2 Hg > 0 (ou m(fjzj : z 2 Hg) = +1)

de sorte que pour tout z 2 H, les inégalités

jAj(z)j � expp
�
� jzj�p(As)�"

�
; j 6= 0; 1; ::; k (2.5.4)

jAs(z)j � expp
�
� jzj�p(As)�"

�
(2.5.5)

soient véri�ées.

Posons H1 := fjzj : z 2 Hgn(E1 [ E4) ; alorsml (H1) = +1: En remplaçant (2:5:2), (2:5:3) ;

(2:5:4) et (2:5:5) dans (2:5:1), pour tout z satisfaisant jzj = r 2 H1; r ! +1 et jg (z) j =

M (r; g) ; on a

expp
�
�jzj�p(As)�"

�
� (k + 1)Br2s (T (2r; f))k+1 expp

�
�jzj�p(As)�"

�
;

en utilisant 0 � � < �; on obtient

exp
�
(1� o (1)) expp�1

�
�jzj�p(As)�"

��
� (k + 1)Br2s (T (2r; f))k+1 : (2.5.6)

Il résulte de (2:5:6) et du Lemme 2:2:4

�p (As) � �p+1 (f) :

D�après (2:1:4) ; on obtient����f (k)(z)f(z)

���� � 1

jAk(z)j

 
k�1X
j=1

jAj(z)j
����f (j)(z)f(z)

����+ jA0(z)j+ ����F (z)f(z)

����
!
: (2.5.7)

D�après le théorème de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme

f(z) =
��� g(z)d(z)

��� où g(z) et d(z) fonctions entières d�ordre itératif �ni véri�ant
�p(g) = �p(f) � �p(f) = �p(g) � +1; 0 < p < +1; i(d) < p ou �p(d) = �p(d) = �p(

1

f
) < �p(f):
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Par le lemme 2:2:2 , il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique �nie tel que pour

tout z satisfaisant jzj = r =2 E2 pour lequel jg(z)j = M(r; g); on a l�estimation 2:3:2 est

véri�ée. Par les hypothèses du Théorème 2:1:6 et du Lemme 2:2:6 pour tout " donné " > 0,

il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure linéaire �nie, tel que pour tout z satisfaisant

jzj = r =2 E5, on a

Ak(z) � exp
�
� expp�1 r�p(As)+"

	
(2.5.8)

D�autre part, pour r su¢ samment grand, nous avons

jF (z)j � expp
�
r�p(As)+"

	
; jAj(z)j � expp r�p(As)+"; j 6= 0; 1; ::; k; j 6= s (2.5.9)

car

�p (Aj) � �p (As) ; j 6= 0; 1; ::; k; j 6= s

et

�p (F ) � �p (As) :

Donc, pour tout " donné (0 < 2" < �p(g)� �p(d)) et r su¢ samment grand, on obtient

"+ �p(d) < �p(g)� ")
expp r

�(d)+"

expp r
�(g)�" � 1

ce qui implique

����F (z)f(z)

���� =

����F (z)g(z)d(z)

���� = jF (z)g(z)j
M(r:g)

�
expp r

�(d)+" expp r
�(As)+"

expp r
�(g)�"

� expp r
�(As)+" (2.5.10)

En remplaçant (2:3:2),(2:5:9), (2:5:9) et (2:5:10) dans (2:5:7), on obtient
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�����g(r)z
����k j1 + o(1)j

� 1

jAk(z)j

 
k�1X
j=1

����f j(z)f(z)

����+ jA0(z)j+ ����F (z)f(z)

����
!

� 1

exp
�
� expp�1 r�(As(z))+"

	  k�1X
j=1

�����g(r)z
����j + j1 + o(1)j+ 2 expp �r�(As(z))+"�

!

�
 
k�1X
j=1

�����g(r)z
����j + j1 + o(1)j+ 2

!
exp

�
2 exp

p�1

�
r�(As(z))+"

��
alors :

�����g(r)z
����k j1 + o(1)j � (k + 1)

�����g(r)z
����k�1 j1 + o(1)j exp�2 expp�1 �r�(As)+"��

j�g(r)j j1 + o(1)j � rk (k + 1) j1 + o(1)j exp
�
2 exp

p�1

�
r�(As)+"

��
(2.5.11)

d�après (2:5:11) et lemme (2:2:4)

lim
r!+1

sup
logp+1 �g(r)

log r
� � (As) + " (2.5.12)

Du fait que "(0 < 2" < �p(g)� �p(d)) est arbitraire, par (2:5:12) et lemme 2:2:3 on obtient

lim
r!+1

sup
logp+1 �g(r)

log r
= �p+1 (g) = � � � (As) + "

donc :

�p+1 (g) � � (As)

par lemme 2:2:8; ona

�p+1 (g) = �p+1 (f) � � (As) :

Ceci et le fait que �p+1 (f) � � (As) mènent à �p+1 (f) = � (As) :

Comme max
�
�p+1 (F ) ; �p+1 (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k)

	
< �p+1 (f) = �p (As) ; alors

max fi (F ) ; i (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k)g < i (f) = p+ 1 (0 < p < +1) ;

par Lemme 2:2:7, on obtient

�p+1(f) = �p+1(f) = �p+1 (f) = �p (As) :



Le Théorème 2.1.6 est ainsi prouvé.

2.6 Preuve du corollaire 2.1.2

On posse h = f�' telle que ' est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant i(f) <

p + 1 ou �p+1(f) < �p(As): Par Theorem 2:1:6, on a i (f) = p + 1 et �p+1 (f) = �p (As) :

En utilisant les propriétés de l�ordre itératif, on obtient �p+1 (h) = �p+1 (f) = �p (As) : En

remplaçant f = h+ ' dans (2:1:4), on obtient

Ak(z) (h+ ')(k) + Ak�1 (z) (h+ ')(k�1) + :::+ A1 (z) (h+ ')0 + A0 (z) (h+ ') = F (z)

et donc

Ak (z)h
(k) + Ak�1 (z)h

(k�1) + � � �+ A1 (z)h
0 + A0 (z)h

= F (z)�
�
Ak (z)'

(k) + Ak�1 (z)'
(k�1) + � � �+ A1 (z)'

0 + A0 (z)'
�
:

Posons G (z) = F (z)�
�
Ak (z)'

(k) + Ak�1 (z)'
(k�1) + � � �+ A1 (z)'

0 + A0 (z)'
�
: Si i (') <

p + 1 ou �p+1 (') < �p (As) ; alors, par Théorème 2:1:6, on en déduit que ' n�est pas une

solution d�équation (2:1:4) ; impliquant que G (z) 6� 0; et dans ce cas, on a

�p+1(k) = �p+1
�
F (z)�

�
Ak (z)'

(k) + Ak�1 (z)'
(k�1) + � � �+ A1 (z)'

0 + A0 (z)'
�	

� max
�
�p+1('); �p+1(Aj); �p+1(F )

	
� �p(As) = �p+1(f)

max
�
�p+1(G); �p+1(Aj); j = 0; 1; 2; :::; k; �p+1(F )

	
< �p+1(f) = �p(AS)

sachant que

�p+1(F ) = 0 car �p(F ) < +1:

et par Lemme 3.7, on obtient

i� (f � ') = i� (f � ') = p+ 1

et

�p+1 (f � ') = �p+1 (f � ') = �p+1 (f � ') = �p (As) :



Chapitre 3

Applications

Dans cette partie, on va citer quelques applications de nos résultats prouvés dans le chapitre

précédant.

3.1 Application 1

Soit l�équation di¤érentielle

1

7
zf (3)(z) + e

z
3 f (2)(z) + e

z
6 f 0(z) + ez

2

f(z) = 0 (3.1.1)

Dans cette équation, on a8>><>>:
A0 = ez

2

A1 = e
z
6

A2 = e
z
3

A3 =
1
7
z

)

8>><>>:
� (A0) = �

�
ez

2
�
= 2

� (A1) = �
�
e
z
6

�
= 1

� (A2) = �
�
e
z
3

�
= 1

� (A3) = �
�
1
7
z
�
= 0

et pour tout z = rei�(r ! +1; �
12
� � � �

6
); pour 0 < " < 1

jA0j =
���ez2��� = er

2 cos 2� � e
1
2
(r2�");

jA1j =
��e z6 �� = e

r
6
cos � � e

1
3
(r2�");

jA2j =
��e z3 �� = e

r
3
cos � � e

1
3
(r2�");

jA3j =
����17z
���� = 1

7
r � e

1
3
(r2�"):

Il est clair que les conditions du Théorème 2.1.5 sont véri�ées avec � = 1
2
; � = 1

3
on a

H =
�
z 2 C; z = rei�nr 2 [8;+1[

	
:

Donc, d�après le Théorème 2.1.5, toute solution méromorphe f de l�équation 3.1.1 avec

�p

�
1
f

�
< �p (f) (p = 1) ; satisfait �2 (f) = � (A0) = 2:



3.2 Application 2 :

Soit l�équation di¤érentielle

exp(z3)f (4)(z) + z2f (3)(z) +
1

5
zf (2)(z) +

1

7
zf 0(z) +

1

8
f = ez (3.2.1)

Dans cette équation, on a 8>>>>>><>>>>>>:

A0 =
1
8

A1 =
1
7
z

A2 =
1
5
z

A3 = z2

A4 = exp(z
3)

F (z) = ez

)

8>>>>>><>>>>>>:

� (A0) = 0
� (A1) = 0
� (A2) = 0
� (A3) = 0
� (A4) = 3
� (F (z)) = 1

et As = A4 = ez
3
car

max
�
F (z); �p(Aj); j 6= 4

	
= 1 < � (As) = 3 < +1;

et pour tout z = rei�(r ! +1; �
18
� � � �

12
)

p
2
2
� cos 3� �

p
3
2
); pour 0 < " < 1

jF (z)j = jezj = er cos � � e
1
3
(r3�");

jA0j =
����18
���� = 1

8
� e

1
8
r � e

1
3
(r3�");

jA1j =
����17z
���� = 1

7
r � e

1
7
r � e

1
3
(r3�");

jA2j =
����15z
���� = 1

5
r � e

1
5
r � e

1
3
(r3�");

jA3j =
��z2�� = r2 � er

2 � e
1
3
(r3�");

jA4j = jAsj =
��exp(z3)�� = er

3 cos 3� � exp
 p

2

2
r3�"

!
:

Il est clair que les conditions du Théorème 2.1.6 sont véri�ées avec � =
p
2
2
; � = 1

3
; on a

H =
�
z 2 C; z = rei�nr 2 [2;+1[

	
:

Donc d�après le Théorème 2.1.6, toute solution meromorphe f de l�équation 3.2.1 avec

�p

�
1
f

�
< �p (f) (p = 1) ; satisfait �2 (f) = � (A4) = 3:
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la croissance des solutions des équations di¤érentielles

linéaires d�ordre supérieur

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0

et

Akf
(k) + Ak�1 (z) f

(k�1) + :::+ A1 (z) f
0 + A0 (z) f = F (z)

dont les coe¢ cients sont des fonctions entières.

Nous avons obtenu des estimations générales de l�ordre p-itératif et de l�exposant de conver-

gence itératif des zéros de ces solutions.

Une question naturelle : Est-il possible d�obtenir des résultats similaires lorsque les coe¢ cients

sont des fonctions méromorphes d�ordre [p; q] �ni ?
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