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Introduction

La science a eu un petit impact tout au long de la premiere révolution industrielle.
Cependant, a partir des années 1950, la nouvelle révolution industrielle est devenu lier
au progres scientifique.

C’est 1a que la théorie des systémes commence. La théorie des systemes peut étre
résumée comme un ensemble de méthodes analytiques et mathématiques appliquées
a un systeme afin de mieux comprendre son fonctionnement et sa prise de décision.

Qu’est-ce donc qu'un systeme? Un systeme peut étre défini a la fois d'un point
de vue réel et abstrait. Les systemes physiques sont au centre du point de vue réel.
C’est une collection d’objets ou de choses qui sont liés et interagissent les uns avec les
autres afin d’atteindre un but. Peu importe qu’il s’agisse de processus industriels, de
climatologie ou d’économie, du corps humain, la population...etc.

D’un point de vue théorique, on peut discuter du systéme. Le systeme est réduit a
un modele virtuel, qui se manifeste par des symboles ou des équations qui expliquent
et décrivent le mieux le comportement et]'évolution du soi-disant systeme réel. L'étude
des systémes a été abordée d’'un point de vue interne depuis la fin des années 1960,
c’est la ol les systemes n’était plus considérés comme des boites noires avec des me-
sures et des actions. Le fonctionnement interne du systéme est caractérisé par un vec-
teur de facteurs intrinsequement pertinents. Les variables, comme les variables d’état,
sont ensuite utilisées pour fonder une étude. Une équation d’état est ensuite utilisée
pour modéliser le systeme.

Il y a beaucoup d’efforts dans I'analyse des systemes ou la classe des systémes
dynamiques a été bien examinée ce qui résultat en la création d’'une branche de re-
cherche active concernant ce type des systemes. Un systeme dynamique est un terme
utilisé pour décrire les événements qui se produisent tout au long du temps quelle que
soit sa nature (physique, chimique, électromécanique, biologique, économique...etc)
change au fil du temps.

Ces systemes peuvent se présenter en tant que différentes formes mathématiques
par des equations différentielles ordinaires, équations aux dérivées partielles, et appli-
cations (inversibles ou non).

IIs sont néanmoins apparus assez tot dans 'histoire scientifique, car ils peuvent
étre trouvés dans les premieres études de mécanique, donnant lieu a plusieurs équa-
tions. Le lien entre le systéme et son environnement est un aspect clé de la théorie des
systemes. Le systéme est soumis a des actions qui sont équivalentes a des ordres, des
controles et des retours données par un systéme qu’est soumis a des actions qui sont
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assimilées aux instructions. Quand il s’agit d'un systéme de contrdle nous parlons des
entrées, des sorties ainsi que des détecteurs tandis que les capteurs peuvent étre pas-
sives ou actives. Lorsqu’un systéme est commandé de I'extérieur, les commandes sont
actives.C’est le scénario le plus courant. Contrairement lorsqu’ils ne sont pas touchés
par quoi que ce soit (pas de force qui perturbe I'action), ils sont passifs.

Les contributions externes ou toute activité souhaitée devront évoluer en raison de
circonstances ou de limites particulieres. L'objectif est alors de faire passer le systeme
d’un état a un autre, un certain état final qui peut ou non correspondre aux exigences
spécifiées.

Les systemes différentiels, les systéemes dynamiques continus et les systemes dy-
namiques discrets ne sont que quelques exemples qui peuvent étre modéliser dans
la nature et qui peuvent avoir des différents comportements observés dans diverses
applications industrielles. Dans la littérature nous trouvons plusieurs travaux qui ont
traiter les notions de positivité et de stabilté de ces systemes [4, 9].

La dynamique de ces systémes implique des interactions entre les processus conti-
nus et les activités discrétes et opérations discretes. Nos recherches portent sur une
variété de systemes dynamiques, y compris les systémes unidimensionnels, unidimen-
sionnels dont la dérivée est d’ordre entier ou fractionnaire. Dans Parmi les applications
possible dans la vie réelle, nous trouvons par exemple qu'un processus chimique peut
étre évoluer en un systéme unidimensionnel ou encore que le mémoire d'un ordina-
teur peut évoluer sous l'action d'un programme informatique. On peut citer encore le
mouvement des planetes dans le systeme solaire (régi par la loi universel de la gravité
de Newton). Alors nous concluons que formellement les systemes sont distingués.

Enfin concernant les systemes a dérivés d’ordre fractionnaire au cours des der-
nieres années on s’est beaucoup intéressé aux utilisations de ce type des systémes,
parfois appelés dérivés dans divers domaines. L'analyse fractionnelle dans ce domaine
représente une discipline qui étudie le potentiel d'un opérateur différentiel qui peut
étre utilisé pour résoudre un probleme ou étre reclassé comme un ordre non global,
I'ordre d’'un systeme a dérivée d’ordre fractionnaire peut étre utilisé pour décrire un
grand nombre de systemes.

Le travail présenté dans ce mémoire est basé sur I’étude de la positivité et la stabi-
lité sur les différentes classes des systemes unidimensionnels d’ordre fractionnaire.
L'étude s’articule autour de quatre chapitres.

Chpitre 1 : consiste a contenir toute les notions préliminaire dont nous aurons besoin
dans la suite de ce travail. Nous citons quelques notions des matrices ainsi que des no-
tions dés dérivées d’ordre non entier en passant par la suite a la trasformé de Laplace et
son inverse, et nous finirons par se rappeler de I'approximation au sens des différences
finies.

Chapitre 2: est est un chapitre oli nous abordons un type des systémes appelé systeme
1D linéaire a temps invariant. Nous allons consacrer cette partie du travail pour étudier
la positivité et la stabilité, plus particulierement nous nous intéressant a la solvabilité
de ce type de systéeme.

La deuxiéme partie de ce chapitre contient un nouveau types des systémes 1D linéaire
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dont la dérivées est définie au sens de Caputo. Dans cette partie du chapitre nous al-
lons étudier la solvabilité pour passer a la positivité de ce systéme.

Chapitre 3 : est consacré a la définition une nouvelle dérivée dite la dérivée d’ordre
fractionnaire conforme. En passant par la suite a la citation de la solutions des sys-
téemes a dérivée d’ordre fractionnaire conforme.

Nous terminons ce travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Notions fondamentales

Nous présentons dans cette partie du chapitre quelque définitions élementaires
concernant quelques matrices paticulieres telles que les matrices non-négatives et les
matrices de Metzler. Il existe un grand nombre de références sur cette classe de ma-
trices. Nous citons quelques références de base [22, 25]. Dans ce papier, nous travail-
lions avec ce type des matrices afin de caractériser la positivité des systemes linéaires.
Par la suite, nous définissons la dérivée fractionnaire au sens de Riman-Liouville et Ca-
puto ainsi que leurs propriétés. Et pour finir, nous mentionnons quelque définissions
et propriétés de la transformé de Laplace ainsi que la méthodes des différences finies.

1 Matrices particulieres

Dans cette partie nous commencons par donner quelque notions essentielles uti-
lisées dans la suite de notre travail.
Soient A = (a;;) € R"*™ une matrice avec des entrées réelles.

Définition 1.1. [22] Une matrice Ac R"** " est dite non-négative si toutes ses entrées sont
non-négatives c-a-d : Vi, j telque:1<i<n,1< j<mera;; =0.

Définition 1.2. [22] Une matrice Ac R est dite positive si A est non-négative avec au
moin une entrée strictement positive c-a-d : 3i, j telque:1<i<n,1< j<meta;; > 0.

Définition 1.3. [22] Une matrice Ac R™"*est dite strictement positive si toutes les en-
frées sont strictement positives c-a-d : Vi, j telque:1<i<n,1< j<meta;j>0.

Définition 1.4. [22] Une matrice Ac R"*™est dite une matrice de Metzler si toutes les
entrées hors diagonal sont non-négatives c-a-d : Vi # j telquel <i,j<na;; =0.

Exemple 1.1. Soit A définie par :

-1 2 3 4
5 0 2 1
A= 3 4 2 4
7 8 9 -9



2. THEORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

A est une matrice de Metzler.

2 Théorie du calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaires est une généralisation du calcul classique dans les mathé-
matiques appliquées et I'analyse mathématique. Ce type de calcul introduit les opéra-
tions sur les intégrales et la différentiation d’ordre fractionnaires, et cela pour le déve-
loppement d'un calcul sur les opérateurs de différentiation D et d'intégration J, et cela
généralisant le calcul classique. Le calcul fractionnaire a été initié par Leibniz et 'Hopi-
tal aprés une correspondance qui a duré plusieurs mois en 1695. Durant cette période,
Leibniz a écrit une lettre a I'Hopital en soulevant les questionnements suivants : [9]

"Est-ce que la signification des dérivées d’ordre intégral peuvent-étre généralisées en
dérivées d’ordre fractionnaires ?" LHopital a été quelque peu curieux a propos de l'in-
terrogation soulevée, et a émis une réponse a Leibniz : "Et si l'ordre est 1/2? ". Leibniz,
dans une lettre qui date du 30 septembre 1695, a répondu : "Cela va mener a un para-
doxe, ot un jour, des conséquences utiles vont étre levés".

Cette date est considérée comme étant le jour de la naissance du calcul fraction-
naires. Le probleme levé par Leibniz pour une dérivée fractionnaire (semi-dérivative,
pour étre plus précise) était un sujet en cours durant les décennies qui suivront. Apres
la premiére mention de la part de L'Hopital et Leibniz, I'étude des calculs fractionnels
était spécialement réservée aux meilleurs cerveaux mathématiciens de I'Europe. Eu-
ler [15] a écriten 1730 :

"Quand n est un entier positif et p est une fonction de x, p = p(x), le ratio de Z:lf,’ peut

toujours étre exprimé algébriquement. Mais quel type de ratio peut étre calculé si n est
une fraction?"
Parmi les grands noms des mathématiciens, nombreux se sont adonnés aux recherches
des dérivés fractionnaires. Nous citons Lagrange en 1772, Laplace en 1812, Lacroix
en 1819, Fourier en 1822 [14]. Indépendamment, les fondations du sujet ont été po-
sées par Liouville dans un article de 1832. L'autodidacte Oliver Heaviside a introduit
I'utilisation pratique d’opérateurs différentiels fractionnaires dans I'analyse des lignes
de transmission électrique vers 1890. La théorie et les applications du calcul fraction-
naire se sont considérablement développées au cours du 19¢ et 20° siecles, et de nom-
breux contributeurs ont donné des définitions pour les dérivés fractionnaires et les
intégrales.

les principales références utilisée dans cette section sont [4, 14].

Définition 1.5. On appelle la fonction Gamma notée I, la fonction définie par l'inté-

10



2. THEORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

grale suivante :
F((x):f e *x* 'dx, Re(a)>0 (1.1)
0

Définition 1.6. La fonction de Mittag-Leffler est une généralisation de la fonction ex-
ponentiel &' qui joue un role trés important dans le résolution des systémes a dérivées
d’ordre fractionnaire. Ce type de fonctions est défini par,

00 i

E«(2) :;m (1.2)

Avec Z est une variable complexe. E(Z) est dite la fonction de Mittag-Lefller a un seul
parametre.

Propriété 1.1. Nous avons,

00 i oozi
Ei(Z) = =) —
Ly &
Tel que,
oozi
IR
iz U

2.1 Dérivation fractionnaire au sens de Riman-Liouvile

Définition 1.7. [14] Soita >0 tel que: m—1 <a < m , m € N* et f est une fonction
continue définie[a,b] — R .
On définit la dérivée fractionnaire au sens de Riman-Liouvile d’ordre o > 0 de f par :

BDYf(x) =D f(x)) (1.3)

ou l'intégrale]'~ f (x) est définie par la relation suivante :

X
JIf(x) = ;f (x—a)™ %! f(x)dx (1.4)
I a

(m—o)
Propriété 1.2. [14] Soient f et g deux fonction définie : [a, b] — R de classe C([a, b]) et
meR;, m—1<a<m,alorsona:
1. VA1, A2 € RRIDX(A; £(x) + A28 (x)) = AR'DY £ (x) + AR D g (x)
2. RID%(Cre) #0 car]™ *(Cte) #0
3. RIDYg £ (x) = f(x), La réciproque n'est pas vérifiée.
4. MDMf(x) =0 f(x)=X7 ' Ci(t—a)’

Remarque 1.1. Les notions de semi groupe et de commutativité ne sont pas vérifiées en
appliquant la dérivée fractionnaire au sens de Riman-Liouville.

11



2. THEORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

2.2 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.8. [14,23] Soit f € C"([a, b]), m € N* tel que : m — 1 < « < m. On définit la
dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’'ordre o > 0 de la fonction f comme suit :

‘DEF)] =T ) ()] (1.5)

tel que:
CTHX _ 1 ! m—oa—1 p£(m)
D“[f(x)]_F(m—(x)fa (t—x) " (x)dx (1.6)

Propriété 1.3. [23] [14] Soient fet g deux fonction définie : [a, b] — R
1. Linéarité:VA,\2 €R

DA f(x) +A28(x) =A{D* f(x) + ASD%g (%)
2. Semi-groupe :soient0<a<1,0<P<let0O<a+P<1alors:
“DY ‘D f (1) =D "*

3. Commutativité : ‘DS, CDE flx) = CDE ‘DS f(x)

a

2.3 Dérivée fractionnaires des fonctions usuelles au sens de Caputo

1. ‘D%(Cte)=0, Cte = constante.
2. ‘DYJSf(x) = f(x)
3. ‘D%(x - a)P =] D" (x — a)P

Démonstration. Soitm >0telque m—1<a<metxEe [a,b] alors,

(@ Ona‘“D%(Cte)=0

Puisque,

‘DY (Cte) =] *D™(Cte)
Et,
D™ (Cte)=0

D’ot1 la résultat.
(b) Ona“DJJ? f(x) = f(x) est vérifiée.

Car:

‘DS f(x) =T DS f(x)
Oou:
J7UD™S f (%) :J?‘“Dm‘“"‘lgf(x)

Donc I'égalité est bien vérifiée.

12



3. LA TRANSFORME DE LAPLACE

(¢) On commence d’abord par la dérivée d’ordre m :

D™x—af =pP-1DPB-2)...-m+D(x-a)P

Puis, on applique I'intégration d’ordre (m — o) afin d’obtenir :

_ _ I'p-m+1) _ _
m-o .. ﬁm: _ \P—-m+m-a
Ja "x—a) F([S—m+1+m—0()(x 2

D’o,

B [p-m+1) _prao _LBHD o pa
PE-1)..6 m+1)F(ﬁ—m+1+m—a)(x a) _F(f)—a+1)(x a)
Par conséquent,

I'p+1) _
A, B _ b«
D,(x-a) _F([_’>+1—0()(x a)
O

Remarque 1.2. Nous remarquons que la dérivation fractionnaire conserve de nombreuses
propriétés de la dérivation classique, par conséquent nous déduisons que la dérivation
fractionnaire est une généralisation de la dérivation classique.

3 Latransformé de Laplace

Dans cette section du chapitre nous présentons les outils nécessaires pour obtenir
la solution des problématiques posées dans le dernier chapitre pour I’étude de la po-
sitivité et la stabilité de ces systemes afin de pouvoir caractériser les différentes cas en
prenons en considération les hypotheses citées.

Définition 1.9. Soit f: R™ — C continue par morceaux. On appelle transformé de La-
place de la fonction f, La fonction F(p) définie par :

+00
F(p)sz(f(t))(s):fo f(pe *'dt, seC 1.7)

tel que:
— F(p) faut étre continue par morceaux sur R*
— 3B €0, 1] tel quelim,_q tP| f(1)| =0

— la fonction d’'ordre exponentiel : | f(t)e™%!| < Me~(Re(s)-01?
or [ e"ReO=N1q¢ converge pour Re(s) > o pour s € C.

13



4. RAPPELS SUR LES DIFFERENCES FINIES

3.1 Propriétés de la transforme de Laplace

Soient o, € R et f, g deux fonctions définie dans R;, nous citons quelques pro-
priétés utiles pour résoudre le problématique poser.

— Linéarité: Soienta, [ deuxréels etsoient f et g R, — C deux fonctions admet-
tant respectivement des transformées de Laplace F(p) et G(p).

ZLlaf +pgl(s) =aZlf1(s) +BLIgl(s) (1.8)

— Dérivation: Soit f : R, — C une fonction dérivable et admettant une transformée
de Laplace Z[f](s) alors,

L1 1s) = sZLLf1(s) — f(0) = sF(s) - £(0) (1.9)

— Intégration : Soit f : R, — C alors,

t
f f(odr
0

ZLI(f*1() =Z[f1(5)Z[g](s) =F(s)G(s) (1.11)

< = éf(f) (1.10)

— Convolution:

Avec,

t
(Fxg)(1) = fo FOglt—pdy

3.2 Transformée de Laplace inverse

La transformée inverse de Laplace de la fonction F(p) notée f () est définie par:

f=2"1FI() = zimfo F(s)e'lds (1.12)

Remarque 1.3. Certain fonctions ne possedent pas de transformée de Laplace en pre-
nant par exemple la fonction f () = % qui ne respecte pas la deuxieme condition d’exis-

o 2 L , .
tence ainsi que f(t) = e’ qui n'est pas d’ordre exponentielle.

4 Rappels sur les différences finies

Soit f: R — R1a dérivée de la fonction f est définie par:

fx+h) - fx)

") = li 1.13
F® hl—IT(l) h ( )
Et,
n-1y_ 1 n_l_ PP g _ f(y
T Y DGl fisn1-p|, avecfi=f(t)). (1.14)
p=0

14



4. RAPPELS SUR LES DIFFERENCES FINIES

Avec,
p (n—1)!

=1 (n—p)lp!
si la limite existe. Nous définissons cette notion pour 'utiliser par la suite dans le cha-
pitre 4.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit quelque outils et définitions de base qui
concernent la théorie des matrices et les différentes notions de la théorie de la déri-
vation fractionnaire ainsi que la transformé de Laplace afin de les utiliser par la suite
dans ce travail, en particulier dans I’étude de la solvabilité ainsi que la positivité et la
stabilité des systemes dynamiques d’ordre fractionnaire dans le chapitre 4.

15



Chapitre 2

Systéme 1D linéaire a temps invariant

Nous nous intéressons dans cette partie a la positivité et la stabilité de certains
classes des systemes unidimensionnels a temps invariant ol1 nous allons travailler sur
les systemes a temps continue ainsi que discret. Lors de la modélisation de quelque
phénomeénes obtenue dans la cinétique chimique, le traitement d’image, I’automa-
tisme,...etc.

Nous commencgons par poser la problématique en introduisant le systéme afin de
trouver sa solution et faire une analyse de positivité et de stabilité.

1 Systeme 1D linéaire a temps invariant a dérivée clas-
sique

1.1 Systeme 1D linéaire a temps continue

De nombreux systemes dans la nature que I'on étudie dans les sciences comme la
physique, la chimie, la biologie, I’économie, ...etc, sont (en premiere des approxima-
tions) des systemes qui sont faite pour étudier I'évolution des phénomenes qui sont
déja modéliser qui varie en fonction du temps et son état initiale. Citons par exemple
I’évolution des concentrations des réactifs dans une réaction chimique, 1'évolution de
populations (de bactéries, de lapins, ...etc. La description de ce types des systémes se
fait au moyen de quantités numériques, souvent appelées variables, dont il s’agit d’étu-
dier I’évolution au cours du temps.

Dans ce qui suit nous allons donner quelque définitions en basons sur les réfé-
rences suivantes [2, 5, 19]

Définition 2.1. [22] Soit le systeme linaire a temps continue définit par les équations
suivante : :
Xx=Ax+Bu 2.1)

y=Cx+Du (2.2)

tel que: x = x(t) € R" est le vecteur d’état a l'instant t, u = u(t) € R™ représente le controle
et y=y(t) € R la sortie du systeme, A € R""*" est la matrice d’état, B € R™", C e RP*",
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D e RP*™,
l'équation (2.1) appelée l'équation d'état et (2.2) l'équation de sortie.

Définition 2.2. La solution du systeme (2.1) est définie par la relation suivante :
t
x(8)=eMxg+ f AIBu(T)dT (2.3)
0

Démonstration. Nous considérons le systeme (2.1) linéaire a temps continue définie
par I'équation (2.1) :
x=Ax+Bu
Pour résoudre ce systéme,il suffit d’appliquer la transformée de Laplace pour le sys-
teme (2.1).
ZLx]=AZL[x]+BZL[u]

Sachant que x = x(f) et u = u(t). Nous savons que,
ZL[x] = sX(s) — x(0)

Et,

oo

X(s) = L[x] :f x(He Side
0

Apres avoir remplacer, nous obtenons que :
sX(s) —x(0) = AX(s) +BU(s), avec ZLlu]l=U(s)
Alors,
(1,8 —AIX(s) = x(0) + BU(s)

Pour [I,,s — A] est inversible.
X(8) = [I,5 — Al (x(0) + BU(s))

Et pour,
[e.°]
k=0
Donc,
(&) o0
X(s)= Y AFsT® Vx(0) + Y AFs~**DBU(s)
k=0 k=0
En appliquant la transformé inverse,

LX) =Y AP s F D0y + Y AR 2 s~ FVBU(5)]
k=0 k=0

Par conséquent,

t
x(1) = e x(0) + f AUBy(T)dT
0
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Car, .

o0 _ _ [e.0] (Az—)

Ak.,(f l[s (k+1)]x(0) — - eAt

,;0 kz:;’) y(k+1)

Et, -
U(s) = ZLlu(d)] :f u(e S'dr
0

D’ot1 le résultat. O

1.2 Systeme 1D linéaire a temps discret

La premiere occurrence des questionnements qui concernent les systemes dyna-
miques relevaient du domaine mécanique a une époque ou elle était incluse dans
I'enseignement des mathématiques. Parmi ces questionnements, le probleme le plus
pertinent s’est avéré étre celui de la probabilité du systéme solaire. Les recherches de
Lagrange sur le sujet ont mené a 'interprétation de I'influence des corps autre que le
Soleil sur une planete comme une succession de chocs infinitésimaux : ces recherches
ont été populaires, jusqu’a étre citées dans le théoreme de KAM (Kolmogorov - Arnold
- Moser).

Les systemes dynamiques ont trouvé un essor considérable durant le 19¢"¢ siecle.
Il s’agissait en premier lieu d’itérations des applications continues et la stabilité des
équations différentielles. Mais avec 1'évolution du domaine mathématique, les sys-
temes dynamiques se sont considérablement élargis. Apres 1920, les systemes dyna-
miques (surtout les systemes dynamiques en temps discret ou bien les systemes don-
nées par des suites récurrentes) sont devenus primordiaux vu la variété de ses applica-
tions dans les domaines scientifiques, par exemple : la physique (mécanique céleste,
météo), la biologie (dynamiques de population), la chimie (cinétique chimique), I’élec-
tronique (les circuits électroniques), I'informatique (traitement de 'image), cryptogra-
phie (chiffrement des messages, images), '’économie...etc.

Les systemes dynamiques ont pour role de modéliser les phénomeénes évoluant
dans le temps, ces derniers pouvant provenir de la physique mécanique, I'économie,
la biologie, I’écologie, la chimie...etc.

Le systeme dynamique discret joue un role tres important dans la pratique, il peut aussi
étre utilisé comme modele approximatif pour I’étude de systeme continu.

Nous allons travailler dans cette section avec les références [17, 18, 22]
Définition 2.3. Soit le systeme 1D linéaire a temps discret définit par :

Xi+1 = Ax;+Bu; (2.4)
yi = Cx;+Du; (2.5)

tel que x; € R" est le vecteur d'état a l'instant i, u; € R™ représente le controle et
yi € RP la sortie du systeme, A € R"™"*" est la matrice d’état, B e R""*™,C e RP*", D € RP*™,
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Léquation (3.3)[respectivement (3.4)] représente la trajectoire du systeme [respective-
ment la sortie du systéme.] La solution de ce systeme est définie par :

i-1
xi=Alxg+ ) Al-k+Dpy,.
k=0

1.3 Positivité des systemes 1D linéaires

La théorie des systemes positifs est profonde et élégante, mais agréablement cohé-
rente avec l'intuition. C’est pour les systémes positifs donc cette théorie des systemes
dynamiques assume 'une des formes les plus potentielles.

(David Luenberger, dans I'introduction aux systemes dynamiques , Wiley, 1979)

Comme cité dans le célebre livre du Professeur Luenberger concernant les systémes
dynamiques, un systeme positif est un systeme ou les variables d’états sont toujours a
valeurs positives (ou au moins non-négatifs). C’est un peu surprenant de réaliser la fa-
cilité de la disponibilité de I'information sur la positivité des variables d’états afin de
trouver des conséquences de telles informations sur les comportements du systémes.
Encore une fois, cette surprise est trés bien décrite dans le livre cité. En effet, juste le fait
de savoir que le systeme est positif nous autorise a faire de fortes déclarations a propos
de son comportement, ces déclarations étant vraies peu importe quelle valeur les pa-
rametres peuvent avoir. Donc, si nous décidons d’aller plus encore plus profondément
dans ce sentiment de surprise, nous pouvons trouver des preuves dans beaucoup de
domaines divers de la science et la technologie, puisque la propriété de positivité défi-
nie est presque toujours vérifiée sauf quand il s’agit d'une conséquence immeédiate de
la nature du phénomene que nous traitons. Un grand nombre d’exemples sont juste
devant nos yeux représentés sous différents types possible mesuré par la quantité, le
temps, I'argent, les moyens, la taille du tampon, les queues, les paquets de données
venant dans un réseau, humain, animal et plantes, concentrations de n'importe quel
substance concevable et aussi si vous n'avez pas encore concu cela les protéines, les
molécules, la charge électrique et les niveaux de lumiéres.

En plus, pour conclure, nous devons mentionner tout les modeles stochastiques
(comme les Modeles de Markov cachés), puisque clairement, les probabilités sont des
quantités positives. Ceci dit, pour étre correct, c’est tres important de bien définir les
limitations et les limites de cette "famille élargie" de systemes. Autre que le domaine
classique des systemes électromécanique ot n'importe quel valeur est admissible, nous
devons montrer que dans beaucoup de situations réelle, nous sommes intéressés dans
la considération des déviations des variables d’états depuis un certain équilibre ou
point d’opération (point défini) ce qui n’est pas I'origine, donc dans ce cas, la propriété
de la positivité des variable d’états originales peuvent étre assumée a étre conservée
étant donné que les déviations sont "assez petites". Mais, cela n’empéche pas que nous
allons voir tres tot que dans des situations similaires, nous ne sommes pas du tout a la
fin de I'histoire.

La caractéristique principale des systémes positifs est que pour les conditions ini-
tiales non-négatives, leur variables d’états et les sorties assument des valeurs non-
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négatives, étant donné que les entrées sont non-négatives. [7,22]
Dans ce qui suit nous donnons quelques propriétés nécessaires a I’étude de la positi-
vité qui sont référencées dans [7,16,17,19,22] .

lemme 2.1. [6] Soit A € R"*" est une matrice de Metzler si et seulement si e € R"*",
Vi=0.

Démonstration. Supposons que A est une matrice de Metzler, nous pouvons trouver
un réel A > 0 tel que (A + Al,) = 0. Sachant que,

(A+ ALy (=ALy) = (=AL) (A+AL)

Nous avons,
A0 _ p(A+AL =Lyt
Alors,
pAD _ pA+AL) 1=t
Ceci dit que,

oAD _ p(A+AL L o= (L)t
Car les matrices (A + Al), (—=AI) commutent.
Sachant que :
e—()\ln)t € R

car

e(—)\l 1) 0 e 0
_ 0 elhed - :
e (L)t _ . *)
: ) . 0
0 . 0 e(_)\nt)

En utilisant la définition de I'’exponentiel d'une matrice, nous avons

WAL — 1 L (A+ AL E+ (A”‘I") [+...+ —(Afli‘f"l))zﬂ t
Sachant que,
A+A,)it>0,i=0,..n—1
nous obtenons :
eA+)\In € szn (**)

De (*) et (*¥), nous déduisant que e’ € R”*". Supposons que V¢ = 0, e*? > 0 sachant
que,
d e 1
A=—(eB),_ :llm n
dt( )= —0

jeme

Prenons e; le j°'¢ vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i # j

At
<e®ei—ej e;>

=l ——
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Ceci dit que,
<eBe. ei> <eie >
. ] J
ajj= lim -
—0 t t
Par conséquent,
) <e(A”ej,ei >
ajj=lim————— =0
t—0 t
Puisque < ej,e; >=0, a;; = 0 pour i # j alors A est une matrice de Metzler. D’ou la
résultat. O

Définition 2.4. [22] Le systeme (2.1),(2.2) est dit positif si pour toute condition initiale
Xo positive, et controle u positif, I'état x(t) restera positif et la sortie y(t) restera positive
c-a-d:Vx9>0,Yu>0,xeR" etye R”,

Théoreme 2.1. [22] Le systeme (2.1),(3.2) est dit positif si est seulement si A est une
matrice de Metzler, et les matrices B € R ,C € RP*", D € RP*™ sont positives c-a-d :
B=0,C=0erD=0.

Démonstration. D’abord nous savons que,

t
x(1) = e x(0) + f A" DBy()dr
0

D’aprés le lemme précédent, A est une matrice de Metzler si et seulement si e >
0,Vt = 0. Supposons que A est une matrice de Metzler, B € R7*™, u > 0 et xy = 0 pour
tout = 0.

Nous obtenons x(#) € R” pour tout £ = 0 et de la méme maniere y(#) € R” pour C €
RP*" DeRP*™ett=0.

D’autre part nous avons,

x(1) =Ax(f) +Bul(r)

Supposons que u(f) =0 pour ¢ = 0 et xy = e;(i*"*° colonne de I,;) donc,
x(0) =Ax(0)

Ce qui implique que,
x(0) =Ae;
alors nous concluons que a;; est non négatif pour i # j par conséquent A est une ma-
trice de Metzler.
Pour la méme raison nous prenons xj = 0 afin d’avoir que,

X(0) =Bu(0)

Ce qui implique que B est positif car u(0) est positif. Par le méme raisonnement sup-
posons que u(0) =0 alors,
y(0)=Cxo
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qui est positif d’ou C est positif car u(0) est positif. Ainsi de suite nous prenons xy = 0
pour obtenir,
y(0) =Du(0)

Et qui est positif ainsi que ©(0) est positif alors D est positif. O

Théoreme 2.2. [22] Le systeme (2.3), (2.4) est dit positif si est seulement si toutes les
matrices A,B,C,D sont positives c-a-d :A=0,B=0,C>=etD = 0.

Démonstration. D’abord nous savons que la trajectoire d’état est représenté par I’éga-
lité suivante,
i-1
X1 =Alxg+ Y ATE By i >0
k=0
Ainsi que la sortie qui est,

, i-1
yi=CA'xg+C Y A¥ DBy, i>0
k=0

Supposons que A € R?**, B e R?*™, C e R?*" et D e R”*™ alors x; € R pour tout i € Z,
ainsi que la sortie y; € RY pour tout i€ Z,.
D’autre part nous avons,

Xi+1=Ax; +Bu;

Supposons que u; =0 pour i € Z, alors nous obtenons pour i =0,
X1 =AXxg

Et qui signifie que A € R?*" car x( € R puisque x; € R”. Ainsi de suite nous prenons
Xp = 0 afin d’obtenir,
X1 = Bu()

et monter que B € R?*™ car ug € R
Par le méme raisonnement nous obtenons C € fon pour u; =0, Vi € Z, et d’autre part
D e R”*"™ pour x =0. O

1.4 Stabilité des systéemes 1D linéaires positifs

nous nous sommes concentrés sur leur stabilité en raison de son importance.

Les systemes positifs ont été fréquemment rencontré en pratiques puisque beau-
coup de quantités comme la pression de I'instance, la concentration du sucre dans le
sang, etc.., prennent exclusivement les variables non-négatives [2, 5, 16, 25]. Pour ces
raisons, les systémes positifs sont fréquemment rencontrés dans l'ingénierie [10, 19],
la médecine et la biologie [12, 13], 'économie, etc...

La stabilité et la stabilisation sont les clés principales dont nous avons besoins de-
puis les systemes dynamiques, et les systemes positifs ne sont pas une exception dans
ce point de vue. Le probleme de la stabilité pour les systemes positifs ont été considé-
rés dans beaucoup de papiers [11,17,18].
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Définition 2.5. [22] Soit A une matrice carré d’ordre n. Le polynome caractéristique de
A, noté Py est définie par,
Pa(A) =det(A—Aly)

oul, est la matrice identité d’ordre n et A qui est une valeur propre. P est un polynéme
puisque le déterminant d’'une matrice est défini comme une somme des produits.

Définition 2.6. [22] Les systemes autonomes sot définies par ce qui suit :
Pour le cas continue :
x(t)=Ax(1) (2.6)

Pour le cas discret,
Xi+1 =Axg (2.7)

Nous nous intéressons a ce type des systemes dans l'étude de la stabilité.

Définition 2.7. [22,25] Le systeme (2.6) est asymptotiquement stable si et seulement si :
lim x(£)=0, [x(0)]l<oo
t—+o00

Théoreme 2.3. [22, 25] le systeme (2.6) est est dit asymptotiquement stable si et seule-
ment si Re(A;) <0 tel que \; est une valeur propre de A.

Théoreme 2.4. [22,25] le systeme (2.6) est est dit stable si et seulement si les mineurs
principaux sont strictement positive.

Théoreme 2.5. [22, 25] le systeme (2.6) est est dit asymptotiquement stable si et seule-
ment si les coefficients du polynome caractéristique de la matrice A sont strictement po-
sitive.
ie:
PA)=det(A—AD=ag+ @A +...+ ap_ A" 1,a;>0,i=0,n—1

Théoreme 2.6. [22,25] le systeme (2.6) est est dit asymptotiquement stable si l'existe P
définie positive tel que :

ATP-PA<O (2.8)
Démonstration. le systeme (2.6) est asymptotiquement stable s’il existe une norme
| x(#)|l qui décroit strictement avec le temps.

prenons :
[x(D 1 =V(x(2) =X" (1)PX(2)

D’abord, on veux montrer que : V(x(£)) <0 Y Vx(0)

Alors,
V() =X (OPX(D)+X (HPX(1)
Ceci dit que,
V(x(1) =X (t)A* PX(1) +X (1) PAX (1)
d’oty,

V(x(1) = X* (1) (A* P +PA)X(1)

Par conséquent, nous concluons que V(x(f)) est négatif si est seulement si l'existe P
définie positif tel que A* p + pA est définie négatif. O
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Démonstration. Nous savons que A est une valeurs propre de A alors Nous avons,
Ax=Ax
D’autre part nous savons que,

V(x(0) =X (HPX(1) +X (HPX(1)

Alors,
V(x(2) =X (HAPX(£) +X (HPAX (1)

Et,

V(x(1) =X ()(AP +PAX(1)
o,

V(x(1) =X (AP + AP)X (1)
Ceci dit que,

V(x() =X ()(A + MPX(1)
Et donc,

A+A<0carP>0
Par conséquent,
Re(A) <0 car A +A=Re())
O

Théoreme 2.7. [22, 25] le systeme (2.7) est asymptotiquement stable si et seulement si
[Ail <1 tel que les \; sont des valeurs propres de A.

Théoreme 2.8. [22] le systeme (2.7) est asymptotiquement dit stable si l'existe P définie
positive tel que
ATPA-P <0 2.9)

Démonstration. le systeme (2.7) est stable s’il existe une norme || x(#)|| qui décroit stric-
tement avec le temps.

prenons :
1651 = Vie = X3 PX

Afin de démontrer le théoréme, il suffit de montrer que Vi <0 V¢ VYV,
D’abord,
Vi = XPXk

Alors,
Vi+1= XZH PXj+1
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Par la suite Nous trouvons que,
Vi1 =X, A"PAX

Calculons,
Vi1 — Vi = XA PAX — XPXj,
D’ot,
Vir1 = Vi =X (A*PA-P)Xj,

Par conséquent, nous concluons que V. est négatif si et seulement si I'existe V définie
positif tel que A*PA — P est définie négatif. O

Démonstration. Nous savons que A; est une valeurs propre de A alors nous avons,
Ax=Ax

D’autre part nous avons,

Vii1 — Vi :X;;A* PAX —XZPXk

En plus de ¢a,
Vir1 = Vi = X;APAX — X PX
Alors,
Vie1 = Vi =X; (APA - P)X;
D’ot,
Vie1 = Vi =X;(AAP - P)X
Ceci dit que,

(AA=1)P avec P >0
Par conséquent,
IAil <1 car AjA; = Al
O

Exemple 2.1. Soit le circuit électronique RLC de la FIGURE (2.1) modélisé par la loi de
Kirchhoff pour finalement obtenir le systeme différentiel suivant :

di
e, = (R1+R2)i1—R2i2+L1d—t1 (2.10)
) . dis
e = —R211+R212+LZE (2.11)
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©

€2

FIGURE 2.1 — Exemple 1

En substituions,
d [i ]
_[.I]:A[%1]+B €1
dat |12 I e
Alors,

_RitRy  Re 1l 9
A= Rgl Lﬁz , B= If)l 1
L, L L,

En prenantR;=0.1,R, =0.2,1.; =0,3 et Ly=0,5 pour obtenir que,

o

04 -04

Alors, nous trouvons que le systeme est positif car A est une matrice de Metzler. D'autre
part, nous avons :
Ae{-1.29,-0.1}

Par conséquent, le systeme est stable car Re(A1) = —1.29 <0 et Re(A2) =—0.1 < 0.

Exemple 2.2. Considérons le circuit électrique de la FIGURE (2.2) définie par :

En utilisant la loi de Kirchhoff, nous obtenons le systeme définie par définie par :

di
ey = (R1+R2)i1—R2i2+L1d—t1 2.12)
. . ) dip
0 = —R211+(R2+R3)l2—R313+LZE (2.13)
. . dis
e; = —Rsgir+R3ig+Lg— (2.14)
dat
En obtenons,
i i
. . €1
— || =A|i2| +B
dt 2 .2 62]

i3 i3
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o>~

€1 €2

FIGURE 2.2 — Exemple 2

Sachant que,
_ R1+Ry & 1
Ry! RIR I? L0
A= 22 _2*Th3 13 , B=|0 0
Lo Lo Rﬁ :
0 Ry _Rs 0 =
L3 L3 L3

En prenant, R; =0.1,R, =0.4,R3 =3,L; =0.7,1, =0.9 et L3 =0.8. Nous substituons
que,
det(A) =-0.2381
Ainsi que,
Aa € {-7.3188,-0.8866,—0.0367}

Par conséquent, nous déduisons que le systeme est positive car a;j = 0,1 < i,j <
3 pouri#jetstablecar\; <0 pour 1<i<3.

2 Systeéme 1D linéaire a dérivée d’ordre non entier

Dans cette partie du chapitre nous intéressons aux problémes représentés par des
systemes d’ordre non entier. Pour commencer nous citons une définition de base qui
concerne la transformation de Lapalce. Par la suite nous nous basons sur la résolution
de ce type de probleme afin de passer a I’étude de la positivité et la stabilité. Pour ce
faire, nous fondons cette partie sur les références suivantes [5, 7, 16, 23]

2.1 Systeme 1D linéaire d’ordre non entier a temps continue

Dans cette partie nous considérons le systeme de type :

et d*x(1)
Dtx(t):w = Ax(f) +Bu(1),0<a=1 (2.15)
y() = Cx(t)+Du(r) (2.16)

avec A € R B e R™™ CeRY™" et D € RY*™ tel que “D%x(¢) représente le dé-
rivée d’ordre fractionnaire avec o > 0 au sens du Caputo, Notre objectif est basé sur
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I’étude de la positivité et la stabilité. Mais avant cela nous fondons sur la recherche de
la solution du systéme définie par :

t
x(1) = @o()x(0) +f @(t—1)Bu(r)dr (2.17)
0
Sachant que,
@o(t) =Eq(ALY) Z()F( P
Et,

kt(x(k+l)—1
f) = _—
°(1) ,é)r(a(m )

Démonstration. En appliquant la transformé de Laplace pour obtenir :

X(s) = L[x(1)] :f x(He Stdt
0

Et,
LID%x(1)] = s%X(s) — s* 1 x(0)

Alors,

X(s) = [,s* = Al [s* 1 x(0) + BU(s)], U(s) = Llu(1)]
Donc,

[Ins(x _A]—l — ZAkS_(k+1)a
k=0

Ainsi que,

1,5 — Al

o0
ZA]CS—(]C+1)(X — In

k=0
En substituons que,

00 00
X(s) = Z Aks—(k(Hl)x(O) + Z Aks—(k+l)(xBU(S)
k=0 k=0

En appliquent la transformé de Laplcae inverse afin de trouver que,

x() =L X)) = Y AR s ® V0] + Y AR g s~ RHDagy (g))
k=0 k=0

t
=@o(1)x(0) +f @(t—1)Bu(t)dr
0

Avec,
00 % ) (k(xl) ) Akt(xk
N=) A" '[s
o)=L AL = ) ony
x L (keDa oo Ak palk+1)-1
(=) AL '[s 1= R
® kz:;') ,CX:;’) Ta(k+1))
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2.2 Systeme 1D linéaire d’ordre non entier a temps discret

D’abord avant d’entamer cette section nous définissons une notion trés importante
concernant le systeme a temps discret

Définition 2.8. L'opérateur des différences finies est définies par la relations suivante :
L n
Ax; = An_lxi — A”_lxi_l = Z (—l)k (k) Xi—k
k=0

Pouri=1,2,3,..., ne Z et x € R Sachant que,

(n)_ n nn-D..(n-k+1)
k)" kKln-k k!
Et,
k (n
Ax; = Z(—l)] (k) Xi—j
j=0
tel que,

k|~ w si k=0,1,2,3,...

Définition 2.9. L'opérateur des différences fines de Grunwald et Letnikov a temps discret
est définie par la relation suivante :

(04
A“xl- = Ao‘_lx,- — Ao‘_lxi_l = Z (—l)k (z) Xi—k
k=0

Pouri=1,2,3,...,a R et x € R Sachant que,

(0() oo ala-D..(a—k+1)
k] kla-k) k!

Et,
k Mo
Ao‘xi = Z(—l)] ( ) xi_]-
j=0 /

tel que,

((X) 1 si k=0
i)~ w si k=0,1,2,3,...

Dans ce qui suit nous considérons le systeme 1D linéaire fractionnaire suivant :

A1 = Axp+Bug,0<as<l1 (2.18)
Yk = Cxp+Duy (2.19)

avec A € R™" est la matrice d’état, B € R"*™, C e RP*", D e RP*™,
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2. SYSTEME 1D LINEAIRE A DERIVEE D’ORDRE NON ENTIER

La solution de ce systeme est définie par :
k+1 )
Xjes1 =AaXp+ ) (- D/t (J)xk j+1Bug
j=2

Avec, A =A+aiy,

Démonstration. Nous avons,

k+1
A%Xpp1 = X1 + Z( 1)/ (])xk j+1

j=1
k+1
xk+1+2( 1)](])xk j+1=AXg + Bug
j=1
Alors,
k+1
Xpe1 = Axp+ Y (=1)7H (])xk j+1Bug
j=1
Donc,
k+1
X1 = A+ aip)xe+ Y (- 1)]+1(])xk j+1Bug
j=2
Par conséquent,
k+1
X+1 = AaXi + Z( 1)]+1( )xk ]+1Buk
j=2 I
Avec, A=A+ iy O

Remarque 2.1. Nous remarquons que la solution obtenue représente une systeme discret
aretard.

2.3 Positivité des systemes 1D linéaires d’ordre non entier

Dans cette section nous nous l'intéressons a ce type

Définition 2.10. le systeme (2.15) et (2.16) est dit positif si est seulement si x(t) € R et
y() eRY pourt =0, xp € R et u(t) e R

lemme 2.2. SoitAe Mn et0 < a <1 siet seulement si

o0 kt(xk
H=) ————eR™" =0
bolt) ZOF( k+1)  *
00 Ak[(x(k+1)—1
@) = Z—ERZX”JZO

= Nak+1)
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2. SYSTEME 1D LINEAIRE A DERIVEE D’ORDRE NON ENTIER

Démonstration. Si @o(t) € RT*", @(t) € R pour t = 0 si est seulement si A est une
matrice de Metzler.
D’autre part, nous savons que A est une matrice de Metzler si et seulement si e’ €

R,
Prenons . .
o0 (04 104
) — = -
Polt)—e ,;)F(ak+ DK
tel que,

i (Ar* _Ato‘)k_i kK- Tok+1) A9
S oak+1l) k! Iak+1) k!

Pour t =0 nous avons k! = [(ak+1) =0 pour0<a<1

D’autre part nous avons @g(f) < eMi<0 pour £t <0

Par la suite nous passons a ¢(t) en démontrant que A et une matrice de Metzler si et
seulement si @(t) € R7*".

Par le méme raisonnement nous obtenons :

[e) (Ak t(k+l)0(—l A(t(x)k

_ A% _
PO =) T .

0o Ak tcxk tcx—l Ak tcxk

— Ata: —
ol -e kzz;’)F(a(k+1) Kl

Alors,

o Ll — Mk+1)a]  Akgek

_ AT _
o -e ,;, Mak+1] K

Nous remarquons que pour tout t =0 et 0 < a < 1 que t* k! = I'(k + 1)a] ainsi que
() = eM* = 0. Par conséquent, A est une matrice de Metzler car A O

Définition 2.11. le systeme (2.15) et (2.16) est dit positif si est seulement si A est une
matrice de Metzler et B,C,D sont des matrices définie positive cad : A € Mn, B € RT*"™,
CeR”*"etDeRP*™,

Démonstration. Supposons que A€ M,, Be R?, Ce R”*" et D e RY™"™ pour prouver
que le systeme (2.15),(2.16) est positif. D’abord, nous savons que :

t
x(1) =@o(£)x(0) +f @(t—1)Bu(t)dr
0

D’apres le lemme (4.1), si A€ M, alors g € R?*" et @(t) € R?*" pour tout ¢ = 0.
Supposons que A€ M, et Be R"*" avec u = 0 et x(0) = 0 pour tout ¢ = 0 alors x(t) € RY
pour ¢ = 0.

Par le méme raisonnement nous déduisons que y(¢) € R} pour C € RP*" et D € RP*™
avec r = 0.
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2. SYSTEME 1D LINEAIRE A DERIVEE D’ORDRE NON ENTIER

D’autre part nous supposons que le systeme est positif a pour but de prouver que A €
Mn, BeR™™, CeR?*" et D e R?*™. Pour commencer nous avons,

‘Dix(t) =Ax(#) +Bu(1),0<a<1

y() =Cx(t) + Du(r)

En supposons que u(t) = 0 et x(0) = e; (i®™ colonne de la matrice identité I,,)) afin
d’obtenir :
‘DIx(0) =Ax(0)=Ae; =0

Ce qui prouve que a;; = 0 pour i # j, alors A est une matrice de Metzler. Pour la méme
raison nous supposons que x(0) = 0 pour trouver que :

°D%x(0) =Bu(0) = 0

Ceci dit que B =0 car u(0) = 0.
En passant par le méme raisonnement nous supposons que u(t) = 0 pour ¢ = 0 pour
obtenir y(0) = c¢x(0) afin de prouver que C = 0 car x(0) = 0. Par la suite nous prenons
x(0) =0 pour trouver que D = 0 car y(0) =Du(0) = 0 et u(0) = 0.
D’ou le résultat.

O

Définition 2.12. Les systemes (2.18) et (2.19) sont dite positifs si et seulement si xj. €
R?,yx € RY, xo € R" et up =€ R™ pourk=27,

Définition 2.13. le systeme fractionnaire discret (2.18),(2.19) est dit positif si et seule-
ment si les matrices A, B,C et D sont définies poritives c-a-d : A>0,B>0,C>0etD > 0.

Exemple 2.3. Soit le systéme fractionnaire et avec0 < a < 1

oy ) 5ef) ol

Et,

1 sit>0
u(t) = .
0 sit<0

En utilisant les formules et , nous avons :

0 Aktka At(x
0= 2 s = 2 T 1)
a—1
*=Lr5y
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2. SYSTEME 1D LINEAIRE A DERIVEE D’ORDRE NON ENTIER

Avec,

k
v (0 1)" (0 0
N

D'autre part, nous savons que :

t
x(1) =@ox(0) +f @(t—1)Bu(t)dr
0

En prenant u(t) =1 la solution devient :

x(t) = x(0) + At%x(0) +frB(t—T)0(—l +AB(t_T)20(—1
Ar%x(0) B« AB 2
x(#) =x(0) +

+ +
Ia+1) Ila+1) ITQRa+1)
Par conséquent,

«=()+ sl o) s () @ lo o)
\1) IMa+1\0 0J\1) Ia+D\1) I'2a+1)\0 0){1

Comme A€M, (a;j =0 pouri#j)etBe R2 alors nous concluons que le systéme est
positif d'apres la définitions (3.4).

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons défini les systemes 1D linaire a temps continu et a
temps discret. Par la suite nous avons étudiés les différents criteres de positivité et de
stabilité de ce type des systemes. Les résultats obtenus sont basés sur la stabilité au
sens de lyaponov en remarquant que la positivité joue une role trés important pour
assurer la stabilité a ce sens cité. Dans ce qui suit, nous avons étudiés la positivité et la
stabilité d'une nouvelle classe des systemes pour visualiser de prés la différence entre
I’étude de la positivité avec une dérivée classique et une dérivée d’ordre non entier.
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Chapitre 3

Systéme linéaire d’ordre fractionnaire
conforme

Dans cette partie du chapitre nous présentons une nouvelle dérivée fractionnaire
qui est dite la dérivée d’ordre fractionnaire conforme et qui est inventé par R.Khalil,
M.Al Horani, A.Yousef et M.Sababheh.Cette nouvelle définition est une extension natu-
relle de la dérivée usuelle, et elle satisfait les quatre premiéres propriétés mentionnées
ci-dessous. Cette définition coincide avec la dérivée fractionnaire sur les polynémes.
Dans ce qui suit nous allons faire une étude de solvabilité ainsi que nous introduirons
un lien entre le cas continue et le cas discret de cette dérivée. Dans cette partie du
travail nous nous basons sur les références [1, 8, 20, 24]

1 Deérivée fractionnaire conforme

Définition 3.1. Soit f: [0,00[— R pour tout t > 0. La dérivée fractionnaire conforme est
défini par :
ft+ett™% — f()

d f(n) ..
o :lmé , pourt>0 et ae€0,1] (3.1)
€— €

Remarque 3.1. [20] Si f ets une fonction a-différentiable au point (0,a) avec a>0 et
lim,_ o+ f%(t) existe alors :

f“(O)ztli%gfa(t)

Théoreme 3.1. Soit f : [0,00[— R une fonction a-différentiable pour tout ty > 0, a € [0, 1]
alors f est une fonction continue en t

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme il suffit que :
}lin})f(to +h) = f(t)

D’abord, nous savons que :

ft+et'™ = f(r) =

flt+ett™ —f(t)€
€
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1. DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORME

Et,

1-oy _
flt+et ™) f(z‘)lime

. l_a_ 1
e )0 =

En prenant h = eté“" pour obtenir,

hm[f(to +h) = f(to)] = f*(1).0

Ce qui implique,
%ir%f(to +h) = f (1)

Par conséquent, f est continue en t. O

Propriété 3.1. Soita € [0,1] et f,g sont des fonctions a-différentiable au point a pour t>0
alors,

1. dt(o&fﬂ_’)g) +[?)dt, poura,beR.
2. —(t”)— P~ pourpe[R.

3. LA_p pour fonctionconstantef(t) =

dr
d(X
4 4L _ M
. dtg gz .

5. Sinous utilisons la définition de la dérivée fractionnaire conforme, nous obtenons
d
que : “L (1) = 104 gy,

Démonstration. Soit a € [0,1] et f,g deux fonctions a-différentiable au point ¢ > 0,
alors :

a fle+et' ™ Ngt+er'™) - f(ng(n)

dt =0 €
Alors,
d*(fg lim flt+et'™gr+et!™ )+ f(Dgt+er ™ —g(nglt+et! ™) - (gD
dt =0 €
Donc,

o 1-ay _
d*(fg) . fli+et : ) - F (D)

glt+etl™) —g(1)
dt €0 €

gt+et'™ N+ f(p) lim
€—

Par conséquent,

d%g(1)
dt

d*(fg) d*f(
dt  dt

lil%g(t+€tl_“) + f(1)
€E—

Comme g est une fonction continue donc lim¢_.o g(f + et = g(1). Alors nous dédui-
sons que la 4" propriété est vérifiée .
En passant a la 6°”7¢ propriété ol nous avons,

o 1-a _
a“f(r) _lim flt+et f()

dt €e—0 €
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1. DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORME

Pour h =€et'"® nous obtenons :

d*f) )= [0

dt hro-1
. of f f
a*f(r) (t+h) - f(1)
Z I = J
arm )
Alors, .
a’f)  _qdf
— Ty
dt dt( )
D’ou le résultat. 0

Théoreme 3.2. si f :[0,00[— R est une fonction o-différentiable pour ty > 0, a > 0 alors
fest continueen 1.

Démonstration. Nous veuillons démontrer la continuité de f. D’abord, nous savons
que:
fllo+er'™) —fw)

€

Flto+et!™) = fto) =

alors,

fo+ett™% — f(t
limf(t0+et1_°‘)—f(t0):hmf( oter ) - Jt) lime
€—0 e—0 € €—0

Pour h = eté"‘, nous obtenons :

m(f(to+h) — f(5%)] = f*(%).0

li
h—0

Ce qui implique que,
}lif%f(l‘o +h) = f(t)

Par conséquent f est une fonction continue en .
0

Définition 3.2. Soita € [n, n+ 1] et fest n-différentiable pour tout t > 0, alors la dérivée
fractionnaire conforme de la fonction f d’ordre « est définie par :

DY [a]-1 ([a]=0)y _ f£lal-1
f(t):limf (t+et ) —f (1)
dt e—0

€

Sachant que [a] =a+ 1.
Remarque 3.2. D'apres la définition précédente, nous déduisons que :

a*f(r

_ ¢([a]-a) rla]
=t t
i (0

sachant que f est une fonction (n + 1) -différentiable pour a € [n,n+1], ne N et t > 0.
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2. ’APPROXIMATION DES SYSTEMES 1D LINEAIRES FRACTIONNAIRE AU SENS DE
LA DERIVEE CONFORME

2 DLapproximation des systemes 1D linéaires fractionnaire
au sens de la dérivée conforme

Dans cette partie du chapitre, nous nous intéressons a travailler su le systeme défi-
nie par:
a’* f (1)
dt

=Ax(?) +Bu(t), pourt>0 et wa€l0,1] (3.2)

Sachant que,

asfm _ . fa+er™ - f(0)
dt €—0 €
A pour but de déduire un lien entre le cas continue et la cas discret. Pour démontrer
ce passage nous avons besoin d'une approximation de la dérivée d’ordre fractionnaire
en utilisant la méthode des différences finie ainsi que la remarque (3.2).
D’abord, pour 0 < a < 1 nous avons :

D%x(f) = 7% (1)

Donc,
7% (1) = Ax(1) + bu(t)

En prenant ¢ =ty +ih avec tH =0,

x- _x.
—th Lo (i) % 'Ax; + (i) By,
Alors,
Xi+1=X; + h[io‘_lho‘_lei +i%1 ho‘_lBui]
Ceci dit que,

Xit1=X; + ia_lhani + io‘_lhaBul’

Par conséquent,
Xi+1=Ax; +Bu; (3.3)

Alors nous déduisons que le systeme obtenue est un systeme 1D a temps discret

variant ainsi que :
Ai=i"Th*A+1,
B;=i*'h*B

D’apres la solution du probleme (3.2) nous déduisons que le systeme (3.2) est po-
sitif si et seulement si A et B sont des matrices définies positives pour toute condition
initiale positive c-a-d : A>0,B > 0, xp > 0 et uy > 0. D’autre part, dans cette partie nous
avons introduis une relation entre le systeme linéaire continue a dérivée d’ordre frac-

tionnaire conforme et (3.2). Mais sous quelle conditions le systeme (3.2) restera positif.
Supposons que (3.2) est positif alors A > 0 et B > 0. Nous remarquons que,

B;=i*'h*B>0
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3. COMPARAISON ENTRE LA DERIVEE D’ORDRE FRACTIONNAIRE CONFORME ET
LA DERIVEE D’ORDRE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIMAN-LIOUVILLE AINSI
QU’AU SENS DE CAPUTO

Car i* ! >0,h* > 0 et B> 0, reste & savoir les conditions pour que A soit positif.
Ai=i*Th*A+1,20

Nous savons que d,; > 0 pour n # k car : i"“lho‘aij + 0 > 0 puisque A est une matrice
de Metzler.

En passant au cas ou n = k. Nous concluons deux cas :

1¢" cas ou1 a,,, = 0 alors d,,,, = 0.

2¢™M€ cas ol ay, <0 alors:

i“Th%a,,+1=0= i* 'h¥a,, > -1

-1
= h%< - , car an,<0
i“1qg
nn
Alors,
1
ha<T, Vn
1“annl
Donc,
1
h* < Yn

ey ’
i“Tmax(|lay,))

De méme nous avons, = fo+ih=ihpour t=[0,Trleti€1,2,..imax.
Par conséquent,
+1—a

04 lmax

max(|annl)
l'l—(x o«
< ( max )
max(|annl)

3 Comparaison entre la dérivée d’ordre fractionnaire conforme
et la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riman-
Liouville ainsi qu’au sens de Caputo

Toutes les définitions incluant la définition de Riemann-Liouville et Caputo satis-
font la propriété qui dit que la dérivée fractionnaire est linéaire. Ceci est la seule pro-
priété héritée de la premiere dérivée de toute les définitions proposées. Cependant, ce
qui suit sont les inconvénients des définitions restantes :

1. La dérivée Riemann-Liouville ne satisfait pas D% (1) = 0(D% (1) = 0 pour la dérivée

de Caputo), Si alpha n’est pas un nombre naturel.

2. Toutes les dérivées fractionnelles ne satisfont pas la formule connue de la dérivée
du produit de deux fonctions :

Do (f x 8) = fDg(8) + gD5(f)
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4. POSITIVITE DES SYSTEME 1D LINEAIRES A DERIVEE CONFORME

3. Toutes les dérivées fractionnelles ne satisfont pas la formule connue du quotient

des deux fonctions : o o
pof _ 8Pa() -~ fDa(g)
A= =

g g
4. Toutes les dérivées fractionnelles ne vérifient pas la regle de la composition des
deux fonctions :

D%(fog) () =f*(g(1)g*(®)

5. Toutes les dérivées fractionnelles ne satisfont pas la regle du semi-groupe en gé-
néral.

6. La définition de Caputo assume que la fonction f est différentiable.

Théoreme 3.3. [8] Nous considérons le systeme (3.2) linéaire a dérivée d’ordre fraction-
naire conforme définie par :

D%x(8) =Ax() +Bu(t),0<a< 1

Sachant que A € R'™". Alors le systeme (.) admet une unique solution définie par :

(t-19)% (t—19)*

t 5=t
x(D=er T xp+et f AR F(9)(s—t)* 'ds (3.4)
14}

4 Positivité des systeme 1D linéaires a dérivée conforme

le reste de cet travail est basée sur la références suivantes [24].

Définition 3.3. Le systeme (3.2) est dit positif si est seulement si x(t) e R}, y(t) € Rf
pour tout xp € R et u(t) e R, t = 0.

Théoreéme 3.4. Le systeme (3.2) est dit positif si est seulement siAe M,;, BeR}

. , . A
Démonstration. Avant d’entamer la partie du preuve, nous rappelons que ex’" € R "
pour tout £ <0, 0 < a < 1 si et seulement si A € M,,.(démonstration dans le chapitre2).
D’abord pour commencer nous supposons que A € M, et B € R?*" sachant que :

x(D)=ex"x +f0te§(ta_Ta)Bu(T) (m*ldr
Comme ea™ € R™*" pour ¢ < 0 car A € M, et B e R™"™, xy € R”, u(t) € R? alors x(¢) €
R”. D’autre part, nous supposons que x(t) € R?, xo € R”, u(t) € RY pour t < 0. Nous
affectons xg le vecteur e; et a u(¢) le vecteur nul, nous obtenons :
d®x(1)
at®
Pour i # j, nous substituons que a;; < 0 alors nous concluon que A est une matrice de
Metzler. Pour la méme raison, nous prenons x, = 0 afin d’obtenir,
d®x(1)
dat®
Ceci dit que B € R+ d’ot le résultat. O

=Ae; € Rﬁ

=Bu(0) e R"
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5. STABILITE DES SYSTEME 1D LINEAIRES A DERIVEE CONFORME

5 stabilité des systeme 1D linéaires a dérivée conforme

Considérions le systéme suivant :
dx(t)

dat®
Sachant que x(t) € Rf pourt<0etAeM,

=Ax(1), x(0)=xp€eR} (3.5)

Définition 3.4. le systeme (3.5) est dit asymptotiquement stable si et seulement si

lim x(#) =0, pourxp€eR,

t—o0
Théoreme 3.5. le systeme (3.5) est dit asymptotiquement stable si et seulement s'il existe
un vecteur positif A' =[A1,A2,..,A\nl, A >0 pourk=1,..,n sachant que : A\ < 0.

Théoreme 3.6. le systeme (3.5) est dit asymptotiquement stable si et seulement si les
coefficients du polynéme caractéristique sont strictement positif c-a-d :

detlA= A, = a,\ + ap_ N L+ .o+ @A + ag
Avec, ax >0 pourk=0,1,...,n

Théoréme 3.7. le systeme (3.5) est dit asymptotiquement stable si et seulement si les
mineurs principaux de la matrice A = —A sont strictements positifS.

Exemple 3.1. Considérons le systeme :

-2 1 230
A={1 -3 1],B=|0 4 1
1 0 -2 211

D’abord, nous remarquons que ce systéme est positive car A € M3 et B € R3. D'autre part,
d’apres le théoréeme (3.4) pour que ce systeme soit asymptotiquement stable alors il suffit
de prendre un vecteur \ définie positif par exemple :\* =[1 1 1] c-a-d:

-2 1 0 1
AA=|1 -3 1 11 <0
0 -2

d’ott le résultat.

Remarque 3.3. les criteres de stabilité asymptotique des systemes a dérivée d’ordre frac-
tionnaire au sens de Caputo et d’ordre fractionnaire conforme sont semblable.

Conclusion
Dans ce chapitre nous avons définie une nouvelle dérivée dite dérivée d’ordre frac-

tionnaire conforme. Dans ce qui suit, nous avons considérés un nouveau systeme a
dérivée conforme afin d’étudier sa positivité et sa stabilité.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous somme intéressés a I’étude de la positivité des sys-
temes 1D linéaire a dérivée classique et d’ordre fractionnaire au différents sens.

Nous avons consacrés la premiére partie de ce travail pour se rappeler des notions
principales de la théorie des matrices et la théorie de la dérivation d’ordre fraction-
naire. Dans ce qui suit, nous avons définis les différents classe des systemes cités en
dessus pour faire caractériser les différentes critéres de positivité et de stabilité.

Dans la deuxieme partie, nous nous somme intéressé a une nouvelle classe des sys-
temes dite systeme 1D linéaire dérivée d’ordre non entier conforme ot nous avons ci-
tée la particularité de cette dérivée dans la partie comparaison entre les dérivée d’ordre
fractionnaire. Parmi les avantages de cette dérivée, ¢ca nous donne 'opportunité de
passer des systémes a temps continue a des systemes a temps discret en utilisant la mé-
thode des différences finies. Enfin, nous avons étudiés la positivité et la stabilité d'une
nouvelle classe des systemes 1D linéaire a dérivée d’ordre fractionnaire conforme.

les résultat obtenue dans I'étude de cette classe des systemes peut nous généraliser
I’étude de la pisitivité et la stabilité du reste des systemes a dérivée d’ordre non entier.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudiés la positivité et la stabilité des systemes
1D linéaire a temps invariant a dérivée classique et a dérivée d'ordre non entier
en passant par |'étude de la solvabilité de ces derniers. Dans ce qui suit, nous
avons définis une nouvelle classe des systemes dites systeme 1D linaire a dérivée
d'ordre fractionnaire conforme afin de faire une analyse de positivité et de
stabilité.

Through the research of the solvency of the latter, we investigated the
positivity and stability of linear 1D systems with invariant time, classical
derivative, and not integer order derivative. to undertake an analysis of positivity
and stability, we have developed a new class of systems called 1D linear systems
with fractional order conformable derivative.
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