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Introduction

La science à eu un petit impact tout au long de la première révolution industrielle.
Cependant, à partir des années 1950, la nouvelle révolution industrielle est devenu lier
au progrès scientifique.

C’est là que la théorie des systèmes commence. La théorie des systèmes peut être
résumée comme un ensemble de méthodes analytiques et mathématiques appliquées
à un système afin de mieux comprendre son fonctionnement et sa prise de décision.

Qu’est-ce donc qu’un système ? Un système peut être défini à la fois d’un point
de vue réel et abstrait. Les systèmes physiques sont au centre du point de vue réel.
C’est une collection d’objets ou de choses qui sont liés et interagissent les uns avec les
autres afin d’atteindre un but. Peu importe qu’il s’agisse de processus industriels, de
climatologie ou d’économie, du corps humain, la population...etc.

D’un point de vue théorique, on peut discuter du système. Le système est réduit à
un modèle virtuel, qui se manifeste par des symboles ou des équations qui expliquent
et décrivent le mieux le comportement et l’évolution du soi-disant système réel. L’étude
des systèmes a été abordée d’un point de vue interne depuis la fin des années 1960,
c’est là où les systèmes n’était plus considérés comme des boîtes noires avec des me-
sures et des actions. Le fonctionnement interne du système est caractérisé par un vec-
teur de facteurs intrinsèquement pertinents. Les variables, comme les variables d’état,
sont ensuite utilisées pour fonder une étude. Une équation d’état est ensuite utilisée
pour modéliser le système.

Il y a beaucoup d’efforts dans l’analyse des systèmes où la classe des systèmes
dynamiques a été bien examinée ce qui résultat en la création d’une branche de re-
cherche active concernant ce type des systèmes. Un système dynamique est un terme
utilisé pour décrire les événements qui se produisent tout au long du temps quelle que
soit sa nature (physique, chimique, électromécanique, biologique, économique...etc)
change au fil du temps.

Ces systèmes peuvent se présenter en tant que différentes formes mathématiques
par des equations différentielles ordinaires, équations aux dérivées partielles, et appli-
cations (inversibles ou non).

Ils sont néanmoins apparus assez tôt dans l’histoire scientifique, car ils peuvent
être trouvés dans les premières études de mécanique, donnant lieu à plusieurs équa-
tions. Le lien entre le système et son environnement est un aspect clé de la théorie des
systèmes. Le système est soumis à des actions qui sont équivalentes à des ordres, des
contrôles et des retours données par un système qu’est soumis à des actions qui sont
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assimilées aux instructions. Quand il s’agit d’un système de contrôle nous parlons des
entrées, des sorties ainsi que des détecteurs tandis que les capteurs peuvent être pas-
sives ou actives. Lorsqu’un système est commandé de l’extérieur, les commandes sont
actives.C’est le scénario le plus courant. Contrairement lorsqu’ils ne sont pas touchés
par quoi que ce soit (pas de force qui perturbe l’action), ils sont passifs.

Les contributions externes ou toute activité souhaitée devront évoluer en raison de
circonstances ou de limites particulières. L’objectif est alors de faire passer le système
d’un état à un autre, un certain état final qui peut ou non correspondre aux exigences
spécifiées.

Les systèmes différentiels, les systèmes dynamiques continus et les systèmes dy-
namiques discrets ne sont que quelques exemples qui peuvent être modéliser dans
la nature et qui peuvent avoir des différents comportements observés dans diverses
applications industrielles. Dans la littérature nous trouvons plusieurs travaux qui ont
traiter les notions de positivité et de stabilté de ces systèmes [4, 9].

La dynamique de ces systèmes implique des interactions entre les processus conti-
nus et les activités discrètes et opérations discrètes. Nos recherches portent sur une
variété de systèmes dynamiques, y compris les systèmes unidimensionnels, unidimen-
sionnels dont la dérivée est d’ordre entier ou fractionnaire. Dans Parmi les applications
possible dans la vie réelle, nous trouvons par exemple qu’un processus chimique peut
être évoluer en un système unidimensionnel ou encore que le mémoire d’un ordina-
teur peut évoluer sous l’action d’un programme informatique. On peut citer encore le
mouvement des planètes dans le système solaire (régi par la loi universel de la gravité
de Newton). Alors nous concluons que formellement les systèmes sont distingués.

Enfin concernant les systèmes à dérivés d’ordre fractionnaire au cours des der-
nières années on s’est beaucoup intéressé aux utilisations de ce type des systèmes,
parfois appelés dérivés dans divers domaines. L’analyse fractionnelle dans ce domaine
représente une discipline qui étudie le potentiel d’un opérateur différentiel qui peut
être utilisé pour résoudre un problème ou être reclassé comme un ordre non global,
l’ordre d’un système à dérivée d’ordre fractionnaire peut être utilisé pour décrire un
grand nombre de systèmes.
Le travail présenté dans ce mémoire est basé sur l’étude de la positivité et la stabi-
lité sur les différentes classes des systèmes unidimensionnels d’ordre fractionnaire.
L’étude s’articule autour de quatre chapitres.
Chpitre 1 : consiste à contenir toute les notions préliminaire dont nous aurons besoin
dans la suite de ce travail. Nous citons quelques notions des matrices ainsi que des no-
tions dés dérivées d’ordre non entier en passant par la suite à la trasformé de Laplace et
son inverse, et nous finirons par se rappeler de l’approximation au sens des différences
finies.
Chapitre 2 : est est un chapitre où nous abordons un type des systèmes appelé système
1D linéaire à temps invariant. Nous allons consacrer cette partie du travail pour étudier
la positivité et la stabilité, plus particulièrement nous nous intéressant à la solvabilité
de ce type de système.
La deuxiéme partie de ce chapitre contient un nouveau types des systèmes 1D linéaire
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dont la dérivées est définie au sens de Caputo. Dans cette partie du chapitre nous al-
lons étudier la solvabilité pour passer à la positivité de ce système.
Chapitre 3 : est consacré à la définition une nouvelle dérivée dite la dérivée d’ordre
fractionnaire conforme. En passant par la suite à la citation de la solutions des sys-
tèmes à dérivée d’ordre fractionnaire conforme.
Nous terminons ce travail par une conclusion générale.
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Chapitre 1

Notions fondamentales

Nous présentons dans cette partie du chapitre quelque définitions élèmentaires
concernant quelques matrices paticulieres telles que les matrices non-négatives et les
matrices de Metzler. Il existe un grand nombre de références sur cette classe de ma-
trices. Nous citons quelques références de base [22, 25]. Dans ce papier, nous travail-
lions avec ce type des matrices afin de caractériser la positivité des systèmes linéaires.
Par la suite, nous définissons la dérivée fractionnaire au sens de Riman-Liouville et Ca-
puto ainsi que leurs propriétés. Et pour finir, nous mentionnons quelque définissions
et propriétés de la transformé de Laplace ainsi que la méthodes des différences finies.

1 Matrices particulières

Dans cette partie nous commençons par donner quelque notions essentielles uti-
lisées dans la suite de notre travail.
Soient A = (ai j ) ∈Rn×m une matrice avec des entrées réelles.

Définition 1.1. [22] Une matrice A∈Rn×mest dite non-négative si toutes ses entrées sont
non-négatives c-à-d : ∀i , j tel que : 1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ m et ai j ≥ 0.

Définition 1.2. [22] Une matrice A∈Rn×mest dite positive si A est non-négative avec au
moin une entrée strictement positive c-à-d : ∃i , j tel que : 1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ m et ai j > 0.

Définition 1.3. [22] Une matrice A∈ Rn×mest dite strictement positive si toutes les en-
trées sont strictement positives c-à-d : ∀i , j tel que : 1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ m et ai j > 0.

Définition 1.4. [22] Une matrice A∈ Rn×mest dite une matrice de Metzler si toutes les
entrées hors diagonal sont non-négatives c-à-d : ∀i 6= j tel que 1 ≤ i , j ≤ n ai j ≥ 0.

Exemple 1.1. Soit A définie par :

A =


−1 2 3 4
5 0 2 1
3 4 2 4
7 8 9 −9


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2. THÉORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

A est une matrice de Metzler.

2 Théorie du calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaires est une généralisation du calcul classique dans les mathé-
matiques appliquées et l’analyse mathématique. Ce type de calcul introduit les opéra-
tions sur les intégrales et la différentiation d’ordre fractionnaires, et cela pour le déve-
loppement d’un calcul sur les opérateurs de différentiation D et d’intégration J, et cela
généralisant le calcul classique. Le calcul fractionnaire a été initié par Leibniz et l’Hôpi-
tal après une correspondance qui a duré plusieurs mois en 1695. Durant cette période,
Leibniz a écrit une lettre à l’Hôpital en soulevant les questionnements suivants : [9]

"Est-ce que la signification des dérivées d’ordre intégral peuvent-être généralisées en
dérivées d’ordre fractionnaires?" L’Hôpital a été quelque peu curieux à propos de l’in-
terrogation soulevée, et a émis une réponse à Leibniz : "Et si l’ordre est 1/2 ? ". Leibniz,
dans une lettre qui date du 30 septembre 1695, a répondu : "Cela va mener à un para-
doxe, où un jour, des conséquences utiles vont être levés".

Cette date est considérée comme étant le jour de la naissance du calcul fraction-
naires. Le problème levé par Leibniz pour une dérivée fractionnaire (semi-dérivative,
pour être plus précise) était un sujet en cours durant les décennies qui suivront. Après
la première mention de la part de L’Hôpital et Leibniz, l’étude des calculs fractionnels
était spécialement réservée aux meilleurs cerveaux mathématiciens de l’Europe. Eu-
ler [15] a écrit en 1730 :

"Quand n est un entier positif et p est une fonction de x, p = p(x), le ratio de d n p
d xn peut

toujours être exprimé algébriquement. Mais quel type de ratio peut être calculé si n est
une fraction ?"
Parmi les grands noms des mathématiciens, nombreux se sont adonnés aux recherches
des dérivés fractionnaires. Nous citons Lagrange en 1772, Laplace en 1812, Lacroix
en 1819, Fourier en 1822 [14]. Indépendamment, les fondations du sujet ont été po-
sées par Liouville dans un article de 1832. L’autodidacte Oliver Heaviside a introduit
l’utilisation pratique d’opérateurs différentiels fractionnaires dans l’analyse des lignes
de transmission électrique vers 1890. La théorie et les applications du calcul fraction-
naire se sont considérablement développées au cours du 19e et 20e siècles, et de nom-
breux contributeurs ont donné des définitions pour les dérivés fractionnaires et les
intégrales.

les principales références utilisée dans cette section sont [4, 14].

Définition 1.5. On appelle la fonction Gamma notée Γ, la fonction définie par l’inté-
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2. THÉORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

grale suivante :

Γ(α) =
∫ ∞

0
e−x xα−1 dx, Re(α) > 0 (1.1)

Définition 1.6. La fonction de Mittag-Leffler est une généralisation de la fonction ex-
ponentiel eAi t qui joue un rôle très important dans le résolution des systèmes à dérivées
d’ordre fractionnaire. Ce type de fonctions est défini par,

Eα(Z) =
∞∑

i =0

Zi

Γ(αi +1)
(1.2)

Avec Z est une variable complexe. Eα(Z) est dite la fonction de Mittag-Lefller à un seul
paramètre.

Propriété 1.1. Nous avons,

E1(Z) =
∞∑

i =0

Zi

Γ( i +1)
=

∞∑
i =0

Zi

i !

Tel que,
∞∑

i =0

Zi

i !
= eZ

2.1 Dérivation fractionnaire au sens de Riman-Liouvile

Définition 1.7. [14] Soit α > 0 tel que : m − 1 < α < m , m ∈ N∗ et f est une fonction
continue définie [a,b] →R .
On définit la dérivée fractionnaire au sens de Riman-Liouvile d’ordre α> 0 de f par :

RLDα
a f (x) = Dm(Jm−α

a f (x)) (1.3)

où l’intégrale Jm−α
a f (x) est définie par la relation suivante :

Jm−α
a f (x) =

1

Γ(m −α)

∫ x

a
(x −a)m−α−1 f (x)dx (1.4)

Propriété 1.2. [14] Soient f et g deux fonction définie : [a,b] → R de classe C([a,b]) et
m ∈R∗+, m −1 ≤ α≤ m, alors on a :

1. ∀λ1,λ2 ∈RRl Dα(λ1 f (x)+λ2g (x)) = λRl
1 Dα f (x)+λRl

2 Dαg (x)

2. Rl Dα(Cte) 6= 0 car Jm−α(Cte) 6= 0

3. Rl DαJα f (x) = f (x), La réciproque n’est pas vérifiée.

4. Rl Dm f (x) = 0 ⇔ f (x) =
∑m−1

i =0 Ci (t −a)i

Remarque 1.1. Les notions de semi groupe et de commutativité ne sont pas vérifiées en
appliquant la dérivée fractionnaire au sens de Riman-Liouville.
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2. THÉORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

2.2 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.8. [14, 23] Soit f ∈ Cn([a,b]),m ∈N∗ tel que : m −1 ≤ α≤ m. On définit la
dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α> 0 de la fonction f comme suit :

c Dα
a[ f (x)] = Jm−α

a [ f (m)(t )] (1.5)

tel que :
c Dα

a[ f (x)] =
1

Γ(m −α)

∫ t

a
(t −x)m−α−1 f (m)(x)dx (1.6)

Propriété 1.3. [23] [14] Soient f et g deux fonction définie : [a,b] →R

1. Linéarité : ∀λ1,λ2 ∈R
c Dα(λ1 f (x)+λ2g (x)) = λc

1Dα f (x)+λc
2Dαg (x)

2. Semi-groupe : soient 0 ≤ α≤ 1, 0 ≤ β≤ 1 et 0 ≤ α+β≤ 1 alors :

c Dα
a

c Dβ
a f (x) =c Dα+β

a

3. Commutativité : c Dα
a

c Dβ
a f (x) = c Dβ

a
c Dα

a f (x)

2.3 Dérivée fractionnaires des fonctions usuelles au sens de Caputo

1. c Dα
a(Cte) = 0, Cte = constante.

2. c Dα
aJαa f (x) = f (x)

3. c Dα
a(x −a)β = Jm−α

a Dm(x −a)β

Démonstration. Soit m > 0 tel que m −1 ≤ α≤ m et x ∈ [a,b] alors,

(a) On a c Dα
a(Cte) = 0

Puisque,
c Dα

a(Cte) = Jm−α
a Dm(Cte)

Et,
Dm(Cte) = 0

D’où la résultat.

(b) On a c Dα
aJαa f (x) = f (x) est vérifiée.

Car :
c Dα

aJαa f (x) = Jm−α
a DmJαa f (x)

Où :
Jm−α

a DmJαa f (x) = Jm−α
a Dm−α+αJαa f (x)

Donc l’égalité est bien vérifiée.

12



3. LA TRANSFORMÉ DE LAPLACE

(c) On commence d’abord par la dérivée d’ordre m :

Dm(x −a)β = β(β−1)(β−2)...(β−m +1)(x −a)β

Puis, on applique l’intégration d’ordre (m −α) afin d’obtenir :

Jm−α
a (x −a)β−m =

Γ(β−m +1)

Γ(β−m +1+m −α)
(x −a)β−m+m−α

D’où,

β(β−1)...(β−m +1)
Γ(β−m +1)

Γ(β−m +1+m −α)
(x −a)β−α =

Γ(β+1)

Γ(β−α+1)
(x −a)β−α

Par conséquent,

c Dα
a(x −a)β =

Γ(β+1)

Γ(β+1−α)
(x −a)β−α

Remarque 1.2. Nous remarquons que la dérivation fractionnaire conserve de nombreuses
propriétés de la dérivation classique, par conséquent nous déduisons que la dérivation
fractionnaire est une généralisation de la dérivation classique.

3 La transformé de Laplace

Dans cette section du chapitre nous présentons les outils nécessaires pour obtenir
la solution des problématiques posées dans le dernier chapitre pour l’étude de la po-
sitivité et la stabilité de ces systèmes afin de pouvoir caractériser les différentes cas en
prenons en considération les hypothèses citées.

Définition 1.9. Soit f : R+ → C continue par morceaux. On appelle transformé de La-
place de la fonction f, La fonction F(p) définie par :

F(p) = L ( f (t ))(s) =
∫ +∞

0
f (t )e−st dt, s ∈C (1.7)

tel que :

— F(p) faut être continue par morceaux sur R+

— ∃β ∈]0,1[ tel que limt→0 tβ| f (t )| = 0

— la fonction d’ordre exponentiel : | f (t )e−st | ≤ Me−(Re(s)−α)t

or
∫ +∞

0 e−(Re(s)−α)t dt converge pour Re(s) > α pour s ∈C.

13



4. RAPPELS SUR LES DIFFÉRENCES FINIES

3.1 Propriétés de la transforme de Laplace

Soient α,β ∈ R et f , g deux fonctions définie dans R+, nous citons quelques pro-
priétés utiles pour résoudre le problématique poser.

— Linéarité : Soient α, β deux réels et soient f et g R+ →C deux fonctions admet-
tant respectivement des transformées de Laplace F(p) et G(p).

L [α f +βg ](s) = αL [ f ](s)+βL [g ](s) (1.8)

— Dérivation : Soit f :R+ →Cune fonction dérivable et admettant une transformée
de Laplace L [ f ](s) alors,

L [ f
′
](s) = sL [ f ](s)− f (0) = sF(s)− f (0) (1.9)

— Intégration : Soit f :R+ →C alors,

L

[∫ t

0
f (τ)dτ

]
=

1

s
L ( f ) (1.10)

— Convolution :
L [( f ?g )](s) = L [ f ](s)L [g ](s) = F(s)G(s) (1.11)

Avec,

( f ?g )(t ) =
∫ t

0
f (y)g (t − y)dy

3.2 Transformée de Laplace inverse

La transformée inverse de Laplace de la fonction F(p) notée f (t ) est définie par :

f (t ) = L −1[F](t ) =
1

2πi

∫ ∞

0
F(s)e st d s (1.12)

Remarque 1.3. Certain fonctions ne possèdent pas de transformée de Laplace en pre-
nant par exemple la fonction f (t ) = 1

t qui ne respecte pas la deuxième condition d’exis-

tence ainsi que f (t ) = e t 2
qui n’est pas d’ordre exponentielle.

4 Rappels sur les différences finies

Soit f :R→R la dérivée de la fonction f est définie par :

f
′
(x) := lim

h→0

f (x +h)− f (x)

h
(1.13)

Et,

f (n−1)
i =

1

hn−1

(
n−1∑
p=0

(−1)PCp
n−1 fi+n−1−p

)
, avec fi = f (ti ). (1.14)
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4. RAPPELS SUR LES DIFFÉRENCES FINIES

Avec,

Cp
n−1 =

(n −1)!

(n −p)!p !

si la limite existe. Nous définissons cette notion pour l’utiliser par la suite dans le cha-
pitre 4.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit quelque outils et définitions de base qui
concernent la théorie des matrices et les différentes notions de la théorie de la déri-
vation fractionnaire ainsi que la transformé de Laplace afin de les utiliser par la suite
dans ce travail, en particulier dans l’étude de la solvabilité ainsi que la positivité et la
stabilité des systèmes dynamiques d’ordre fractionnaire dans le chapitre 4.
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Chapitre 2

Système 1D linéaire à temps invariant

Nous nous intéressons dans cette partie à la positivité et la stabilité de certains
classes des systèmes unidimensionnels à temps invariant où nous allons travailler sur
les systèmes à temps continue ainsi que discret. Lors de la modélisation de quelque
phénomènes obtenue dans la cinétique chimique, le traitement d’image, l’automa-
tisme,...etc.

Nous commençons par poser la problématique en introduisant le système afin de
trouver sa solution et faire une analyse de positivité et de stabilité.

1 Système 1D linéaire à temps invariant à dérivée clas-
sique

1.1 Système 1D linéaire à temps continue

De nombreux systèmes dans la nature que l’on étudie dans les sciences comme la
physique, la chimie, la biologie, l’économie, ...etc, sont (en première des approxima-
tions) des systèmes qui sont faite pour étudier l’évolution des phénomènes qui sont
déjà modéliser qui varie en fonction du temps et son état initiale. Citons par exemple
l’évolution des concentrations des réactifs dans une réaction chimique, l’évolution de
populations (de bactéries, de lapins, ...etc. La description de ce types des systèmes se
fait au moyen de quantités numériques, souvent appelées variables, dont il s’agit d’étu-
dier l’évolution au cours du temps.

Dans ce qui suit nous allons donner quelque définitions en basons sur les réfé-
rences suivantes [2, 5, 19]

Définition 2.1. [22] Soit le système linaire à temps continue définit par les équations
suivante : :

ẋ = Ax +Bu (2.1)

y = Cx +Du (2.2)

tel que : x = x(t ) ∈Rn est le vecteur d’état a l’instant t, u = u(t ) ∈Rm représente le contrôle
et y = y(t ) ∈ Rp la sortie du système, A ∈ Rn×n est la matrice d’état, B ∈ Rn×m , C ∈ Rp×n ,

16



1. SYSTÈME 1D LINÉAIRE À TEMPS INVARIANT À DÉRIVÉE CLASSIQUE

D ∈Rp×m .
l’équation (2.1) appelée l’équation d’état et (2.2) l’équation de sortie.

Définition 2.2. La solution du système (2.1) est définie par la relation suivante :

x(t ) = eAt x0 +
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ (2.3)

Démonstration. Nous considérons le système (2.1) linéaire à temps continue définie
par l’équation (2.1) :

ẋ = Ax +Bu

Pour résoudre ce système,il suffit d’appliquer la transformée de Laplace pour le sys-
tème (2.1).

L [ẋ] = AL [x]+BL [u]

Sachant que x = x(t ) et u = u(t ). Nous savons que,

L [ẋ] = sX(s)−x(0)

Et,

X(s) = L [x] =
∫ ∞

0
x(t )e−st dt

Après avoir remplacer, nous obtenons que :

sX(s)−x(0) = AX(s)+BU(s), avec L [u] = U(s)

Alors,
[In s −A]X(s) = x(0)+BU(s)

Pour [In s −A] est inversible.

X(s) = [In s −A]−1(x(0)+BU(s))

Et pour,

[In s −A]−1 =
∞∑

k=0
Ak s−(k+1)

Donc,

X(s) =
∞∑

k=0
Ak s−(k+1)x(0)+

∞∑
k=0

Ak s−(k+1)BU(s)

En appliquant la transformé inverse,

L −1[X(s)] =
∞∑

k=0
AkL −1[s−(k+1)]x(0)+

∞∑
k=0

AkL −1[s−(k+1)BU(s)]

Par conséquent,

x(t ) = eAt x(0)+
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ
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Car,
∞∑

k=0
AkL −1[s−(k+1)]x(0) =

∞∑
k=0

(At )k

γ(k +1)
= eAt

Et,

U(s) = L [u(t )] =
∫ ∞

0
u(t )e−sτdτ

D’où le résultat.

1.2 Système 1D linéaire à temps discret

La première occurrence des questionnements qui concernent les systèmes dyna-
miques relevaient du domaine mécanique à une époque où elle était incluse dans
l’enseignement des mathématiques. Parmi ces questionnements, le problème le plus
pertinent s’est avéré être celui de la probabilité du système solaire. Les recherches de
Lagrange sur le sujet ont mené à l’interprétation de l’influence des corps autre que le
Soleil sur une planète comme une succession de chocs infinitésimaux : ces recherches
ont été populaires, jusqu’à être citées dans le théorème de KAM (Kolmogorov - Arnold
- Moser).

Les systèmes dynamiques ont trouvé un essor considérable durant le 19eme siècle.
Il s’agissait en premier lieu d’itérations des applications continues et la stabilité des
équations différentielles. Mais avec l’évolution du domaine mathématique, les sys-
tèmes dynamiques se sont considérablement élargis. Après 1920, les systèmes dyna-
miques (surtout les systèmes dynamiques en temps discret ou bien les systèmes don-
nées par des suites récurrentes) sont devenus primordiaux vu la variété de ses applica-
tions dans les domaines scientifiques, par exemple : la physique (mécanique céleste,
météo), la biologie (dynamiques de population), la chimie (cinétique chimique), l’élec-
tronique (les circuits électroniques), l’informatique (traitement de l’image), cryptogra-
phie (chiffrement des messages, images), l’économie...etc.

Les systèmes dynamiques ont pour rôle de modéliser les phénomènes évoluant
dans le temps, ces derniers pouvant provenir de la physique mécanique, l’économie,
la biologie, l’écologie, la chimie...etc.
Le système dynamique discret joue un rôle très important dans la pratique, il peut aussi
être utilisé comme modèle approximatif pour l’étude de système continu.

Nous allons travailler dans cette section avec les références [17, 18, 22]

Définition 2.3. Soit le système 1D linéaire à temps discret définit par :

xi+1 = Axi +Bui (2.4)

yi = Cxi +Dui (2.5)

tel que xi ∈ Rn est le vecteur d’état à l’instant i, ui ∈ Rm représente le contrôle et
yi ∈Rp la sortie du système, A ∈Rn×n est la matrice d’état, B ∈Rn×m , C ∈Rp×n , D ∈Rp×m .
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L’équation (3.3)[respectivement (3.4)] représente la trajectoire du système [respective-
ment la sortie du système.] La solution de ce système est définie par :

xi = Ai x0 +
i−1∑
k=0

Ai−(k+1)Bui

1.3 Positivité des systèmes 1D linéaires

La théorie des systèmes positifs est profonde et élégante, mais agréablement cohé-
rente avec l’intuition. C’est pour les systèmes positifs donc cette théorie des systèmes
dynamiques assume l’une des formes les plus potentielles.
(David Luenberger, dans l’introduction aux systèmes dynamiques , Wiley, 1979)

Comme cité dans le célèbre livre du Professeur Luenberger concernant les systèmes
dynamiques, un système positif est un système où les variables d’états sont toujours à
valeurs positives (ou au moins non-négatifs). C’est un peu surprenant de réaliser la fa-
cilité de la disponibilité de l’information sur la positivité des variables d’états afin de
trouver des conséquences de telles informations sur les comportements du systèmes.
Encore une fois, cette surprise est très bien décrite dans le livre cité. En effet, juste le fait
de savoir que le système est positif nous autorise à faire de fortes déclarations à propos
de son comportement, ces déclarations étant vraies peu importe quelle valeur les pa-
ramètres peuvent avoir. Donc, si nous décidons d’aller plus encore plus profondément
dans ce sentiment de surprise, nous pouvons trouver des preuves dans beaucoup de
domaines divers de la science et la technologie, puisque la propriété de positivité défi-
nie est presque toujours vérifiée sauf quand il s’agit d’une conséquence immédiate de
la nature du phénomène que nous traitons. Un grand nombre d’exemples sont juste
devant nos yeux représentés sous différents types possible mesuré par la quantité, le
temps, l’argent, les moyens, la taille du tampon, les queues, les paquets de données
venant dans un réseau, humain, animal et plantes, concentrations de n’importe quel
substance concevable et aussi si vous n’avez pas encore conçu cela les protéines, les
molécules, la charge électrique et les niveaux de lumières.

En plus, pour conclure, nous devons mentionner tout les modèles stochastiques
(comme les Modèles de Markov cachés), puisque clairement, les probabilités sont des
quantités positives. Ceci dit, pour être correct, c’est très important de bien définir les
limitations et les limites de cette "famille élargie" de systèmes. Autre que le domaine
classique des systèmes électromécanique où n’importe quel valeur est admissible, nous
devons montrer que dans beaucoup de situations réelle, nous sommes intéressés dans
la considération des déviations des variables d’états depuis un certain équilibre ou
point d’opération (point défini) ce qui n’est pas l’origine, donc dans ce cas, la propriété
de la positivité des variable d’états originales peuvent être assumée à être conservée
étant donné que les déviations sont "assez petites". Mais, cela n’empêche pas que nous
allons voir très tôt que dans des situations similaires, nous ne sommes pas du tout à la
fin de l’histoire.

La caractéristique principale des systèmes positifs est que pour les conditions ini-
tiales non-négatives, leur variables d’états et les sorties assument des valeurs non-
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négatives, étant donné que les entrées sont non-négatives. [7, 22]
Dans ce qui suit nous donnons quelques propriétés nécessaires à l’étude de la positi-
vité qui sont référencées dans [7, 16, 17, 19, 22] .

lemme 2.1. [6] Soit A ∈ Rn×n est une matrice de Metzler si et seulement si eAt ∈ Rn×n+ ,
∀t ≥ 0.

Démonstration. Supposons que A est une matrice de Metzler, nous pouvons trouver
un réel λ> 0 tel que (A+λIn) ≥ 0. Sachant que,

(A+λIn)(−λIn) = (−λIn)(A+λIn)

Nous avons,
e(At ) = e(A+λIn−λIn )t

Alors,
e(At ) = e(A+λIn )t−(λIn )t

Ceci dit que,
e(At ) = e(A+λIn )t e−(λIn )t

Car les matrices (A+λI), (−λI) commutent.
Sachant que :

e−(λIn )t ∈Rn×n

car

e−(λIn )t =


e(−λ1t ) 0 · · · 0

0 e(−λ2t ) . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 e(−λn t )

 (*)

En utilisant la définition de l’exponentiel d’une matrice, nous avons

e(A+λIn )t = 1+ (A+λIn)t + (A+λIn )2

2! t + ...+ (A+λIn )n−1

(n−1)! t

Sachant que,

(A+λIn)i t > 0, i = 0, ...,n −1

nous obtenons :

eA+λIn ∈Rn×n+ (**)

De (*) et (**), nous déduisant que eAt ∈ Rn×n+ . Supposons que ∀t ≥ 0, e(At ) ≥ 0 sachant
que,

A =
d

dt
(e(At ))t=0 = lim

t→0

e(At ) − In

t
Prenons e j le j eme vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i 6= j

ai j = lim
t→0

< e(At )e j −e j ,ei >
t
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Ceci dit que,

ai j = lim
t→0

(
< e(At )e j ,ei >

t
− < e j ,ei >

t

)
Par conséquent,

ai j = lim
t→0

< e(At )e j ,ei >
t

≥ 0

Puisque < e j ,ei >= 0, ai j ≥ 0 pour i 6= j alors A est une matrice de Metzler. D’où la
résultat.

Définition 2.4. [22] Le système (2.1),(2.2) est dit positif si pour toute condition initiale
x0 positive, et contrôle u positif, l’état x(t) restera positif et la sortie y(t) restera positive
c-à-d : ∀x0 > 0 ,∀u > 0 ,x ∈Rn+ et y ∈Rp

+.

Théorème 2.1. [22] Le système (2.1),(3.2) est dit positif si est seulement si A est une
matrice de Metzler, et les matrices B ∈ Rn×m ,C ∈ Rp×n ,D ∈ Rp×m sont positives c-à-d :
B ≥ 0 , C ≥ 0 et D ≥ 0.

.

Démonstration. D’abord nous savons que,

x(t ) = e(At )x(0)+
∫ t

0
e(A(t−τ))Bu(τ)dτ

D’après le lemme précédent, A est une matrice de Metzler si et seulement si e(At ) ≥
0,∀t ≥ 0. Supposons que A est une matrice de Metzler, B ∈ Rn×m+ , u ≥ 0 et x0 ≥ 0 pour
tout t ≥ 0.
Nous obtenons x(t ) ∈ Rn+ pour tout t ≥ 0 et de la même manière y(t ) ∈ Rp

+ pour C ∈
Rp×n ,D ∈Rp×m et t ≥ 0 .
D’autre part nous avons,

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )

Supposons que u(t ) = 0 pour t ≥ 0 et x0 = ei (i eme colonne de In) donc,

ẋ(0) = Ax(0)

Ce qui implique que,
ẋ(0) = Aei

alors nous concluons que ai j est non négatif pour i 6= j par conséquent A est une ma-
trice de Metzler.
Pour la même raison nous prenons x0 = 0 afin d’avoir que,

ẋ(0) = Bu(0)

Ce qui implique que B est positif car u(0) est positif. Par le même raisonnement sup-
posons que u(0) = 0 alors,

y(0) = Cx0
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qui est positif d’où C est positif car u(0) est positif. Ainsi de suite nous prenons x0 = 0
pour obtenir,

y(0) = Du(0)

Et qui est positif ainsi que u(0) est positif alors D est positif.

Théorème 2.2. [22] Le système (2.3), (2.4) est dit positif si est seulement si toutes les
matrices A,B,C,D sont positives c-à-d : A ≥ 0, B ≥ 0 , C >≥ et D ≥ 0.

Démonstration. D’abord nous savons que la trajectoire d’état est représenté par l’éga-
lité suivante,

xi+1 = Ai x0 +
i−1∑
k=0

Ai−(k+1)Buk , i > 0

Ainsi que la sortie qui est,

yi = CAi x0 +C
i−1∑
k=0

Ak−(k+1)Buk , i > 0

Supposons que A ∈Rn×n+ ,B ∈Rn×m+ ,C ∈Rp×n
+ et D ∈Rp×m

+ alors xi ∈Rn+ pour tout i ∈Z+
ainsi que la sortie yi ∈Rp

+ pour tout i ∈Z+.
D’autre part nous avons,

xi+1 = Axi +Bui

Supposons que ui = 0 pour i ∈Z+ alors nous obtenons pour i = 0,

x1 = Ax0

Et qui signifie que A ∈ Rn×n+ car x0 ∈ Rn+ puisque x1 ∈ Rn+. Ainsi de suite nous prenons
x0 = 0 afin d’obtenir,

x1 = Bu0

et monter que B ∈Rn×m+ car u0 ∈Rm+ .
Par le même raisonnement nous obtenons C ∈Rp×n

+ pour ui = 0, ∀i ∈Z+ et d’autre part
D ∈Rp×m

+ pour x0 = 0.

1.4 Stabilité des systèmes 1D linéaires positifs

nous nous sommes concentrés sur leur stabilité en raison de son importance.
Les systèmes positifs ont été fréquemment rencontré en pratiques puisque beau-

coup de quantités comme la pression de l’instance, la concentration du sucre dans le
sang, etc.., prennent exclusivement les variables non-négatives [2, 5, 16, 25]. Pour ces
raisons, les systèmes positifs sont fréquemment rencontrés dans l’ingénierie [10, 19],
la médecine et la biologie [12, 13], l’économie, etc...

La stabilité et la stabilisation sont les clés principales dont nous avons besoins de-
puis les systèmes dynamiques, et les systèmes positifs ne sont pas une exception dans
ce point de vue. Le problème de la stabilité pour les systèmes positifs ont été considé-
rés dans beaucoup de papiers [11, 17, 18].

22



1. SYSTÈME 1D LINÉAIRE À TEMPS INVARIANT À DÉRIVÉE CLASSIQUE

Définition 2.5. [22] Soit A une matrice carré d’ordre n. Le polynôme caractéristique de
A, noté PA est définie par,

PA(λ) = det (A−λIn)

où In est la matrice identité d’ordre n et λ qui est une valeur propre. PA est un polynôme
puisque le déterminant d’une matrice est défini comme une somme des produits.

Définition 2.6. [22] Les systèmes autonomes sot définies par ce qui suit :
Pour le cas continue :

ẋ(t ) = Ax(t ) (2.6)

Pour le cas discret,
xk+1 = Axk (2.7)

Nous nous intéressons à ce type des systèmes dans l’étude de la stabilité.

Définition 2.7. [22, 25] Le système (2.6) est asymptotiquement stable si et seulement si :

lim
t→+∞x(t ) = 0, ‖x(0)‖ <∞

Théorème 2.3. [22, 25] le système (2.6) est est dit asymptotiquement stable si et seule-
ment si Re(λi ) < 0 tel que λi est une valeur propre de A.

Théorème 2.4. [22, 25] le système (2.6) est est dit stable si et seulement si les mineurs
principaux sont strictement positive.

Théorème 2.5. [22, 25] le système (2.6) est est dit asymptotiquement stable si et seule-
ment si les coefficients du polynôme caractéristique de la matrice A sont strictement po-
sitive.
ie :

P(A) = det (A−λI) = a0 +a1λ+ ...+an−1λ
n−1, ai > 0, i = ¯0,n −1

Théorème 2.6. [22, 25] le système (2.6) est est dit asymptotiquement stable si l’existe P
définie positive tel que :

ATP−PA < 0 (2.8)

Démonstration. le système (2.6) est asymptotiquement stable s’il existe une norme
‖x(t )‖ qui décroit strictement avec le temps.
prenons :

‖x(t )‖ = V(x(t )) = X∗(t )PX(t )

D’abord, on veux montrer que : V̇(x(t )) < 0 ∀t ∀x(0)
Alors,

V̇(x(t )) = Ẋ
∗

(t )PX(t )+X
∗

(t )PẊ(t )

Ceci dit que,

V̇(x(t )) = X
∗

(t )A
∗

PX(t )+X
∗

(t )PAX(t )

d’où,

V̇(x(t )) = X
∗

(t )(A
∗

P+PA)X(t )

Par conséquent, nous concluons que V̇(x(t )) est négatif si est seulement si l’existe P
définie positif tel que A∗p +pA est définie négatif.
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Démonstration. Nous savons que λ est une valeurs propre de A alors Nous avons,

Ax = λx

D’autre part nous savons que,

V̇(x(t )) = Ẋ
∗

(t )PX(t )+X
∗

(t )PẊ(t )

Alors,

V̇(x(t )) = X
∗

(t )λ̄PX(t )+X
∗

(t )PλX(t )

Et,

V̇(x(t )) = X
∗

(t )(λ̄P+Pλ)X(t )

Où,

V̇(x(t )) = X
∗

(t )(λ̄P+λP)X(t )

Ceci dit que,

V̇(x(t )) = X
∗

(t )(λ̄+λ)PX(t )

Et donc,

λ̄+λ< 0 car P > 0

Par conséquent,

Re(λ) < 0 car λ̄+λ = Re(λ)

Théorème 2.7. [22, 25] le système (2.7) est asymptotiquement stable si et seulement si
|λi | < 1 tel que les λi sont des valeurs propres de A.

Théorème 2.8. [22] le système (2.7) est asymptotiquement dit stable si l’existe P définie
positive tel que

ATPA−P < 0 (2.9)

Démonstration. le système (2.7) est stable s’il existe une norme ‖x(t )‖ qui décroit stric-
tement avec le temps.
prenons :

‖xk‖ = V̇k = X∗
k PXk

Afin de démontrer le théorème, il suffit de montrer que V̇k < 0 ∀t ∀V0

D’abord,
Vk = X∗

k PXk

Alors,
Vk+1 = X∗

k+1PXk+1
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Par la suite Nous trouvons que,

Vk+1 = X∗
k A∗PAXk

Calculons,
Vk+1 −Vk = X∗

k A∗PAXk −X∗
k PXk

D’où,
Vk+1 −Vk = X∗

k (A∗PA−P)Xk

Par conséquent, nous concluons que V̇k est négatif si et seulement si l’existe V définie
positif tel que A∗PA−P est définie négatif.

Démonstration. Nous savons que λi est une valeurs propre de A alors nous avons,

Ax = λx

D’autre part nous avons,

Vk+1 −Vk = X∗
k A∗PAXk −X∗

k PXk

En plus de ça,

Vk+1 −Vk = X∗
k λ̄PλXk −X∗

k PXk

Alors,

Vk+1 −Vk = X∗
k (λ̄Pλ−P)Xk

D’où,

Vk+1 −Vk = X∗
k (λ̄λP−P)Xk

Ceci dit que,

(λ̄λ−1)P avec P > 0

Par conséquent,

|λi | < 1 car λ̄iλi = |λi |

Exemple 2.1. Soit le circuit électronique RLC de la FIGURE (2.1) modélisé par la loi de
Kirchhoff pour finalement obtenir le système différentiel suivant :

e1 = (R1 +R2)i1 −R2i2 +L1
di1

d t
(2.10)

e2 = −R2i1 +R2i2 +L2
di2

d t
(2.11)

25



1. SYSTÈME 1D LINÉAIRE À TEMPS INVARIANT À DÉRIVÉE CLASSIQUE

FIGURE 2.1 – Exemple 1

En substituions,
d

d t

[
i1

i2

]
= A

[
i1

i2

]
+B

[
e1

e2

]
Alors,

A =

[
−R1+R2

L1

R2
L1

R2
L2

−R2
L2

]
, B =

[
1

L1
0

0 1
L2

]
En prenant R1 = 0.1,R2 = 0.2,L1 = 0,3 et L2 = 0,5 pour obtenir que,

A =

[−1 0.66
0.4 −0.4

]
Alors, nous trouvons que le système est positif car A est une matrice de Metzler. D’autre
part, nous avons :

λ ∈ {−1.29,−0.1
}

Par conséquent, le système est stable car Re(λ1) = −1.29 < 0 et Re(λ2) = −0.1 < 0.

Exemple 2.2. Considérons le circuit électrique de la FIGURE (2.2) définie par :

En utilisant la loi de Kirchhoff, nous obtenons le système définie par définie par :

e1 = (R1 +R2)i1 −R2i2 +L1
di1

d t
(2.12)

0 = −R2i1 + (R2 +R3)i2 −R3i3 +L2
di2

d t
(2.13)

e2 = −R3i2 +R3i3 +L3
di3

d t
(2.14)

En obtenons,

d

d t

i1

i2

i3

 = A

i1

i2

i3

+B

[
e1

e2

]
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FIGURE 2.2 – Exemple 2

Sachant que,

A =

−
R1+R2

L1

R2
L1

0
R2
L2

−R2+R3
L2

R3
R2

0 R3
L3

−R3
L3

 , B =


1

L1
0

0 0
0 1

L3


En prenant, R1 = 0.1,R2 = 0.4,R3 = 3,L1 = 0.7,L2 = 0.9 et L3 = 0.8. Nous substituons
que,

det (A) = −0.2381

Ainsi que,
λA ∈ {−7.3188,−0.8866,−0.0367

}
Par conséquent, nous déduisons que le système est positive car ai j ≥ 0,1 ≤ i , j ≤

3 pour i 6= j et stable car λi < 0 pour 1 ≤ i ≤ 3.

2 Système 1D linéaire à dérivée d’ordre non entier

Dans cette partie du chapitre nous intéressons aux problèmes représentés par des
systèmes d’ordre non entier. Pour commencer nous citons une définition de base qui
concerne la transformation de Lapalce. Par la suite nous nous basons sur la résolution
de ce type de problème afin de passer à l’étude de la positivité et la stabilité. Pour ce
faire, nous fondons cette partie sur les références suivantes [5, 7, 16, 23]

2.1 Système 1D linéaire d’ordre non entier à temps continue

Dans cette partie nous considérons le système de type :

c Dα
t x(t ) =

dαx(t )

dtα
= Ax(t )+Bu(t ),0 < α≤ 1 (2.15)

y(t ) = Cx(t )+Du(t ) (2.16)

avec A ∈ Rn×n+ ,B ∈ Rn×m+ , C ∈ Rp×n
+ et D ∈ Rp×m

+ tel que c Dα
t x(t ) représente le dé-

rivée d’ordre fractionnaire avec α > 0 au sens du Caputo, Notre objectif est basé sur
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l’étude de la positivité et la stabilité. Mais avant cela nous fondons sur la recherche de
la solution du système définie par :

x(t ) =ϕ0(t )x(0)+
∫ t

0
ϕ(t −τ)Bu(τ)dτ (2.17)

Sachant que,

ϕ0(t ) = Eα(Atα) =
∞∑

k=0

Ak tαk

Γ(αk +1)

Et,

ϕ(t ) =
∞∑

k=0

Ak tα(k+1)−1

Γ(α(k +1))

Démonstration. En appliquant la transformé de Laplace pour obtenir :

X(s) = L [x(t )] =
∫ ∞

0
x(t )e−st d t

Et,
L [Dαx(t )] = sαX(s)− sα−1x(0)

Alors,
X(s) = [In sα−A]−1[sα−1x(0)+BU(s)], U(s) = L [u(t )]

Donc,

[In sα−A]−1 =
∞∑

k=0
Ak s−(k+1)α

Ainsi que,

[In sα−A]

( ∞∑
k=0

Ak s−(k+1)α

)
= In

En substituons que,

X(s) =
∞∑

k=0
Ak s−(kα+1)x(0)+

∞∑
k=0

Ak s−(k+1)αBU(s)

En appliquent la transformé de Laplcae inverse afin de trouver que,

x(t ) = L −1[X(s)] =
∞∑

k=0
AkL −1[s−(kα1)x(0)]+

∞∑
k=0

AkL −1[s−(k+1)αBU(s)]

=ϕ0(t )x(0)+
∫ t

0
ϕ(t −τ)Bu(τ)dτ

Avec,

ϕ0(t ) =
∞∑

k=0
AkL −1[s−(kα1)] =

∞∑
k=0

Ak tαk

Γ(αk +1)

ϕ(t ) =
∞∑

k=0
AkL −1[s−(k+1)α] =

∞∑
k=0

Ak tα(k+1)−1

Γ(α(k +1))
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2.2 Système 1D linéaire d’ordre non entier à temps discret

D’abord avant d’entamer cette section nous définissons une notion très importante
concernant le système à temps discret

Définition 2.8. L’opérateur des différences finies est définies par la relations suivante :

∆n xi =∆n−1xi −∆n−1xi−1 =
n∑

k=0
(−1)k

(
n
k

)
xi−k

Pour i = 1,2,3, ..., n ∈Z et x ∈R Sachant que,(
n
k

)
=

n!

k !(n −k)
=

n(n −1)...(n −k +1)

k !

Et,

∆n xi =
k∑

j =0
(−1) j

(
n
k

)
xi− j

tel que, (
n
k

)
=

{
1 si k=0
n(n−1)...(n− j+1)

j ! si k=0,1,2,3,...

Définition 2.9. L’opérateur des différences fines de Grunwald et Letnikov à temps discret
est définie par la relation suivante :

∆αxi =∆α−1xi −∆α−1xi−1 =
α∑

k=0
(−1)k

(
α

k

)
xi−k

Pour i = 1,2,3, ..., α ∈R et x ∈R Sachant que,(
α

k

)
=

α!

k !(α−k)
=
α(α−1)...(α−k +1)

k !

Et,

∆αxi =
k∑

j =0
(−1) j

(
α

j

)
xi− j

tel que, (
α

j

)
=

{
1 si k=0
α(α−1)...(α− j+1)

j ! si k=0,1,2,3,...

Dans ce qui suit nous considérons le système 1D linéaire fractionnaire suivant :

∆αxk+1 = Axk +Buk ,0 < α≤ 1 (2.18)

yk = Cxk +Duk (2.19)

avec A ∈Rn×n est la matrice d’état, B ∈Rn×m , C ∈Rp×n , D ∈Rp×m .
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La solution de ce système est définie par :

xk+1 = Aαxk +
k+1∑
j =2

(−1) j+1
(
α

j

)
xk− j+1Buk

Avec, Aα = A+αin

Démonstration. Nous avons,

∆αxk+1 = xk+1 +
k+1∑
j =1

(−1) j
(
α

j

)
xk− j+1

xk+1 +
k+1∑
j =1

(−1) j
(
α

j

)
xk− j+1 = Axk +Buk

Alors,

xk+1 = Axk +
k+1∑
j =1

(−1) j+1
(
α

j

)
xk− j+1Buk

Donc,

xk+1 = (A+αin)xk +
k+1∑
j =2

(−1) j+1
(
α

j

)
xk− j+1Buk

Par conséquent,

xk+1 = Aαxk +
k+1∑
j =2

(−1) j+1
(
α

j

)
xk− j+1Buk

Avec, Aα = A+αin

Remarque 2.1. Nous remarquons que la solution obtenue représente une système discret
à retard.

2.3 Positivité des systèmes 1D linéaires d’ordre non entier

Dans cette section nous nous l’intéressons a ce type

Définition 2.10. le système (2.15) et (2.16) est dit positif si est seulement si x(t ) ∈ Rn+ et
y(t ) ∈Rm+ pour t ≥ 0, x0 ∈Rn+ et u(t ) ∈Rm+ .

lemme 2.2. Soit A ∈ Mn et 0 < α≤ 1 si et seulement si

ϕ0(t ) =
∞∑

k=0

Ak tαk

Γ(αk +1)
∈Rn×n

+ , t ≥ 0

ϕ(t ) =
∞∑

k=0

Ak tα(k+1)−1

Γ(α(k +1)
∈Rn×n

+ , t ≥ 0
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Démonstration. Si ϕ0(t ) ∈ Rn×n+ , ϕ(t ) ∈ Rn×n+ pour t ≥ 0 si est seulement si A est une
matrice de Metzler.
D’autre part, nous savons que A est une matrice de Metzler si et seulement si eAt ∈
Rn×n+ .
Prenons

ϕ0(t )−eAtα =
∞∑

k=0

(Atα)k

Γ(αk +1)
− A(tα)k

k !

tel que,
∞∑

k=0

(Atα)k

Γ(αk +1)
− Atα)k

k !
=

∞∑
k=0

k !−Γ(αk +1)

Γ(αk +1)
× A(tα)k

k !

Pour t ≥ 0 nous avons k ! ≥Γ(αk +1) ≥ 0 pour 0 < α≤ 1
D’autre part nous avons ϕ0(t ) ≤ eAtα ≤ 0 pour t ≤ 0
Par la suite nous passons a ϕ(t ) en démontrant que A et une matrice de Metzler si et
seulement si ϕ(t ) ∈Rn×n+ .
Par le même raisonnement nous obtenons :

ϕ(t )−eAtα =
∞∑

k=0

(Ak t (k+1)α−1

Γ(α(k +1)
− A(tα)k

k !

ϕ(t )−eAtα =
∞∑

k=0

Ak tαk tα−1

Γ(α(k +1)
− Ak tαk

k !

Alors,

ϕ(t )−eAtα =
∞∑

k=0

tα−1k !−Γ[(k +1)α]

Γ[α(k +1)]
× Ak tαk

k !

Nous remarquons que pour tout t ≥ 0 et 0 < α ≤ 1 que tα−1k ! ≥ Γ[(k + 1)α] ainsi que
ϕ(t ) ≥ eAtα ≥ 0. Par conséquent, A est une matrice de Metzler car eAtα .

Définition 2.11. le système (2.15) et (2.16) est dit positif si est seulement si A est une
matrice de Metzler et B,C,D sont des matrices définie positive càd : A ∈ Mn, B ∈ Rn×m+ ,
C ∈Rp×n

+ et D ∈Rp×m
+ .

Démonstration. Supposons que A ∈ Mn , B ∈Rn×m+ , C ∈Rp×n
+ et D ∈Rp×m

+ pour prouver
que le système (2.15),(2.16) est positif. D’abord, nous savons que :

x(t ) =ϕ0(t )x(0)+
∫ t

0
ϕ(t −τ)Bu(τ)dτ

D’après le lemme (4.1), si A ∈ Mn alors ϕ0 ∈Rn×n+ et ϕ(t ) ∈Rn×n+ pour tout t ≥ 0.
Supposons que A ∈ Mn et B ∈Rn×m avec u ≥ 0 et x(0) ≥ 0 pour tout t ≥ 0 alors x(t ) ∈Rn+
pour t ≥ 0.
Par le même raisonnement nous déduisons que y(t ) ∈ Rn+ pour C ∈ Rp×n et D ∈ Rp×m

avec t ≥ 0.
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D’autre part nous supposons que le système est positif a pour but de prouver que A ∈
Mn, B ∈Rn×m+ , C ∈Rp×n

+ et D ∈Rp×m
+ . Pour commencer nous avons,

c Dα
t x(t ) = Ax(t )+Bu(t ),0 < α≤ 1

y(t ) = Cx(t )+Du(t )

En supposons que u(t ) = 0 et x(0) = ei (i éme colonne de la matrice identité In) afin
d’obtenir :

c Dα
t x(0) = Ax(0) = Aei ≥ 0

Ce qui prouve que ai j ≥ 0 pour i 6= j , alors A est une matrice de Metzler. Pour la même
raison nous supposons que x(0) = 0 pour trouver que :

c Dα
t x(0) = Bu(0) ≥ 0

Ceci dit que B ≥ 0 car u(0) ≥ 0.
En passant par le même raisonnement nous supposons que u(t ) = 0 pour t ≥ 0 pour
obtenir y(0) = cx(0) afin de prouver que C ≥ 0 car x(0) ≥ 0. Par la suite nous prenons
x(0) = 0 pour trouver que D ≥ 0 car y(0) = Du(0) ≥ 0 et u(0) ≥ 0.
D’où le résultat.

Définition 2.12. Les systèmes (2.18) et (2.19) sont dite positifs si et seulement si xk ∈
Rn+,yk ∈Rp

+, x0 ∈Rn+ et uk ≥∈Rm+ pour k =Z+

Définition 2.13. le système fractionnaire discret (2.18),(2.19) est dit positif si et seule-
ment si les matrices A, B,C et D sont définies poritives c-à-d : A > 0,B > 0,C > 0 et D > 0.

Exemple 2.3. Soit le système fractionnaire et avec 0 < α≤ 1

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, x(0) =

(
1
1

)
Et,

u(t ) =

{
1 si t>0

0 si t<0

En utilisant les formules et , nous avons :

ϕ0(t ) =
∞∑

k=0

Ak t kα

Γ(kα+1)
= I2 + Atα

Γ(α+1)

ϕ(t ) = I2
tα−1

Γ(2α)
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Avec,

Ak =

(
0 1
0 0

)k

=

(
0 0
0 0

)
, k = 2,3, ...

D’autre part, nous savons que :

x(t ) =ϕ0x(0)+
∫ t

0
ϕ(t −τ)Bu(τ)dτ

En prenant u(t ) = 1 la solution devient :

x(t ) = x(0)+ Atαx(0)

Γ(α+1)
+

∫ t

0

B(t −τ)α−1

Γ(α+1)
+ AB(t −τ)2α−1

Γ(2α)

x(t ) = x(0)+ Atαx(0)

Γ(α+1)
+ Btα

Γ(α+1)
+ ABt 2α

Γ(2α+1)

Par conséquent,

x(t ) =

(
1
1

)
+ tα

Γ(α+1)

(
0 1
0 0

)(
1
1

)
+ tα

Γ(α+1)

(
0
1

)
+ t 2α

Γ(2α+1)

(
0 1
0 0

)(
0
1

)
Comme A ∈ Mn (ai j ≥ 0 pour i 6= j ) et B ∈ R2+ alors nous concluons que le système est
positif d’après la définitions (3.4).

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons défini les systèmes 1D linaire à temps continu et à
temps discret. Par la suite nous avons étudiés les différents critères de positivité et de
stabilité de ce type des systèmes. Les résultats obtenus sont basés sur la stabilité au
sens de lyaponov en remarquant que la positivité joue une rôle très important pour
assurer la stabilité à ce sens cité. Dans ce qui suit, nous avons étudiés la positivité et la
stabilité d’une nouvelle classe des systèmes pour visualiser de prés la différence entre
l’étude de la positivité avec une dérivée classique et une dérivée d’ordre non entier.
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Chapitre 3

Système linéaire d’ordre fractionnaire
conforme

Dans cette partie du chapitre nous présentons une nouvelle dérivée fractionnaire
qui est dite la dérivée d’ordre fractionnaire conforme et qui est inventé par R.Khalil,
M.Al Horani, A.Yousef et M.Sababheh.Cette nouvelle définition est une extension natu-
relle de la dérivée usuelle, et elle satisfait les quatre premières propriétés mentionnées
ci-dessous. Cette définition coïncide avec la dérivée fractionnaire sur les polynômes.
Dans ce qui suit nous allons faire une étude de solvabilité ainsi que nous introduirons
un lien entre le cas continue et le cas discret de cette dérivée. Dans cette partie du
travail nous nous basons sur les références [1, 8, 20, 24]

1 Dérivée fractionnaire conforme

Définition 3.1. Soit f : [0,∞[→R pour tout t > 0. La dérivée fractionnaire conforme est
défini par :

dα f (t )

d t
= lim
ε→0

f (t +εt 1−α)− f (t )

ε
, pour t > 0 et α ∈ [0,1] (3.1)

Remarque 3.1. [20] Si f ets une fonction α-différentiable au point (0,a) avec a>0 et
limt→0+ f α(t ) existe alors :

f α(0) = lim
t→0+

f α(t )

Théorème 3.1. Soit f : [0,∞[→Rune fonctionα-différentiable pour tout t0 > 0,α ∈ [0,1]
alors f est une fonction continue en t0

Démonstration. Pour démontrer ce théorème il suffit que :

lim
h→0

f (t0 +h) = f (t0)

D’abord, nous savons que :

f (t +εt 1−α)− f (t ) =
f (t +εt 1−α)− f (t )

ε
ε
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1. DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE CONFORME

Et,

lim
ε→0

f (t +εt 1−α)− f (t ) = lim
ε→0

f (t +εt 1−α)− f (t )

ε
lim
ε→0

ε

En prenant h = εt 1−α
0 pour obtenir,

lim
h→0

[ f (t0 +h)− f (t0)] = f α(t0).0

Ce qui implique,
lim
h→0

f (t0 +h) = f (t0)

Par conséquent, f est continue en t0.

Propriété 3.1. Soit α ∈ [0,1] et f,g sont des fonctions α-différentiable au point a pour t>0
alors,

1. dα

d t (α f +βg ) = αdα f
d t +βdαg

d t , pour a,b ∈R.

2. dα

d t (t p ) = pt p−α, pour p ∈R.

3. dαλ
d t = 0, pour f oncti onconst ante f (t ) = λ.

4. dα

d t
f
g =

g dα f
d t − f dαg

d t
g 2 .

5. Si nous utilisons la définition de la dérivée fractionnaire conforme, nous obtenons

que : dα f
d t (t ) = t 1−α d f

d t (t ).

Démonstration. Soit α ∈ [0,1] et f,g deux fonctions α-différentiable au point t > 0,
alors :

dα

d t
= lim
ε→0

f (t +εt 1−α)g (t +εt 1−α)− f (t )g (t )

ε

Alors,

dα( f g )

d t
= lim
ε→0

f (t +εt 1−α)g (t +εt 1−α)+ f (t )g (t +εt 1−α)− g (t )g (t +εt 1−α)− f (t )g (t )

ε

Donc,

dα( f g )

d t
= lim
ε→0

f (t +εt 1−α)− f (t )

ε
g (t +εt 1−α)+ f (t ) lim

ε→0

g (t +εt 1−α)− g (t )

ε

Par conséquent,

dα( f g )

d t
=

dα f (t )

d t
lim
ε→0

g (t +εt 1−α)+ f (t )
dαg (t )

d t

Comme g est une fonction continue donc limε→0 g (t + εt 1−α) = g (t ). Alors nous dédui-
sons que la 4eme propriété est vérifiée .
En passant a la 6eme propriété où nous avons,

dα f (t )

d t
= lim
ε→0

f (t +εt 1−α− f (t )

ε
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Pour h = εt 1−α nous obtenons :

dα f (t )

d t
= lim

f (t +h)− f (t )

htα−1

Et,
dα f (t )

d t
= lim

f (t +h)− f (t )

h

Alors,
dα f (t )

d t
= t 1−αd f

d t
(t )

D’où le résultat.

Théorème 3.2. si f : [0,∞[→R est une fonction α-différentiable pour t0 > 0, α> 0 alors
f est continue en t0.

Démonstration. Nous veuillons démontrer la continuité de f. D’abord, nous savons
que :

f (t0 +εt 1−α)− f (t0) =
f (t0 +εt 1−α)− f (t0)

ε
ε

alors,

lim
ε→0

f (t0 +εt 1−α)− f (t0) = lim
ε→0

f (t0 +εt 1−α)− f (t0)

ε
lim
ε→0

ε

Pour h = εt 1α
0 , nous obtenons :

lim
h→0

[ f (t0 +h)− f (t0)] = f α(t0).0

Ce qui implique que,
lim
h→0

f (t0 +h) = f (t0)

Par conséquent f est une fonction continue en t0.

Définition 3.2. Soit α ∈ [n,n +1] et f est n-différentiable pour tout t > 0, alors la dérivée
fractionnaire conforme de la fonction f d’ordre α est définie par :

Dα f

d t
(t ) = lim

ε→0

f dαe−1(t +εt (dαe−α))− f dαe−1(t )

ε

Sachant que dαe = α+1.

Remarque 3.2. D’après la définition précédente, nous déduisons que :

dα f (t )

d t
= t (dαe−α) f dαe(t )

sachant que f est une fonction (n +1)-différentiable pour α ∈ [n,n +1], n ∈N et t > 0.
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2. L’APPROXIMATION DES SYSTÈMES 1D LINÉAIRES FRACTIONNAIRE AU SENS DE
LA DÉRIVÉE CONFORME

2 L’approximation des systèmes 1D linéaires fractionnaire
au sens de la dérivée conforme

Dans cette partie du chapitre, nous nous intéressons à travailler su le système défi-
nie par :

dα f (t )

d t
= Ax(t )+Bu(t ), pour t > 0 et α ∈ [0,1] (3.2)

Sachant que,
dα f (t )

d t
= lim
ε→0

f (t +εt 1−α)− f (t )

ε

A pour but de déduire un lien entre le cas continue et la cas discret. Pour démontrer
ce passage nous avons besoin d’une approximation de la dérivée d’ordre fractionnaire
en utilisant la méthode des différences finie ainsi que la remarque (3.2).
D’abord, pour 0 < α< 1 nous avons :

Dαx(t ) = t 1−αx
′
(t )

Donc,
t 1−αx

′
(t ) = Ax(t )+bu(t )

En prenant t = t0 + i h avec t0 = 0,

xi+1 −xi

h
= (i h)α−1Axi + (i h)α−1Bui

Alors,
xi+1 = xi +h[iα−1hα−1Axi + iα−1hα−1Bui ]

Ceci dit que,
xi+1 = xi + iα−1hαAxi + iα−1hαBui

Par conséquent,
xi+1 = Ãxi + B̃ui (3.3)

Alors nous déduisons que le système obtenue est un système 1D à temps discret
variant ainsi que :

Ãi = iα−1hαA+ In

B̃i = iα−1hαB

D’après la solution du problème (3.2) nous déduisons que le système (3.2) est po-
sitif si et seulement si Ã et B̃ sont des matrices définies positives pour toute condition
initiale positive c-à-d : Ã > 0, ˜B > 0, x0 > 0 et u0 > 0 . D’autre part, dans cette partie nous
avons introduis une relation entre le système linéaire continue à dérivée d’ordre frac-
tionnaire conforme et (3.2). Mais sous quelle conditions le système (3.2) restera positif.
Supposons que (3.2) est positif alors Ã > 0 et B̃ > 0. Nous remarquons que,

B̃i = iα−1hαB > 0

37



3. COMPARAISON ENTRE LA DÉRIVÉE D’ORDRE FRACTIONNAIRE CONFORME ET
LA DÉRIVÉE D’ORDRE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIMAN-LIOUVILLE AINSI
QU’AU SENS DE CAPUTO

Car iα−1 > 0,hα > 0 et B > 0, reste à savoir les conditions pour que Ã soit positif.

Ãi = iα−1hαA+ In ≥ 0

Nous savons que ãnk > 0 pour n 6= k car : iα−1hαai j +0 > 0 puisque A est une matrice
de Metzler.
En passant au cas où n = k. Nous concluons deux cas :
1er cas où ann ≥ 0 alors ãnn ≥ 0.
2eme cas où ann < 0 alors :

iα−1hαann +1 ≥ 0 ⇒ iα−1hαann >−1

⇒ hα < −1

iα−1ann
, car ann < 0

Alors,

hα < 1

iα−1|ann |
, ∀n

Donc,

hα < 1

iα−1max(|ann |))
, ∀n

De même nous avons, t = t0 + i h = i h pour t = [0,T f ] et i ∈ 1,2, ...imax .
Par conséquent,

hα < i 1−α
max

max(|ann |)

h <
(

i 1−α
max

max(|ann |)
) 1
α

3 Comparaison entre la dérivée d’ordre fractionnaire conforme
et la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riman-
Liouville ainsi qu’au sens de Caputo

Toutes les définitions incluant la définition de Riemann-Liouville et Caputo satis-
font la propriété qui dit que la dérivée fractionnaire est linéaire. Ceci est la seule pro-
priété héritée de la première dérivée de toute les définitions proposées. Cependant, ce
qui suit sont les inconvénients des définitions restantes :

1. La dérivée Riemann-Liouville ne satisfait pas Dα
a(1) = 0(Dα

a(1) = 0 pour la dérivée
de Caputo), Si alpha n’est pas un nombre naturel.

2. Toutes les dérivées fractionnelles ne satisfont pas la formule connue de la dérivée
du produit de deux fonctions :

Dα
a( f × g ) = f Dα

a(g )+ g Dα
a( f )
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4. POSITIVITÉ DES SYSTÈME 1D LINÉAIRES À DÉRIVÉE CONFORME

3. Toutes les dérivées fractionnelles ne satisfont pas la formule connue du quotient
des deux fonctions :

Dα
a

f

g
=

g Dα
a( f )− f Dα

a(g )

g 2

4. Toutes les dérivées fractionnelles ne vérifient pas la règle de la composition des
deux fonctions :

Dα
a( f ◦ g )(t ) = f α(g (t ))gα(t )

5. Toutes les dérivées fractionnelles ne satisfont pas la règle du semi-groupe en gé-
néral.

6. La définition de Caputo assume que la fonction f est différentiable.

Théorème 3.3. [8] Nous considérons le système (3.2) linéaire à dérivée d’ordre fraction-
naire conforme définie par :

Dαx(t ) = Ax(t )+Bu(t ),0 < α< 1

Sachant que A ∈Rn×n . Alors le système (.) admet une unique solution définie par :

x(t ) = eA
(t−t0)α

α x0 +eA
(t−t0)α

α

∫ t

t0

eA
(s−t0)α

α f (s)(s − t0)α−1ds (3.4)

4 Positivité des système 1D linéaires à dérivée conforme

le reste de cet travail est basée sur la références suivantes [24].

Définition 3.3. Le système (3.2) est dit positif si est seulement si x(t ) ∈ Rn+, y(t ) ∈ Rp
+

pour tout x0 ∈Rn+ et u(t ) ∈Rm+ , t ≥ 0.

Théorème 3.4. Le système (3.2) est dit positif si est seulement si A ∈ Mn , B ∈R×+

Démonstration. Avant d’entamer la partie du preuve, nous rappelons que e
A
α tα ∈ Rn×n+

pour tout t ≤ 0, 0 < α< 1 si et seulement si A ∈ Mn .(démonstration dans le chapitre2).
D’abord pour commencer nous supposons que A ∈ Mn et B ∈Rn×m+ sachant que :

x(t ) = e
A
α tαx0 +

∫ t

0
e

A
α (tα−τα)Bu(τ)(τ)α−1dτ

Comme e
A
α tα ∈ Rn×n+ pour t ≤ 0 car A ∈ Mn et B ∈ Rn×m+ , x0 ∈ Rn+,u(t ) ∈ Rp

+ alors x(t ) ∈
Rn+. D’autre part, nous supposons que x(t ) ∈ Rn+, x0 ∈ Rn+,u(t ) ∈ Rp

+ pour t ≤ 0. Nous
affectons x0 le vecteur ei et a u(t ) le vecteur nul, nous obtenons :

dαx(t )

d tα
= Aei ∈Rn

+

Pour i 6= j , nous substituons que ai j ≤ 0 alors nous concluon que A est une matrice de
Metzler. Pour la même raison, nous prenons x0 = 0 afin d’obtenir,

dαx(t )

d tα
= Bu(0) ∈Rn

+

Ceci dit que B ∈Rn×m+ d’où le résultat.
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5. STABILITÉ DES SYSTÈME 1D LINÉAIRES À DÉRIVÉE CONFORME

5 stabilité des système 1D linéaires à dérivée conforme

Considérions le système suivant :

d x(t )

d tα
= Ax(t ), x(0) = x0 ∈Rn

+ (3.5)

Sachant que x(t ) ∈Rn+ pour t ≤ 0 et A ∈ Mn

Définition 3.4. le système (3.5) est dit asymptotiquement stable si et seulement si

lim
t→∞x(t ) = 0, pour x0 ∈R+

Théorème 3.5. le système (3.5) est dit asymptotiquement stable si et seulement s’il existe
un vecteur positif λT = [λ1,λ2, ...,λn], λk > 0 pour k = 1, ...,n sachant que : Aλ< 0.

Théorème 3.6. le système (3.5) est dit asymptotiquement stable si et seulement si les
coefficients du polynôme caractéristique sont strictement positif c-à-d :

det [A−λIn] = anλ
n +an−1λ

n−1 + ...+a1λ+a0

Avec, ak > 0 pour k = 0,1, ...,n

Théorème 3.7. le système (3.5) est dit asymptotiquement stable si et seulement si les
mineurs principaux de la matrice Ā = −A sont strictements positifS.

Exemple 3.1. Considérons le système :

A =

−2 1 0
1 −3 1
1 0 −2

 ,B =

2 3 0
0 4 1
2 1 1


D’abord, nous remarquons que ce système est positive car A ∈ M3 et B ∈R3+. D’autre part,
d’après le théorème (3.4) pour que ce système soit asymptotiquement stable alors il suffit
de prendre un vecteur λ définie positif par exemple : λT = [1 1 1] c-à-d :

Aλ =

−2 1 0
1 −3 1
1 0 −2

1
1
1

< 0

d’où le résultat.

Remarque 3.3. les critères de stabilité asymptotique des systèmes à dérivée d’ordre frac-
tionnaire au sens de Caputo et d’ordre fractionnaire conforme sont semblable.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons définie une nouvelle dérivée dite dérivée d’ordre frac-
tionnaire conforme. Dans ce qui suit, nous avons considérés un nouveau système à
dérivée conforme afin d’étudier sa positivité et sa stabilité.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous somme intéressés à l’étude de la positivité des sys-
tèmes 1D linéaire à dérivée classique et d’ordre fractionnaire au différents sens.

Nous avons consacrés la première partie de ce travail pour se rappeler des notions
principales de la théorie des matrices et la théorie de la dérivation d’ordre fraction-
naire. Dans ce qui suit, nous avons définis les différents classe des systèmes cités en
dessus pour faire caractériser les différentes critères de positivité et de stabilité.

Dans la deuxième partie, nous nous somme intéressé à une nouvelle classe des sys-
tèmes dite système 1D linéaire d̀érivée d’ordre non entier conforme où nous avons ci-
tée la particularité de cette dérivée dans la partie comparaison entre les dérivée d’ordre
fractionnaire. Parmi les avantages de cette dérivée, ça nous donne l’opportunité de
passer des systèmes à temps continue a des systèmes à temps discret en utilisant la mé-
thode des différences finies. Enfin, nous avons étudiés la positivité et la stabilité d’une
nouvelle classe des systèmes 1D linéaire à dérivée d’ordre fractionnaire conforme.

les résultat obtenue dans l’étude de cette classe des systèmes peut nous généraliser
l’étude de la pisitivité et la stabilité du reste des systèmes à dérivée d’ordre non entier.
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Résumé 

 

Dans ce travail, nous avons étudiés la positivité et la stabilité des systèmes 

1D linéaire à temps invariant à dérivée classique et à dérivée d'ordre non entier 

en passant par l'étude de la solvabilité de ces derniers. Dans ce qui suit, nous 

avons définis une nouvelle classe des systèmes dites système 1D linaire à dérivée 

d'ordre fractionnaire conforme afin de faire une analyse de positivité et de 

stabilité. 

 

Through the research of the solvency of the latter, we investigated the 

positivity and stability of linear 1D systems with invariant time, classical 

derivative, and not integer order derivative. to undertake an analysis of positivity 

and stability, we have developed a new class of systems called 1D linear systems 

with fractional order conformable derivative. 

 

 1Dمن خلال البحث في الملاءة المالية لهذه الأخيرة، قمنا بالتحقيق في الإيجابية والاستقرار للأنظمة       

تسمى الأنظمة فئة جديدة من   قمنا بتطوير  صحيح.غير ومشتق  مشتق الكلاسيكيب الخطية مع الوقت الثابت

لإجراء تحليل الإيجابية  ريترتيب كسدو مع مشتقة قابلة للتوافق  أنظمة خطية

                                                                                                                    .والاستقرار
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