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Théoremes du Point Fixe et Applications aux Equations

Différentielles Fractionnaires

Résumé

Les théoremes de points fixes sont des outils tres utiles dans la résolution des équations
différentielles pour montrer I'existence et I'unicité de solutions pour divers types
d'équations.

Dans ce manuscrit :

1- On a étudié une classe d'équations fractionnaires non linéaires. On a donc présenté
une étude sur l'existence et l'unicité de la solution du systeme considéré. La
démonstration du résultat obtenu est basée sur le Théoreme du point fixe de
Banach. Pour illustrer le résultat obtenu, on a présenté une application.

2- On a présenté d’autre résultat qui porte sur la stabilité au sens d’Ulam-Hyers de
solution du probleme considére.

Mots-clés: Dérivée au sens de Caputo, point fixe, existence et unicité, stabilité au sens
d’Ulam-Hyers.
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Notations

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

N* : Ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

R : Ensemble des nombres réels.

R* : Ensemble des nombres réels non nuls.

R : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

R’ : Ensemble des nombres réels positifs et non nuls.

[a, b] : Intervalle fermé de R d’extrémités a et b.

(a, b] : Intervalle semi-ouvert de R d’extrémités a et b.

(a, b) : Intervalle ouvert de R d’extrémités a et b.

C([a, b],R) : Espace des fonctions continues de [a, b] a valeurs dans R.
|.lloo : Norme infinie.

I.lx : Norme de I'’espace X.

I'() : Fonction Gamma d’Euler.

B(,,.) : Fonction Béta d'Euleur.

D™(ou ”Zi—?) : Dérivée d’ordre m.

fU™ : Dérivée m-ieme de f.

I% : Intégrale fractionnaire de Riemann-Lioville d’ordre a > 0.

RLDY : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Lioville d’ordre a > 0.
CDY: Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0.

iv



Introduction

Les théoremes de points fixes sont des outils trés utiles dans la résolution des équa-
tions différentielles pour montrer I'existence et!'unicité de solutions au divers types d’équa-
tions. L'analyse non linéaire comme une branche autonome des mathématiques a été éla-
boré dans les années 1950 par des mathématiciens, comme Browder, une combinaison de
I'analyse fonctionnelle et I'analyse variationnelle.

Cependant, les premiers résultats avaient déja été obtenus dans les années 1920, les
résultats non linéaires sont applicables a un large un domaine donné. Plusieurs problemes
en physique, chimie, biologie, economie a des modeles non linéaires. L'équations diffé-
rentielles et intégrales, les problemes d’optimisation générale.

La qualité ainsi que le montant de la recherche de la théorie des point fixe dans l'es-
pace métrique a grandement augmenté dans les années 1970.(voir[1]).

Lhistoire de I’équations différentielles a commencé avec I'invention du calcul par
Newton et Leibnitz (1671) sont constituent une des branches les plus fertiles des mathé-
matiques.

Les équations différentielles fractionnaires (EDFs) apparaissent naturellement dans
différents domaines scientifiques comme la physique, I'ingénierie, la médicine, I’électro-
chimie, la théorie du controle, etc...

Lefficacité de ces équations dans la modélisation de plusieurs phénomenes du monde
réel a motivé beaucoup de chercheurs a étudier leurs aspects quantitatifs et qualitatif. La
théorie et les applications du calcul fractionnaire se sont considérablement développées
au cours du 19%™€ et 20°™ sigcles, et de nombreux contributeurs ont donné des défini-
tions pour les dérivées fractionnaires et les intégrales.

I’étude de ce type d’équations différentielles estliée al’étude des phénomene naturels.

Organisation Du MEMOIRE

Le mémoire est composé de trois chapitres :

Chapitre 1 : Préliminaires.

Le premier chapitre correspond a une élément mathématiques ,et quelques approches
sur les dérivées fractionnaires utiles.

Chapitre 2 : Unicité des solutions pour un Systeme Non Linéaires d’ordre Fraction-
naire.

Ce chapitre va présenter 'unicité de la solution pour un systémes non linéaire aux dé-
rivées d’ordre fractionnaire. La démonstration des nouveaux résultats sera basées sur le
Théoreme du point fixe de Banach. On va présenter ce chapitre par une application, pour
illustrer les résultats.

Chapitre 3 :Existence des solutions pour un Systéme Non Linéaires d’ordre Fraction-
naire.

Ce chapitre On présente un résultat sur I'existence d'une solution au moins du pro-
bleme considéré. La démonstration des nouveaux résultats sera basées sur le Théoreme
du point fixe de Schaefer.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques connaissances sur la théorie du calcul frac-
tionnaire. On conclut le chapitre par une section réservée aux différents théoremes des
points fixes.

1 Fonctions élémentaires du calcul fractionnaire

Dans cette section, nous introduisons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utili-
sées ultérieurement. Apres, on présente I'intégrale de Riemann-Liouville et dérivées frac-
tionnaires, voir [13, 14, 22, 23].

1.1 Lafonction Gamma

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-
1783) dans cet objectif de généraliser la factorielle des valeurs non entiéres. Plus tard,
en raison de sa grand importance, elle a été étudiées par d’autres éminents mathémati-
ciens comme Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Chri-
toph Gudermann (1798-1852) Joseph Liouville (1809-1882), Karl Weierstrass (1815-1897),
Charles Hermite (1822-1901) et beaucoup d’autres. La fonction Gamma appartient ala ca-
tégorie des fonctions transcendantes spéciales et nous verrons que certaines constantes
mathématiques célebres se produisent dans son étude. Elle apparait également dans di-
vers domaines, comme les séries asymptotiques, I'intégration définie, série hypergéomé-
trique, fonction zéta de Riemann, théorie des nombres (voir [22]).

Définition 1.1 [13, 14, 22, 23]

L'une des fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire est la fonction Gamma
d’Euler I (.) qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réel, et méme aux nombres
complexe. Pour z € C tel que Re(z) > 0, on définit la fonction Gamma par :

+00
F(z):f e 't* Ydt, z> 0;Re(z) > 0. (1.1)
0

Avec I'(1) =1, I(04) = +o0, I(2) est une fonction strictement décroissante pour

O<z=1l.

La fonction Gamma I’ posséde une propriété importante donnée par la relation de ré-
currence suivante :



1. FONCTIONS ELEMENTAIRES DU CALCUL FRACTIONNAIRE

I(z+1)=2zI(2),z>0,

qui se démontre par une intégration par parties, en effet :

+00
Iz + 1):/ e_tt(“l)_ldt:f
0 0

+00

e tPdt = [—tze_t]goo+zf
0

La fonction Gamma d’Euler généralise la fonction factorielle car :

In+1)=n!,neN".

Exemple 1.1 On montre maintenant que I\ (%) = /7.

De la définition (1.1) on a:
1 +00
rg)=[etrtar
2 Jo
Sion pose ¢ = y?, alors dt =2ydy, et on obtient maintenant
1 +00
F(—):2f e'yzdy.
2 0
De fagon équivalente, on peut écrire :
1 +00
F(—):Zf e_xzdy.
2 0

Si on multiplie ensemble (1.6) et (1.7) on obtient :

117 oo oo 2,2
F(E)] :4_[0 fo eV dxdy.

+00

(1.2)

e 't Ydr=zI(z).
(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

L'équation (1.8) est une intégrale double, qui peut étre évaluée en coordonnées po-

laires pour obtenir

2 T o
[r(l)] :4[2f e " rdrdo=n.
2 o Jo

Ainsi, [13) = v/
1.2 Lafonction Béta d’Euler

La fonction Béta est définie par l'intégrale suivante :

1
B(x,y) ::f A-0*1' tde,x, yeR,.
0

(1.9)

(1.10)

La fonction de Béta d’Euler peut étre aussi définie en termes de la fonction Gamma :

I(x)1(y)

T Y R,.
Ix+y) By ERy

B(x,y) =

(1.11)
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2 Dérivée et intégrale fractionnaires

Dans cette section, on cite quelques définitions et résultats du calcule fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville, on va commencer par la définition de I'intégrale de Riemann-
Liouville. Ensuite, on va présenter deux dérivées de Riemann-Liouville et celle de Caputo.
Voir de [13, 14, 22, 23].

2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est basée sur la formule de l'intégrale
répétés n fois qui est données par :
1
(n-1)!

En généralisant la formule(1.12) a un ordre a réel positif et en remplacant la "fonction
factorielle" par la fonction Gamma. On a donc la définition suivante :

t
1"f(t) = f (t—9)" 1 f(s)ds, neN*, (1.12)
a

Définition 1.2 [14] Soit f : [a, b] — R. L'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
de fcontinue sur de f continue sur[0,00), d’ordre a avec a = 0 est définie par la formule sui-

vante: X . 1
T Jat= 97 f(9)ds,a>0,£ 20,

f),a=0,t=0.

ol a est un nombre réel ou complexe.

Définition 1.3 [10, 14] l'opérateur d’ordre intégral fractionnaire de Riemann-Liouville a >
0, pour une fonction continue f sur[0,00) est défini comme :

T JH=99"1f(9)ds, 9>0,
f@, ¢=0,
oitt=0, et I'(¢) = [ e *x? dx.

J“’f(t):{

Exemple 1.2 (Intégrales fractionnaires de quelques fonctions usuelles)

Soit la fonction f(#) = (t—a)"” o n> -1,

a n_ 1 ! a—1 n
I,(t—a) _F((x)fa(t ) (s—a)'ds. (1.14)

Pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variables
s=a+(t—-arT,

o n _ (t_a)n+a ! a-1_n
I,(t—a)” = T fo(l )% s"ds, (1.15)
MB(O{ n+1)
F((x) ) )

(t—a)" " " N (n+1)
INa) TIMoa+n+1)’

I'n+1)

_ __\nta
a F((x+n+1)( A



2. DERIVEE ET INTEGRALE FRACTIONNAIRES

En prenanta=0.5,7=1,a=0, on obtient :
os,_ 1@

- 1.16
0 T nes) (1.16)
Proposition 1.1 soit f,g € C([a, b],R), etA;,A\2 e R.Poura>0,>0,0na:
(@) g\ f(0) +A28(0) = I3 f (1) + A1 g (1).
(b) :12;1ﬁ Fo=12"Prw.
(©) 19 (1) = 1‘310‘ a £ ().
Preuve. soienta >0, >0, f,g € C([a, b],R), et \;,A2 € R.
Pour (a) la démonstration on applique la Définition (1.13), on obtient :
1 t
IGALf(8) +A2g(1) = —f (1= )" ALf () + Aog(s))ds, (1.17)
I Ja

" T )f (t—$)% 1f(s)ds+mf (t—9)%1g(s)ds,

= MISF(D)+A058(0).

Pour (b) la démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction Beta. En
effet,

@@ = T f (t— % (@b risnds, (1.18)
_ _ aa-1 s _\p-1
— —F(a)F(ﬁ)f(t s) (f (t—1P " f(vdt)ds,
— a-1 p-1
" Ta )F(ﬁ)f f(‘r)([ (t=9)"" " (t—-1)° "ds)dr,
en posant,
S—T
=" (1.19)
r—T
D’ou,
t 1
f(t—s)“‘l(s—ﬂﬁ‘lds = (t—r)‘“ﬁ‘lf (1-x)%1xP"1gs, (1.20)
T 0

(t—1*P 1B, p),

= 0 e
En remplacant (1.20) dans (1.18), on aura :
t
155 £ (1) = TP fo (t— P FndT =12 £ (). (1.21)

Maintenant pour démonterer (c) en utilisant la propriété précédente (b) Alors :

2@ o) =12 r =10 =10 F(0).
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2.2 Dérivation Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4 [13, 14] Soit fune fonction intégrable sur [a, t]. Alors la dérivée fractionnaire
d’ordre a.

(m—1<a < m) au sens de Riemann-Liouville est définie par :
1 am
I'lm—-a) dt™
m

dtm

t
f (-1 f(1)dn, (1.22)

Iz f@).

Exemple 1.3 Dans cet exemple on va calculer la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville de la fonction f(t) = (t — a)® Soientm—-1<a<metp>—1.Alorsona:

RLpe(r—@)f = D™ %r—a)P (1.23)
1 anm ! m—o—1 p
= mmf (t—T1) (t—a)dr. (1.24)

En effectuant le changement de variables T = a + s(f — a) on obtient :

1 dm 1
RLya o _ m—o+p m—-a-1_p
D, (t— = —— —(t— 1- ds, 1.25
o(t—a) F(m—a)dtm( a) fo( s) stds (1.25)
p(m—a,p+1) o
- P,
I'im-a) (t-a)
(1.26)
Ensuite, en utilisant la relation de dérivation classique :
dm
W(t—a)p = p(p-D..(p-m+1), (1.27)
I 1
L(l‘_a)p_m’
I'lp-m+1)
on obtient, o
B+1 _
RLH« o _ p-a
DY (t— = (t—- . 1.28
a(t—a) F(B—(x+1)( a) ( )

Remarque 1.1 En générale, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’'une
constante n'est pas nulle ni constante, mais elle est définie par :

Rlpac = (t—a)7P. (1.29)

I'i-p)

Proposition 1.2 Soient m—1 < a < m,(m € N*), f € C([a, b],R). Alors, l'opérateur *“D%
possede les propriétés suivantes :

(a) Lopérateur *'D® est linéaire.

(b) "'DEIGf (1) = ().

s RLyaya _ _vm-1,. 1+ _ njta—m
(c) Si*DyI f () =0,alors f (1) = ic0 Cj F(j+(x+1—m)(t a) ,
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(¢}) j=0,..,m-1 ER.
Preuve. Soienta € (n—1,n),neN* et f € C([a, b],R).

(@ VAL, A2eR,Vf,geC(la,b],R),ona:
RLDIAL £ (1) + Aag(0) = DI %A\ f(£) + A2 g(2)). (1.30)

D’aprés la proposition (a), on a:

RLDY L f (1) + Nag (1) MDD £ (£) + A, D™ g (1),

MDY F(1) + AN DY g (1).

(b) En appliquant la Définition (1.22), et en basant sur la propriété classique

RLpmym £(4) = £(1). (1.31)
On obtient,
RLDA% £(1) = D™ 1% (1), (1.32)
D’aprés la proposition (b), on a:
RLDA® £(g) = D™IM™ % f (1), (1.33)

= D™I"f() = f(1).
(c) En appliquant la Définition (1.22), on obtient :
RLDA £ (1) = D™ £ (1), (1.34)
Si D% f(£) =0, alors DI f (1) =

On applique (I$) aux deux membres sur I'expression précédente et en utilisant la pro-
position (b),on a:

m—1 (]+1)
m o
: f(t)—Z “ITG+a+D

L'application de(D™) a (1.35), donne:

(t—a)*<. (1.35)

ml o [(j+1) d™

mym _ pjta
DI f(1) = Z ]F(]+0(+1)dtm(t a)’*e, (1.36)

la formule (1.27) implique

I(G+1)

DmIm _ pjtoa—m 1.
(1= Z ]F(]+(x+1)F(]+(x+1—m)(t 2 ' (1.37)
d’ou,
m—1 ; .
flo = Z TG+D o gyivam, (1.38)

]F(]+o<+1—m)
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2.3 Dérivation Fractionnaire au sens de Caputo

Dans la modélisation mathématique 'utilisation des dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville méne a des conditions contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires
en la borne inférieure ¢ = a.

Une certaine solution de ce probléme a été proposée par M. Caputo.

Définition 1.5 [13, 14] Pour m—1<a < m ,meN*, et f € C"([a,+00)), la dérivée frac-
tionnaire de Caputo d’ordre a de f est définie par :

DS = —— ft(t— a1 L p g4 (1.39)
af - I'im-o) Jg s dtmfs 5 '

Pour m = «a, on obtient
dm
Wf (1)

Définition 1.6 [10] La dérivée Caputo de l'ordre o pour une fonction u : [0,00) — R, qui est
au moins n—times différentiable peut étre défini comme :

1 t
Do‘u(t):—f (t—8)"" 1 u™(§)ds=17"*u"(s), a >0,
I'n-a) Jo

pour n—1<a<n, neN-{0}.

Exemple 1.4 La dérivée de la fonction f(t) = (t — a)*. Soient n un nombre entier et p un
nombre non entieravec0<m—-1<p<meta>m-1, Alors:

Ia+1) 3
(m) _ __\a-m
/ (T)_F(O(—m+1)(T @) )
D’ou F X .
“DY(t- @)= —F(a(a;l +) 5 f (-0 P lr—a)* "d. (1.40)
- a

En effectuant le changement de variables T = a + s(f — a) on obtient :

“DYt—a)® = %Lt(t—ﬂm_p_lﬁ—m“—mdn (1.41)
= %(I—m“"’fol(l—S)m_’”_lsa_’"ds,
_ F(O(+1)B(m—p,0(—m+1)(t_a)a_p’
Ila—m+1)
_ J:f—li)n(t_a>a-v.
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2.4 Larelation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et celle de
Caputo

Soient m—1<a<m,meN*et feC"([a,+00)), si CDgf(t) et RLDgf(t) existe, alors
ona:

MDef()=CDS () + mZ_I @ i) (t—a)*°, (1.42)
i [(j—a+1)
de (1.42), on déduit que,
Rpa p(p =S DY f (1) (1.43)

Si f®=0pourk=0,1,2,.. m—1.
Preuve. voir [13, 14]
| |

Remarque 1.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'une fonction constante est
nulle, autrement dit :

pec=o.
3 Quelque Théoremes de Point Fixe

Ce théoreme est dit aussi le théoréme de I'application contractante, c’est la base de la
théorie du point fixe. On commence cette section par les définitions suivantes :

Définition 1.7 On dit que X est complet pour la norme ||.||x si toute suite de Cauchy dans
X est convergente. Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.8 Soient X un espace de Banach muni de la norme ||.||x et T une application
deX dansX. On appelle point fixe deT tout point x € X tel que:

T(x)=x (1.44)

Définition 1.9 Soit (X, ||.llx) un espace vectoriel normé X. Une application ¢ deX est dite
contractante s'il existe un nombre positivex € 10, 1[, tel que pour tout x,y € X, ona:

IP(x) —2(WIx < kllx = ylx- (1.45)
Définition 1.10 soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un intervalle 1 a valeurs dans

R.

On dit que la suite est équicontinue si quelque soient t;, f; € I,e > 0, il va existe > 0,
tel que soitneN, | t; — £, |< 6, alors :

| fa(t) = fu(B2) I<e. (1.46)
Définition 1.11 SoientX etY deux espaces de Banach. L'opérateur continu

@ : X — Y est completement continu s'il transforme tout borné de X en une partie
relativement compacte dans Y.

Théoreme 1.1 (Théoréme de Point Fixe de Banach)



3. QUELQUE THEOREMES DE POINT FIXE

Soient X un espace de Banach et @ : X — Y est un opérateur contractant. Alors il existe
un point fixe x € X tel que
dx=x (1.47)

Lemme 1.1 (Ascoli-Arzela)

soit {2 < X. Alors {2 est relativement compact dans X si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées :

1. {2 est uniformément borné.

2. {2 est équicontinu.
Théoreme 1.2 (Théoréme de Point Fixe de Schaefer)

Soient X un espace de Banach et ¢ : X — Y est un opérateur complément continu. Si

I'ensemble
R:={xeX: x=pdx,0<pu<1} (1.48)

est borné, alors @ posséde au moin un point fixe.

10



Chapitre 2

Unicité des solutions pour un Systémes
Non Linéaires d’ordre Fractionnaire

1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente de nouveau résultats sur I'unicité pour le systeme frac-
tionnaire suivant d’équations intégro-différentielles non linéaire, voir[2, 3, 4, 8, 10, 11, 12,
15,19, 20] :

£ 11 (£) oo U (1), DU g (£),.., DU 1wy (1),
D% uy (£),....,D% 1y (£),...,
D%uy (1) = fi D%y, (1), ... D% uy, (1), :

t t
S (tun (D) dr, ..., [ By (T, Uy (1) dT)
0 0

£ 1y (2), oo U (1), DUy (8),... DU 1wy (1),
D% uy (£),...,D% 1ty (L), ...,
\ D*un (0= fu| DWuy(1),... DD u, (1), , 2.1)

t t
S (T uy () dr, ..., [ By (T, U, (1) dT)
0 0

tej,
n-l<ap<n, k=12,.,n i-1<al<i,i=12,.,n-1,

u) 0)=at, j=0,1,..,n-2,
”;cn_l) (1) =DWry (1), n-2<pur<n-1, k=1,2,...,n,
I’ZEN—{O,I}y

ouJ:=[0,1], fi:10,1] x R"**+" _ R sont des fonctions continues, D% et D“;c, i=12,..,n-1,
k=1,2,..., n,sont les dérivées fractionnaires de Caputo.

Leur meilleur connaissance, c’est qu’il n’y a pas d’articles qui est considéré ce type de
system couplé fractionnaire.

2 Lemmes Auxiliaires

Donne maintenant la solution intégrale du systéme (2.1) par le résultat auxiliare suivant :

11



2. LEMMES AUXILIAIRES

Lemme 2.1 SoitneN-{0,1},n—-1<ar<n,k=1,2,..,n, etAr € C(J,R). Puis, la solution
unique du probleme suivant

D%uy (1) =Aq1(1), te],
Dan un(t) :A}’l(t)) t E])

ul ©=at, j=0,1,.,n-2,

u" P (1) =DMy (1), n-2<pp<n-1,

est donné par (uy, up, ..., uy) (t);

k() = . T Ak(s)ds+z .t
I(n—pg) ™! 1— §)%—Hk—1
(F(n( “kpk_l F(n)f ( ;)k_”k Ay (s)ds, (2.2)
oink=1,2,...n
Preuve.

Grace le Lemme 2.3, on obtient

up () = [ =9 9T A () ds— Z ] L4,

0 T fart
{0 2.3)
u, (1) = (t ) An(s)ds— Z ¢ nl,
o Ll j=0
tel que
1 1 1
C(z) Cﬁ 03‘1
G O Ch1
eM, (R).
o Cro1

Pour tous k=1,...,,n, on observer que

u]E:]) (0) :_j!cjf:, j:O,l,...,n_Z,
u M (W=-(n- Dlej~,

DHE g (1) = J‘l M

)Ak(s)ds——nn) ck

In-p) 71

par les conditions:u(]) 0)= a]?, j=0,1,..,n-2,et u(" Y1) =DM u,(1),ona
(,lk
],, j=0,1,. -2,

cj = (2.4)

(- 1 (1—s)% Hg~1 )
A d , J=n—1.
T (1-Tn-u)) 70 Tar) k(s)ds, j=n

12



3. UNICITE DE SOLUTIONS

Substitution (2.4) dans (2.3), on a (2.2). ceci termine la preuve. m
On introduire I'espace de Banach suivant :

B:= (ul)MZ)---rui’l):ukec([o)l])R)) DazukEC([O,l],R), ,
k=1,2,...n,i=12,...,n—1

muni de la norme :
i
I, o, undllg=  max  (lukloo, [D%ue| ),

l<k=n
l<i<sn-1

= max|D% uk(t)‘ .
te]

‘OO

o, n € N—{0,1}, Iluklloo:me%XIuk(t)l,HD"‘iu
te

3 Unicité de Solutions

Dans le but d’établir des conditions suffisantes pour 'unicité des solutions pour le

systeme (2.1), on impose les hypotheses suivantes :
Pourtoutk=1,...,n,i=1,2,...,.n—-1, ne N-{0,1},
1 . I'(n— )

Fog+1)  |D(n—pk) -1 I ok — pe +1)

nz n
- k k .
J= J=

M; =

1 I'(n—py)

M = : + : .
k o —af +1) F(n—cxjc)|F(n—pk)—1|F(ak—pk+1)
k=1,...,
(Hy) : Il existe des constantes non négative ()\?)jzl .... :2+n, et (wj)jzl,...,n’ telles que :

Ve (0,11, V (X1, Xp24n)s (V1000 Yi2an) €

n?+n

|fk(t,X1,...,xn2+n) _fk(t»J/lr---’J’n2+n)| = Zi )\f|x]_y]|’
j=

et
|1 (£, x7) =k (6, y))| < wjlxj=yil, =1,.0m.
() |
©:=  max (Mk,M;C)Ak< 1.
l1<k<n
l<i<sn-1

(Hj3) : Les fonctions
2
(fidkzr 2, (O X R =R, (Mi)gzr 2,00 [0, 1] xR— R,

sont continues.
Défine I'opérateur non linéaire T : B — B par

T (ul) up,..., un) (t) = (Tl (ul) up,..., un) (t) ’ ;Tn (ul) up,..., un) (t)) ’

13



3. UNICITE DE SOLUTIONS

oute],
Tk (ul) u,..., un) (t)
$,11 () ooy U (8), DN 14y (5), .., DY 147 (5),
L(t—s)%! oD% (5), . D% 1 (5), s

= k N N
o Ilow) S h (1w (D) dr, ..., [ 1y (1, up, (1) dT)
0 0
k
n-2a. . I'(n- -l
+ _]t]+ (7’1 l‘lk)

L3 T w) -0
S; ul (S) y ey un (S) )
D%y (s),.., DN 1y (s),

(I_S)O(k Mrp—1 ...,Da}l Un (S),...,D(xz_l Un (S),

f | s ds. (2.5)
(Xk - uk fhl (T! 231 (T)) dT; ceey

0

fshn (T, up (1) d71)
0

Evidemment, on a

DTy (141, Uz, oy Un) (£)
$,141(S), o0 U (8), D% 141 (5) ..., DN 141 (5),

f (£—8)%" %~ 1f ...,D“}tun (s),...,D"‘Zilun (s), ds
S S
I~ ) [ hy (1w (D) dT, ., [ B (T, 1 (1)) dT)
0 0
n-2 a;.c iod F(I’l— IJk) tn—l—(x;'c
+ + t k .
= I+ 1-ap) I(n-oq) (I(n-pi) 1)

S, Uz (S) yeey Up (S) ’
1 n-1
(1 S)(xk Hi—1 D% 251 (S) y ooy D% U (S) ’
f ———fi| ..,D% Uy, (s),.., D% ' U, (s), ds, (2.6)
S

ak - Hk s
S (v un (D) dr, ..., [y (T, U, (1) dT)
0 0

oui=1,2,..,.n-2,

DTy (s, Uiz, oo 1) (1)
$,11 (8) ooy Un (8), D% 141 (8) .., DY 241 (5),
t ap—af -1 L n-l
(t—39) k 5 D% uy, (8), ..., D% " uy, (s), ds

_ — fk .
_ -1 S p

o o —og™) jh1 (T, 11 () dT, ooy [ 1 (T, U (1)) A
0

n-1

F(n_IJk) - I-og
(- ) ([(n— ) - 1)
S} ul (S) yeeey un (S) )

D% 11 (5) ., DN 111 (5),

(1 — 5)%k~He— 1 ] 1

f O‘k Hk fk ""D(xn Un (s)r""DO‘n Uy (), ds. 2.7)
S S

S h(t,uy () dr, ..., [ hy (T, u, (1) dT)

0 0

+

14



3. UNICITE DE SOLUTIONS

Théoreme 2.1 On suppose que l'hypothese (Hy) et (Hy) sont satisfaites. Alors, le systeme
(2.1) a une solution unique sur[0,1].

Preuve. on montre que T est un opérateur contractif sur B. Soit (uy, ...

et t€10,1]. Puis,

”Tk(ul)---’ul’l)_Tk(vl)-
fx
t (t_s)()(k—l
< max _—
0,11 Jo  I'(ag)
—fx
I'(n— )

t
|I'(n—pk) - 1| I'(n) elo]

fx

_s)ak Me—1

J e

(Xk—uk

—fx

fhl (Ty U1 (T)) dT) (LX)
0

n-1

S, Uy (5) yeey Up (S))
D%y (s),.., DN

1 n-1
D% uy, (s),...,D%

S
S h (1, (D) dr, ...,
0

$V1(8),..,Un(S),

D% vy (s),...,D4
..,D"‘it v, (8),...,D

S
S (T, (D) dT, ...,
0

o Un) oo

S) u]_ (S) Yooy un (S) ]

DYy (s),..., DN 1y (s),
D%, (5),..., D% 1y, (5),
S

S (1, (D) dr, ...,

0
S

S hy (1, up (1) dT)

0

S, V1 (S) y ooy v}’l (S) ]
DY vy (s),..,DU vy (s),
D%y, (s),...D% v, (s),

fshn (t,vp (1)) dT)
0

u (s),
u}’l (S) i)

s
f hy (T, uy, (1)) d7)
0

v1(s),

n-1
%n Vn (S) )

S
S By (1, vn (1) dT)
0

’ un) ’ (vlr"-y

ds

ds.

v,) EB
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3. UNICITE DE SOLUTIONS

Il suit 'hypothése (H;) que,

”Tk (uly---) ul’l) _Tk (U],..., vl’l)”oo

( 1% I(n—u)
max +
0 Nog+1)  |I(n—pg) =1 I'(n) (o — pe +1)

ANty = 01 llog + o+ A N2ty = Voo
+)‘§+1 D% (uy — V1)”OO +...
b [0 o+
1

y ﬁ+(n—1)2+1 ’Da” (tn=vn)||_+.
+AZ2 ‘ D (Un —vp)
Ak, 0111 = V1o max £d1+...

S

+)\Z2+nwn luy — vnlloo max fd‘f

s€[0,1]

Par conséquent,

”Tk (ulv---) un) _Tk (vlr---) Vn) ”oo
( 1 I'(n—pg) )

+
Do +1) | I(n-px) -1 ') Mok — pe+1)

L k < k
]:

j=1
” u— vl”oo)---) ” Up— Ul’l”oo)
1 n-1
X max D(xl (ul - vl) H y ooy HD(xl (ul - Ul) H Yoo

D% (1, — vy) E ) DY (14 — vp)

oo

Ainsi,

”Tk (uly ceey ul’l) _Tk (vlr-'-) vn)”oo = MkAk ” Uy —Vi.., Uy —Up ”B .

(2.8)
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3. UNICITE DE SOLUTIONS

Par les méme arguments, on a

‘D"‘iTk (U1, oy ) = DT (V1 ey U)
[o.0]

i

max —-
te[0, 1]F(ak a +1)

<
+ I(n-pp)

)

A1 = v1lloo + o+ AR T — vnlloo

+)\Z+l ‘Dal (u; —vy) + ...
405, [pet” (ul—ul)H

k al _
n+(n—1)2+1 D% (un Un)

-1
+)\k2 “Daﬁ (Un—vn)
n 0o

+..

[e.¢]

+AK

w1 lu; — vl max [ dt+...
24 W11 1oo$€[0y1]f

k
+A o, llu,—v max [ dt
n2+n I’l“ n n”OOSE[O,l]f

Puis,

HD(X;CT]C (ulr ceey un) - Da;CTk (Ul’ e Un)
o0
1

[((Xk—o(i +l)
= ) F(n—llk) Z)\k+z)\n2+]

T 5

” u]_ - V]_ ”oo) ceey ” un - Un”oo)

1 n—1
X max ))D“I(ul—vl)()oo,...,(D“l (ul—vl)Hw,

Ainsi, pourtout k=1,...,n,ettouti=1,...n—-1,

D% (14, — ) D% (1 — vp)

yoeey
[e.°]

HDO(;CT]C (uly ceey un) - DO(;CT]C (Ul, ooy Un)
oo

(2.9
= M;CAIC”MI_ Vlyeeoy Up — Vn”B. (210)

En combinant (2.8) avec (2.10), on obtient :

”T (uly---) u}’l) _T (Ul)---) Vn)”B

< max (Mg ML) Agllus = 1, iy = vnlg.
l<k<n

l<i<sn-1

Par 'hypothese (Hy), on deduit que T est contractif. En utilisant le théoreme du point
fixe de Banach, on affirme que T a un point fixe qui est 'unique solution de (2.1). cela
complete la preuve. m
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4. APPLICATION

4 Application
Exemple 2.1 Considére le systeme fractionnaire suivant :

D%ul(t):
Uy (£) + 1o () + us (£) + D1y (£) + Diuy (1)
+D8 1y (1) + Dt Uy (£) + D3 3 (£) + D3 us (1)

6481'[(1+

t
+i(f COSL[](T)d +j-s1nu2(T)d +fcosu3('r)d )
0

DUy (£) + Dy (£) + D3 us (£) + D3 uz (£)
36 2T+T
13

D uy (1) =

Sm( Uy (£) + 1o () + us (£) + Di g (£) + Diwy (1) )
DUy (£) + Do uy (£) + D3 us (£) + D3 us (1)

324‘1‘[ ’

t
2
) +t742-1 ({ Cosul(T)dT‘l‘J‘SISHM_'Z_,(:)d +fcosug(‘t)d,l_)
7
D3ug (1) =

cos(u1 (1) +Diug (1) + Diuy (t))
+cos|uy (1) +D%u2 (1) +D% Uy (t))

+Cos ug(t)+D§u3(t)+D%u3(t))

; 1627 ’
b1 CcOS u1 (1) sin up (1) COS ug, (1)
e ([ 2 [ et )
tef0,1],

u (0)=v2, 1, (0)=1, u, (1) =Diu (1),
 (0)=/3, 1y (0) = V7, 1y (1) =D3up (1),
13 (0)=7V3, 1 (0)= V3, u; (1) =D us (1).

Onan=3,a1=3,0=2,a3=12, a1 =7,0f =%, a3 =2,
2_7 J1_2 2_4 5 4 5
;=5 03=5,03=3, l1=7 H2=3, H3=3,]=[0,1],
cosu; (1) sin uy (1)
htu () = —/— h(tw@®)=——,
27 2mM+T
cos uz (T)
hs(t,uz (1)) = ————.
27

pour tout t € [0,1] et (x1,..., X12), (yl, ...,ylg) € [R%lz, ona

|fi (8, x1, %2, 0o X12) = fi (£, V1, Y20 oo0r Y12) |

1 |x1—y|1|+|xz|—y|z|+|x3|—y|3}+|x4|—y4|
— +|X5 — Y5\t | X6 — Ye| T |X7— V7
6487 +|x8_y8|+|x9_y9|
1

36

Uy (£) + 1o () + us (£) + Diuy (£) + Diuy (1) D

35 | 3110 = 10l = b =y + = o = e
o X10 ~ Y10 o X11 -1 o X12 = Y12||»

(2.11)

18



4. APPLICATION

| o (8,31, X2, 00 X12) = f2 (6,31, V20000 Y12)|
|1 = ya| +[x2 = yo| + |5 = ya| + |24 =y

= L +| x5 = 5| + | X6 — yo| + |27 = 7|
SN+ [xn = ol + |30 - 3o
+i i|3610—J/10|+i|3611—y11|+i|x12—y12| )
36 \27 2m 2n
et
|f3(t,x1,x2,...,x12)—ﬁ,(t,yl,yg,...,ylgﬂ
1 |x1—J/1|+|x2—J/2|+|x3—J/3|+|x4—J’4|
< Teaa| 1yl e =yl + e -y
+|xg — ys| + |xo — yo|
+i(i|x10—y10|+i|x11—J/11|+i|x12—y12| .
36 \ 27 2m 27

Alors, on peux prendre :
W) e = s 0”5
1) j=1,2,..,9 648n’ /) j=12,..9 3247’

(A3 _ ; ()\k)k:I,Z,E} 1

J) j=1,2,...9 162’ i) j=1011,12 ~ 36’

1
W] =W2=W3 = g, Al =0.0177, Az =0.0221, Ag =0.0309.

En effet,

A1M,
AyMy
A3M3

Utilisation du Théorém 2.1, on déduit que le probleme (2.11) a une solution unique

sur]J.

6.0699, M =7.5601, M7 = 13.6562,
5.3603, M} =9.9571, M3 = 11.4904,
4.9815, M} = 8.4276, M5 = 11.2387.

0.1074, A;M] =0.1338, A;M? =0.2417,
0.1185, A;M3 =0.2201, AyM3 =0.2539,
0.1539, A3Mj3 =0.2604, A3M3 = 0.3473.



Chapitre 3

Existence des solutions pour un Systémes
Non Linéaires d’ordre Fractionnaire

1 Introduction

Dans cette section, On présente un résultat sur I’existence d'une solution au moins du
probleme considéré, voir[5, 6, 7, 9, 16, 17, 18, 21, 24].

Théoreme 3.1 On suppose que l'hypothese (Hs) est satisfaite. Alors, le systeme 2.1 admet
au moins une solution sur].

Preuve. Soit donné la preuve en trois étapes :

Etape 1 :Image d’un s’ensemble borné par 'opérateur T est un borné.
soit A > 0, on considérel’ensemble (2) := {(ul, wolp) €Br (U, .., uy)llg < )\} ,eton montre
que T (£2)) est borné.

Pour tout (u,..., u,) € 2\, et tous les t € [0,1], en utilisant 'hypothese (Hs), on a hy
sont continues sur [0,1] x [-A,A]. Ensuite, il existe ¢ > 0:

|hg (8, ug (D) < ¢k, k=1,2,...,n.

2 .
On obtient aussi fj sont continues sur [0,1] x [-A,A]" x [—cy, ¢1] X ... X [—=¢p, ¢,], dong, il
existe Ly >0:

£ U1 (£) ooy Uy (£), DU g ()., DA 1y (1),
D% uy (£),..,D% 1y (), ...,
fe|l D™w,0),...D% 'u, @), <Ly. (3.1)

t t
S h(tuy () dr, ..., [y (T, up (D) dT
0 0
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1. INTRODUCTION

Gréace a (3.1), on obtient

”Tk (u].)---) ul’l)”oo

k
. 5l - (=)
= Fog+1)  |I(n-pe) -1 I'(m) IMog — pe+1)
£ U1 (£) ooy Uy (£), DU 1y (£),.., DA 1y (1),
D%y (£),..,D% ' uy (1),...,
xmax| fi D% u, (£),...D% u, (1),
t t
S hy(t,uy (D) dr,..., [ hy (t,u, (1) dt
0 0
k
- 2 |af] I(n - )

1
+L + .
o J k(F((xk+1) |P(n—pi) =1 I'(m) (o — pic + 1)
Par conséquent,

”Tk (uly---) ul’l)” Z ‘ ‘ LkMk' (3-2)
j=0

D’autre part, on obtient

”D(X;CT]C (ulr ) un)
o0

<

( 1 . I'(n—ug)
oy — o +1) F(n—a;'c)|F(n—pk)—1|F(0(k—pk+1)

£ U1 (£) ooy Uy (£), DUy ()., DA 1y (1),
D% uy (£),...D% 1y (1),...,
xmax |fi| D@u,(f),..,D% u, (1),

seJ t t
Jh(t,uy () dr, ..., [y (T, up (D) dT
0

1 . I'(n—pg)
' I(n—of)|I'(n—pk) = 1] Mo — pi +1)

IA
=
o
—_——
=
)
ksl
Q
=~
+
=

j=i F(j+1—(x;'€)'

|
BN ey

— (]+1 O(k)

Puis,

D(X;CT]C (ul) () un)

o0
4
+ Ly Ml i=1,2,...,n—-2. (3.3)

De méme, on obtient
n-1
D% Tk (ul, veey un)

= LkMZ_l. (3.4)
00
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1. INTRODUCTION

De (3.2), (3.3) et (3.4), on conclue que

”T (uly seny un)”B

k k
niz ‘af‘ niz ‘af‘ i n-1
< max — + LM, — +L;.M ,LkMk_
j=0 ]' j=i F(]+1—O(;C)
< oo. (3.5)

Par conséquent, T est un ensemble borné dans B. la continuité de la fonction f; donnée
dans (H3) implique que 'opérateur T est continu sur B.

soit0<t1 <t <1,et(uy,.., Uy € ).

Ftape 2 : Image d’'un s'ensemble borné par 'opérateur T est un équicontinus.

D’ou,

[Tk (U1, ..., up) (22) = Ti (U, ..., up) (11)|

F((;f+1) (2 (fz— )%+ (t;xk - t;xk))
< o , (3.6)
I Gy Y GRS )
j=0 gt ‘F(n_llk)_1‘F(”)F(0‘k_l1k+1)

D% T (U1, ey ) (£2) = DT (U1, oy ) (rl)\

i

Ly ak—cxk cxk—(x;'c
L -4

[‘(ak—a;'cﬂl

(2 (o — 1) % +

= jood j-al neleal  neleal ) (3.7)
n_z‘aﬂ(tz k—zl k) LkF(”—Hk)(fg k—tl k)
+ X —~ + :
=i U] Il [T -1 Hox—pe+)
oui=1,2,..,n-2,
et
a1 o1
D% Tk (uy,..., upn) (£2) =D% Ti (uy, ..., up) (1)
n— _ -1 _ -1
Lkn-1 (z(tz—tﬂak_o‘k L+ tgk % —L‘;xk % ))
F((xk—ak +1)
= -1 -1 (3.8)
nflfcxlrcl n—lfo(z
LkF(n—pk)(t2 -1 )
+
F(”_O‘ZA)‘F(”—Hk)—1|F(0‘k—Hk+1)

les membres de droite des inégalités (3.6), (3.7) et (3.8) sont indépendants de (uy, ..., 4,)
et tendent vers zéro comme £, — t; — 0. par conséquent, T est un opérateur équi-continu.
Aussi, T : B — B, est complétement continu.

Ftape 3 : Estimation 4 priori. On va que
Fi={(u,.... un) €B: (U, up) =NT (U1, ..., up), 0<n <1},

estborné.
Pour (uy,...,uy)€eFette],ona

(uly (X33} un) (t) = r]T (ul) ey ul’l) (t) .
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1. INTRODUCTION

Linégalité(3.5), rendements

” (uly ceey ul’l) ”B
N
< nmax — LMy, ) ———————~ + LM, LiM{™
=0 ]' j=i F(]+1—(X;€)
< oo. 3.9

Par conséquent, F est bornées.
D’apres le théoreme du point fixe de Scheafer, on conclut que I'opérateur ] admet au moin
un point fixe qui est la solution du systeme (2.1) . m
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2. APPLICATION

2 Application
Exemple 3.1 Considére le system fractionnaire

Déuy (1) =
o[ m O +DZu (0 +D2u () + D% i (1)
+up (1) + D3 up (1) + D3 g (1) + D5 up (1)

( us(H)+Dius () +Dius(£) + D7 uz (8)
2m+sin 1 1 13
+uys(t)+Désuy(t)+Ds Lt4 (&)+D% uy (1)

r .
+g(/‘ sin u; (1) d_r+fcosu2(1)d fSlnug(T)d )
0

Bl 247 e+t (T+e")

11
D3 uy (1) =

cos(u1 (t)D% ul(t)D% ul(t)D% ul(t)) sin(ug(t)D% ug(t)D% uz(t)D% uz(t))

247 (t+eT)

sin u; (1) Ccos U (1) sin uz (1)
He(f . dT+f =z dT+f gois d‘r)

3

3 5 11 1 11 13
e—cos(ug(t)D4 uz()D4 us(t)D 4 ug(t)+ugs()D6 uy (£)D 6 uy(1)D 6 u4(t))

Sln(ug(t)D4 u3(t)D4 us(H)D T u3(f)+u4(t)D6 uy (1)D 5 uy (1)D ¥ uy (1)

2+7 e+1 (t+e")

19
D6 uy (1) =

Cos

Zef—cos(ul (t)D% ul(t)D% ul(t)D% ul(t)+u2(t)D% ug(t)D% uz(t)D% uz(t))

+(t2+1) (f‘ Slnul(T)dT+fCOSM2(T)dT+j‘Slnu3(T)dT
0

1 3 5 1 11 13
ur (D2 uy (D2 uy (£)D2 uy (£)—ug(£)D6 ug (£)D 6 uy(£)D 6 u4(t))

472 T124+m e+T (t+ev)
te[0,1],

0 (0)=V3, uy (0)=—1, u; (0)=-v2,

u; (1)=D2u (1),
1 (0) = V2, ty (0)=—1, 1, (0) =1
, (1)=D3u (1),
U3 (0)=3v/2, uy(0) =1, 1y (0)=—v/3,
y (1)=Dius (1),
14 (0)=2v/3, u, (0)=V2+1, u, (0)=2v/5,
1, (1)=Diuy (1).

+2t_et(jt- sin u; (1) dT+fcosu2(T)d +fs1nu3(‘r) d‘l’)
0

Ona:n:4)a1:%y(x2:l3_l)(x :%,(M:%,a%:%,a%:%,(x?:g,
al=2 =2 =L al=3 a2=3 2=l
2_?’ 2_?’ 27327374737 4 37 4
(xlz—(xzz—l aszﬁpzéng :2 :Z
46" % 6’ X4 6’ M1 =735, M2 3)“3 4)”4 3

3(t+1)+cos(u2(t)D% ug(t)D% ug(t)D% ug(t)—ug(t)D% u3(t)D% ug,(t)DlT1 ug(t))

(3.10)

Puisque I'’hypothese de Théoréme 2.3 est satisfaite, le systeme (3.10) a au moins une

solution surJ.
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Conclusion

A la fin de ce mémoire, nous estimons que les résultats présentés contribueront au
développement de I'étude des équations différentielles fractionnaires. Tout d’abord, on
présente les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du présent travail.
Apres avoir rappelé quelques fonctions élémentaire du calcul fractionnaire, et quelques
notions des dérivées fractionnaires comme la dérivée fractionnaire de Riemann-liouville
et de Caputo. Par la suite, nous avons énoncé un résultat d’existence et d’'unicité de la
solution d’un systeme non linéaire fractionnaire. En fin, dans le troisieme chapitre on a
discuté I'existence d'une solution au moins ainsi que la stabilité au sens de Ulam-Hyers
généralisée pour une nouvelle classe d’équations fractionnaires.
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