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INTRODUCTION

La magnétohydrodynamique (MHD) est une branche de physique consacrée à l�étude des

mouvements des �uides conducteurs de l�électricité en présence de champs magnétiques.

C�est une généralisation de l�hydrodynamique (appelée plus communément mécanique des

�uides, dé�nie par les équations de Navier-Stokes) couplée à lélectromagnétisme (équation

de Maxwell).

La MHD est utilisée de manière théorique dans le con�nement des plasmas(stabilisation,

expulsion ou compression), elles gouvernent par exemple les mouvements de l�air de l�atmo-

phénomènes, les courants océaniques, l�écoulement de l�eau dans un tuyau, et de nombreux

autres phénomènes d�écoulement de �uides.

Dans ce travail ,on considère les équations magnétohydrodynamique (MHD) visqueuse et

incompressible en dimension trois :

8>><>>:
@tu��u+ u:ru� b:rb+rp = 0;
@tb��b+ u:rb� b:ru = 0;

r:u = r:b = 0;
u(x; 0) = u0(x); b(x; 0) = b0(x);

�t représente le temps ;

�u = u(x; t) 2 R3 désigne le champ de vitesse ;

�b 2 R3désigne le champ magnétique ;

�p = p(x; t) désigne le scalaire de la pression ;

�u0 et b0 sont le champ de vitesse initiale et le champ magnétique initiale avec l�équation

d�incompressibilité r:u0 = r:b0 = 0 ;

pour simpli�er, on suppose que les forces externes aient un scalaire potentiel inclus dans le

gradint de la pression.

Il est bien connu [6] que le problème précédant est localement bien posé pour toute u0; b0 2

Hs(R3) avec s � 3. Quelques critères de type de Serrin fondamentaux en terme de régularité



de la vitesse a été fait seulement dans [1] et [17] de façon indépendante. Récemment, des

extensions sont basées sur ces deux documents de base, Chen, Miao et Zhang [9] et [10] ont

prouvé la régularité par la condition �j(r� u) ; Zhou et Gala [18] ont prouvé la régularité

pour u et ru dans les espaces de multiplicateurs ; Wang [15] à prouvé la régularité pour

u 2 L2(0;T ;BMO). et Y.Zhou [16] à prouvé la régularité par la condition r� u la rotation

de vitesse.

Ce travail est décomposé en trois chapitres. Le premier chapitre est contient des espaces

fonctionnels et outils d�analyse Harmonique. Dans le deuxième chapitre on a étudié le critère

de régularité des solutions faibles des équations magnétohydrodynamique dans les espaces

de multiplicateur. Dans le dernier chapitre, on a étudié le critère de régularité des solutions

faibles des équations magnétohydrodynamique en termes de champ rotationnel.



Chapitre 1

Préliminaires et outils d�analyse
harmonique

Ce chapitre est constitué d�un rappel de quelques notions et compléments mathématiques.

Dé�nition 1.0.1 pour 1 6 p < 1, on dé�nit l�espace LP comme l�ensemble des fonctions

mesurables de R3 dans R telles que :

k f kLp= [
Z
R3

j f(x) jp dx]
1
p <1:

S�il existe un C 2 R+ tel que j f j6 C presque partout, on dit que f 2 L1(R3) avec la norme
k : kL1dé�nie par

k f kL1= inf fC 2 R+; j f j� C presque partoutg :

Lemme 1.0.1 de Gronwall [11] dit que :

Soient T 2 R+ et C 2 R+. Soit ' 2 L1([0; T ]) une fonction positive, et soit

f : [0; T ] �! R positive, véri�ant

f(t) � C +
Z t

0

f(s)'(s)ds; 8t 2 [0; T ]:

Alors f véri�e :

f(t) � C: exp
�Z t

0

'(s)ds

�
; 8t 2 [0; T ]:

Dé�nition 1.0.2 Les espaces Lploc est dé�ni comme suit :

Soit 1 6 p <1. on dit qu�une fonction f : R3 �! R appartient à Lploc(R3) si f Xk 2 Lp(R3)

pour tout compact K � R3, où Xk est la fonction caractéristique.
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1.1 Les espaces de Sobolev

On va utilisé les espaces de Sobolev dans l�étude des équations aux dérivées partielles [3],

comme elles sont très important sur cette étude.

Dé�nition 1.1.1 Soient 
 un ouvert de RN . On dé�nit les espaces de Sobolev suivants :

H1 (
) =
�
u 2 L2 (
) t.q.Diu 2 L2 (
) pour tout i = 1; :::; N

	
:

Dans cette dé�nition, l�orsequ�on dit Diu 2 L2 (
).

"il existe une fonction g 2 L2 (
) telle que hDif; 'iD�(
);C1c (
)
= �

R


g'dx pour tout ' 2

C1c (
)."

Pour m 2 N, Hm (
) =
�
u 2 L2 (
) t.q. D�u 2 L2 (
) pour tout � 2 NN t.q. j�j � m

	
.

muni de la norme

kuk2Hr =
�1 + j�j2� r2 û (�)2

L2
< +1:

Remarque 1.1.1 Les espaces Hr (R3) sont des espaces de Hilbert munis du produit scalaire

hu; viHr =

Z
R3

�
1 + j�j2

� r
2 :û (�) v̂ (�)d�:

De plus, si r1 � r2, on a Hr1 � Hr2 et l�injection est continue.

Rappelons la dé�nition des espaces de Sobolev homogènes.

Dé�nition 1.1.2 Soit jrj < 3
2
. On dé�nit l�espace de Sobolev homogène

:

H
r
comme suit

kuk2:
H
r = kj�jr û (�)k2L2 =

(��) r2 u2
L2
:

Si r = 0,
:

H
r
(R3) coïncide avec L2 (R3).

Par conséquence de la dé�nition de
�
H
r

, on a le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Soit f 2
:

H
r
(R3), et soit f� (x) = f (�x) pour tout x 2 R3 et pour tout � > 0.

Alors

kf�k :
H
r
(R3) = �

r� 3
2 kfk :

H
r
(R3) ;8r 2

�
0;
3

2

�
:
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Preuve. Soit f 2
�
H
r

(R3)

kfk :
H
r =

�Z
R3
j�j2r

���f̂ (�)���2 d�� 1
2

;

ce qui implique

kf�k :
H
r
(R3) =

�Z
R3
j�j2r

���f̂� (�)���2 d�� 1
2

=

 Z
R3
j�j2r ��6

����f̂ � ��
�����2 d�

! 1
2

=

�Z
R3
j�zj2r ��6 �3

���f̂ (z)���2 dz� 1
2

avec z =
�

�

= �
2r�3
2

�Z
R3
jzj2r

���f̂ (z)���2 dz� 1
2

= �
2r�3
2 kfk :

H
r
(R3) :

Donc

kf�k :
H
r
(R3) = �

r� 3
2 kfk :

H
r
(R3) :

�
Signalons aussi le lemme suivant :

Lemme 1.1.2 Pour tout 0 � r � 1, on a

kwk �
H
r � C krwkrL2 kwk

1�r
L2 :

Preuve. pour tout 0 < r < 1 on a

kwk �
H
r = kj�jr ŵkL2

=

�Z
R3
j�j2r jŵ (�)j2 d�

� 1
2

=

�Z
R3
j�j2r jŵ (�)j2r jŵ (�)j2�2r d�

� 1
2

:

On applique l�inégalité de Hölder avec p = 1
r
et q = 1

1�rZ
R3
j�ŵ (�)j2r jŵ (�)j2�2r d� �

�Z
R3
j�ŵ (�)j2 d�

�r �Z
R3
jŵ (�)j2 d�

�1�r
;



1.1 Les espaces de Sobolev 5

On trouve�Z
R3
j�ŵ (�)j2r jŵ (�)j2�2r d�

� 1
2

�
�Z

R3
j�j2 jŵ (�)j2 d�

� r
2
�Z

R3
jŵ (�)j2 d�

� 1�r
2

� kj�j ŵkrL2 kŵk
1�r
L2

� krŵkrL2 kŵk
1�r
L2 :

D�après Plancherel kŵkL2 = (2�)
3
2 kwkL2 :

Donc

kwk �
H
r � C kwk1�rL2 krwk

r
L2 :

�
D�après la dé�nition des espaces de Sobolev, on déduit que pour tout 0 � r < 3

2
:

Hr
�
R3
�
,!

�
H
r �
R3
�
:

Corollaire 1.1.1 On trouve aussi le résultat d�inclusion suivant :

�
H
r �
R3
�
,! L

6
3�2r

�
R3
�
;

pour 0 � r < 3
2
.



Chapitre 2

Critère de régularité des solutions
faibles de l�équation
magnétohydrodynamique dans les
espaces de multiplicateur homogène
�
Xr
�
R3
�

2.1 Les epaces de multiplicateur homogène
�
Xr

�
R3
�

Les équations magnétohydrodynamique à été introduite par Lemarié-Rieusset [8] et [2] et

aussi utilisée par Zhou-Gala [18]. Commençons par rappeler un espace de multiplicateur.

Dé�nition 2.1.1 Pour 0 � r < 3
2
, on dé�nit l�espace de multiplicateur homogène

�
Xr par

�
Xr

�
R3
�
=

�
f 2 L2loc

�
R3
�
: 8g 2

�
Hr
�
R3
�

fg 2 L2
�
;

où

kfk �
Xr

= sup
kgk �

H
r�1
kfgkL2 :

On a les propositions suivantes [18] :

Proposition 2.1.1 Soit 0 � r < 3
2
. on a

1. kf (:+ x0)k �
Xr

= kfk �
Xr

8x0 2 R3;
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2. kf (�:)k �
Xr

= 1
�r
kfk �

Xr

; � > 0:

L�intérêt de l�espace
�
Xr tient tout d�abord à son invariance par le changement d�échelle de

l�équation :

kf�k
L

2
1�r

�
0;T ;

�
Xr

� = kfk
L

2
1�r

�
0;T ;

�
Xr

� ;
où f� (x; t) = �f

�
�x; �2t

�
, 8� > 0 et 8x 2 R3,

puis à la chaîne d�inclusions suivantes :

Proposition 2.1.2 Pour 0 � r < 3
2
on a

�
H

3
2
�r
� L 3

r �
�
Xr:

la première inclusion est classique, on renvoie le lecteur à [4] et nous démontrons seulement

la dernière.

Preuve. soit f 2 L
3
r (R3) d�après l�injection de Sobolev

�
H
r

� Lq avec 1
q
= 1

2
� r

3
. En

utilisant l�inégalité de Hölder, il résult que

kfgkL2 � kfk
L
3
r
kgkLq

� kfk
L
3
r
kgk �

Hr
;

et

kfk �
Xr

= sup
kgk �

Hr
�1
kf � gkL2 � C kfkL 3r :

Donc kfk �
Xr

� kfk
L
3
r
. �

2.2 L�équation magnétohydrodynamique dans les es-
paces de multiplicateur

Dé�nition 2.2.1 L�équation magnétohydrodynamique en dimension trois dé�nie comme suit :8>><>>:
@tu��u+ u:ru� b:rb+rp = 0;
@tb��b+ u:rb� b:ru = 0;

r:u = r:b = 0;
u(x; 0) = u0(x); b(x; 0) = b0(x);

(2.2.1)
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où u = u (x; t) 2 R3 est le champ de vitesse, b 2 R3 est le champ magnétique, p = p (x; t) est

le scalaire de la pression, tandis que u0 et b0 sont la vitesse initiale et le champ magnétique

initiale avec r:u0 = r:b0 = 0.

Pour s�abstraire des di¢ cultés dues aux condition aux limites, on suppose que le �uide remplit

tout l�espace (donc x décrit R3 tout entier).

On aura besoin des espaces fonctionnels suivants [12].

C10;� (R3) désigne l�espace des fonctions ' tels que ' 2 (C10 (R3))
3 et div' = 0 c�est-à-dire

C10;�
�
R3
�
=
n
' 2

�
C10

�
R3
��3

: div' = 0
o
�
�
C10

�
R3
��3
:

L2� (R3) est dé�ni comme suit

L2�
�
R3
�
= C10;� (R3)

k:kL2 =
n
u 2 L2

��
R3
��3

: div u = 0
o
;

Hr
� (R3) le complété de C10;� dans Hr (R3).

2.2.1 Les solutions faibles de l�équation magnétohydrodynamique
au sens de Leray

Dé�nition 2.2.2 [12] soient (u0; b0) 2 L2� (R3) et T > 0. La fonction mesurable (u; b) sur

R3 � (0; T ) est dite solution faible de (2:2:1) sur (0; T ) si u véri�er les propriétés suivantes

1.

(u; b) 2 L1
�
(0; T ) ;L2�

�
\ L2

�
(0; T ) ;H1

�

�
pour tout T > 0.

2. u (t) est continue par rapport le temps t de topologie faible de L2� avec hu (t) ; �i ! ha; �i

quand t! 0+, pour tout � 2 L2�.

2.3 Critère de régularité pour solution faible aux équa-
tions (MHD) dans l�espace de multiplicateur homo-
gène

On va étudié le critère de régularité de solution faible de l�équation MHD dans l�espace de

multiplicateur homogène et qui énoncer comme suit :
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Théorème 2.3.1 [18] supposons que la vitesse initiale et le champ magnétique u0; b0 2

H1 (R3). Si le champ de vitesse véri�er :

u 2 L
2

1�r

�
0; T ;

�
Xr

�
R3
��
;

avec r 2 [0; 1[. Le gradient de champ de vitesse véri�er

ru 2 L
2

1�

�
0; T ;

�
X

�
R3
��
;

et  2 [0; 1]. Alors

(u; b) 2 L1
�
0; T ;H1

�
R3
��
\ L2

�
0; T ;H2

�
R3
��
:

Donc la solution (u; b) est régulière.

Preuve. Premièrement, nous traitons le cas u 2 L
2

1�r

�
0; T ;

�
Xr (R3)

�
et r 2 [0; 1[. Par

dérivation la première et la deuxième équation de 2:2:1 par rapport à xk, nous prenons le

produit scalaire avec @uk
@xk

= @ku et
@bk
@xk

= @kb, respectivement et intégrer sur R3. On a la

première équation de 2:2:1

@tu��u+ u:ru+rp� b:rb = 0:

On dérive par rapport à xk

@t@ku��@ku+ @ku:ru+ u:r@ku+r@kp� @kb:rb� b:r@kb = 0:

Ensuite le produit scalaire avec @ku

h@t@ku; @kui � h�@ku; @kui+ h@ku:ru; @kui+ hu:r@ku; @kui

+ hr@kp; @kui � h@kb:rb; @kui � hb:r@kb; @kui = 0:

Or

hr@kp; @kui = �h@kp; @k div ui = 0 car div u = 0;

Z
R3

1

2
@t j@kuj2 dx+

Z
R3
jr@kuj2 dx = �

Z
R3
(@ku:r)u:@kudx�

Z
R3
(u:r) @ku:@kudx

+

Z
R3
(@kb:r) b:@kudx+

Z
R3
(b:r) @kb:@kudx:
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Mais

�
Z
R3
(u:r) @ku:@kudx = 0:

Car Z
R3
(u:r) @ku:@kudx =

Z
R3
u:r@ku:@kudx

=
3X
i=1

Z
R3
u:@i@ku:@kudx

=
1

2

3X
i=1

Z
R3
u:@i (@ku:@ku) dx

=
1

2

Z
R3
u:r (@ku:@ku) dx

= �1
2

Z
R3
div (u) : (@ku:@ku) dx

= 0:

Donc

1

2

d

dt
k@kuk2L2 + kr@kuk

2
L2 = �

Z
R3
(@ku:r)u:@kudx (2.3.1)

+

Z
R3
(@kb:r) b:@kudx+

Z
R3
(b:r) @kb:@kudx:

Deuxième équation de 2:2:1

@tb��b+ u:rb� b:ru = 0:

On dérivé par rapport à xk

@t@kb��@kb+ @ku:rb+ u:r@kb� @kb:ru� b:r@ku = 0:

Ensuite le produit scalaire avec @kb

h@t@kb; @kbi � h�@kb; @kbi+ h@ku:rb; @kbi+ hu:r@kb; @kbi � h@kb:ru; @kbi � hb:r@ku; @kbi = 0

Z
R3

1

2
@t j@kbj2 dx+

Z
R3
jr@kbj2 dx = �

Z
R3
(@ku:r) b:@kbdx�

Z
R3
(u:r) @kb:@kbdx

+

Z
R3
(@kb:r)u:@kbdx+

Z
R3
(b:r) @ku:@kbdx:
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Mais Z
R3
(u:r) @kb:@kbdx = 0:

Car Z
R3
(u:r) @kb:@kbdx =

Z
R3
u:r@kb:@kbdx

=
3X
i=1

Z
R3
u:@i@kb:@kbdx

=
1

2

3X
i=1

Z
R3
u:@i (@kb:@kb) dx

=
1

2

Z
R3
u:r (@kb:@kb) dx

= �1
2

Z
R3
div (u) : (@kb:@kb) dx

= 0:

Donc

1

2

d

dt
k@kbk2L2 + kr@kbk

2
L2 = �

Z
R3
(@ku:r) b:@kbdx+

Z
R3
(@kb:r)u:@kbdx (2.3.2)

+

Z
R3
(b:r) @kb:@kbdx:

Avec Z
R3
(b:r) @kb:@kudx+

Z
R3
(b:r) @ku:@kbdx = 0:

Par l�intégration par partie on trouveZ
R3
(b:r) @kb:@kudx =

3X
i=1

3X
j=1

Z
R3
(bi:@i@kbj) :@iujdx

= �
3X
i=1

3X
j=1

Z
R3
(@ibj:bj) :@k@iujdx

= �
3X
i=1

3X
j=1

Z
R3
bj:@k@iuj:@ibjdx

= �
Z
R3
(b:r) @ku:@kbdx:
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On fait la somme de 2:3:1 et 2:3:2 on obtient

1

2

d

dt
k@kuk2L2 + kr@kuk

2
L2 +

1

2

d

dt
k@kbk2L2 + kr@kbk

2
L2 (2.3.3)

= �
Z
R3
(@ku:r)u:@kudx+

Z
R3
(@kb:r) b:@kudx

�
Z
R3
(@ku:r) b:@kbdx+

Z
R3
(@kb:r)u:@kbdx

= A1 + A2 + A3 + A4:

Pour le premier terme A1

A1 = �
Z
R3
(@ku:r)u:@kudx

= �
Z
R3

�
(@ku1; @ku2; @ku3) :

�
@

@x1
;
@

@x2
;
@

@x3

��
u: (@ku1; @ku2; @ku3) dx1dx2dx3

= �
Z
R3

�
@ku1

@

@x1
+ @ku2

@

@x2
+ @ku3

@

@x3

�
: (u1; u2; u3) (@ku1; @ku2; @ku3) dx1dx2dx3

= �
Z
R3

�
@ku1

@u1
@x1

+ @ku2
@u1
@x2

+ @ku3
@u1
@x3

; @ku1
@u2
@x1

+ @ku2
@u2
@x2

+ @ku3
@u2
@x3

; @ku1
@u3
@x1

+@ku2
@u3
@x2

+ @ku3
@u3
@x3

�
(@ku1; @ku2; @ku3) dx1dx2dx3

= �
Z
R3

�
@ku1

@u1
@x1

+ @ku2
@u1
@x2

+ @ku3
@u1
@x3

�
@ku1 +

�
@ku1

@u2
@x1

+ @ku2
@u2
@x2

+ @ku3
@u2
@x3

�
@ku2

+

�
@ku1

@u3
@x1

+ @ku2
@u3
@x2

+ @ku3
@u3
@x3

�
@ku3dx1dx2dx3

= �
3X

i;j=1

Z
R3
(@kui:@iuj) :@kujdx

=
3X

i;j=1

Z
R3
(@kui)uj (@i@kuj) dx:

Donc

A1 � kurukL2
r2u


L2

� kuk �
Xr
kruk �

H
r

r2u

L2
:

On utilise lemme (1.1.2) avec w = ru

kwk �
H
r � krwkrL2 kwk

1�r
L2 :



2.3 Critère de régularité pour solution faible aux équations (MHD) dans
l�espace de multiplicateur homogène 13

On obtient

A1 � kuk �
Xr
kruk1�rL2

r2u
1+r
L2
.

Même estimation pour A2

A2 =

Z
R3
(@kb:r) b:@kudx =

3X
i=1

Z
R3
@kb:rb:@kuidx

= �
3X
i=1

Z
R3
(@k@kb:rbi + @kb:r@kbi)uidx

�
Z
R3

juj jrbj
��r2b

�� dx
� kuk �

Xr
krbk �

H
r

r2b

L2

� kuk �
Xr
krbk1�rL2

r2b
1+r
L2

:

Troisième terme A3

A3 = �
Z
R3
(@ku:r) b:@kbdx = �h@ku;rb:@kbi = h@k (rb:@kb) ; ui

= h(r@kb:@kb+rb:@k@kb) ; ui

=

Z
R3
(r@kb:@kb+rb:@k@kb)udx

�
Z
R3
juj jrbj

��r2b
�� dx � kuk �

Xr
krbk1�rL2

r2b
1+r
L2
:

Pour dèrnier terme A4 égale

A4 =

Z
R3
(@kb:r)u:@kbdx

=

3X
i;j=1

Z
R3
@kbi:@jui:@kbidx

= �
3X

i;j=1

Z
R3
@kbj:ui:@k@jbidx

�
Z
R3
juj jrbj

��r2b
�� dx

� kuk �
Xr
krbk1�rL2

r2b
1+r
L2
:

L�inégalité précédente 2:3:3 devient

1

2

d

dt
k@kuk2L2 + kr@kuk

2
L2 +

1

2

d

dt
k@kbk2L2 + kr@kbk

2
L2

� kuk �
Xr
kruk1�rL2

r2u
1+r
L2

+ 3 kuk �
Xr
krbk1�rL2

r2b
1+r
L2
:
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Pour 1 � k � 3, on a

1

2

d

dt
kruk2L2 +

r2u
2
L2
+
1

2

d

dt
krbk2L2 +

r2b
2
L2

� kuk �
Xr
kruk1�rL2

r2u
1+r
L2

+ 3 kuk �
Xr
krbk1�rL2

r2b
1+r
L2
:

1

2

d

dt

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
r2b

2
L2
+
r2u

2
L2

� kuk �
Xr
kruk1�rL2

r2u
1+r
L2

+ 3 kuk �
Xr
krbk1�rL2

r2b
1+r
L2
:

Par l�inégalité de Young, on obtient

1

2

d

dt

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
r2b

2
L2
+
r2u

2
L2

�
�
kuk

2
1�r
�
Xr

kruk2L2
� 1�r

2 �r2u
2
L2

� 1+r
2
+ 3

�
kuk

2
1�r
�
Xr

krbk2L2
� 1�r

2 �r2b
2
L2

� 1+r
2

1

2

d

dt

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
r2b

2
L2
+
r2u

2
L2

� C1

"�
kuk

2
1�r
�
Xr

kruk2L2
� 1�r

2

# 2
1�r

+
1

2

��r2u
2
L2

� 1+r
2

� 2
1+r

+C2

"�
kuk

2
1�r
�
Xr

krbk2L2
� 1�r

2

# 2
1�r

+
1

2

��r2b
2
L2

� 1+r
2

� 2
1+r

:

Donc

1

2

d

dt

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
r2b

2
L2
+
r2u

2
L2

� C1 kuk
2

1�r
�
Xr

kruk2L2 +
1

2

r2u
2
L2
+ C2 kuk

2
1�r
�
Xr

krbk2L2 +
1

2

r2b
2
L2

� C

2
kuk

2
1�r
�
Xr

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
1

2

r2u
2
L2
+
1

2

r2b
2
L2
:

On implique que

d

dt

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
r2b

2
L2
+
r2u

2
L2

(2.3.4)

� C kuk
2

1�r
�
Xr

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
:

On applique le lemme (1.0.1) à 2:3:4 on obtient

sup
0�t�T

�
kru (:; t)k2L2 + krb (:; t)k

2
L2

�
�
�
kru0k2L2 + krb0k

2
L2

�
exp

�
C

Z T

0

ku (:; t)k
2

1�r
�
Xr

dt

�
:

Puisque

u 2 L
2

1�r

�
0; T ;

�
Xr

�
R3
��
:
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Et �
kru0k2L2 + krb0k

2
L2

�
< +1:

Alors

sup
0�t�T

�
kru (:; t)k2L2 + krb (:; t)k

2
L2

�
< +1:

Donc

sup
0�t�T

ku (:; t)k2H1 < +1 et sup
0�t�T

kb (:; t)k2H1 < +1:

Ce qui implique

kuk2L1(0;T ;H1(R3)) < +1 et kbk2L1(0;T ;H1(R3)) < +1:

D�où

(u; b) 2 L1
�
0; T ;H1

�
R3
��
:

D�autre coté on intègre 2:3:4 par rapport à t avec 0 � t � T

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
�
�
kru0k2L2 + krb0k

2
L2

�
+

Z T

0

hr2b (:; t)
2
L2
+
r2u (:; t)

2
L2

i
dt

� C

Z T

0

ku (:; t)k
2

1�r
�
Xr

�
kru (:; t)k2L2 + krb (:; t)k

2
L2

�
dt

� C
0
Z T

0

ku (:; t)k
2

1�r
�
Xr

dt:

Car

(u; b) 2 L1
�
0; T ;H1

�
R3
��
:

Donc Z T

0

hr2b (:; t)
2
L2
+
r2u (:; t)

2
L2

i
dt � 1;

implique Z T

0

kb (:; t)k2H2 dt+

Z T

0

ku (:; t)k2H2 dt � 1;

donc

(u; b) 2 L2
�
0; T ;H2

�
R3
��
:

D�où

(u; b) 2 L1
�
0; T ;H1

�
R3
��
\ L2

�
0; T ;H2

�
R3
��
:
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Pour r = 1 lemme (1.1.2) devient

kwk �
H
1 = krwkL2 :

Alors

A1 � kuk �
X1

r2u
2
L2

et A2 + A3 + A4 � 3 kuk �
X1

r2b
2
L2
:

On obtient l�inégalité suivante

1

2

d

dt

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
r2b

2
L2
+
r2u

2
L2

� kuk �
X1

r2u
2
L2
+ 3 kuk �

X1

r2b
2
L2

� 3 kuk �
X1

�r2b
2
L2
+
r2u

2
L2

�
:

Après l�intégration par rapport à t

kru (:; t)k2L2 + krb (:; t)k
2
L2 � kru0k

2
L2 � krb0k

2
L2 + 2

Z T

0

hr2b (:; t)
2
L2
+
r2u (:; t)

2
L2

i
dt

� 6

Z T

0

h
ku (:; t)k �

X1

�r2b (:; t)
2
L2
+
r2u (:; t)

2
L2

�i
dt: (2.3.5)

Comme (u0; b0) 2 H1 donc 2:3:5 devient

kru0k2L2 + krb0k
2
L2 � C

kru (:; t)k2L2 + krb (:; t)k
2
L2 � 6

Z T

0

h
ku (:; t)k �

X1

�r2b (:; t)
2
L2
+
r2u (:; t)

2
L2

�i
dt

�2
Z T

0

hr2b (:; t)
2
L2
+
r2u (:; t)

2
L2

i
dt+ C

�
"
6 kuk

L1
�
0;T ;

�
X1

� � 2
# �Z T

0

hr2b
2
L2
+
r2u

2
L2

i
dt

�
+ C:

Pour kuk
L1

�
0;T ;

�
X1

� très petit

 
kuk

L1
�
0;T ;

�
X1

� � �
3
� 1

3

!
On trouve

kruk2L2 + krbk
2
L2 + 2 (1� �)

Z T

0

hr2b
2
L2
+
r2u

2
L2

i
dt � C:

Donc

kru (:; t)k2L2 + krb (:; t)k
2
L2 < 1 et

Z T

0

hr2b
2
L2
+
r2u

2
L2

i
dt <1

sup
0�t�T

ku (:; t)k2�
H1

< 1 et sup
0�t�T

kb (:; t)k2�
H1
<1Z T

0

r2b (:; t)
2
L2
dt < 1 et

Z T

0

r2u (:; t)
2
L2
dt <1:
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Ceci donne

(u; b) 2 L1
�
0; T ;H1

�
R3
��
\ L2

�
0; T ;H2

�
R3
��
:

Le cas ru 2 L
2

1�

�
0; T ;

�
X (R3)

�
et  2 [0:1] ;

A1 =

Z
R3
@ku:ru:@kudx

�
Z
R3
jruj jruruj dx

� krurukL2 krukL2

� kruk �
X
kruk �

H
 krukL2

� kruk �
X
kruk2�L2

r2u

L2
:

Même estimation pour A2

A2 =

Z
R3
@kb:rb:@kudx

�
Z
R3
jrbj jrbruj dx

� krbrukL2 krbkL2

� kruk �
X
krbk2�L2

r2b

L2
:

Pour le terme A3

A3 = �
Z
R3
@ku:rb:@kbdx

�
Z
R3
jrurbj jrbj dx

� kruk �
X
krbk2�L2

r2b

L2
:

Pour le dernier terme A4

A4 =

Z
R3
@kb:ru:@kbdx

�
Z
R3
jrbruj jrbj dx

� kruk �
X
krbk2�L2

r2b

L2
:

Donc

A2 + A3 + A4 � 3 kruk �
X
krbk2�L2

r2b

L2
:
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Alors 2:3:3 devient

1

2

d

dt

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
r2b

2
L2
+
r2u

2
L2

� kruk �
X
kruk2�L2

r2u

L2
+ 3 kruk �

X
krbk2�L2

r2b

L2

�
�
kruk

2
2�
�
X

kruk2L2
� 2�

2 �r2u
2
L2

� 
2
+ 3

�
kruk

2
2�
�
X

krbk2L2
� 2�

2 �r2b
2
L2

� 
2
:

Avec 2�
2
+ 

2
= 1

� �

2
kruk

2
1�r
�
Xr

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
1

2

r2u
2
L2
+
1

2

r2b
2
L2

1

2

d

dt

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
r2b

2
L2
+
r2u

2
L2

� �1 kruk
2

2�
�
X

kruk2L2 +
1

2

r2u
2
L2
+ �2 kruk

2
2�
�
X

krbk2L2 +
1

2

r2b
2
L2

� �

2
kruk

2
2�
�
X

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
1

2

r2u
2
L2
+
1

2

r2b
2
L2
:

Donc

d

dt

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
+
r2b

2
L2
+
r2u

2
L2
� � kruk

2
2�
�
X

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
: (2.3.6)

On applique lemme (1:0:1) à 2:3:6

sup
0�t�T

�
kru (:; t)k2L2 + krb (:; t)k

2
L2

�
�
�
kru0k2L2 + krb0k

2
L2

�
exp

�
�

Z T

0

kru (:; t)k
2

2�
�
X

dt

�
:

Puisque

ru 2 L
2

2�

�
0; T ;

�
X

�
R3
��
;

et �
kru0k2L2 + krb0k

2
L2

�
< +1:

Alors

sup
0�t�T

�
kru (:; t)k2L2 + krb (:; t)k

2
L2

�
< +1:

Donc

sup
0�t�T

ku (:; t)k2H1 < +1 et sup
0�t�T

kb (:; t)k2H1 < +1:

Ce qui implique

ku (:; t)k2L1(0;T ;H1(R3)) < +1 et kb (:; t)k2L1(0;T ;H1(R3)) < +1:
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Donc

(u; b) 2 L1
�
0; T ;H1

�
R3
��
:

D�autre côté on intègre 2:3:6 par rapport à t avec 0 � t � T

�
kruk2L2 + krbk

2
L2

�
�
�
kru0k2L2 + krb0k

2
L2

�
+

Z T

0

hr2b (:; t)
2
L2
+
r2u (:; t)

2
L2

i
dt

� �

Z T

0

kru (:; t)k
2

1�r
�
Xr

�
kru (:; t)k2L2 + krb (:; t)k

2
L2

�
dt

� �
0
Z T

0

kru (:; t)k
2

1�r
�
Xr

dt:

Car

kruk2L2 + krbk
2
L2 � sup

0�t�T

�
ku (:; t)k2H1 + kb (:; t)k2H1

�
< �

00

Z T

0

hr2b (:; t)
2
L2
+
r2u (:; t)

2
L2

i
dt � 1:

Implique Z T

0

kb (:; t)k2H2 dt � 1 et
Z T

0

ku (:; t)k2H2 dt � 1:

Donc la solution

(u; b) 2 L2
�
0; T ;H2

�
R3
��
;

d�où

(u; b) 2 L1
�
0; T ;H1

�
R3
��
\ L2

�
0; T ;H2

�
R3
��
:

ce qui donne que la solution faible (u; b) est régulière. �
C�est la �n de la preuve de théorème (2:2:1). Ce théorème reste vraie pour l�équation de

Navier-Stokes avec b � 0, alors on a donné une extension de critère de régularité (type de

Serrin) de l�équation Navier-Stokes.



Chapitre 3

Critère de régularité des solutions
faibles de l�équation
magnétohydrodynamique en terme de
champ rotationnel

L�espace de Morrey-Companato
�
Mp;qjoue un rôle très important dans la régularité des solu-

tions de l�équation aux dérivée partielle voir [5] et [14]

3.1 L�espace de Morrey-Companato
�
M p;q

Nous rappelons dans cette partie la dé�nition de l�espace de Morrey-Companato et quelques

propriétés de cet espace.

Dé�nition 3.1.1 Pour 1 < p � q � +1, l�espace de Morrey-Companato
�
Mp;qest dé�nit par

�
Mp;q =

�
f 2 Lploc

�
R3
�
: kfk �

Mp;q

= sup
x2R3

sup
R>0

R
3
q
� 3
p kfkLp(B(x;R))

�
; (3.1.1)

où B (x;R) désigne la boule fermé du centre x et de rayon R:

Remarque 3.1.1 L�espace
�
Mp;q (R3) est un espace de Banach de norme kk �

Mp;q

Lemme 3.1.1 Pour tout � > 0 on a

kf (�:)k �
Mp;q

=
1

�
3
q

kfk �
Mp;q

:
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Preuve. Pour tout � > 0 et pour tout f 2
�
Mp;q on a

R
3
q
� 3
p kf (�:)kLp(B(x;R)) = R

3
q
� 3
p

�Z
B(x;R)

jf (�y)jp dy
� 1

p

= R
3
q
� 3
p

�
��3

Z
B(x;R)

jf (z)jp dz
� 1

p

avec z = �y

= R
3
q
� 3
p
1

�
3
p

�Z
B(x;R)

jf (z)jp dz
� 1

p

:

Et par suite

kf (�:)k �
Mp;q

= sup
x2R3

sup
R>0

R
3
q
� 3
p kf (�:)kLp(B(x;R))

=
1

�
3
q

sup
x2R3

sup
R>0

R
3
q
� 3
p kfkLp(B(x;R))

=
1

�
3
q

kfk �
Mp;q

:

D�où

kf (�:)k �
Mp;q

=
1

�
3
q

kfk �
Mp;q

:

�

Remarque 3.1.2 L�espace de Morrey-Companato peut être considérée comme un complé-

ment à l�espace Lp, on a le lemme suivant

Lemme 3.1.2 Pour 1 < p � q on a

Lq =
�
M q;q �

�
Mp;q:

Et on a le cas particulier q = 3
r
avec p � 2,

L
3
r

�
R3
�
�

�
Mp; 3

r

�
R3
�
:

Preuve. On a pour toute f 2
�
M q;q,

kfk �
Mq;q

= sup
x2R3

sup
R>0

R
3
q
� 3
q kfkLq(B(x;R))

= kfkLq(B(x;R)) � kfkLq(R3) :

D�autre côté

kfk �
Mq;q

� kfkLq(B(x;R)) :
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Alors

Lq =
�
M q;q:

Et on a

kfk �
Mp;q

= sup
x2R3

sup
R>0

R
3
q
� 3
p kfkLq(B(x;R)) :

Puisque p � q alors R
3
q
� 3
p � 1

Donc

kfk �
Mp;q

= sup
x2R3

sup
R>0

R
3
q
� 3
p kfkLq(B(x;R))

� kfkLq(B(x;R)) :

D�où

Lq =
�
M q;q �

�
Mp;q:

�
En raison du lemme suivant données dans [7] :

Lemme 3.1.3 Pour 0 � r < 3
2
, l�espace

�
Zrest dé�ni comme l�espace de f (x) 2 L2loc (R3) tel

que

kfk �
Zr
= sup

kgk �
B
r

2;1

�1
kfgkL2 <1:

Alors f 2
�
M2; 3

r
si et seulement si f 2

�
Zrde norme équivalente.

Et le fait que

L2 \
�
H
1

�
�
B
r

2;1 �
�
H
r

pour 0 < r < 1:

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.1.4 Pour 0 < r � 1 on a

�
Xr

�
R3
�
�

�
M2; 3

r

�
R3
�
:



3.1 L�espace de Morrey-Companato
�
Mp;q 23

Preuve. Soit f 2
�
Xr (R3) avec 0 < R � 1, x0 2 R3 et ' 2 D (R3) tel que ' � 1 surB

�
x0
R
; 1
�

on a

kfk �
M

2; 3r

= sup
x2R3

sup
0<R�1

Rr�
3
2

�Z
jx�x0j�R

jf (x)j2 dx
� 1

2

= sup
y2R3

sup
0<R�1

Rr�
3
2

 
R3
Z
jy�x0

R j�1
jf (Ry)j2 dy

! 1
2

avec x = Ry

= sup
y2R3

sup
0<R�1

Rr�
3
2R

3
2

 Z
jy�x0

R j�1
jf (Ry)' (y)j2 dy

! 1
2

� sup
y2R3

sup
0<R�1

Rr
�Z

R3
jf (Ry)' (y)j2 dy

� 1
2

� sup
y2R3

sup
0<R�1

Rr kf (Ry)' (y)kL2(R3)

� sup
y2R3

sup
0<R�1

kf'kL2(R3)

� sup
y2R3

sup
0<R�1

kfk �
Xr(R3)

k'k �
H
r

(R3)
:

Donc

kfk �
M

2; 3r

� C kfk �
Xr(R3)

:

D�où
�
Xr �

�
M2; 3

r
:

�
On a le lemme suivant qui sera utilisé dans la preuve de notre résultat.

Lemme 3.1.5 Pour 0 < r < 1, on a

kfk �
B
r

2;1

� C kfk1�rL2 krfk
r
L2 ;

où C ne dépend que de r. L�idée de la preuve vient de [13].

Proposition 3.1.1 Soit w = curlu

On a

kruk �
M

p; 3r

� kwk �
M

p; 3r

: (3.1.2)

L�idée de la preuve vient de [19]

Remarque 3.1.3 Par le prolongement L
3
r (R3) �

�
Xr (R3) �

�
M2; 3

r
(R3) d�améliorer nos

résultat dans [1] et [17] et [18]. En fait, on peut trouver que l�espace
�
M2; 3

r
(R3) est très grand.
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3.2 Critère de régularité pour solution faible aux équa-
tions (MHD) de terme de champ rotationnel

Dans cette partie on a étudié le critère de régularité de solution faible de l�équation MHD en

terme de champ rotationnel ; nous sommes en mésure d�énoncer notre résultat.

Théorème 3.2.1 Soit u0 2 H1 (R3), b0 2 L4\L2 (R3). Supposons que (u; b) est une solution

faible de l�équation MHD 2:2:1 dans ]0; T ) avec 0 < T � 1. Si le champ rotationnel w =

r� u véri�er

w 2 L
2

2�r

�
0; T ;

�
M2; 3

r

�
R3
��

pour 0 < r � 1:

Alors la solution faible

(u; b) 2 L1
�
0; T ;H1

�
R3
��
\ L2

�
0; T ;H2

�
R3
��
:

Donc la solution (u; b) est régulière.

Preuve. Pour démontrer le théorème (2:2:1) premièrement nous devons créer

b 2 L1(0; T ;L4) et jbj rb 2 L2 (0; T ;L2),

si w 2 L
2

2�r

�
0; T ;

�
M2; 3

r
(R3)

�
pour 0 < r � 1. D�abord, nous considérons le cas 0 < r < 1.

Nous multiplions les deux membres de la second équation de 2:2:1 par b jbj2, l�intégration

sur R3 pour obtenir, avec l�aide de l�intégration par parties.

@tb��b+ u:rb� b:ru = 0:

Devient 

@tb; b jbj2

�
�


�b; b jbj2

�
+


u:rb; b jbj2

�
�


b:ru; b jbj2

�
= 0:

DoncZ
R3
@tb: jbj2 bdx+

Z
R3
rb:rb jbj2 dx+

Z
R3
2 jbj2 :

��r jbj2��2 dx� Z
R3
(b:ru) jbj2 bdx = 0:

Ce qui implique

1

4

d

dt
kbk4L4 +

Z
R3
jbj2 jrbj2 + 2 jbj2

��r jbj2��2 dx �
����Z
R3
(b:ru) jbj2 bdx

����
�

�Z
R3

��jbj2 :ru��2 dx� 1
2
�Z

R3

��b2��2 dx� 1
2

�
jbj2ru

L2
:
b2

L2

� C kruk �
M

2; 3r

jbj2 �
B
r

2;1

b2
L2
:
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D�après le lemme (3:1:5)

1

4

d

dt
kbk4L4 +

Z
R3
jbj2 jrbj2 + 2 jbj2

��r jbj2��2 dx � C kruk
�
M
2; 3r

jbj21�r
L2

r jbj2r
L2
kbk2L4 :

D�après 3:1:2

1

4

d

dt
kbk4L4 +

Z
R3
jbj2 jrbj2 + 2 jbj2

��r jbj2��2 dx � C kwk
�
M
2; 3r

kbk2(2�r)L4 kjbjrbkrL2

� C

 
kwk

2
2�r
�
M
2; 3r

kbk4L4

! 2�r
2 �
kjbjrbk2L2

� r
2 :

On applique Inégalité de Young,

1

4

d

dt
kbk4L4 + kjbjrbk

2
L2 �

2� r
2

�
C

�

� 2
2�r

kwk
2

2�r
�
M

2; 3r

kbk4L4 +
r

2
�
2
r kjbjrbk2L2 :

On choisit � pour que r
2
�
2
r = 1

2
. Alors

d

dt
kbk4L4 + kjbjrbk

2
L2 � Cr kwk

2
2�r
�

M
2; 3r

kbk4L4 : (3.2.1)

Puisque w 2 L
2

2�r

�
0; T ;

�
M2; 3

r
(R3)

�
, il résulte de l�inégalité di¤érentielle

d

dt
kbk4L4 � Cr kwk

2
2�r
�
M
2; 3r

kbk4L4 : (3.2.2)

On applique le lemme (1:0:1) à 3:2:2

kb (:; t)k4L4 � Cr kb0k
4
L4 exp

 Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M
2; 3r

dt

!
: (3.2.3)

Donc

sup
0<t�T

kb (:; t)k4L4 <1:

D�où b 2 L1 (0; T ;L4)

Pour 0 < t � T on intègre 3:2:1, on obtient l�estimation suivante :

kbk4L4 � kb0k
4
L4 +

Z T

0

kjbjrb (:; t)k2L2 dt � Cr

Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M
2; 3r

kb (:; t)k4L4 dt

� Cr

Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M
2; 3r

sup
0<t�T

kb (:; t)k4L4 dt

� Cr kbk4L1(0;T ;L4)
Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M
2; 3r

dt;
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On a utilisé 3:2:3Z T

0

kjbjrb (:; t)k2L2 dt � Cr kbk4L1(0;T ;L4)
Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M

2; 3r

dt+ kb0k4L4 (3.2.4)

� Cr kb0k4L4 exp
 Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M

2; 3r

dt

!Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M

2; 3r

dt+ kb0k4L4 :

Donc

kjbjrb (:; t)k2L2 <1:

D�où jbjrb 2 L2 (0; T ;L2). Maintenant on démontre que u 2 L1 (0; T ;H1 (R3))\L2 (0; T ;H2 (R3)).

On multiplier la première équation de 2:2:1 par �u, et après on intègre par partie comme

suit

h@tu;�ui � h�u;�ui+ h(u:ru) ;�ui � h(b:rb) ;�ui+ hrp;�ui = 0:

Avec hrp;�ui = �hp;�div ui = 0

hr@tu;rui+ h�u;�ui = h(u:r)u;�ui � h(b:r) b;�ui

= I1 + I2:

On obtient I1

I1 = h(u:r)u;�ui

=

Z
R3

�
(u1; u2; u3) :

�
@

@x1
;
@

@x2
;
@

@x3

��
: (u1; u2; u3) :�udx

=

Z
R3

�
u1

@

@x1
+ u2

@

@x2
+ u3

@

@x3

�
: (u1; u2; u3) :�udx

=

Z
R3

�
u1
@u1
@x1

+ u2
@u1
@x2

+ u3
@u1
@x3

; u1
@u2
@x1

+ u2
@u2
@x2

+ u3
@u2
@x3

; u1
@u3
@x1

+ u2
@u3
@x2

+ u3
@u3
@x3

�
:�udx

=
3X

k;j=1

Z
R3
uk:@kuj:�ujdx

= �
3X

k;j=1

Z
R3
@iuk:@kuj:@iujdx:

Pour I2

I2 = �h(b:r) b;�ui

= �
Z
R3

�
(b1; b2; b3) :

�
@

@x1
;
@

@x2
;
@

@x3

��
: (b1; b2; b3) :�udx

= �
3X

k;j=1

Z
R3
bk:@kbj:�ujdx:
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Par l�intégration par partie

I2 = �
3X

k;j=1

Z
R3
@ibkbj@k@iujdx�

3X
k;j=1

Z
R3
bk:@i@kuj:@ibjdx

1

2

d

dt
kruk2L4 + k�uk

2
L2 = �

3X
k;j=1

Z
R3
@iuk:@kuj:@iujdx (3.2.5)

�
3X

k;j=1

Z
R3
@ibkbj@k@iujdx�

3X
k;j=1

Z
R3
bk:@i@kuj:@ibjdx

= I + II + III:

On trouve

jIj � kru:rukL2 krukL2 (3.2.6)

� C kruk �
M

2; 3r

kruk �
B
r

2;1

krukL2

� C kruk �
M

2; 3r

kruk2�rL2 k�uk
r
L2

� C

 
kwk

2
2�r
�
M
2; 3r

kruk2L2

! 2�r
2 �
k�uk2L2

� r
2

� 1

4
k�uk2L2 + C kwk

2
2�r
�
M
2; 3r

kruk2L2 :

De même, par l�inégalité de Cauchy, on obtient

II + III � C k�ukL2 kjbjrbkL2 (3.2.7)

� 1

2
k�uk2L2 + C kjbjrbk

2
L2 ;

d

dt
kruk2L4 + k�uk

2
L2 � C kwk

2
2�r
�
M
2; 3r

kruk2L2 + C kjbjrbk
2
L2 : (3.2.8)

On applique le lemme (1:0:1) à 3:2:8

kru (:; t)k2L2 � C kru0k2L2 exp
 Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M

2; 3r

dt

!
+

�Z T

0

kjbjrb (:; t)k2L2 dt
�
exp

 Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M
2; 3r

dt

!
:
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On utilise 3:2:4

kru (:; t)k2L2 � C kru0k2L2 exp
 Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M

2; 3r

dt

!
+

(
Cr kb0k4L4 exp

 Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M

2; 3r

dt

!

�
Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M
2; 3r

dt+ C kb0k4L4

)
exp

 Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M

2; 3r

dt

!
;

puisque w 2 L
2

2�r

�
0; T ;

�
M2; 3

r
(R3)

�
. Alors

sup
0<t�T

ku (:; t)k2H1 <1:

Donc

u 2 L1
�
0; T ;H1

�
R3
��
:

Ensuite, nous obtenons l�estimation de �u, on intègre 3:2:8 par rapport à tZ T

0

k�u (:; t)k2L2 dt � C

Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M
2; 3r

kruk2L2 dt+ kru0k
2
L2 + C

Z T

0

kjbjrb (:; t)k2L2 dt

� C sup
0<t�T

kruk2L2
Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M
2; 3r

dt+ kru0k2L2 + C
Z T

0

kjbjrb (:; t)k2L2 dt

� C kruk2L1(0;T ;L2)
Z T

0

kw (:; t)k
2

2�r
�
M
2; 3r

dt+ kru0k2L2 + C
Z T

0

kjbjrb (:; t)k2L2 dt:

Donc Z T

0

ku (:; t)k2H2 dt <1:

Alors u 2 L2 (0; T ;H2 (R3)) par conséquent u 2 L1 (0; T ;H1 (R3)) \ L2 (0; T ;H2 (R3)), ce

qui donne que (u; b) est régulière. �
Pour le cas r = 1, nous avons besoin de l�espace BMO [12]

Dé�nition 3.2.1 Une fonction f 2 L1loc (R3) appartient à l�espace BMO s�il existe A > 0

telle que :

sup
B

1

jBj

Z
y2B(x;R)

jf (y)� aj dy � A <1:

Où B = B (x;R) est une boule de R3, et a = 1
jB(x;R)j

R
y2B(x;R) f (y) dy.

On note kfkBMO = inf A:

Exemple 3.2.1 La fonction log jxj 2 BMO.



Lemme 3.2.1 Si f 2 H1 (R3) et rf 2
�
M2;3, alors

f 2 BMO (R3).

Preuve. Par l�inégalité de poincaré, on aZ
B(x;R)

��f (y)�mB(x;R)f (y)
��2 dy � CR2

Z
B(x;R)

jrf (y)j2 dy

� CR3 krfk2�
M2;3

:

Avec B (x;R) est une boule de R3.

kfkBMO = sup
x2R3

sup
R>0

1

jB (x;R)j

Z
B(x;R)

��f (y)�mB(x;R)f (y)
��2 dy

� C krfk2�
M2;3

:

�
D�après 3:1:2 et le lemme (3:2:1) et si w 2 L2

�
0; T ;

�
M2;3

�
, alors u 2 L2 (0; T ;BMO). Et

d�après le théorème (2:1) dans [15] la démonstration est complète.
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CONCLUSION

Ce travail nous a permis de conclure que les espaces de Sobolev et les espaces de multiplicateur

et les espaces de Morrey-Companato sont des outils très important et très adapté à l�étude

des équations aux dérivées partielles par exemple l�équation magnétohydrodynamique.

En e¤et, les solutions faibles de l�équation magnétohydrodynamique (MHD) sont régulières

sous les conditions suivantes :

u 2 L
2

1�r

�
0; T ;

�
Xr

�
R3
��
;

avec r 2 [0; 1[ où le gradient de champ de vitesse véri�er

ru 2 L
2

1�

�
0; T ;

�
X

�
R3
��
;

avec  2 [0; 1].

Ou bien le champ rotationnel

w = r� u 2 L
2

2�r

�
0; T ;

�
M2; 3

r

�
R3
��

pour 0 < r � 1;

avec
�
Xr (R3) �

�
M2; 3

r
(R3),

Donc on a fait une extension de critère de régularité pour des solutions faibles aux équations

magnétohydrodynamique (MHD) dans
�
Xr (R3)

�
et M2; 3

r
(R3). Et on peut améliorer ce critère

de régularité au cas des espaces de Besov d�indices négatifs.
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