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Résumé

L’hépatite C est une infection chronique du foie causée par un virus qui se transmet
par le sang. L’infection se caractérise par une inflammation du foie (l’hépatite) qui est
souvent asymptomatique, mais qui peut évoluer vers une hépatite chronique et plus tard
une cirrhose (fibrose cicatricielle du foie) et un cancer du foie. Une nouvelle infection par
le VHC ne doit pas toujours être traitée car, chez certaines personnes, la réponse immuni-
taire éliminera l’infection. Néanmoins, lorsque l’infection par le VHC devient chronique,
le traitement s’impose, celui-ci vise la guérison.

L’accès au traitement contre le VHC s’améliore, mais il reste encore trop limité. En
2017, sur les 71 millions de personnes vivant avec une infection à VHC dans le monde,
on estimait à 19% (13,1 millions) la proportion d’entre elles ayant connaissance du diag-
nostic et parmi celles diagnostiquées comme porteuses d’une infection à VHC chronique,
environ 5 millions avaient été traitées avec des ADD (antiviraux à action directe) à la fin
de l’année 2017. Il reste donc beaucoup à faire pour atteindre la cible consistant à traiter
80% des personnes atteintes d’une infection à VHC dans le monde d’ici à 2030.

Il n’existe pas actuellement de vaccin efficace contre l’hépatite C; cependant, des re-
cherches sont en cours dans ce domaine. Dans un article publié dans la revue Science
Translational Medicine , des chercheurs d’Oxford font état des résultats prometteurs qui
ouvrent la voie à un vaccin prophylactique. Ils mènent actuellement un essai clinique
dont la phase I vient de se terminer. C’est-à-dire que la tolérance et les éventuels effets
indésirables ont été évalués.

Dans notre travail on discutera de la dynamique de transmission du VHC et de l’effet
de l’isolement des infectés et la vaccination sur cette dynamique.

1. Dans un premier temps, un modèle épidémique déterministe pour la propagation
de l’hépatite C, qui intègre la possibilité d’un état d’isolement et vaccination est
formulé.

2. Une analyse globale du modèle sera effectuée.

Mots-Clés. Hépatite C, modélisation mathématique, quarantaine, vaccination, simula-
tion.



Abstract

Hepatitis C is a chronic infection of the liver caused by a virus transmitted by blood.
The infection is characterized by inflammation of the liver (hepatitis) that is often asymp-
tomatic, but can progress to chronic hepatitis and later cirrhosis (scarring of the liver) and
liver cancer. A new HCV infection should not always be treated as, in some people, the im-
mune response will eliminate the infection. However, when the HCV infection becomes
chronic, treatment is required, it is healing.

Access to treatment against HCV is improving but it is still too limited. In 2017, about
71 million people living with HCV infection in the world, an estimated 19% (13.1 million)
the proportion of those with knowledge of the diagnosis and of those diagnosed as carriers
of infection in chronic HCV, approximately 5 million had been treated with AAD (direct-
acting antivirals) to the end of 2017. It remains to be done to reach the target of treating
80% of those with infection HCV in the world by 2030.

There is currently no effective vaccine against hepatitis C; however, research is un-
derway in this area. In an article published in the journal Science Translational Medicine,
researchers from Oxford show promising results that pave the way for a prophylactic vac-
cine. They are currently conducting a clinical trial, phase I of which has just been comple-
ted. That is to say that the tolerance and possible side effects were evaluated.

In our work we will discuss the dynamics of HCV transmission and the effect of isola-
tion of infected and vaccination on this dynamic.

1. First, a deterministic epidemic model for the spread of hepatitis C, which incorpo-
rates the possibility of a state of isolation and vaccination is formulated.

2. A global analysis of the model will be performed.

Key words. Hepatitis C, mathematical modeling, quarantine, vaccination, simulation.



Introduction générale

La modélisation est un outil essentiel à la recherche actuelle, elle est utilisée dans
plusieurs domaines telque la médecine, la biologie, l’économie, la physique.... Actuel-
lement la modélisation en épidémiologie concerne aussi bien les maladies infectieuses
(par exemple infection par le VIH, par l’hépatite C, la grippe, etc.) que les maladies non
infectieuses (par exemple le cancer, le diabète, l’obésité) [34]. Dans le cas des maladies
infectieuses, l’épidémiologie cherche à identifier les agents pathogènes et à comprendre
leur mode de propagation. Ainsi, les épidémiologistes cherchent à répondre à des ques-
tions telles que : quelles sont les populations à risque? par quels moyens et dans quelles
circonstances la maladie est-elle transmise ? quels sont les facteurs favorisant cette trans-
mission? Ces informations permettent une meilleure compréhension de la dynamique
de la propagation, afin d’établir des stratégies de prévention et d’intervention permettant
de diminuer leur impact sur la santé publique [1].

En termes généraux, les modèles mathématiques dans l’épidémiologie jouent un rôle
trés importants pour éradiquer les maladies [4]. Les modèles compartimentaux sont des
modèles déterministes qui représentent un objet,un système, un phenomène à travers le
langage mathématique à base d’ensemble d’hypothéses, dans le but de lui appliquer les
outils, les techniques et les théories mathématiques. Cette représentation est une sim-
plification de la réalité [4]. Ces dernières années, des nombreux modèles mathématiques
épidimologiques ont été développés afin d’aider la compréhension de processus biolo-
giques impliquant des maladies infectieuses.

La simulation numérique est une représentation de phénomènes complexes rendue
possible grâce à une série de calculs, qui permet de calculer sur ordinateur les solutions
de ces modèles et donc de simuler la réalité pour illustrer les résultats théoriques.

L’hépatite C est un problème majeur de santé publique dans le monde, est une mala-
die du foie causée par un virus, de VHC [7], pouvant entraîner des hépatites aiguës comme
des hépatites chroniques. La gravité des hépatites C est variable et peut aller d’une forme
bénigne, d’une durée limitée à quelques semaines, à une maladie grave qui s’installe à vie
[24]. L’épidémie du VHC est souvent appelée épidémie silencieuse [13], c’est une cause
majeure du cancer du foie. À l’échelle mondiale, on estime que plus de 171 millions d’in-
dividus sont porteurs chroniques d’hépatite C.

En 2016, l’organisation mondiale de la santé a publié des objectifs mondiaux d’éli-
mination du virus de l’hépatite C, y compris une réduction de 80% de la transmission
du VHC et de 65% de la mortalité liée au VHC d’ici 2030 [24]. Dans ce contexte, alors
que l’intérêt mondial se tourne vers la réalisation des objectifs d’élimination du VHC de
l’OMS, les gouvernements s’appuyant de plus en plus sur des modèles mathématiques
pour éclairer leurs stratégies de prévention, des conseils sur la meilleure façon d’atteindre
ces objectifs. Les modèles de transmission du VHC peuvent fournir des informations cri-
tiques sur quel type d’intervention, quel niveau et quel ciblage sont nécessaires pour at-
teindre les objectifs d’élimination de l’OMS [25].

Dans ce mémoire, on s’intéresse à la modélisation mathématique et la simulation nu-
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mérique de la dynamique du VHC afin d’étudier l’effet de la vaccination et l’isolement sur
l’évolution de cette transmission.

Ce travail est structuré comme suit :
Aprés une introduction générale, notre mémoire est divisée en quatre chapitres :
Dans le premier chapitre, on va donner des généralités et quelques rappels sur les

notions biologiques de l’hépatite C.
Dans le deuxiéme chapitre, on cite quelques modèles mathématiques compartimen-

taux de la transmission de l’hépatite C, ensuite, on va proposer un nouveau modèle épi-
démique déterministe pour la propagation de l’hépatite C afin de bien comprendre le rôle
de la vaccination et l’isolement sur la dynamique de cette maladie.

Dans le chapitre 3, on va présenter une analyse mathématique du modèle, proposé
dans le chapitre 2.

Dans le dernier chapitre, on présente quelques résultats numériques sur le modèle
développé.

On termine ce travail par une conclusion sur les idées fondamentales prises durant
tout ce travail et les perspectives à atteindre.



Chapitre 1

Généralités sur l’hépatite C

L’hépatite C est une maladie infectieuse transmissible par le sang [37], elle a été re-
connue pour la première fois comme une maladie distincte en 1975 et son agent causal le
VHC a été identifié en 1989 [13], il est l’une des premières causes de pathologie hépatique
dans le monde [2]. L’hépatite C est une affection hépatique d’origine virale [16], ancien-
nement appelée hépatite (non A, nonB), affectant le foie causée par un virus appelé VHC
(l’abriviation anglaise HCV Hepatitis C Virus) [13], ce virus est de la famille flaviviridae,
caractérisé par une forte hétérogénéité génétique. Six principaux génotypes , qui jouent
un rôle important dans la gravité de la maladie et sa réponse au traitement [16].

Dans ce chapitre, on va rappler quelques notions biologiques, pour bien comprendre
la maladie de l’hépatite C, on commence par définir la maladie ensuite, son évolution et
ses symptômes, les modes de transmission, les conseils de prévention, la base de traite-
ment et la vaccination.

1 Épidémiologie de l’infection par le virus de l’hépatite C

L’hépatite C est une maladie relativement fréquente, selon l’organisation mondiale de
la santé, près de 3% de la population mondiale est infectée par le VHC, ce qui signifie
qu’il y a plus de 170 millions d’individus [2][35], environ 150 millions d’entre eux sont
infectés chroniquement, 3 à 4 millions de personnes sont nouvellement infectées chaque
année. Plus de 350000 individus meurent chaque année de pathologies hépatiques liées
à l’hépatite C. Le virus C est responsable d’environ 20% des cas d’hépatites aiguës et de
80% des cas d’hépatites chroniques. L’hépatite chronique C est une des causes majeures
de cirrhose et de cancer primitif du foie (carcinome hépatocellulaire) [2].

En Amérique, la séroprévalence est de 1 à 1,9% tout comme pour l’Europe et l’Inde.
L’Afrique de l’Ouest et l’Afrique centrale paraissent quant à elles être des zones de haute
endémicité avec une séroprévalence supérieure à 3%. L’Afrique du Sud est relativement
épargnée avec une prévalence inférieure à 3%. L’Egypte a la plus forte prévalence dans le
monde entier avec 9% et jusqu’à 50% dans certaines zones rurales [2].

En Algérie, la prévalence de l’hépatite C est de 1%, soit 400000 personnes potentiel-
lement infectées dont plus de 70% sont concernées par le génotype 1 (DK news, 2015)
[8].
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FIGURE 1.1 – Prévalence de l’infection par le VHC dans le monde [6].

2 Signes et symptômes

La période d’incubation pour l’hépatite C va de 2 semaines à 6 mois aprés l’infection
initiale [24], généralement ne produit aucun signe ou symptôme au cours de ses premiers
stades. Lorsque les signes et symptômes se présentent, ils sont généralement bénins et
grippaux [37][7] et peuvent inclure :

— de la fatigue ;

— de la fiévre ;

— des nausées ;

— des vomissements ;

— des pertes d’appétit ;

— des douleurs musculaires ;

— des douleurs articulaires ;

— une sensibilité au niveau de la zone abdominale où se trouve le foie ;

— un ictère (jaunissement de la peau et du blanc des yeux) ;

— une coloration grisâtre des fèces ;

— une coloration sombre des urines.

Ces signes peuvent mettre plusieurs semaines à disparaître [7].
Les premières études de charge virale chez onze porteurs asymptomatiques de l’hé-

patite C ont montré que la charge virale dans le plasma sanguin variait de 100/ml à
50000000/ml [37].

3 Évolution de l’hépatite C

L’hépatite C est caractérisée par deux stades distincts un stade aigu et un stade chro-
nique. Initialement, l’infection par le VHC entraîne une hépatite C aiguë qui est large-
ment asymptomatique. Seulement environ 15% des cas présentent des symptômes bé-
nins, dans certains cas, l’infection peut disparaître spontanément près de 20% des cas



au cours des six premiers mois suivant le contact initial grâce à une forte réponse im-
munitaire. Cependant, environ 80% des personnes exposées au VHC développent éven-
tuellement une infection chronique qui se caractérise par la détection de l’ARN du VHC
pendant une période d’au moins six mois aprés l’infection initiale, ce stade de la mala-
die peut durer des décennies. La plupart des gens éprouvent peu ou pas de symptômes
au cours des premières années de l’infection. Cependant, le VHC devient la principale
cause de cancer du foie (carcinome hépatocellulaire : CHC) et de cirrhose après plusieurs
années à vivre avec la maladie, près de 5 à 20% des patients atteints d’hépatite C chro-
nique développent une cirrhose en 30 ans. Environ 1 à 5% des patients atteints du VHC
chronique meurent d’un cancer du foie [13][22]. La figure 1.2 représente l’infection par le
VHC.

 

FIGURE 1.2 – Schéma de l’évolution d’une infection par le VHC.

La gravité de l’infection dépend de certains facteurs extérieurs peuvant aggraver l’état
du foie [7] :

— La consommation d’alcool,

— le tabagisme, l’excés de poids,

— âge avancé,

— une infection et co-infection par l’hépatite B (VHB) ou VIH.



 

FIGURE 1.3 – L’état du foie pendant l’infection [3].

4 Modes de transmission de l’hépatite C

Le virus de l’hépatite C se transmet principalment par l’exposition au sang, cette trans-
mission s’opère le plus souvent par [11] :

4.1 Voie sanguine

— Lors de l’usage de drogues par voie intraveineuse, sniff ou consommation de crack ;

— partage de matériel d’injection (seringue, cuillère, filtre, eau, coton, tampon),

— par voie nasale (partage de la paille),

— blessures aux mains lors de la préparation du crack.

— La transfusion de sang

Les produits dérivés du sang ont été un important facteur de contamination jusqu’en
1991. Depuis, le risque transfusionnel est pratiquement nul grâce aux mesures succes-
sives de dépistage des donneurs de sang et à l’utilisation de matériel à usage unique [11].

— En cas d’accident d’exposition au sang (AES) [11] ;

Le risque concerne le personnel de santé ou toute personne en cas de piqûre avec
une aiguille ou une coupure avec un objet tranchant souillé par le sang d’une personne
contaminée par le VHC.

— En cas de tatouage, piercing, acupuncture, scarification où les conditions d’hygiéne
ne sont pas respectées.

— La transmission entre les personnes vivant sous le même toit est trés rare, elle peut
éventuellement se produire par l’intermédiaire de partage d’objets coupants (ci-
seaux, rasoirs, brosse à dents, coupe-ongles) [11].

4.2 Voie sexuelle

Le risque de transmission au cours d’un rapport sexuel existe en cas de présence de
sang [11] :



— Rapports sexuels pouvant provoquer des saignements ou des traumatismes péné-
trations anales non protégées,

— Rapports sexuels, non protégés, pendant les régles avec une femme porteuse du
virus de l’hépatite C.

4.3 De la mère à l’enfant (transmission verticale)

Le terme de transmission verticale désigne la transmission d’une maladie infectieuse
de la mère à son enfant pendant l’accouchement [28], il est possible qu’une mère trans-
mette l’hépatite C à son bébé [38],

— Les femmes enceintes vivant avec le virus de l’hépatite C (VHC) présentent un risque
de près de 6% de transmettre le virus à leur enfant. Ce risque est doublé si elles sont
co-infectés par le VIH.

— L’allaitement n’est pas contaminant et n’est pas contre-indiqué. La majorité des
études a montré que l’ARN du VHC est indétectable dans le lait maternel [11].

5 Dépistage

Le virus peut rester plusieurs années à l’état latent, le patient est alors ce qu’on appelle
un porteur sain, c’est-à-dire qu’il n’a aucun symptôme, mais peut transmettre la maladie.
Le danger est que de nombreux patients sont infectés par le virus sans le savoir, et peuvent
donc contaminer leurs proches. Autrement dit, sans stratégies de dépistage, il est impos-
sible de savoir qu’ils sont malades et de les traiter. D’où l’importance du dépistage pour
tous [37]. Les tests pour l’hépatite C commencent par des tests sérologiques, des tests
sanguins permettant de détecter les anticorps anti-VHC [26]. Si ce test est positif pour les
anticorps de l’hépatite C, un test d’amplification des acides nucléiques (TAN) pour l’acide
ribonucléique (ARN) du VHC est nécessaire pour confirmer l’infection chronique [24].

 

FIGURE 1.4 – Test de détection de l’hépatite C [19].



6 Prise en charge médicale

6.1 Prévention

6.1.1 Prévention primaire

Les lignes directrices suivantes peuvent permettre de prévenir l’infection par le virus
de l’hépatite C, qui se propage par le sang [37] :

— éviter de partager les aiguilles utilisées pour les drogues injectables ou toute autre
drogue, y compris celles inhalées avec des pailles,

— éviter les tatouages dans des conditions d’hygiéne défectueuses,

— éviter les piercings et l’acupuncture dans des conditions d’hygiéne douteuses,

— éviter les blessures par aiguille à injection,

— éviter le partage des articles personnels comme les brosses à dent, les rasoirs, les
coupe-ongles,

— quoique le risque de transmission soit faible, utiliser des préservatifs en latex pour
les rapports sexuels en dehors d’une relation monogame durable.

Les tenants de la réduction des risques pensent que les stratégies telles que la fourni-
ture d’aiguilles et de seringues neuves, et l’apprentissage de procédures sécurisées d’in-
jection de drogues sont susceptibles de diminuer le risque de propagation de l’hépatite C
entre les consommateurs de drogues injectables.

6.1.2 Prévention secondaire

S’agissant des personnes infectées par le virus de l’hépatite C [24] :

— les informer des possibilités de soins et de traitement et de les conseiller ;

— Vaccination contre les hépatites A et B pour prévenir une co-infection par les virus
correspondants et protéger leur foie ;

— les prendre en charge médicalement à un stade précoce et de manière appropriée,
notamment par un traitement antiviral le cas échéant ;

— les soumettre à un suivi régulier pour diagnostiquer précocement une éventuelle
maladie hépatique chronique.

6.2 Traitement

Une nouvelle infection par le VHC ne doit pas toujours être traitée car, chez certaines
personnes la réponse immunitaire éliminera l’infection [24], l’organisme produit suffi-
samment de lymphocytes T capables de lutter efficacement contre le virus Hépatite C
[41]. Le traitement de l’infection chronique par le virus de l’hépatite C (VHC) a singulié-
rement progressé ces deux derniéres décennies [26] (voir figure 1.5). Depuis 2014, la base
du traitement de l’hépatite C anti-viraux à action direct (AAD) consiste à associer les mo-
lécules antivirales entre elles (le plus souvent 2 molécules - bithérapie dans 1 comprimé
unique). La durée du traitement est de 8 ou 12 semaines en fonction du traitement pres-
crit. La guérison est définie par la disparition de l’ARN du VHC à 12 semaines aprés la
fin du traitement anti VHC. Si aucun virus de l’hépatite C n’est retrouvé dans le sang, la
personne est considérée comme guérie et aucun suivi n’est nécessaire [20][43].



 

FIGURE 1.5 – Progrès du traitement de l’hépatite C [23].

Le traitement est proposé à l’ensemble des patients ayant une infection chronique par
le VHC, y compris aux patients porteurs du virus mais n’ayant aucun symptômes, pas de
fibrose hépatique ou une fibrose hépatique débutante [40],

Un parcours simplifié de prise en charge, au plus proche de leur lieu de vie, est proposé
aux personnes porteuses chroniques du VHC et :

— n’ayant jamais reçu de traitement pour une hépatite C,

— n’ayant pas d’infection associée par le VIH ou le VHB (hépatite B),

— n’ayant pas d’insuffisance rénale sévére, d’autre maladie du foie, de consommation
d’alcool, de surpoids ou d’obésité ou de diabète.

Pour les personnes dont la situation clinique est plus complexe, le choix du traitement
et la surveillance sont assurés, dans un parcours spécialisé, par une équipe médicale plu-
ridisciplinaire (hépato-gastro-entérologue, biologiste, radiologue...) en lien étroit avec le
médecin traitant [40].

L’objectif principal du traitement de l’hépatite C chronique, dont le succés permet
d’éviter l’évolution ultérieure vers les complications de la maladie [40] et aussi :

— faire disparaître le virus : on parle alors de guérison virologique ;

— éviter la transmission du virus de l’hépatite C;

— protéger le foie : diminuer ou supprimer l’activité du virus ce qui permet de ralentir,
d’arrêter, voire de faire régresser la fibrose du foie, lorsqu’elle existe. Cela n’est pas
dû aux antiviraux qui sont sans effet sur la fibrose, mais à la capacité du foie à se
régénérer dans une certaine mesure, si on supprime l’agression virale.

L’évolution de la charge virale pendant et après le traitement permet de définir trois
grand types de réponses à un traitement anti VHC [9] :

— La réponse virologique soutenue (SVR) complète : elle est caractérisée par une charge
virale indétectable par PCR au cours du traitement, et négative 12 à 24 semaines
après la fin du traitement. On peut donc estimer que le virus est éliminé définitive-
ment.



— La rechute virologique : elle est caractérisée par une charge virale indétectable pen-
dant et à l’arrêt du traitement mais l’ARN viral redevient détectable dans les années
qui suivent le traitement. Les rechutes restent extrêmement rares.

— La non-réponse virologique : L’ARN du virus de l’hépatite C reste en quantité détec-
table dans le sérum au cours du traitement.

 

FIGURE 1.6 – Types de réponses virologiques sous traitement [3]

Des médicaments antiviraux permettent de guérir plus de 95% des personnes infec-
tées par le virus de l’hépatite C, réduisant ainsi le risque de décès par cirrhose ou cancer
hépatique, mais l’accès au diagnostic et au traitement est limité [24].

Remarque 1.1 Après guérison d’une hépatite C, soit spontanément (hépatite C aiguë), soit
après traitement (hépatite C aiguë ou chronique), la réinfection est possible. La sérologie
reste positive, à cause de la persistance dans le sang des anticorps, mais la virémie (ou
charge virale VHC, ou PCR VHC ou ARN C) qui signe la présence du virus est négative [43].

6.3 Vaccination

Bien qu’il existe des vaccins contre l’hépatite A et l’hépatite B [41], le développement
d’un vaccin contre le VHC représente un réel défi à l’heure actuelle [29]. Il n’existe aucun
vaccin préventif ou curatif de l’hépatite C, des vaccins sont en cours de développement
et certains ont donné des résultats encourageants [24]. Une autre stratégie qui est diffé-
rente d’un vaccin conventionnel est d’induire le bras des lymphocytes T de la réponse
immunitaire en utilisant des vecteurs viraux, des vecteurs adénoviraux qui contiennent
de grandes parties du génome du VHC lui-même, pour induire une réponse immunitaire
des lymphocytes T contre le VHC [5].

Des chercheurs d’Oxford font état des résultats prometteurs qui ouvrent la voie à un
vaccin prophylactique. Ils ménent actuellement un essai clinique dont la phase I vient
de se terminer. C’est-à-dire que la tolérance et les éventuels effets indésirables ont été
évalués. Le mode de transmission le plus fréquent de l’hépatite C est la consommation de
drogues injectables, par le biais du partage du matériel d’injection. L’étude a donc porté
sur 15 consommateurs de drogues volontaires qui n’avaient pas contracté cette maladie.



Leur organisme a bien répondu, puisqu’il a généré des anticorps qui sont restés visibles
30 semaines. Les seuls effets secondaires étaient de courte durée (moins de 48 heures). Et
il s’agissait de fatigue et de migraines qui n’ont touché que quelques patients [29][42].

Ainsi, la stratégie de vaccination contre le VHC a évolué, avec des réponses durables,
larges, soutenues et équilibrées des cellules T, caractéristiques de celles associées à la lutte
virale, ouvrant la voie aux premières études d’efficacité d’un vaccin prophylactique contre
le VHC [29].



Chapitre 2

La modélisation mathématique de la
dynamique de l’hépatite C

La modélisation mathématique en épidémiologie joue un rôle important dans l’infor-
mation des stratégies d’élimination de l’hépatite C dans le monde entier. Au cours des
dernières décennes, plusieurs travaux ont été également proposés pour modéliser la dy-
namique du VHC. Des études de modélisation épidémique [14][15][17][27][36][32] ont
fourni la première preuve théorique que le traitement du VHC en tant que stratégie de
prévention pourrait atteindre des réductions substantielles de la prévalence/incidence
malgré le risque de réinfection. Ces modèles ont par la suite fourni des informations clés
sur le type et le niveau de l’intensification de l’intervention nécessaire pour atteindre ces
objectifs.

Dans ce chapitre, on va présenter quelques modèles rencontrés dans la littérature re-
présentés par des systèmes d’équations différentielles ordinaires régissant la dynamique
de l’hépatite C. Ensuite, deux stratégies de contrôle optimal différentes (vaccination et
isolement) sont conçues pour contrôler la maladie et réduire la population infectée.

1 État de l’art des modèles mathématiques de l’hépatite C

Afin de faciliter la lecture des modèles, les paramètres communs aux différents mo-
dèles seront définis comme suit :

— N(t ) : Désigne le nombre de population totale au temps t .

— S(t ) : Désigne le nombre des individus susceptibles au temps t .

— E(t ) : Désigne le nombre des individus exposés au temps t .

— A(t ) : Désigne le nombre des individus atteints d’une infection aiguë au temps t .

— C(t ) : Désigne le nombre des individus atteints d’une infection chronique au temps
t .

— Q(t ) : Désigne le nombre des individus isolés au temps t .

— R(t ) : Désigne le nombre des individus résistants au temps t .

— T(t ) : Désigne le nombre des individus traités au temps t .

— V(t ) : Désigne le nombre des individus vaccinés au temps t .

— Z(t ) : Désigne le nombre des individus qui ont échoué au traitement au temps t .

— Π : Taux de recrutement constant.

— µ : Taux de mortalité naturelle.
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— ω : Taux de perte d’immunité.

Il existe plusieurs modèles mathématiques compartimentaux décrivant la transmis-
sion du l’hépatite C. Parmi les modèles existants dans la littérature on cite :

1.1 Modèle de M. Imran et al. (2013)

M. Imran et al. [13] formulé un nouveau modèle épidémique déterministe de type
SACQR pour étudier l’effet d’isolement sur la dynamique du VHC. La figure 2.1 montre le
diagramme représentatif de la maladie.

 

FIGURE 2.1 – Diagramme schématique d’hépatite C de M. Imran.

Le modèle dynamique est le suivant :

dS(t )

d t
=Π+ωR(t )−λS(t )−µS(t )

d A(t )

d t
= λS(t )− (ξ+κ+µ+δa)A(t )

dC(t )

d t
= ξA(t )− (α+ψ+µ+δc )C(t )

dQ(t )

d t
= αC(t )− (γ+µ+δq )Q(t )

dR(t )

d t
= κA(t )+ψC(t )+γQ(t )− (ω+µ)R(t ).

Avec

λ =

[
β

(ηA(t )+C(t )+ςQ(t )

N(t )

]
,

— δa : taux de mortalité induite par la maladie chez les personnes atteintes d’hépatite
C aiguë.

— δc : taux de mortalité induite par la maladie chez les personnes atteintes d’hépatite
C chronique.

— δq : taux de mortalité induite par la maladie des individus isolés.

— γ : taux de rétablissement des individus isolés.



— ξ : taux de progression de stade aiguë au stade chronique de l’hépatite C.

— α : taux d’isolement des individus chroniquement infectés.

— κ : taux de guérisant naturel des individus atteints d’hépatite C aiguë.

— Ψ : taux de guérisant naturel des personnes infectés chroniques.

— β : taux de contact effectif.

— η : paramètre de modification pour l’infectiosité des individus aiguë.

— ξ : paramètre de modification pour l’infectiosité des individus isolés.

1.2 Modèle de D. Tahir et al. (2017)

D. Tahir et ses auteurs [32], ont présenté un modèle mathématique VSEACT dont le
but de comprendre le rôle de la vaccination et du traitement sur l’évolution du VHC. Ils
ont supposé que l’immunité accordée par le vaccin diminué avec le temps. Une représen-
tation schématique du modèle est illustrée dans la figure 2.2.

 

FIGURE 2.2 – Diagramme schématique de D. Tahir.

Le système différentiel est

dS(t )

d t
= (1−b)Π+ρT(t )+αV(t )−βS(t )+σC(t )−µS(t )

dE(t )

d t
= βS(t )+ (1−ψ)βV(t )− (ε+µ)E(t )

d A(t )

d t
= εE(t )− (π1κ+µ)A(t )

dT(t )

d t
=π1κA(t )+π2C(t )− (ρ+µ)T(t )

dC(t )

d t
= (1−π1)κA(t )− (π2 +σ+µ)C(t )

dV(t )

d t
= bΠ− (α+µ)V(t )− (1−ψ)βV(t ).

Avec
β =

(
β1A(t )+β2C(t )+β3T(t )

)
,

où

— α : taux d’échec du vaccin,

— ψ : l’efficacité du vaccin,



— βi : taux de transmission (i = 1,2,3) ,

— b : la proportion des personnes vaccinées,

— κ : taux de traitement des infectés aiguë,

— ε : taux de passage au stade aiguë,

— ρ : taux de récupération des individus traités,

— σ : taux de récupération des individus chroniques,

— π1 : proportion des individus aiguës,

— π2 : taux de traitement des individus chroniques.

1.3 Modèle de M. Shen et al. (2015)

En 2015, les auteurs ont développé un modèle épidémiologique pour évaluer l’effet
du traitement antiviral sur la transmission et la prévalence de l’infection par le VHC en
Chine.

Schématiquement, le modèle est représenté dans la figure 2.3.

 

FIGURE 2.3 – Diagramme schématique du modèle de M. Shen [30].

Le modèl mathématique est donné par

dS(t )

d t
=Π− (β1A(t )+β2C(t )+β3T(t ))S(t )−µS(t )+ωR(t )

dE(t )

d t
= (β1A(t )+β2C(t )+β3T(t ))S(t )− (µ+ε)E(t )

d A(t )

d t
= εE(t )− (µ+σ+δ+ξ)A(t )

dC(t )

d t
=σA(t )+θT(t )− (π+α+µ)C(t )

dT(t )

d t
= δA(t )+µC(t )− (π+θ+η)T(t )

dR(t )

d t
= ξA(t )+ηT(t )− (µ+ω)R(t ),

avec
β =

(
β1A(t )+β2C(t )+β3T(t )

)
.

β1 : taux de transmission des infectés aiguës,
β2 : taux de transmission des infectés chroniques,



β3 : taux de transmission des traités,
ε : taux de progression vers le stade aiguë à partir de l’exposition,
ξ : taux de récupération naturel pour l’état aiguë,
σ : taux de passage du stade aiguë au stade chronique,
δ : taux de traitement des infectés aiguë,
π : taux de traitement des infectés chroniques,
η : taux de guérison des individus traités,
θ : taux d’échec du traitement,
α : taux de mortalité induite par le VHC au stade chronique.

1.4 Modèle de N. H. Shah et al. (2018)

Au cours de l’année 2018, N. H. Shah et ses auteurs [31] ont proposé un modèle ma-
thématique avec transmission verticale représenté dans la figure 2.4. Le but était d’étuder
l’effet du coût du traitement maximal par le gouvernement et le montant minimum du
traitement payé par les individus infectés sur la réduction de la prévalence de la maladie.

 

FIGURE 2.4 – Diagramme schématique du modèle de N. H. Shah.

Le modèle associé est le suivant

dS(t )

d t
= (Π+ν)S(t )+ωR(t )−λS(t )−µS(t )

d A(t )

d t
= λS(t )−αA(t )− (η+µ1)A(t )− (µ+m)A(t )

dC(t )

d t
= αA(t )− (δ+µ2 +µ+m)C(t )

dT(t )

d t
= (η+µ1)A(t )+ (δ+µ2)C(t )− (γ+µ)T(t )

dR(t )

d t
= γT(t )−ωR(t )−µR(t ).

Avec

— λ : taux de transmision horizontale,

— α : taux de passage de stade aiguë au stade chronique,

— ν : taux de transmission verticale,

— µ1 : le taux de coût du traitement maximal par le gouvernement,

— µ2 : le taux de coût du traitement minimal payé par les personnes infectées,



— m : taux de mortalité induite par la maladie,

— γ : taux de guérison des personnes hospitalisées,

— η : taux de traitement des infectés aiguës,

— δ : taux de traitement des infectés chroniques.

1.5 Modèle de D. Miller et al. (2019)

En 2019, D. Miller et son équipe ont proposé un modèle décrivant la dynamique d’une
population des aiguilles en interaction avec la population des consommateurs de drogues
(UDI) où le matériel d’injection est considéré comme agent pathogène (vecteur) de trans-
mission de la maladie [21]. La population totale des aiguilles est subdivisée en deux sous-
populations : AI représente les aiguilles infectées et AN les aiguilles non infectées, afin
d’étudier l’effet de la stérilisation du matériel infecté comme stratégie préventive contre
le VHC.

Le diagramme représentatif du modèle est illustré dans la figure 2.5

 

FIGURE 2.5 – Diagramme schématique du modèle de D. Miller.

Le modèle mathématique est donné par

dS(t )

d t
=πs +ϕA(t )−βS(t )

AI(t )

AN(t )+AI(t )
−µS(t )

d A(t )

d t
= βS

AI(t )

AN(t )+AI(t )
− (ω+τ+µ+ϕ)A(t )

dC(t )

d t
=ωA(t )− (µ+τ)C(t )

d AN(t )

d t
=πA −α(A(t )+C(t ))

AN(t )

AN(t )+AI(t )
−κNAN(t )+εAI(t )

d AI(t )

d t
= α(C(t )+C(t ))

AN(t )

AN(t )+AI(t )
−κIAI(t )−εAI.

Avec

— πs ,πA : le taux de natalité des susceptibles et des aiguilles non infectés, respectivement.

— φ : taux de guérissant spontané.

— ω : taux de progression vers le stade avancé de la maladie.

— β : taux d’interaction entre les individus susceptibles et les aiguilles infectées.

— τ : taux de mortalité induite par la maladie.



— α : taux d’interaction entre les individus infectées et les aiguilles non infectées.

— κ : taux d’élimination des aiguilles infectées ou non infectées.

— ε : le taux de stérilisation des aiguilles infectées.

1.6 Modèle de A. B. Pitcher et al. (2019)

La grande majorité des nouvelles infections VHC se produisent parmi les personnes
qui s’injectent la drogue, les gouvernements ayant besoin de toute urgence de conseils
sur la façon de réduire le nombre des consommateurs de drogue (PID). Les auteurs ont
introduit un modèle simple [25] pour traiter un nombre fixe des (PID) afin d’éliminer le
virus.

Cette figure schématise le diagramme représentatif du modèle.

 

FIGURE 2.6 – Diagramme schématique du modèle de A. B. Pitcher.

Le système dynamique

dS(t )

d t
=φ−π(1−δ)

C(t )+Z(t )

N
S(t )+ωαT(t )−µS(t )

dC(t )

d t
=π(1−δ)

C(t )+Z(t )

N
S(t )− f (C)−µC(t )

dT(t )

d t
= f (C)−ωαT(t )−ω(1−α)T(t )−µT(t )

dZ(t )

d t
=ω(1−α)T(t )−µZ(t ).

Avec

f (C) =

{
φ si φ< C
C si φ≥ C.

φ : nombre fixe de usagers de drogues par injection.
π : taux de transmission.
α : proportion des personnes traitées.
δ : proportion des personnes infectées aiguës.
1/ω : durée du traitement.



2 Notre contribution pour modéliser la dynamique de l’hé-
patite C

En 2013 M. Imran et son équipe [13][14][15] ont fait l’une des premières tentatives
pour étudier l’effet de l’isolement comme une stratégie de contrôle sur la propagation de
l’hépatite C à un stade chronique. En 2014 D. Tahir et ses auteurs [32], ont étudié l’effet de
vaccination sur l’évolution du VHC, ils supposent que l’immunité accordée par le vaccin
s’estompe avec le temps. Sur la base des travaux cités on propose un nouveau modéle
décrivant l’évolution du VHC, dont le but d’étudier l’effet de la vaccination et l’isolment
pour réduire la population infectée.

Un modéle épidémiologique se fonde sur deux concepts : les compartiments et les
régles, le choix des compartiments qui composent un modèle dépend des caractéris-
tiques de la maladie.

— On considère une population de taille N subdivisée en cinq sous populations (com-
partiments).

— S : les individus susceptibles d’être infectés.

— I : les individus infectés (aiguës et chroniques).

— Q : les individus isolés pour traitement (l’individu peut toujours être infectieux
mais il se trouve isolé de la population par politique de quarantaine).

— R : les individus guéris (résistants).

— V : les individus vaccinés.

Afin de pouvoir construire notre modèle, on pose les hypothèses suivantes :

— On suppose que la transmission verticale est négligeable [25][32][21].

— On suppose qu’il n’y a pas une période d’incubation [18].

— On suppose que la mortalité suite à la maladie est négligeables par rapport à la po-
pulation totale [18].

— Le nombre des nouveaux individus susceptibles augmente par un nombre fixe Π,
c’est à dire [18]

Π =µN.

— Les individus meurent naturellement à un taux µ [18].

— Les personnes infectées guérissent spontanément avec un taux λ [13].

— Les personnes infectées et isolées sont capables de transmettre la maladie, avec

— α1 taux de transmission avec les personnes infectées.

— α2 taux de transmission avec les personnes isolés.

— Donc la transmission horizontale est représentée dans le modèle par le terme sui-
vant [13]

α =

(
α1I+α2Q

N

)
,avec α1 > α2.

— Les individus infectés sont isolées et déplacés vers le compartiment Q à une certaine
vitesse β [13].

— ρ : proportion des individus isolés [36, 25].



— Les personnes qui sont traitées restent sous traitement pendant une période de

temps
1

ε
[36, 25].

— Les personnes isolées traitées avec succès, et qui ont acquis une immunité sont pré-
sentées par [36, 25]:

(
1−ρ)εQ.

— Le taux d’échec du traitement est représenté par [36, 25] :

ρεQ.

— Aprés une période de temps
1

ω
un malade guéris peut rattraper la maladie [13].

— On suppose que les individus susceptibles vaccinés avec un taux ν (contrôle de vac-
cination).

— On suppose que le vaccin n’est pas assez efficace où 06ψ6 1,

— ψ est l’efficasité du vaccin,

— ψ = 1 signifie que le vaccin est complétement efficace (un parfait vaccin),

— ψ = 0, (1−ψ) = 1 signifie que le vaccin n’a aucun effet [32].

— La vaccinaction diminue avec le temps par un taux κ [32].

Ceci peut être formulé par le diagramme suivant :

 FIGURE 2.7 – Le diagramme représentatif du modèle proposé.

— Les paramètres du modèle sont ainsi définis :

— Π : taux de recrutement constant,

— µ : taux de mortalité naturelle,

— α : taux de transmission horizontale,

— λ : taux de guérison spontané,

— β : taux d’isolement,

— p : proportion des personnes traitées,



— ε : taux de traitement,

— ψ : taux d’efficacité du vaccin,

— ν : taux de vaccination,

— κ : taux d’échec du vaccin,

— ω : taux de perte d’immunité.

La formulation mathématique de ce diagramme est représenté par le système d’équa-
tions différentielles non linéaires défini sur [0,T] .

dS(t )

d(t )
=Π−αS(t )−νS(t )−µS(t )+κV (t )+ωR(t )

dI(t )

d(t )
= αS(t )−λI(t )−µI(t )−βI(t )+ρεQ(t )+ (1−ψ)αV(t )

dQ(t )

d(t )
= βI(t )−εQ(t )−µQ (t )

dR(t )

d(t )
= (1−ρ)εQ(t )−µR(t )−ωR(t )+λI(t )

dV(t )

d(t )
= νS(t )−κV (t )−µV(t )− (1−ψ)αV(t ),

(2.1)

avec

α =

(
α1I+α2Q

N

)
,

et
N(t ) = S(t )+ I(t )+Q(t )+R(t )+V(t ).

Le modèle devient

dS(t )

d(t )
=µN−

(
α1I(t )+α2Q(t )

N
+ν+µ

)
S(t )+κV (t )+ωR(t )

dI(t )

d(t )
=

(
α1I(t )+α2Q(t )

N

)
S(t )− (λ+µ+β)I(t )+ρεQ(t )+ (1−ψ)

(
α1I(t )+α2Q(t )

N

)
V(t )

dQ(t )

d(t )
= βI(t )− (

ε+µ)
Q(t )

dR(t )

d(t )
= (1−ρ)εQ(t )+λI(t )− (µ+ω)R(t )

dV(t )

d(t )
= νS(t )−

(
κ+µ+ (1−ψ)

α1I(t )+α2Q(t )

N

)
V(t ).



Chapitre 3

Étude et analyse mathématique du
modèle proposé

Dans ce chapitre, on va présenter une analyse mathématique du modèle (2.1) , for-
mulé dans le chapitre 2, où on va appliquer le théorème de Cauchy Lipschitz pour démon-
trer l’existence et l’unicité de la solution du système, puis on calcul les points d’équilibres,
le taux de reproduction de base R0, ensuite, on étudie la stabilité asymptotique locale de
E0.

On commence par rappeller le système d’équations :

dS (t )

d (t )
=Π−

(
α1I (t )+α2Q (t )

N(t )
+ν+µ

)
S(t )+κV (t )+ωR(t ),

dI (t )

d(t )
=

(
α1I (t )+α2Q (t )

N(t )

)
S(t )− (

λ+µ+β) I (t )+ρεQ (t )+ (
1−ψ)(α1I (t )+α2Q (t )

N(t )

)
V (t ) ,

dQ (t )

d (t )
= βI (t )− (

ε+µ)
Q (t ) ,

dR(t )

d(t )
= (1−ρ)εQ (t )+λI (t )− (µ+ω)R(t ) ,

dV (t )

d (t )
= νS (t )−

(
κ+µ+ (1−ψ)

α1I (t )+α2Q (t )

N(t )

)
V (t ) ,

S (0) = S0, I (0) = I0,Q (0) = Q0,R(0) = R0,V (0) = V0,
S0, I0,Q0,R0,V0 ≥ 0.

(3.1)
Avec

Π =µN 6= 0.

On note que la population totale N est constante, en effet :

N(t ) = S (t )+ I (t )+Q (t )+R(t )+V (t )

Ce qui implique que :

dN(t )

d (t )
=

dS (t )

d (t )
+ dI (t )

d (t )
+ dQ (t )

d (t )
+ dR(t )

d (t )
+ dV (t )

d (t )

alors :

dS (t )

d (t )
+ dI (t )

d (t )
+ dQ (t )

d (t )
+ dR(t )

d (t )
+ dV (t )

d (t )
= µN(t )−µ (S (t )+ I (t )+Q (t )+R(t )+V (t ))

dN(t )

d (t )
= 0.
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1 Existence et unicité

Le modèle (3.1) est un système d’équations différentielles non linéaires, autonome du
premier ordre de la forme d’un problème de Cauchy :

{
X

′
(t ) = F(X (t )) , t ∈ [0,T]

X (0) = X0.
(3.2)

Avec

X (t ) =


S (t )
I (t )
Q (t )
R(t )
V (t )

 , et F(X (t )) =


f1 (X (t ))
f2 (X (t ))
f3 (X (t ))
f4 (X (t ))
f5 (X (t ))

 .

Où



f1 (X (t )) =Π−
(
α1I (t )+α2Q (t )

N
+ν+µ

)
S(t )+κV (t )+ωR(t ),

f2 (X (t )) =

(
α1I (t )+α2Q (t )

N

)
S(t )− (

λ+µ+β) I (t )

+ρεQ (t )+ (
1−ψ)(α1I (t )+α2Q (t )

N

)
V (t ) ,

f3 (X (t )) = βI (t )− (
ε+µ)

Q (t ) ,
f4 (X (t )) = (1−ρ)εQ (t )+λI (t )− (µ+ω)R(t ) ,

f5 (X (t )) = νS (t )−
(
κ+µ+ (1−ψ)

α1I (t )+α2Q (t )

N

)
V (t ) .

On note par N(.) la norme de l’espace de fonctions définie de I = [0,T] dans R5 noté
par C

(
I,R5

)
, elle est définie par :

N(X) = sup
t∈I

∥ X (t ) ∥

avec ∥ . ∥ est la norme de R5.
On montrons l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.1), à l’aide du théo-

rème de Cauchy-Lipschitz suivant :

Théorème 3.1 :Cauchy-Lipschitz
Soient I un intervalle de R+ et F : I×Rd → Rd une application continue et globalment

lipschitzienne au sens suivant :
pour tout intervalle compact K ⊂ I,∃k > 0 tel que pour tout t ∈ K et pour tout X1,X2 ∈Rd ,

∥ F(t ,X1 (t ))−F(t ,X2 (t )) ∥≤ k ∥ X1 (t )−X2 (t ) ∥ .

Alors ∀ t0 ∈ K et ∀ X0 ∈Rd ‚ le problème de Cauchy (3.2)
admet une unique solution X définie sur I tout entier.



Maintenant on va démontrer le théorème suivant :

Théorème 3.2 Le problème différentiel (3.1) admet une unique solution (S (t ) , I (t ) ,Q (t ) ,R(t ) ,V (t ))T ∈
R5 pour tout t ∈ [0,T]

Preuve. pour montrer que le problème de Cauchy (3.1) admet une unique solution, il
suffit de montrer que la fonction F du problème équivalent(3.2) est globalment liptschi-
zienne.

Soient t ∈ [0,T] , X1, X2 ∈R5,on a :

∥ F(t ,X1 (t ))−F(t ,X2 (t )) ∥

= max
t



∣∣ f1 (X1 (t ))− f1 (X2 (t ))
∣∣∣∣ f2 (X1 (t ))− f2 (X2 (t ))
∣∣∣∣ f3 (X1 (t ))− f3 (X2 (t ))
∣∣∣∣ f4 (X1 (t ))− f4 (X2 (t ))
∣∣∣∣ f5 (X1 (t ))− f5 (X2 (t ))
∣∣

= max



∣∣∣∣∣∣∣
−(
α1I1 (t )+α2Q1 (t )

N
+ν+µ)S1(t )+κV1 (t )+ωR1(t )

+(
α1I2 (t )+α2Q2 (t )

N
+ν+µ)S2(t )−κV2 (t )−ωR2(t )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
α1I1 (t )+α2Q1 (t )

N

)
S1(t )− (

λ+µ+β) I1 (t )+ρεQ1 (t )

+(
1−ψ)(α1I1 (t )+α2Q1 (t )

N

)
V1 (t )−

(
α1I2 (t )+α2Q2 (t )

N

)
S2(t )

+(
λ+µ+β) I2 (t )−ρεQ2 (t )− (

1−ψ)(α1I2 (t )+α2Q2 (t )

N

)
V2 (t )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣βI1 (t )− (
ε+µ)

Q1 (t )−βI2 (t )+ (
ε+µ)

Q2 (t )
∣∣∣∣(1−ρ)εQ1 (t )+λI1 (t )− (µ+ω)R1 (t )− (1−ρ)εQ2 (t )−λI2 (t )+ (µ+ω)R2 (t )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
νS1 (t )− (κ+µ+ (1−ψ)

α1I1 (t )+α2Q1 (t )

N
)V1 (t )

−νS2 (t )+ (κ+µ+ (1−ψ)
α1I2 (t )+α2Q2 (t )

N
)V2 (t )

∣∣∣∣∣∣∣

≤ max



∣∣∣∣∣∣ α1

(
I2 (t )

N
S2(t )− I1 (t )

N
S1(t )

)
+α2

(
Q2 (t )

N
S2(t )− Q1 (t )

N
S1(t )

)
+(
ν+µ)

(S2(t )−S1(t ))+κ (V1 (t )−V2 (t ))+ω (R1(t )−R2(t ))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
α1I1 (t )

N
+ α2Q1 (t )

N

)
S1(t )− (

λ+µ+β) I1 (t )+ρεQ1 (t )

+(
1−ψ)(α1I1 (t )

N
+ α2Q1 (t )

N

)
V1 (t )−

(
α1I2 (t )

N
+ α2Q2 (t )

N

)
S2(t )

+(
λ+µ+β) I2 (t )−ρεQ2 (t )− (

1−ψ)(α1I2 (t )

N
+ α2Q2 (t )

N

)
V2 (t )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣βI1 (t )− (
ε+µ)

Q1 (t )−βI2 (t )+ (
ε+µ)

Q2 (t )
∣∣∣∣(1−ρ)ε (Q1 (t )−Q2 (t ))+λ (I1 (t )− I2 (t ))+ (µ+ω) (R2 (t )−R1 (t ))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ν (S1 (t )−S2 (t ))+ (

κ+µ)
(V2 (t )−V1 (t ))

−(
(1−ψ)α1I1 (t )

N
+ (1−ψ)α2Q1 (t )

N
)V1 (t )

+(
(1−ψ)α1I2 (t )

N
+ (1−ψ)α2Q2 (t )

N
)V2 (t )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

f1 est globalement lipschitzienne, en effet :

∣∣ f1 (X1 (t ))− f1 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ α1

(
I2 (t )

N
S2(t )− I1 (t )

N
S1(t )

)
+α2

(
Q2 (t )

N
S2(t )− Q1 (t )

N
S1(t )

)
+(
ν+µ)

(S2(t )−S1(t ))+ (κV1 (t )−V2 (t ))+ω (R1(t )−R2(t )) .

∣∣∣∣∣∣



En rajoutant et retranchant les termes
I2 (t )

N
S1(t ),

Q2 (t )

N
S1(t ),on trouve :

∣∣ f1 (X1 (t ))− f1 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1

(
I2 (t )

N
S2(t )− I1 (t )

N
S1(t )+ I2 (t )

N
S1(t )− I2 (t )

N
S1(t )

)
+α2

(
Q2 (t )

N
S2(t )− Q1 (t )

N
S1(t )+ Q2 (t )

N
S1(t )− Q2 (t )

N
S1(t )

)
+(
ν+µ)

(S2(t )−S1(t ))+κ (V1 (t )−V2 (t ))+ω (R1(t )−R2(t ))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1

I2 (t )

N
(S2(t )−S1(t ))+α1 (I2 (t )− I1 (t ))

S1(t )

N

+α2
Q2 (t )

N
(S2(t )−S1(t ))+α2 (Q2 (t )−Q1 (t ))

S1(t )

N
+(
ν+µ)

(S2(t )−S1(t ))+κ (V1 (t )−V2 (t ))+ω (R1(t )−R2(t ))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∗

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1

I2 (t )

N(t )
|S2(t )−S1(t )|+α1 |I2 (t )− I1 (t )| S1(t )

N(t )

+α2
Q2 (t )

N(t )
|S2(t )−S1(t )|+α2 |Q2 (t )−Q1 (t )| S1(t )

N(t )
+(
ν+µ) |S2(t )−S1(t )|+κ |V1 (t )−V2 (t )|+ω |R1(t )−R2(t )|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
comme

I2 (t )

N
,

S1(t )

N
,

Q2 (t )

N
≤ 1,

alors,

∣∣ f1 (X1 (t ))− f1 (X2 (t ))
∣∣≤ ∣∣∣∣ (α1 +α2) |S2(t )−S1(t )|+α1 |I2 (t )− I1 (t )|+α2 |Q2 (t )−Q1 (t )|

+(
ν+µ) |S2(t )−S1(t )|+κ |V1 (t )−V2 (t )|+ω |R1(t )−R2(t )|

∣∣∣∣ .

On obtient ∣∣ f1 (X1 (t ))− f1 (X2 (t ))
∣∣≤ k1 ∥ X1(t )−X2(t ) ∥,

avec

∥ X1(t )−X2(t ) ∥=
√

(S2(t )−S1(t ))2 + (I2 (t )− I1 (t ))2 + (Q2 (t )−Q1 (t ))2 + (R2 (t )−R1 (t ))2 + (V2(t )−V1 (t ))2 ,

et
k1 = 2(α1 +α2)+ν+µ+κ+ω> 0,

alors, f1 est globalement lipschitzienne.
Montront que f2 est globalement lipschitzienne :

∣∣ f2 (X1 (t ))− f2 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
α1I1 (t )

N
+ α2Q1 (t )

N

)
S1(t )− (

λ+µ+β) I1 (t )+ρεQ1 (t )

+(
1−ψ)(α1I1 (t )

N
+ α2Q1 (t )

N

)
V1 (t )−

(
α1I2 (t )

N
+ α2Q2 (t )

N

)
S2(t )

+(
λ+µ+β) I2 (t )−ρεQ2 (t )− (

1−ψ)(α1I2 (t )

N
+ α2Q2 (t )

N

)
V2 (t ) |

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



en rajoutant et retranchant les termes
I2 (t )

N
S1(t ),

Q2 (t )

N
S1(t ),

I2 (t )

N
V1(t ),

Q2 (t )

N
V1(t ),

∣∣ f2 (X1 (t ))− f2 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1

(
I1 (t )

N
S1(t )+ I2 (t )

N
S1(t )− I2 (t )

N
S1(t )− I2 (t )

N
S2(t )

)
+α2

(
Q1 (t )

N
S1(t )+ Q2 (t )

N
S1(t )− Q2 (t )

N
S1(t )− Q2 (t )

N
S2(t )

)
+(
λ+µ+β) (I2 (t )− I1 (t ))+ρε (Q1 (t )−Q2 (t ))

+(
1−ψ)

α1

(
I1 (t )

N
V1 (t )+ I2 (t )

N
V1(t )− I2 (t )

N
V1(t )− I2 (t )

N
V2 (t )

)
+(

1−ψ)
α2

(
Q1 (t )

N
V1 (t )+ Q2 (t )

N
V1(t )− Q2 (t )

N
V1(t )− Q2 (t )

N
V2 (t )

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 (I1 (t )− I2 (t ))
S1(t )

N
+α1

I2 (t )

N
(S1(t )−S2(t ))

+α2 (Q1 (t )−Q2 (t ))
S1(t )

N
+α2

Q2 (t )

N
(S1(t )−S2(t ))

+(
λ+µ+β) (I2 (t )− I1 (t ))+ρε (Q1 (t )−Q2 (t ))

+(
1−ψ)

α1 (I1 (t )− I2 (t ))
V1(t )

N
+ (

1−ψ)
α1

(
I2 (t )

N
V1(t )−V2 (t )

)
+(

1−ψ)
α2 (Q1 (t )−Q2 (t ))

V1(t )

N
+ (

1−ψ)
α2

Q2 (t )

N
(V1(t )−V2 (t ))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ce qui implique que

∣∣ f2 (X1 (t ))− f2 (X2 (t ))
∣∣≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 |I1 (t )− I2 (t )| S1(t )

N
+α1

I2 (t )

N
|S1(t )−S2(t )|

+α2 |Q1 (t )−Q2 (t )| S1(t )

N
+α2

Q2 (t )

N
|S1(t )−S2(t )|

+(
λ+µ+β) |I2 (t )− I1 (t )|+ρε |Q1 (t )−Q2 (t )|

+(
1−ψ)

α1 |I1 (t )− I2 (t )| V1(t )

N
+ (

1−ψ)
α1

I2 (t )

N
|V1(t )−V2 (t )|

+(
1−ψ)

α2 |Q1 (t )−Q2 (t )| V1(t )

N
+ (

1−ψ)
α2

Q2 (t )

N
|V1(t )−V2 (t )|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
comme

I2 (t )

N
,

S1(t )

N
,

Q2 (t )

N
,

V1(t )

N
≤ 1,

alors,

∣∣ f2 (X1 (t ))− f2 (X2 (t ))
∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(α1 +α2) |S1(t )−S2(t )|+α1 |I1 (t )− I2 (t )|+α2 |Q1 (t )−Q2 (t )|
+(
λ+µ+β) |I2 (t )− I1 (t )|+ρε |Q1 (t )−Q2 (t )|

+(
1−ψ)

α1 |I1 (t )− I2 (t )|+ (
1−ψ)

α2 |Q1 (t )−Q2 (t )|
+(

1−ψ)
(α1 +α2) |V1(t )−V2 (t )|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ k2 ∥ X1(t )−X2(t ) ∥,

avec
k2 = λ+µ+β+ρε+2

(
2−ψ)

(α1 +α2) > 0

donc, f2 est globalement lipschitzienne.
Montrons que f3 est globalement lipschitzienne :∣∣ f3 (X1 (t ))− f3 (X2 (t ))

∣∣ =
∣∣βI1 (t )− (

ε+µ)
Q1 (t )−βI2 (t )+ (

ε+µ)
Q2 (t )

∣∣
=

∣∣β (I1 (t )− I2 (t ))+ (
ε+µ)

(Q2 (t )−Q1 (t ))
∣∣

≤ ∣∣β |I1 (t )− I2 (t )|+ (
ε+µ) |Q2 (t )−Q1 (t )|∣∣

≤ k3 ∥ X1(t )−X2(t ) ∥,



avec
k3 = β+ε+µ> 0.

Alors, f3 est globalement lipschitzienne.
Montrons que f4 est globalement lipschitzienne :∣∣ f4 (X1 (t ))− f4 (X2 (t ))

∣∣ =
∣∣(1−ρ)ε (Q1 (t )−Q2 (t ))+λ (I1 (t )− I2 (t ))+ (µ+ω) (R2 (t )−R1 (t ))

∣∣
=

∣∣(1−ρ)ε (Q1 (t )−Q2 (t ))+λ (I1 (t )− I2 (t ))+ (µ+ω) (R2 (t )−R1 (t ))
∣∣

≤ ∣∣(1−ρ)ε |Q1 (t )−Q2 (t )|+λ |I1 (t )− I2 (t )|+ (µ+ω) |R2 (t )−R1 (t )|∣∣
≤ k4 ∥ X1(t )−X2(t ) ∥,

avec
k4 = (1−ρ)ε+λ+µ+ω> 0.

Alors, f4 est globalement lipschitzienne.
Finalment il rest à montrer que f5 est globalement lipschitzienne :

∣∣ f5 (X1 (t ))− f5 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ν (S1 (t )−S2 (t ))+ (

κ+µ)
(V2 (t )−V1 (t ))

− (1−ψ)α2Q1 (t )

N
V1 (t )− (1−ψ)α1I1 (t )

N
V1 (t )

+ (1−ψ)α1I2 (t )

N
V2 (t )+ (1−ψ)α2Q2 (t )

N
V2 (t )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ν (S1 (t )−S2 (t ))+ (

κ+µ)
(V2 (t )−V1 (t ))

(1−ψ)α1

(
I2 (t )

N
V2 (t )− I1 (t )

N
V1 (t )

)
+(1−ψ)α2

(
Q2 (t )

N
V2 (t ))− Q1 (t )

N
V1 (t )

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

en rajoutant et retranchant les termes ,
I2 (t )

N
V1(t ),

Q2 (t )

N
V1(t ),

∣∣ f5 (X1 (t ))− f5 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ν (S1 (t )−S2 (t ))+ (

κ+µ)
(V2 (t )−V1 (t ))

(1−ψ)α1

(
I2 (t )

N
V2 (t )+ I2 (t )

N
V1(t )− I2 (t )

N
V1(t )− I1 (t )

N
V1 (t )

)
+(1−ψ)α2

(
Q2 (t )

N
V2 (t )+ Q2 (t )

N
V1(t )− Q2 (t )

N
V1(t )− Q1 (t )

N
V1 (t )

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ν (S1 (t )−S2 (t ))+ (

κ+µ)
(V2 (t )−V1 (t ))

(1−ψ)α1
I2 (t )

N(t )
(V2 (t )−V1(t ))+ (1−ψ)α1 (I2 (t )− I1 (t ))

V1 (t )

N(t )

+(1−ψ)α2
Q2 (t )

N(t )
(V2 (t )−V1(t ))+ (1−ψ)α2 (Q2 (t )−Q1 (t ))

V1 (t )

N(t )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ν |S1 (t )−S2 (t )|+ (

κ+µ) |V2 (t )−V1 (t )|
(1−ψ)α1

I2 (t )

N
|V2 (t )−V1(t )|+ (1−ψ)α1 |I2 (t )− I1 (t )| V1 (t )

N

+(1−ψ)α2
Q2 (t )

N
|V2 (t )−V1(t )|+ (1−ψ)α2 |Q2 (t )−Q1 (t )| V1 (t )

N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
comme

I2 (t )

N
,

S1(t )

N
,

Q2 (t )

N
,

V1(t )

N
≤ 1,

alors,

∣∣ f5 (X1 (t ))− f5 (X2 (t ))
∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣
ν (S1 (t )−S2 (t ))+ (

κ+µ) |(V2 (t )−V1 (t ))|
+(1−ψ)α1 |I2 (t )− I1 (t )|+ (1−ψ)α1 |V2 (t )−V1(t )|
+(1−ψ)α2 |Q2 (t )−Q1 (t )|+ (1−ψ)α2 |V2 (t )−V1(t )|

∣∣∣∣∣∣
≤ k5 ∥ X1(t )−X2(t ) ∥,



où
k5 = κ+µ+ν+2(1−ψ) (α1 +α2) > 0.

Finalement f5 est globalement lipschitzienne.
Comme les fi pour i = 1..5 sont globalement lipschitziennes, alors

∥ F(t ,X1 (t ))−F(t ,X2 (t )) ∥≤ k ∥ X1 (t )−X2 (t ) ∥ .

où{ ∥ F(t ,X1 (t ))−F(t ,X2 (t )) ∥=∥ F(t , (S1(t ), I1(t ),Q1(t ),R1(t ),V1(t )))−F(t , (S2(t ), I2(t ),Q2(t ),R2(t ),V2(t ))) ∥
∥ X1 (t )−X2 (t ) ∥=∥ (S1(t ), I1(t ),Q1(t ),R1(t ),V1(t ))− (S2(t ), I2(t ),Q2(t ),R2(t ),V2(t )) ∥ .

et

k = max
i =1:5

(ki )

= max

(
2(α1 +α2)+ν+µ+κ+ω,λ+µ+β+ρε+2

(
2−ψ)

(α1 +α2) ,
β+ε+µ, (1−ρ)ε+λ+µ+ω, ,κ+µ+ν+2(1−ψ) (α1 +α2)

)
d’où, F est globalement lipschitzienne.

Pour montrer la continuité de F, on utilise le théorème suivant :

Théorème 3.3 Soit F est une fonction liptschitzienne sur I, alors F est uniformément conti-
nue sur I.(donc elle est continue)

Finalement on, conclut que le problème de Cauchy (3.1) admet une unique solution
X (t ) sur R5 pour tout t ∈ [0,T] .

2 Taux de reproduction de base R0

Le taux de reproduction R0 est une mesure permettant de décrire l’état de la dyna-
mique d’une épidémie qui dépend des propriétés d’infection du virus et des interactions
sociales dans la population. Donc, c’est un concept clé en épidémiologie et sans conteste
une des idées importantes que les mathématiques ont apporté à la théorie des épidémies
[10].

Définition 3.1 Le R0 est le nombre moyen de cas secondaires générés par une seule per-
sonne infectée Ce taux s’applique, et se calcule à partir d’une population qui est entière-
ment susceptible d’être infectée, au début d’une épidémie, cette valeur fait généralement
référence à l’augmentation exponentielle du nombre de personnes infectées [10, 4]. R0 est
un seuil, à savoir que si R0 < 1 alors la maladie va s’éteindre, par contre si R0 > 1 le nombre
de cas s’accroît à chaque génération créant une situation épidémique.

Définition 3.2 R0 = ρ(−FV−1),où ρ est le rayon spectral, i,e le plus grand module des valeurs
propres de la matrice de next génératioin −FV−1 [33].

Pour pouvoir calculer R0, on a recours à deux matrices : F, V, où

— la matrice F représente l’apparition des nouveaux infectés c’est à dire ce qui pro-
vient des autres compartiments et qui entre dans le compartiment des infectés suite
à une infection.



— La matrice V représente tous ceux qui quittent les compartiments des infectés et
ceux qui y viennent pour toute autre cause.

Comme la population totale est constante, on pose le changement de variable sui-
vant : {

S =
S

N
; I =

I

N
; Q =

Q

N
; R =

R

N
; V =

V

N

alors
S+ I+Q+R+V = 1.

Par conséqent, le système (3.1) devient :

dS(t )

d(t )
=µ− (α1I (t )+α2Q (t )+ν+µ)S(t )+κV (t )+ωR(t )

dI(t )

d(t )
= (α1I (t )+α2Q (t ))S(t )− (λ+µ+β)I(t )+ρεQ(t )+ (1−ψ)(α1I (t )+α2Q (t ))V(t )

dQ(t )

d(t )
= βI(t )− (ε+µ)Q(t )

dR(t )

d(t )
= (1−ρ)εQ(t )+λI(t )− (µ+ω)R(t )

dV(t )

d(t )
= νS(t )− (κ+µ+ (1−ψ)(α1I (t )+α2Q (t )))V(t )

(3.3)
en utilisent le fait que

S = 1− I−Q−R−V,

le modèle (3.3) devient

dI(t )

d(t )
= (α1I (t )+α2Q (t )) (1− I−Q−R−V) (t )− (λ+µ+β)I(t )+ρεQ(t )+ (1−ψ)(α1I (t )+α2Q (t ))V(t )

dQ(t )

d(t )
= βI(t )− (ε+µ)Q(t )

dR(t )

d(t )
= (1−ρ)εQ(t )+λI(t )− (µ+ω)R(t )

dV(t )

d(t )
= ν (1− I−Q−R−V) (t )− (κ+µ+ (1−ψ)(α1I (t )+α2Q (t )))V(t ).

(3.4)
Le point sans maladie est

E0 =

(
D

ν+D
,0,0,0,

ν

(ν+D)

)T

.

On considère les différentes sous populations infectées du modèle c’est à dire

dI(t )

d(t )
= (α1I+α2Q)S− (λ+µ+β)I+ρεQ+ (1−ψ)(α1I+α2Q)V = 0.

dQ(t )

d(t )
= βI− (ε+µ)Q = 0.

Alors
dI(t )

d(t )
dQ(t )

d(t )

 =

(
(α1I(t )+α2Q(t ))S(t + (1−ψ)(α1I+α2Q)V

0

)
−

(
(λ+µ+β)I−ρεQ
− βI+ (ε+µ)Q

)
= F(S,I,Q,R,V)−V(S,I,Q,R,V),



avec

F(S,I,Q,R,V) =

(
(α1I (t )+α2Q (t ))S (t )+ (

1−ψ)
(α1I+α2Q)V

0

)
, (3.5)

et

V(S,I,Q,R,V) =

(
AI−ρεQ
− βI+BQ

)
, (3.6)

D’après les équations (3.5), (3.6) on trouve

F = j ac (F(E0)) (3.7)

=

(
α1S+ (

1−ψ)
α1V α2S+ (

1−ψ)
α2V

0 0

)
(3.8)

=

 α1D

ν+D
+ α1ν

(
1−ψ)

(ν+D)

α2D

ν+D
+ α2ν

(
1−ψ)

(ν+D)
0 0

 , (3.9)

où

A = (λ+µ+β),

B = (ε+µ),

C = (µ+ω),

D = (κ+µ).

et

V = j ac (V(E0)) =

( (
λ+µ+β)−ρε
− β+ (

ε+µ) )
=

(
A −ρε
−β B

)
. (3.10)

Son inverse est donné par :

V−1 =


B

AB−βερ ε
ρ

AB−βερ
β

AB−βερ
A

AB−βερ

 . (3.11)

Alors

FV−1 =

 (
ν+D−νψ) Bα1 +βα2

(ν+D)
(
AB−βερ) (

ν+D−νψ) Aα2 +ερα1

(ν+D)
(
AB−βερ)

0 0

 . (3.12)

Les valeures propres de cette matrice (3.12) sont
λ1 = 0

λ2 =

(
ν+D−νψ)(

Bα1 +βα2
)

(ν+D)
(
AB−βερ) .

Finalment,

R0 =

(
ν+D−νψ)(

Bα1 +βα2
)

(ν+D)
(
AB−βερ) =

(
βα2 +µα1 +εα1

)(
κ+µ+ν−νψ)(

κ+µ+ν)(
µ2 +βµ+λµ+βε+λε+µε−βερ) .

Il est claire que le taux de reproduction de base R0 est toujours positif.



3 Le calcul des points stationnaires

Théorème 3.4 Le système (3.1) admet deux points d’équilibre E0 et E1, pour des paramètres
strictement positifs. Ils sont donnés par :

1. E0 est le point d’équilibre sans maladie, ce point existe sans condition et il est donné
par :

E0 =

(
κ+µ

κ+µ+ν ,0,0,0,
ν

ν+κ+µ
)T

.

2. Si R0 > 1, alors le point E1 existe et il est donné par :

E1 = (S,I,Q,R,V)T .

Avec 

S =1− I−Q−R−V,

Q =
β

ε+µI,

R =

(
1−ρ)εβ+Bλ

BC
I,

V =
ν

(
1−

(
1+ β

B
+

(
(1−ρ)εβ+Bλ

)
BC

)
I
)

(
ν+D+ (

1−ψ)((
α1B+α2β

) 1

B
I
)) .

où

I =
−a2 −

√
a2

2−4a1a3

2a1

Avec 

a1 =
(
Bα1 +βα2

)2 (
ψ−1

)(
Bλ+Cβ+βε+BC−βερ) ,

a2 = B
(
Bα1 +βα2

)
(
α1 −ν−D−A+Aψ−νψ−ψα1

)
BC+

Cβ(α2 −ν−νψ+ερ−ψα2 −εψρ−D)
−Bλ

(
ν+D+νψ)+βε(

νρ−ν−D+ρD+νψρ)


a3 = −B2C (ν+D)
(
AB−βερ) (1−R0) .

Preuve. Les points d’équilibre du système (3.4) sont obtenus par la résolution des équa-
tions algébriques suivantes :

(α1I+α2Q) (1− I−Q−R−V)−AI+ρεQ+ (1−ψ)(α1I+α2Q)V = 0 (3.13)

βI−BQ = 0 (3.14)

(1−ρ)εQ+λI−CR = 0 (3.15)

ν (1− I−Q−R−V)−DV− (1−ψ)(α1I+α2Q)V = 0. (3.16)

où

A = (λ+µ+β),

B = (ε+µ),

C = (µ+ω),

D = (κ+µ).



De (3.14) , on a

Q =
β

B
I. (3.17)

De (3.15−3.17) , on trouve ((
1−ρ)εβ

B
+λ

)
I−CR = 0

R=

((
1−ρ)εβ+Bλ

CB

)
I (3.18)

de (3.16−3.17−3.18) on obtient

ν (1− I−Q−R)− (ν+D)V− (1−ψ)(α1I+α2Q)V = 0

V =
ν (1− I−Q−R)(

ν+D+ (1−ψ)(α1I+α2Q)
)

à partir de (3.17−3.18) ona

V =
ν

(
1−

(
1+ β

B
+

(
(1−ρ)εβ+Bλ

)
BC

)
I
)

(
ν+D+ (1−ψ)(

(
α1B+α2β

) 1
B I)

) (3.19)

De (3.13)

(α1I+α2Q) (1− I−Q−R−V)−AI+ρεQ+ (1−ψ)(α1I+α2Q)V = 0

en remplaçant (3.17−3.18) dans cette dernière on trouve(
(α1 +α2

β

B
)

(
1− I−β

B
I−

(
(1−ρ)εβ+Bλ

)
BC

I−V
)
−A+ρεβ

B
+ (1−ψ)(α1 +α2

β

B
)V

)
I = 0

On distingue deux cas :
Cas 1 : I = 0, alors 

S =
D

ν+D
Q = 0
R = 0

V =
ν

(ν+D)
.

,

d’où l’existence du premier point d’équilibre E0

E0 =

(
D

ν+D
,0,0,0,

ν

(ν+D)

)
= .

(
κ+µ

κ+µ+ν ,0,0,0,
ν

ν+κ+µ
)

.

Cas 2 : si(
α1 +α2

β

B

)(
1− I−β

B
I−

(
(1−ρ)εβ+Bλ

)
BC

I−V
)
−A+ρεβ

B
+ (1−ψ)

(
α1 +α2

β

B

)
V = 0

ce qui implique(
α1 +α2

β

B

)(
1− I−β

B
I−

(
(1−ρ)εβ+Bλ

)
BC

I
)
−A+ρεβ

B
−ψ

(
α1 +α2

β

B

)
V = 0



à partir de (3.19) , ona(
α1B+α2β

B

)
−

(
α1B+α2β

B

)(
1+ β

B
+

(
(1−ρ)εβ+Bλ

)
BC

)
I

+ρεβ
B
−A−

(
νψ

(
α1B+α2β

B

)
+νψ

(
α1B+α2β

B

)(
1+ β

B +
(
(1−ρ)εβ+Bλ

)
BC

)
I
)

(
ν+D+ (1−ψ)(

(
α1B+α2β

) 1
B I)

)
= 0

c’est à dire (
α1B+α2β

B

)
−

(
α1B+α2β

)(
BC+βC+(

(1−ρ)εβ+Bλ
))

I

B2C
+ ρεβ−AB

B

−
(
νψ

(
α1B+α2β

)
BC+νψ(α1B+α2β)

(
BC+βC+(

(1−ρ)εβ+Bλ
))

I
)

B

B2C
(
(ν+D)B+ (1−ψ)(

(
α1B+α2β

)
I)

)
= 0

alors (
α1B+α2β

)
BC

(
(ν+D)B+ (1−ψ)(

(
α1B+α2β

)
I)

)
−(
α1B+α2β

)(
BC+βC+(

(1−ρ)εβ+Bλ
))

I
(
(ν+D)B+ (1−ψ)(

(
α1B+α2β

)
I)

)
+(
ρεβ−AB

)
BC

(
(ν+D)B+ (1−ψ)(

(
α1B+α2β

)
I)

)
−(
νψ

(
α1B+α2β

)
BC+νψ(α1B+α2β)

(
BC+βC+(

(1−ρ)εβ+Bλ
))

I
)

B

= 0,

on obtient,
a1I2 +a2I+a3 = 0,

avec

a1 =
(
Bα1 +βα2

)2 (
ψ−1

)(
Bλ+Cβ+βε+BC−βερ) ,

a2 = B
(
Bα1 +βα2

)
(
α1 −ν−D−A+Aψ−νψ−ψα1

)
BC+

Cβ(α2 −ν−νψ+ερ−ψα2 −εψρ−D)
−Bλ

(
ν+D+νψ)+βε(

νρ−ν−D+ρD+νψρ)
 ,

a3 = −B2C
(
ABν+ABD−Bνα1 −Bα1D−βνα2 −βα2D+Bνψα1 −βνερ+βνψα2 −βερD

)
.

On a

R0 =

(
βα2 +µα1 +εα1

)(
κ+µ+ν−νψ)(

κ+µ+ν)(
µ2 +βµ+λµ+βε+λε+µε−βερ)

alors

1−R0 =

(
ABν+ABD−Bνα1 −Bα1D−βνα2 −βα2D+Bνψα1 −βνερ+βνψα2 −βερD

)
(ν+D)

(
AB−βερ)

on obtient

a3 = −B2C
(
(ν+D)

(
AB−βερ)− (

ν+D−νψ)(
Bα1 +βα2

)) (ν+D)
(
AB−βερ)

(ν+D)
(
AB−βερ)

= −B2C (ν+D)
(
AB−βερ) (1−R0)



Donc, le deuxième point singulier E1 est donné par

E1 = (S,I,Q,R,V)T ,

avec 

S =1− I−Q−R−V,

Q =
β

B
I,

R =

(
1−ρ)εβ+Bλ

BC
I,

V =
ν

(
1−

(
1+ β

B
+

(
(1−ρ)εβ+Bλ

)
BC

)
I
)

(
ν+D+ (

1−ψ)((
α1B+α2β

) 1

B
I
)) ,

où, I solution de.
a1I2 +a2I+a3 = 0. (3.20)

Avec 

a1 =
(
Bα1 +βα2

)2 (
ψ−1

)(
Bλ+Cβ+βε+BC−βερ) ,

a2 = B
(
Bα1 +βα2

)
(
α1 −ν−D−A+Aψ−νψ−ψα1

)
BC+

Cβ(α2 −ν−νψ+ερ−ψα2 −εψρ−D)
−Bλ

(
ν+D+νψ)+βε(

νρ−ν−D+ρD+νψρ)


a3 = −B2C (ν+D)
(
AB−βερ) (1−R0) .

existe si R0 > 1.
Il est clair que

a1 < 0 car 06ψ6 1.

De plus, on a
a3 = −B2C (ν+D)

(
AB−βερ) (1−R0) > 0

car 
R0 > 1(
AB−βερ) =

(
D+ν(

1−ψ))(
Bα1 +βα2

)
(ν+D)R0

> 0.

Il reste à montrer que I est positif, en effet, ona

∆ = a2
2−4a1a3 > 0.

Donc l’équation (3.20) admet deux racines réelles

I1 =
−a2 −

p
∆

2a1
, I2 =

−a2 +
p
∆

2a1
.

On remarque que

−4a1a3 > 0

a2
2−4a1a3 > a2

2√
a2

2−4a1a3 >
√

a2
2√

a2
2−4a1a3 > a2, si a2 > 0



(3.22)

Alors,
a2 <

p
∆

Finalement, ∀a2 on obtient
{I1 > 0 et I2 < 0.

d’où, I = I1 et il est positif si R0 > 1.

4 Positivité des points stationnaires

Il est clair que le point sans maladie E0 existe et il est toujours positif quelque soit
les conditions. Maintenant, pour vérifier que le point endémique E1 est positif il suffit de
vérifier que I > 0.

Théorème 3.5 Si R0 > 1, alors le point endémique E1 existe et positif.

Preuve. ona
S+ I+Q+R+V = 1

alors 

S =(1− I−Q−R−V) > 0

Q =
β

B
I > 0

R =

(
1−ρ)εβ+Bλ

BC
I > 0

V =
ν (1− I−Q−R)(

ν+D+ (1−ψ)(α1I+α2Q)
) > 0

0 < S,I,Q,R,V < 1.

donc le point endémique E1 existe et non négatif.

5 Stabilité des points stationnaires

Pour étudier la stabilité des points d’équilibre, on va calculer la matrice jacobienne du
système (3.3) qui est donnée par :

J (S,I,Q,R,V)

=



−(α1I+α2Q
+ν+µ)

−α1S −α2S ω κ

(α1I+α2Q)
α1S

−(λ+µ+β)
+(1−ψ)α1V

α2S
+ρε

+(1−ψ)α2V
0

(1−ψ)
(α1I+α2Q)

0 β −(ε+µ) 0 0
0 λ (1−ρ)ε −(µ+ω) 0

ν −(1−ψ)α1V −(1−ψ)α2V 0

−(
κ+µ)

(α1I+α2Q)
−(1−ψ)

(α1I+α2Q)


Théorème 3.6 E0 est localement asymptotiquement stable si seulement si R0 < 1, et in-
stable si R0 > 1



Preuve. ona

E0 =

(
κ+µ

κ+µ+ν ,0,0,0,
ν

ν+κ+µ
)T

.

Alors

J(E0) = 

−(ν+µ) −α1

(
(κ+µ)

(κ+µ)+ν
)

−α2

(
(κ+µ)

(κ+µ)+ν
)

ω κ

0

α1

(
(κ+µ)

(κ+µ)+ν
)

−(λ+µ+β)

+(1−ψ)α1

(
ν

ν+κ+µ
) α2

(
(κ+µ)

(κ+µ)+ν
)

+ρε+ (1−ψ)α2

(
ν

ν+ (κ+µ)

) 0 0

0 β −(ε+µ) 0 0
0 λ (1−ρ)ε −(µ+ω) 0

ν −(1−ψ)α1

(
ν

ν+κ+µ
)

−(1−ψ)α2

(
ν

ν+ (κ+µ)

)
0 −(κ+µ)



.

Les valeurs propres de cette matrice sont

λ1 = −(
µ+ω)

λ2 = −µ
λ3 = −(

κ+µ+ν)
λ4 = − 1

2
(
κ+µ+ν) (p

M+ (
κ+µ+ν)(

β+λ+2µ+ε−α1
)+νψα1

)
λ5 = − 1

2
(
κ+µ+ν) ((

κ+µ+ν)(
β+λ+2µ+ε−α1

)+νψα1 −
p

M
)

avec

M =

κ2β2 +κ2λ2 +β2µ2 +λ2µ2 +κ2ε2 +β2ν2 +λ2ν2 +µ2ε2 +ν2ε2 +κ2α2
1 +µ2α2

1 +ν2α2
1 +2κ2βλ+2κβ2µ

+2κλ2µ+2κβ2ν+2κλ2ν+2βλµ2 +2βλν2 −2κ2βε−2κ2λε+2κµε2 +2β2µν+2λ2µν+2κνε2 −2βµ2ε

−2λµ2ε−2βν2ε−2λν2ε+2µνε2 −2κ2βα1 −2κ2λα1 +2κµα2
1 +4κ2βα2 +2κνα2

1 −2βµ2α1 −2λµ2α1

+4βµ2α2 −2βν2α1 −2λν2α1 +2κ2εα1 +4βν2α2 +2µνα2
1 +2µ2εα1 +2ν2εα1 −2ν2ψα2

1 +ν2ψ2α2
1

+4κ2βερ+4βµ2ερ+4βν2ερ−2κνψα2
1 +2βν2ψα1 +2λν2ψα1 −4βν2ψα2 −2µνψα2

1 −2ν2εψα1

+4κβλµ+4κβλν−4κβµε−4κλµε+4βλµν−4κβνε−4κλνε−4βµνε−4λµνε−4κβµα1

−4κλµα1 +8κβµα2 −4κβνα1 −4κλνα1 +8κβνα2 +4κµεα1 −4βµνα1 −4λµνα1 +4κνεα1 +8βµνα2

+4µνεα1 +8κβµερ+8κβνερ+8βµνερ+2κβνψα1 +2κλνψα1 −4κβνψα2 +2βµνψα1 +2λµνψα1

−2κνεψα1 −4βµνψα2 −2µνεψα1,

on remarque bien que λ1,λ2,λ3 sont strictement négatives et

λ4 = − 1

2
(
κ+µ+ν) (p

M+ (
κ+µ+ν)(

β+λ+2µ+ε−α1
)+νψα1

)
< 0,

si
α1 < β+λ+2µ+ε.

Il reste à montrer que λ5 est négative, on a

detJ(E0) = −µ(
µ+ω)


µ3 +κµ2 +βµ2 +λµ2 +µ2ν+µ2ε−µ2α1 +κβµ+κλµ+κβε
+κλε+κµε+βµν+λµν+βµε+λµε+βνε
+λνε+µνε−κβα2 −κµα1 −κεα1 −βµα2 −βνα2 −µνα1 −µεα1 −νεα1

−κβερ−βµερ−βνερ+βνψα2 +µνψα1 +νεψα1





donc

detJ(E0) = −µ(
µ+ω)(

κ+µ+ν)(
µ2 +βµ+λµ+λε+µε+ (

1−ρ)βε) (1−R0) < 0

où

trac(J(E0)) = −
(
κ+µ+ν)(

κ+β+λ+5µ+ν+ε+ω)−α1
(
κ+µ+ν−νψ)

κ+µ+ν
si

α1 < β+λ+2µ+ε,

alors 
det(J(E0)) = λ1λ2λ3λ4λ5 < 0,
trac(J(E0)) = λ1 +λ2 +λ3 +λ4 +λ5 < 0,
λ1,λ2,λ3,λ4 < 0,
si α1 < β+λ+2µ+ε et R0 < 1.

On conclut que λ5 < 0.
D’où, la stabilité asymptotique du point E0.

Théorème 3.7 E1 est localement asymptotiquement stable si seulement si R0 > 1, et n’existe
pas si R0 < 1.

la stabilité de ce dernier se fera numériquement dans le chapitre suivant.



Chapitre 4

Simulation numérique du modèle

Dans ce chapitre, on va utiliser le logiciel Matlab pour simuler numériquement le mo-
dèle proposé. Ensuite, on présente une confirmation numérique des résultats théoriques
pour voir l’effet de l’isolment et la vaccination sur la dynamique de l’hépatite C. On ter-
mine par une discussion sur les résultats obtenus.

1 Confirmation de la stabilité des points d’équilibre E0 et E1

On considère les conditions initiales suivantes :

S (0) = 40000,
I(0) = 20000,
Q (0) = 10000,
R(0) = 8000,
V (0) = 40.

1.1 Validation numérique du point d’équilibre sans maladie E0 :

Les paramètres opérationnels vérifiant l’existence et la stabilité du premier point d’équi-
libre E0, sont donnés par le tableau (4.1).

On vérifie la condition d’existence et de stabilité du point E0, ona :

R0 = 0.4756 < 1.

D’où, l’existence de E0 avec

E0 = 78040∗ (0.9885,0,0,0,0.0115)

paramètres µ α1 α2 λ β p
valeurs 0.085 0.1 0.09 0.1 0.04 0.2

Références [18] estimé estimé [18] [18] estimé
paramètres ε ω ν κ ψ

valeurs 0.9 0.95 0.001 0.001 0.1
Références estimé [13] estimé estimé [32]

TABLEAU 4.1 – Des données vérifiant l’existence et la stabilité de E0.
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et ona
(ε = 0.9) > (α1 = 0.1) .

D’où, la stabilité du point E0.
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FIGURE 4.1 – Graphe de la convergence vers E0.

La courbe 3D dans la figure (4.1) montre que la solution du systéme pour les données
du tableau (4.1) converge vers le point d’équilibre sans maladie E0.

On remarque dans la figure (4.2) une augmentation importante des individus suscep-
tibles entraine une diminution des individus infectés, des individus résistants, ainsi que
les personnes en clase d’isolment (quarantaine) et les individus vaccinés presque null.
Dans ce cas, le taux de reproduction de base R0 = 0.4756 < 1, on constate que la maladie
va disparaître après environ 30 ans, ce qui confirme la stabilité asymptotique du point
d’équilibre sans maladie E0.

1.2 Stabilité numerique du point d’équilibre endémique E1

Les paramètres vérifiant l’existence et la stabilité du deuxiéme point d’équilibre E1,
sont donnés par le tableau (4.2)
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paramètres µ α1 α2 λ β p
valeurs 0.085 0.5 0.1 0.1 0.04 0.2
Références [18] estimé estimé [18] [18] estimé
paramètres ε ω ν κ ψ

valeurs 0.9 0.95 0.001 0.001 0.1
Références estimé [13] estimé estimé [32]

TABLEAU 4.2 – Les données vérifiant l’existence et la stabilité de E1.

On vérifie la condition d’existence et de stabilité du point E1, pour cela, ona :

R0 = 2.3141 > 1.

D’où l’existence de E1 avec

E1 = 78040∗ (0.4307,0.4854,0.0219,0.0605,0.0014) .

Pour la stabilité, la matrice jacobienne du systéme au point E1 aprés substitution des
paramètres donnée au tableau (4.2) est donnée par :

J(E1) =


−0.3309 −0.2154 −0.0431 0.95 0.001
0.2449 −0.009 0.2032 0 0.2204

0 0.04 −0.885 0 0
0 0.1 0.6400 −1.035 0

0.001 −0.0006 −0.0001 0 −0.3064

 .

Les valeurs propre de J(E1) sont : 

λ1 = −1.0513,
λ2 = −0.085,
λ3 = −0.299,
λ4 = −0.8174,
λ5 = −0.3136.
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FIGURE 4.3 – Graphe de la convergence vers E1.

On remarque bien que les valeurs propres de J(E1) sont négatives, d’où la stabilité
asymptotique de E1.

La courbe 3D dans la figure (4.3) montre que la solution du système pour les données
du tableau (4.2) converge vers le point d’équilibre endémique E1.

La figure (4.4) montre une augmentation des personnes susceptibles dans un premier
temps, ensuite une diminution après 5 ans, entraine une augmentation des personnes
infectés, ce qui explique le passage de l’état sain à l’état infecté, les individus résistants
diminuent à cause de la réinfection ainsi que les personnes en classe d’isolment (quaran-
tiane) et les individus vaccinés sont presque nuls. On remarque aussi que les cinq sous po-
pulations commencent à se stabiliser avec le temps pour converger alors vers le deuxième
point d’équilibre E1.
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2 Les stratégies de contrôle du VHC

Dans cette partie, on va voir quelques résultats numériques sur le modèle proposé
dans une période de 50 semaines, dont l’objectif d’étudier l’interêt d’améliorer les straté-
gies de contrôle pour éradiquer la maladie.

2.1 L’effet d’isolment des individus infectés

En utilisant les paramètres illustrés dans le tableau (4.2), avec différentes valeurs du
taux d’isolement β.
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beta = 0.04

beta = 0.25

beta = 0.5

La figure (4.5) illustre que l’augmentation de taux d’isolment β est une meilleure fa-
çon pour contrôler la maladie, telque pour differentes valeur de β = 0.04, 0.25, 0.5, on
remarque une diminution des individus infectés et augmentation de nombre des sus-
ceptibles. Et comme le traitement est efficace, cela montre que le niveau de dépistage
permettre à terme une quasi-disparition des infections.



 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
x 10

4

Temps par semaines

S
o

u
s

 p
o

p
u

la
ti

o
n

 d
e

s
 i
n

fe
c

té
e

s
 

 

 

beta = 0.04

beta = 0.25

beta = 0.5

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

Temps par semaines 

S
o

u
s

 p
o

p
u

la
ti

o
n

 d
e

s
 q

u
a

ra
n

ta
in

e
s

 

 

 

beta = 0.04

beta = 0.25

beta = 0.5

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

Temps par semaines

S
o

u
s

 p
o

p
u

la
ti

o
n

 d
e

s
 r

é
s

is
ta

n
ts

 

 

 

beta = 0.04

beta = 0.25

beta = 0.5

2.2 L’effet de la vaccination sur l’évolution de la maladie

Si le vaccin est efficace c’est à direψ = 1, pour differentes valeurs de ν = 0.001,0.2,0.7 et
pour les données du tableau (4.3) (l’augmentation du taux de vaccination), la figure (4.6)
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FIGURE 4.5 – Évolution des sous populations pour différentes valeurs de β

paramétres µ α1 α2 λ β p
valeurs 0.085 0.5 0.1 0.1 0.01 0.8
Références [18] estimé estimé [18] estimé estimé
paramétres ε ω ν κ ψ

valeurs 0.6 0.95 0.001 0.001 1
Références estimé [13] estimé estimé [32]

TABLEAU 4.3 – Les données de vaccination.
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montre une diminution des individus infectés et augmentation des individus vaccinés,
malgré le taux d’isolment est faible, on constate que la vaccination est une meilleure prise
en charge du VHC. L’utilisation d’un vaccin parfait peut entraîner une élimination efficace
de l’infection par le VHC dans une communauté, c’est-à-dire que l’efficacité du vaccin
doit être de 100% pour suppression de la maladie.

Conclusion 4.1 Malheureusement, les niveaux actuels de dépistage et de traitement sont
généralement insuffisants pour parvenir à l’élimination dans la plupart des contextes et
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nécessitent une intensification supplémentaire. Des études récentes suggèrent qu’il est pos-
sible de développer un vaccin pour prévenir de l’hépatite C mais plusieurs défis restent à
relever avant de parvenir à un vaccin qui puisse être administré à la population générale.
Les surmonter exigera des efforts de collaboration de la part de la communauté.
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FIGURE 4.6 – Évolution des sous populations pour différentes valeurs de ν



Conclusion et prespectives

La recherche sur le virus de l’hépatite C est loin d’être terminée. La voie de l’élimina-
tion du VHC nécessite un investissement supplémentaire dans la recherche fondamen-
tale sur le VHC pour comprendre les mécanismes moléculaires du contrôle immunitaire
du virus et pour développer des vaccins efficaces. Le traitement par AAD ne protège pas
contre la réinfection, ce qui souligne d’avantage la nécessité d’un vaccin efficace.

Le travail présenté dans ce mémoire de Master se concentre sur l’étude mathématique
d’un modèle qui décrit l’effet de l’isolment et la vaccination sur l’évolution d’hépatite C.

Cette étude montre que la vaccination et l’isolment pourrait grandement améliorer la
faisabilité et la probabilité d’atteindre l’objectif de réduction de l’incidence d’élimination
de l’OMS.

Parmi les principales perspectives de recherche :

— On pense à faire une étude sur la vaccination chez les personnes guéries par le VHC,
car La réinfection par le VHC après la guérison reste un problème. Par conséquent,
on a besoin de stratégies de vaccination efficaces qui fourniront soit une immunité
stérilisante, soit une protection contre la persistance virale lors de la réinfection.

— Actuellement, le traitement d’hépatite C est très couteux, on pensera à développer
un modèle mathématique qui étudie l’impact de diminution de coût de traitement
sur l’evolution de la maladie.

— Mise à l’échelle supplémentaire du dépistage du VHC, on veut proposer un modèle
mathématique qui décrit la dynamique du VHC pour montrer l’impact du dépistage
sur cette évolution.
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