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1 Résumé

Dans le présent, nous étudions certains types de surfaces plates de translation paramétrisées

par X (z,y) = a(z) * f(y) ou X (z,y) = B(y) * a(x), obtenues comme produit de deux courbes
«a et [ lisses, qui ne sont pas orthogonales , ou * désigne 'opération interne dans le groupe

H? x R muni d’une métrique Riemannienne invariante & gauche.



2 Introduction

L’objet de ce travail est la classification des surfaces plates de translation dans le groupe
H? x R muni d’une métrique Riemannienne invariante & gauche.

Dans [15] S.Rahmani a classifié les métriques de Lorentz sur les groupes de Lie unimodu-
laires, de dimension trois.

Dans [12] R.Lépez et M.I.Munteanu donnent une classiffication de toutes les surfaces mini-
males de translation dans l'espace Sols.

Dans [7] J.Inoguchi, R.Lépez et M.I.Munteanu ont définié six types des surfaces de transla-
tion dans le groupe de Heisenberg Nil3 de dimention 3 obtenu sous la forme de deux courbes
situées dans des planes qui ne sont pas orthogonales et ils ont étudié la condition de minimalité
pour chaque type.

Dans [21], D.W.Yoon, C.W.Lee et M.K.Karacan ont étudié les surfaces minimales de trans-
lation dans I'espace H? de dimention 3 muni d’une métrique Riemannienne.

Dans [22], D.W.Yoon, étudié les surfaces minimales de translation dans l'espace H? x R de
dimention 3 muni d’une métrique Riemannienne invariante a gauche.

Dans [23], D.W.Yoon, étudié les surfaces plates de translation dans l'espace H? x R de
dimention 3 muni d’une métrique Riemannienne invariante a gauche.

Dans [13] et [14], ils ont montrer que modulo d’'un automorphisme de I’algebre de Lie du
groupe de Heisenberg existent trois classes de métriques lorentziennes invariantes sur le groupe
de Heisenberg dont I'un est plate.

M.Bekkar et Z.Hanifi ont montré dans leur document [1] que les surfaces planes, hélicoidales,
paraboloides, hyperboliques et certaines surfaces de translation sont définies par des intégrales
elliptiques vérifiant I’équation des surfaces minimales dans ’espace de Lorentz-Heisenberg Hg
doté d'une métrique lorentzienne invariante a gauche g3 qui est donnée par :

g3 = da* + dy?® — (dz + E(ydx — xdy))?.

Dans notre travail précédent [23] nous avons classé DEUX types de surfaces plates de trans-
lation dans I'espace H? x R de dimension 3 muni d'une métrique Riemannienne invariante &
gauche. Notre but dans ce travail est de classifier certains types de surfaces plates de translation
de H? x R muni d’une métrique Riemannienne invariante & gauche ggz gz = y%(daz:2 +dy?) +dz>.

Ce mémoire se compose d’une introduction et de trois chapitres.

Le premier chapitre est réservé aux rappelles et définitions des outiles mathématiques
de géometrie euclidienne, Riemannienne et semi-Riemannienne. On rappelle la définition d’une
variété topologique, variété différentielle, ’espace tangent, variété Riemannienne, métrique Rie-
mannienne. On donne la définition de la connexion linéaire, connexion de Levi-Civita, sym-
boles de Christoffel (la formule de Koszul), et la courbure (tenseur de courbure, courbure
sectionnelle, courbure de Ricci et la courbure scalaire). On rappelle la définition de la premiere
et la deuxieme forme fondamentale, la courbure moyenne et la courbure de Gauss.

Le deuxieme chapitre est entierement consacré & l'espace H? x R, on commence d’abord
par la métrique Riemannienne invariante & gauche dans l'espace H? x R . On donne la base
orthonormé de H? x R et on calcule les crochets de Lie. On cacule la connexion linéaire et la
connexion de Levi-Civita, le tenseur de Ricci, la courbure de Ricci et la courbure scalaire. On
cherche I'équation des surfaces plates telles que, on calcule les coefficients de la premiere et
deuxiéme formes fondamentales puis on remplace dans la relation de la courbure de Gauss qui
I'on pose égale a zéro on obtient a la fin I’équation des surfaces plates.

Le derniér chapitre contient et concerne les surfaces plates de translation dans 'espace
H? x R.



L’espace H? x R peut étre vu comme le produit de deux variétés le dmi-plan de Poincaré
H? = {(x,y) € R*/y > 0} muni d'une métrique Riemannienne invariante & gauche gye =
Z,%(d:c2 + dy?), et I'espace R muini d’une métrique Euclidienne gr = dz?. L’espace H? x R est
muni d’une métrique Riemannienne invariante a gauche donné par :

gH2xR = y%(dx2+dy2)+dz2
dx

= (dz,dy,dz)(gi;) | dy

dz

ou (dz,dy,dz) est un champ de vecteurs et (g;;)1<i j<3 est la matrice donnée par :
1
y? (1) 0
(gs)={ 0 = 1
0 1
Nous rappelons que la lois de composition interne dans le groupe H? x R est donné par :

(z,y,2) % (2, ¢, 2) = (2'y + x99, 2 + 2).

Ot * désigne I'opération de groupe dans le groupe H? x R.
H? x R est un groupe de Lie tridimensionnel, connecté et simplement connecté.



3 Chapitre 1 : Variétés Riemanniennes

Ce chapitre est élémentaire , au sens ou la plus part des concepts étudiés sont des outils
nécessaires pour le reste de ce mémoire. On va rappeler quelques définitions fondamentales sur
la théorie des variétés Riemanniennes on appuyant sur les courbures et on donnant quelques
exemples pour comprendre les notions et pour manipuler les différents calculs.

Pour les détails voir ( [6],[11],[9])

remarque : par fois on a utilisé logiciel Maple pour faire les calculs .

4 Espace Tangent

4.1 Vecteur tangent

Définition 4.1.

Soit M une variété différentiable et x € M . Une application A, : C°(M) — R est appelée
une dérivation en x , si elle satisfait les regles suivantes : pour tous f,g € C(M).

L A(f +9) = Au(f) + Au(g)-
2. Au(f.9) = Au(f).g(x) + f(2).Au(g).
3. f est constante au voisinage de x = A.(f) = 0.

L’ensemble de toutes les dérivations en x , s’appelle ['espace tangent de M en x , il est noté
T, M .Par définition un vecteur tangent de M en x est un membre de T, M.

Remarque 1.

1. T, Mest un espace vectoriel de dimension n .

2. Soit {(U; ¢) }une carte locale en point x € M.

i) p(x) = (2, 2%, ....,2")les coordonnées locales au voisinage de x.
it) une base de T, M est donnée par les n dérivations % z -

3. TM = U T, M est appelé le fibré tangent a M.

zeM

4. TxM Uespace cotangent a M en x . On sait que localement <aii z) est une base de T, M.

On note par (dz'|,) sa base dual , nous avons (dz'|,; 2 |.) = gf; — &7 tel que &) est le

delta Kroneker définit par { g; ; (1) Z Z ;i .
5 T"M = U T M est appelé le fibré cotangent a M.

zeM

4.2 Champ de vecteurs
Définition 4.2.
Soit M une variété différentiable.

e 7 :TM — M la projection de TM sur M définie par m(x, X) = x est une application
surjective et de classe C*.

e Une section de TM est une application X : M — T M telle que mo X = idyy.

e Une telle section de TM de classe C* est appelée champ de vecteurs sur M. L’ensemble
des champs de vecteurs sur M est noté par X(M).



Définition 4.3.

Soit M une variété différentiable.
Le crochet de Lie noté [,] est définie par [X,Y] = XY — Y X pour tous X,Y € X(M) vérifiant
les propriété suivantes :

1. [,] est bilinéaire et antisymétrique.
2. [[X,Y],Z] + [V, 2], X] + [[Z,X],Y] =0 pour X,Y € X(M).
3. [f X, gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gV (/)X pour XY € X(M) et f,g € C.

LOIX Y] = (X2 -y 0 on X = X02 et YV =YL

5 Tenseurs

5.1 Tenseur sur une variété

Définition 5.1.
e Pour tout x € M nous définissons [’espace vectoriel
TPOM =T MITM® - T, MOITMQOTM®---@T*M

-~

pfois qfois

o Un élément T € ngp’q)M est un tenseur de type (p,q) au-dessus de x .Dans une base
associe a des coordonnées (z° au voisinage de x) , il s'écrit

0 0 0
dzh (=) ® oz (@)®-- Ox'r
o, T;ll;j;;’(x) sont des fonctions différentiables de classe C* .
e On note TPIM = U Tép’q)M lespace vectoriel des tenseur de type (p,q) .
xeM

T|x _ TiliZ"'ip (:L')

= Ljijody (x) Q dxt ’x ® d$32|x R - leq’x

Définition 5.2.
Un champ de tenseur de type (p,q) est une section de classe C* de T™9 M .L’ensemble des
champs de tenseur de type (p,q) est noté par TP pr.

Exemple 5.1.

— Une fonction de classe C™ sur une variété M est un tenseur de type (0,0)
— Un champ de vecteurs X est un tenseur de type (1,0).

— Une 1-forme différentielle w sur une variété M est un tenseur de type (0, 1)

5.2 Meétriques Riemanniennes

Définition 5.3.

Soit M une variété différentiable. Une métrique Riemannienne g sur M est un Tenseur de
type (0,2) ; tel que pour tout X € M lapplication g, : T,M x T,M — R est une application
bilinéaire , symétrique , définie positive et non dégénére.

M muni la métrique g est appelée varieté Riemannienne ,noté (M;g).

Remarque 2.

Dans un systéme de coordonnées locales (x', ..., x™) . Les composantes de g sont

Gij = g(%, %) , 0U (gij)1<ij<n est la matrice symétrique inversible associé a g .



Exemple 5.2.

1) (R", go) est une varieté Riemannienne; ot go est le produit scalaire usuel sur R™ i.e
2) D" ={z e R", || z ||< 1} munie de la métrique hyperbolique g définie par
g(X,Y) = WQO(X,Y) , X, Y e T,R", x € D".

Est une varieté Riemannienne .

5.3 Tenseur sur une variété Riemannienne

Définition 5.4.
Un tenseur de type (o,r) ou ( d’ordre r )sur une variété Riemannienne M est une applica-
tion multilinéaire

T X(M) x X(M) x -+ x (M) — O

S

VvV
rfois

pour Yy,--- Y, € X(M),T(Y1,---,Y,;) est une fonction différentiable sur M linéaire pour
chaque argument c’est a dire,

T(}/b 7fX+gY7 7}/7"):fT(Y17 7X7 7}/7")+9T(Y17 7Y7 7}/7‘>

avec X,Y € X(M)et f,g € C*.

6 Connexion Riemannienne

6.1 Connexion linéaire

Définition 6.1.
Une connezion linéaire sur une variété différentiable M est une application

vV X(M) x X(M) — X(M)

telle que pour tous X, X"\ Y)Y € X(M) et f,g € C*(M)

1) Vixigx(Y) = fVx(Y)+gVx/(Y).
2) Vx(Y+Y') =Vx(Y)+ Vx(Y).
3) Vx(fY) = fVx(Y)+ X(f)Y.

Le symbole V est appelé nabla ou del. On dit aussi que VxY est la dérivée covariante de
Y en direction de X.

Définition 6.2.
Soit (U, ) une carte sur une variété différentiable M de dimensionn et {x'} les coordonnées
assocoées pour les quelles on note 0; = 2

Les symboles de Christoffel d’une connexion V relativement auzx coordonnées {z'} sont les n®
fonctions T¥, € C*(M) définies par

)

Va,

(3

Gj == Fk 8k

]

ot l'on a utilisé la convention d’Einstein pour la sommation sur k.



Lemme 6.3.
Localement, les symboles de Christoffel déterminent entiérement la connexion V . Plus
précisement, pour X = X':2: = X'0; et Y =YI L =YI9;, alors

VY = (XY* + XYITE) 0,

Preuve :
On développe 'expression,

VxY = Vx(Y/9)
= Y/Vx0; + X(Y7)0,
= Y/X'Vy,0; + X(Y7)0;
= Y/X'TL0, + X(Y*)0,
= (XY* 4+ X'YITY,) O

Exemple 6.1. ( Le cas de R" ).
La connezion standard V de R™ est définie pour X,Y € X(M) par

V= X (Y79,
Les composantes du champ résultant sont,

_ A . \& Y
(VxY) =X(Y7)=X" %ﬂ (X, gradY’) = %

6.2 Torsion d’une connexion

Définition 6.4.
La torsion d’une connezion est le tenseur de type (1;2) défini par l’expression

T(X,)Y)=VxY —-VyX — [X,|Y]
T(X,Y) est donc un champ de vecteurs. Par définition, nous remarquons que

T(X,Y)=-T(Y,X)

La nullité du tenseur de torsion est équivalente a la relation Fk = Fk pour tous 1, j, k. En effet,
il est facile de constater que ce tenseur est la partie antzsymetmque des symboles de Christofel :
TE =TF —T% pour tous i,j, k

Ezpression locale : pour X = X':2. | Y =Yi.2 € X(M)
T(X,Y) = VxY —VyX — [X,Y]
- Xiaii(yj)ai X Y]Vaiz% _Yj%w)aii
- Va‘; a% _Xlaiz(yl)aij - j%w)aii
= X'Y/(If - FZ)aik

10



6.3 Connexion symétrique

Définition 6.5.
Une connexion linéaire NV sur M est dite localement symétrique s’il existe une carte (U, p)
sur M telle que Fk = Fk pour tous 1, j, k .

Proposition 6.1.
Une connexion linéaire V est symétrique sur U C M si et seulement si T(X,Y) = 0 pour

tous X, Y € X(U) .

Définition 6.6.
Une connexion linéaire est dite symétrique si elle est sans torsion i.e. T'=10 .

6.4 Connexion plate

Définition 6.7.
Une connexion linéaire V sur M est dite localement plate , s’il existe une carte (U, p) sur
M telle que Ffj = 0 pour tous 1,7,k .

Remarque 3.

1) Toute connezion linéaire localement plate est localement symétrique .

2) Une connezion est plate si Ffj = 0 pour tous i, j, k sur M .

Proposition 6.2.
Une connexion linéaire V est plate sur U C M si et seulement st T =0 et R =0 sur U ou
R est le tenseur e Riemann (voir7.1) .

6.5 La dérivée covariante d’un tenseur

Définition 6.8.
Soit T un tenseur de type (o,7) ou (d’ordre r )sur une variété Riemannienne M. La dérivée
covariante VT du tenseur T est un tenseur de type (0,7 + 1) ou ( d’ordre r+1 )défini par

VxT(Y1,...Y,) = XT(Y3,....Y, ZT Vi, .., VxYi, .., )

pour tout X € X(M).

1172--
Pour les composantes V,, T;1;> "

v Tzlzg zp _ a Tzlzg “ip

Jij2-+Jq J1J2:+Jq
71 Sig++ip 72 118 +ip ip 1119+ S
+ FmSJﬂJUQ J _'_ FWS]}L& .7 + + FmSTh]Z ]
_ S 1192 7/p S 1192+ Zp o . s 1119+ 1p
ijlTsjz “Jq ijzThS Jq Fqulejz s T

Remarque 4.
Pour plusieurs raisons, il est convenablement d’identifier le champ de vecteurs X € X(M)
par le tenseur X : X(M) — C*(M) défini par :

X(Y)=g9(X,Y) pour tout 'Y € X(M)

Exemple 6.2.
(Vx 9)(V1,Y2) = Xg(¥1,Y2) — g(VxY1,Y2) — g(Y1, VxY3)

11



Remarque 5. Si le tenseur est de type (1,1) alors,

r

VAT(Yi, s Yy) = VxT(Vi, o V,) = 3 T(Vi, o, VY, o V)

i=1
pour tout X € X(M)

Définition 6.9. On dit qu’un tenseur T de type (0,r) (ou (1,7)) est parallél par rapport a V
si est seulement si VT =0 i.€ VxT =0 pour tout X € X(M)

6.6 La contraction métrique

Définition 6.10.
La contraction métrique,

Cap : Tenst (M) — Tensh (M)

est définie (en coordonnées) sur les composantes par :

Wil PGyl '
J1sedke " 9 J1sesDyee s J—2

(CabT)
ou p et g sont a la a ieme et bieme position.

Une divergence d’un champ de tenseur T est une contraction métrique de VT avec la
derniere composante.
Si T € Tensy(M) est symétrique, alors T n’admet qu’une seule divergence, notée divT.
On peut dire que l'opération de sommation d’un tenseur d’ordre n sur deux de ses indices est
appelé contraction.

6.7 Connexion Riemannienne

Définition 6.11.
On dit qu’une connezion linéaire sur une variété Riemannienne (M;gq) est métrique ou
Riemannienne si g est parallele i.e. Vg = 0.

Définition 6.12.
Soit M une variété Riemannienne. Il existe une unique connexion V sur le fibré tangent
TM telle que :

(o) la torsion de V est nulle;
(o) la métrique Riemannienne est paralléle.

On Uappelle la connezion de Levi-Civita de M.

Interprétation. L’existence, parmi les connexions métriques (i.e. telles que la métrique soit
parallele) d’une connexion sans torsion (i.e. dont la torsion est identiquement nulle), signifie
qu’une métrique Riemannienne est Euclidienne.

Proposition 6.3.
Soit V une connexion Riemannienne sur (M;g) alors,

VX>Y7Z€%(M>7 Xg(Y,Z):g(VXY,Z)-l—g(Y,VXZ) (1)

On peut dire aussi que la connexion est compatible avec la métrique g.

12



Démonstration.
A partir du relation précédente et comme [X,Y] = VY — Vy X alors,

9(VxY,Z) = Xg(Y,Z)—g(Y,VxZ)
= Xg(Y,Z)—g(Y,VzX + X, Z])
= Xg(Y.2) —g(Y.[X,Z]) — Zg(Y. X) + g(VzY, X))
= Xg(Y,Z) —g(Y,[X.Z]) = Zg(Y, X) + (Vv Z + [2,Y], X)
= Xg(Y7Z) gV, [X, Z]) = Zg(Y, X) + 9([2,Y], X) + Yg(Z,X) — g(Z,Vy X)
= Xyg(Y,2Z)—g(Y,[X,Z]) = Zg(Y, X) + 9([Z,Y], X) + Yg(Z, X)
9(Z,VxY — [X,)Y]),
donc

20(VxY,Z2) = Xg(Y, Z)—g(Y, [ X, Z]) - Zg(Y, X)+9([2,Y]. X)+Yg(Z, X)+g(Z,[X,Y]) (2)

Comme ¢ est non dégénérée, cette relation detérmine completement la connexion V | ce qui
donne l'unicité de V .

e On permute X et Y dans I’égalité 2 et on soustrait membre a membre ce qui donne
QQ(VXY7 Z) - QQ(VyX, Z) = 29([X’ Y}v Z)
c’est a dire T'(X,Y) = 0.

e On permute Y et Z dans I'égalité 2 toujours et additionnant membre a membre
20(VxY, Z)+29(VxZ,Y)=2Xg(Y, Z)
c’est a dire :

2(Vxg)(Y,Z) =0

]

Corollaire 1.
Dans un systeme de coordonnées locales; les composantes Ffj d’une connexion Rieman-
nienne sont données par

0 0 0

1
Iy = 59“((%1» 9it + 5591~ @gzj) (3)

Démonstration.

0 _m_o
OnaV%aﬂ _Fijﬂ;ym

et sachons que

29(VxY,Z) = X9V, 2)+Yg(Z, X)—Zg(X,Y)
+ g([X,Y],Z)—g([Y,Z],X)—‘;—g([Z,X],Y)

13



donc on trouve

o 0
29(V%%,@) = 50 + 9759~ a9
0D ) ) )
I gm 5g0) = g9 T 91~ g%
o Lo oo 0
"1, 0 0 0
Z Zrmgmz = ;59 (&rigjl + 9 T T %gij)
i i "1 0 0 0
5 (o) = 3L+ s = o
m= =1 =1
- "1 0 0 0
rnsh = S Sg g+ A g — i
n; o =1 29 (8ngﬂ+8xjgl (%Ulgj)
1 0 0 0
I8 = > g (g + gt — i)
Y ) 27 (8x’gﬂ+8azﬁgl (%clgj)
]
Exemple 6.3.

soit ) un ouvert de R™. On dit qu’une métrique Riemannienne g sur () est conforme s’il
existe une fonction positive f telle que

= f2(f13>(57;j, T & Q

On utilise la formule 3 on trouve pour des indices 1,5,k deux a deuz distincts

19f : ‘ . 10f
'~ =o rk=_--L t M. =7t =7t = = 2L
17 21 f@x’“ € 1) () 2 faxl

Exemple 6.4.
Soit D = {z € R"/||z|| < 1} la boule ouverte de dimension n, munie de la métrique g

donnée par

A5,
Y reD

gi (I’) = )
! (1 —l=[]*)?
posant f(z) = ﬁ, x € D. La fonction f est positive sur D , différentiable et

8_%(93) :W:f (), zeD

Cela donne, en utilisant ’ezemple précédent, :
Ffj =0 pour 1,7,k distincts deux a deux

ng = Fi‘i = _F;'j =T = f(x)x; pour i # j
7 Les courbures sur une variété Riemannienne

7.1 Courbure Riemannienne

L’espace euclidien R™ est plat. Cet énoncé banal nécessite des explications. On sait que
les géodésiques de R"™ sont des droites ou des segments de droites, elles ne sont pas courbées.
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L’espace R™ est en ce sens plat. Dans ce numéro, nous allons introduire et développer la notion
de courbure d’une variété Riemannienne. Comme pour les géodésiques de R", la courbure est
souvent synonyme de dérivée du second ordre. Dans notre cadre, la connexion de Levi-Civita
et la dérivée covariante jouent le role de dérivée du premier ordre. Nous allons donc étudier
VxVy . Par exemple, en coordonnée dans R", on a

VxVyZ = XY(Z)0; et  VyVxZ=YX(Z)0
dont on déduit A
VxVyZ —VyVxZ = (XY - YX)(Z"0;

Définition 7.1.
La courbure d’une variété Riemannienne (M g) est un tenseur de type (1,3) , noté R tel que

VX,YV, 7 € %(M), R(X, Y)Z = [VX,Vy]Z — V[)Qy]Z
= (VxVy = VyVx = Vxy))Z

Il y a plusieurs raisons pour la notation R(X,Y)Z, notammment le fait qu’on considere
souvent I'application Z — R(X;Y)Z qui est un champ d’endomorphismes.

Démonstration.
o R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z .
e R(fX,gY)hZ = fghR(X,Y)Z pour tous X,Y, Z € X(M),etf,g,h € C™.

Grace a la métrique g, nous avons les isomorphismes musicaux f et b, définis par

t:Tenss(M) — Tenss™ T v T*,

r—1
b: Tensi(M) — Tensi 1 : T+ T°.

c’est a dire,
g T,M — T ;M : W= g7 Hw, ),

b TrM — T,M : X* = g(X,.).
avec w € T)M et X € T,M.

Définition 7.2.
Le tenseur de courbure de Riemann est le tenseur R = R’ de type (0,4). Plus précisement
X(M)x X(M) x X(M) x X(M) — C>(M)
(X,Y,Z, W) — R(X,Y, Z, W) =g(R(X,Y)Z,W)

On parlera sans distinction de la courbure pour désigner R ou R, ces deux tenseurs étant
équivalents.
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7.2 La courbure en coordonnées

Soit p € M et z',...,2" des coordonnées autour de p . Le tenseur de courbure s’écrit

localement, A ‘
R = R ds’ @ da’ @ da* @ 0,

l

ou les coefficients R, sont définis par,

RL,.0, = R(0;,0;)0
Le tenseur de Riemann s’écrit a la forme,
R = Rijpdr' @ dv! @ da* @ do'’
et ses coefficients sont déterminés par la relation
Rijie = 9(R(9;,0;)0k, O1)
Ces coefficients sont donc reliés par,
Rijr = R} Gmi,

Ri’jkz = glmRijkm-
Nous allons calculer les Rﬁjk en fonction des symboles de Christoffel FZ On rappelle que
[0;,0;] = 0 et donc Viy, 9, =0 . On calcule

Rid = R(9:,0;)0
= Vo,V,0r — V5, Vo,00 — Vg, 0,10k
= Vo, (Ik0m) — Vo, (T0,)
= (B:(T0m) + T3T5,0,) = (8;(T00) + ThI%0,)
= (T, =TT, + (AT, - 9,7 | o

Nous avons obtenu la formule explicite

n

Réjk = ai(ré'k) — 8;(T) + Z (Fﬁrim - F?;F;m) )

m=1

ou, (0;)i=1.n est une base locale des champs de vecteurs sur M. On remarque que le tenseur de
courbure ne dépend que des coefficients de la métrique g et de leurs dérivées, les symboles de
Christoffel ne dépendant eux-mémes que de g.

Proposition 7.1.
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Riemannienne R a les pro-
Priétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (1,3).
2. g(R(X,Y)Z, W) =—g(R(X, Y)W, Z).

3. g(R(X,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y).

4. R vérifie l'identité de Bianchi algébrique

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.
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5. R vérifie l'identité de Bianchi différentielle
(VxR)(Y, Z) + (VyR)(Z,X) + (V,R)(X,Y) = 0.

VXY, Z,W € X(M)
Pour la preuve voir [0], p90

Exemple 7.1. [?]
Soit (x,y,2,t) les coordonnées cartésiennes dans R* .
Posons M = N x (A, B) C R* ot N est un ouvert conneze de R* et (A, B) est un intervalle
ouvert avec B > A > 0. Supposons que h : (A, B) — R est une fonction différentiable qui n’est
pas nulle en tout t € (A, B).
Soit (e;) une base des champs de vecteurs sur M défini par :
61:%% , 62:%<%+2ZE%> , 63:%% , 64:th%
Et soit (0%) la base des 1-formes dans R* données par
0' =tde , * =tdy , 0° =t*h(—2zdy+dz) , 0" = 72—
Sachant que la métrique g est définie par g = > 0° @ 0" utilisant la connexion de Levi-Cevita
correspondante a g les crochets de Lie non-nuls par rapport a (e;) sont :
[e1,ea] = 2hes ; [e1,eq] = hey ; e, eq] = hey | les, es] = (2h + th')es
Et suivant la relation

20(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)
+ g([X,Y],Z)—g([Y,Z],X)—l—g([Z,X],Y)

i.e 29(v@iej7 6k) = g(ekv [€i7 ej]) - g(€j> [ekv 61]) + g(ei7 [6]-, ek])
On a

Velel = Ve262 = —h€4,

veleQ - —ve2€1 - he?)a

Veleg = Ve3€1 = —V6264 = —h62,

Ve, 4 =Ve,e3 = Ve,eq = hey,

Vese3 = —(2h + th)ey,

Ve,eq = (2h + th')es.

Soit Ryjr = anj les composantes du tenseur de courbure R par rapport a la base orthonormée
{ei}, R(en,ei)e; = > 1 Ruijiex-donc les composantes non-nulles sont :
Ris1o = 42,

R1234 = Qh(h + th,),

Riz13 = Rizps = Riyis = —Riszz = Rosos = Rogos = h(h +th),

Rayzy = 4h2 + Tthh' + t2(h'* + h1h").

7.3 Interprétation géométrique

[11] Pour donner une interprétation géométrique de la courbure, nous devons définir ce
qu’est un parallélogramme sur une variété munie d'une connexion. Soit p € M un point de
cette variété, et x, y deux vecteurs tangents a M en p, non colinéaires. La donnée de p et
x € T,M détermine localement une courbe autoparallele v, ( géodésique)telle que v, (0) = p et
Y = 2. De meéme, p et y déterminent une courbe autoparallele «y, . Parcourons la courbe 7,
jusqu’a un point ¢ = y,(A;) et la courbe 7, jusqu’a un point p = ,(4,), pour (A;) et (A,)
deux parametres positifs petits. Ceci définit deux cotés de notre ” parallélogramme ” : p — ¢
et p — p (voir Figure (1.1)).

Pour construire les deux autres cotés, nous nous inspirons du cas euclidien : ils doivent étre
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paralleles aux cotés déja construits. Pour cela, nous transportons parallelement le vecteur y le
long de 7, jusqu’a ¢ = v,(A,). Nous notons ¢y’ € T, M le vecteur obtenu. Ce vecteur définit a son
tour une courbe autoparallele §, telle que 6,(0) = ¢ et 6,(0) = . En parcourant cette courbe
jusqu’au point §,(A,), nous construisons le troisieme coté, ¢ — 6,(A,)) ” parallele 7 au coté
p — p. De la méme fagon, nous transportons parallelement le long de v, le vecteur z jusqu’a
P : nous obtenons le vecteur x’, qui définit a son tour une courbe autoparallele 6, donnant le
quatrieme coté du parallélogramme, p — 0,(A;), ” parallele ” a p — ¢. Alors,il faut remarquer
que les points §,(A,) et §,(A,) n’ont aucune raison de coincider! Le ” parallélogramme ” ainsi
construit n’est pas nécessairement fermé. Nous allons étudier ce défaut de fermeture pour ¢, et
0, petits. Dans ce cas, des développements limités sont possibles pour les fonctions coordonnées
des points considérés.

FI1GURE 1 — Un parallélogramme dont les cotes sont constitués de courbes autoparalleles ne se
referme pas nécéssairement. La courbure de la connexion est 'obstruction a cette fermeture.

En p, nous avons 7 (0) = z’ et %(0) =y Au premier ordre en A, nous avons donc
%(Bs) = 7,(0) + Aga’ + ..
et au premier ordre en Ay . . ’
Ty(Ay) = 75(0) + Ayy’ + ...
Le champ de vecteurs le long de ~,, transporté parallele de y, vérifie par définition
f'y;(x)(&-Yk + Fijj) =0 avec Y, =y
Si nous notons A, — Y (A,) ce champ de vecteurs le long de ~, alors

dYy'*

YF(A,) =Y*0) + Af”dTw(O) + ...

avec

dy* dv! o
= 9.Yk z = Tk oy
compte-tenu de ’équation de la courbe autoparallele. D’ot1 la relation
Yk(Am) = Yk((]) — Axffj(p)xiyj + ...
De méme, le transporté parallele X (A,) de z le long de v, vérifie
X*(A,) = X50) - Ayf‘fj(p)asiyj + ... avec Xp=2
La courbe autoparallele oy est donc donnée, au premier ordre en A, et A, par
6’;(Ay) = fy];(()) + Ak + Ayyk — AmAnyj(p):ciyj + ...

et de méme o
O (Ag) = 75(0) + Ayy® + Aga® — AA T (p)x'y’ + ...

La non fermeture du parallélogramme est mesurée par la différence
(D) = 8, (Ay) = DA (T (p) = TH() 2y + ...

ol nous reconnaissons l’expression de la torsion. Ce calcul montre donc que la torsion est une
obstruction a la fermeture de parallélogrammes (construits par la méthode précédente).

18



Considérons maintenant une connexion linéaire de torsion nulle. Le parallélogramme construit
ci-dessus se referme donc en ¢ = 6,(A;) = 0,(A,). Soit z un vecteur de 7,,M. Nous pouvons
transporter parallelement z jusqu’en ¢ selon deux chemins : p — ¢ — ¢ ou p — p — ¢ Exami-
nons le transport selon le premier chemin. Notons 2’ le transporté parallele de z le long de 7,
jusqu’a ¢, et considérons A, petit. Alors nous avons

2 =2 = AT (p)a's +

Notons z* le transporté parallele de 2’ le long de d, jusqu’'a ¢ , et considérons A, petit. Alors
2=k ATE(q)2" 27 + ..
Notons Ffj(q) = (FZ(AI) avec F%(O) = Ffj(p)
Alors,
Il (A, =T5(0) + A 00% (p)a’ + ...

En ne retenant que les termes en A,, Ay, et A A, il reste

2 = o Afoj(p)xizi — Anyj(p)yizi
+ AxAy(Ffl(p)Flsj(p)xsyizj — 81F§i(p)xlyizj + Fis(p)Ffj(p)miyszj) + ...

Si maintenant nous transportons parallelement le vecteur z jusqu’en ¢ par le second chemin,
nous trouverions la méme expression avec x et y intervertis et A, et A, intervertis. En utilisant
alors le fait que I’ f“'j est symétrique en 7, j (torsion nulle), la différence entre ces deux vecteurs
en g vaut

AL A (0% (p) — 0, T5(p) + T (p)T5(p) — D(p)Ta(p))a'y’ " + ...
Nous reconnaissons dans ce terme l'expression de la courbure R(z,y)z associée a x,y et z. Ce
calcul montre que si 'on transporte parallelement un vecteur selon un chemin fermé constitué
de courbes autoparalleles, le vecteur transporté ne coincident pas avec le vecteur de départ.
La différence est mesurée, pour des chemins infinitésimaux, par la courbure de la connexion
linéaire. Remarquons que dans le développement ci-dessus nous n’avons pas considéré les termes
en A2 et Az. Un calcul simple montrerait que ces termes disparaissent dans la différence finale.

7.4 Courbure sectionnelle

Définition 7.3.
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n > 2 et P un 2-plan de T, M de base
{X,Y'}. On appelle courbure sectionnelle en z de P le réel K, défini par,

g(R(X, Y)Y, X)

KlP) = R X9V, Y) = g (X V2

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par AX pour A # 0 et YV
parY — g(X,Y)X. On peut donc supposer que {X,Y} est une base orthonormale. Dans ce cas

K.(P) = g(R(X, Y)Y, X)

On vérifie que K,(P) ne dépend pas de la base orthonormée de P : En effet, si {Z, T} est une

autre base orthonormale, il existe a,b € R, tels que a® +b*> = 1 avec
Z=aX+bY , T=-bX+daY.

Une simple vérification montre que g(R(X, Y)Y, X) = g(R(Z,T)T, Z).
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Définition 7.4.

Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n. On dit que M est une variété a
courbure constante s’il existe une constante k € R telle que pour tout x € M et tout 2-plan P
de T, M, on a

K.(P)=k.

Exemple 7.2.

L’espace euclidien R™ muni du repere canonique 0; = Bac“ du produit scalaire euclidien
g = gijdr; @ dxj, ot g;; = 0;5. On vérifie immédiatement que I‘k =0, ka 0 donc R=0. En
particulier, la courbure sectionnelle de (R", go) est nulle.

Exemple 7.3.
Suivant | eanemple (6 3), pourn=2 On a
M, =r2,=-T,=">L ¢t R2%, = —ff"+ f? les autres composantes sont nulles.

Pour une base orthonormee ey, e tel que e; = ?ax et eg = 78y on a

K = g(R(e,ez)eq, e1)

— %Q(R(é’x,@y)f)yﬁx) avec R(0z,0y)dy = (—f " + )0z
= #j‘f@ car g(ax,aw) — f2-

La courbure sectionnelle n’est pas constante en général.

Définition 7.5. (Liste des espaces a courbure sectionnelle constante )([0],p162)
Pour chaque réel k , et en chaque dimension n > 2, on définit une variété Riemannienne M".
(i) - Si k>0, M* est la sphére de rayon £~/ dans l'espace euclidien R"!
(ii) : Si k=0, M" est l’espace euclidien R™"*
(iii) : Si k< 0, M" est la pseudosphére de rayon /—1(—r~2) dans l’espace euclidien R"+!
Remarque 6.
On peut montrer que la courbure sectionnelle des plans de T,M d’etermine enticrement le

tenseur de courbure de M au point p.
Voir la formule démente (14 termes) dans le livre de Cheeger et Ebin, page 16.

Proposition 7.2.
Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante ¢ si et seulement
si le tenseur de courbure vérifie I’équation :

pour tout X,Y et Z € X(M).

7.5 Courbure de Ricci

Définition 7.6.
La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M™, g) est un tenseur de type (0,2) défini
par

S(X,Y) = tmce(Zr—>R(Z,X)Y)

= Zg (e;, X)Y,€;)
= Zg(R(X,ei)ei,Y)
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pour tout X,Y € X(M), ou (e;) une base orthonormée locale sur M.

La courbure de Ricci est symétrique, en effet

S(X)Y) = > g(R(ei, X)Y, e;)
i=1
= Y g(R(Y,e)e;, X)
=1
= Y g(R(e;, V)X ¢e)
=1
= S(Y,X)
Relativement a la base(%)izlnm, les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par
o 0
S = g o)
o 0
= trace(Z — R(E)xi’ %)Z)
g o0 .0 0
_ K o, 0 o
-9 g(R(ﬁx“ 8wj)8xk’ 6xl)
= gklRfjkgsl
= Oks fjk
= Rfjk

Définition 7.7.
Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M", g), est un tenseur de type(1,1), défini
par

Ricci(X) = Z R(X,e;)e;
i=1
pour tout X € X(M), ot (€;)i=1.n est une base orthonormée locale sur M.

Remarque 7.
Soit (M™, g) une variété Riemannienne, de dimension n. Pour tout X,Y € X(M) on a

S(X,Y) = g(Ricci(X),Y)

Définition 7.8.
Une variété Riemannienne (M", g) est dite variété d’Einstien si,

SXY) = M(X,Y)
pour tous X, Y € X(M) et A € C(M)

7.6 Courbure Scalaire

Définition 7.9.
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On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (M™,g) la fonction définie sur M
par,

ro= trgS

n

= Z g(R(ei, ej)ej, ;)

ig—1
n

= ) _S(ej.e)).
j=1

ot (€;)i=1.n une base orthonormée locale sur M.

Résultat :

Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, x € M et ( -|2)i=1..n une base (resp
(€;)i=1.n base orthonormée) de T, M. Si A : T,M — T,M, B : T M — T¥M , sont des
applications linéaire et C': T, M x T,M — R, une application bilinéaire, alors
o trace A=3", g(Alei),e) = X0y 97 9(A(Z%), 55 )|
o trace B= Y"1 Blei)(e:) = Y01 97 B(3%)(35)=
o traceC =31 Cle;,e) = Z:L] 19”6’(8ﬂ, (W) -

Proposition 7.3.

Toute variété Riemannienne (M,qg) de courbure sectionnelle constante ¢ est une variété
Einsteinnienne.

Démonstration.
Soit X, Y € X(M) et (e;)i=1., une base orthonormée sur M .alors,

Z g(R(X,e;)e;,Y)
Supposons que (M, g) est de courbure sectionnelle constante c¢. Alors, d’aprés la proposition
précédente on a pour tout i fixé,

R(X,e)e; = C(Q(% €)X — g(X, €z')€z‘)
donc

S(X,)Y) = Zg(c(g(ei,ei)X—g(X,ei)e,;),Y)

— c(g(Zg(ei, ei) X, Y) — g(Zg(X, ei)ei,Y)).

puisque > g(e;,e;) =n et
Zg(X, ei)e;) = Zg(z X,ej,e;)e; avec X = Z Xe;
i=1 i=1 j=1 Jj=1
D) I FOR

=1 j5=1

= Z Z Xj5ijei

i=1 j=1
n
=1
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Enfin,
= \(X,Y) avec A=c¢(n—1)
et donc la variété est Einsteinnienne. O

Corollaire 2.

Si (M™, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante ¢, alors pour
tout X, Y € X(M) on a

1. Ricci(X) = (m—1)cX,

3. r=m(m-—1)c.
Exemple 7.4. La courbure de la sphere
Un exemple trés connus, est celui de la sphére S? munie de la métrique

ds* = r*(df? + sin®0 d¢?)

ou r est le rayon de la sphere . les coefficients non nuls de la connexion sont :
Fid, = —sinbcost ; F3¢ = —F(’;g = cotf
Calculons une composante intéressante du tenseur de Riemann :

Rioy = 00T5s — 059, +ToaIay — T0sT0,
= (sin*0 — cos*d) — (0) + (0) — (—sinfcosh)(cotd)
= sin’f.

La notation est un peu confuse, car la lettre grecque X\ est un index de sommation alors que
les lettres grecques 6 et ¢ représentent des coordonnées spécifiques. En abaissant les index nous
avons :

Rogos = gorRigg

0
9o9 R
= r2sin’f
On peut vérifier que tous les autres composantes de tenseur de Riemann sont nulles ou égale a
celle la par symétrie.
Continuons en calculant le tenseur de Ricci via Spm = ¢ Rampn , nous obtenons :
Spo = g°° Ropep = 1
S@¢ = R¢9 =0
00 .2
S¢¢ =g R9¢,9¢ = sin“d
La courbure scalaire s’obtient aussi directement :
2
00
r=g" S = )
r
Donc, sur une variété a deur dimensions, le scalaire de Ricci caractérise completement la
courbure qui est constante sur une sphére S2.
Remarquons que la courbure scalaire est constante pour la sphére et de plus positif . Du point
de vue d’un observateur vivant dans la Variété, incluse dans un espace Euclidien de dimensions
supérieures, s’il est assis en un point d’un espace a courbure positive, il voit [’espace s incurver

de la méme facon dans toutes les directions, alors qu’assis en un point d’un espace a courbure
négatif il le voit s’ incurver de fagon opposée dans les différentes directions.

23



8 Chapitre 2 : L’espace H? x R

Let H? be represented by the upper half-plane model {(z,y) € R?|y > 0} equipped with the
metric gz = y% (dx?+dy?). The space H?, with the group structure derived by the composition of
proper affine map, is a Lie group and the metric gye is left invariant. Therefore the Riemannian
product space H? x R is a Lie group with respect to the operation

(z,y,2) % (2", 2) = ("y + 2,99/, 2+ &)

and the left invariant product metric

1
g= E(da:Q + dy®) + d2°. (4)
With respect to the metric g an orthonormal basis of left invariant vector fields on H? x R is
0 0 0
Ey=y— Ey=y—,E3=—. 5
1 yal, 2 yay’ 37 5, (5)

From this, the Lie brackets are given by
[Eh EQ] - _E17 [EQa E3] = 07 [E37 El] == 0

Throughout the paper, we shall endow the three-dimensional Lie group H? x R with left-
invariant Riemannian g.

We will denote by V the Levi-Civita connection of (H? x R, g), by R its curvature tensor,
taken with the sign convention :

R(X, Y)Z = VvaZ — Vyvxz — V[)Qy]Z,

and by Ric the Ricci tensor of (H? x R, g), which is defined by

Ric(X,Y) =Y g (Ex, Ex) g(R(Ex, X)Y, Ey),
k=1

ou {Ej}k=1,.3 est une base orthonormée.
La connexion de Levi-Civita V du groupe de Lie H? x R par rapport a (5) est

vElEl = E27 VE1E2 = _E17VE1E3 =0
Veg,E1 =0,V =0,V E; =0 (6)
Vg, B =0,V FEy=0,Vg,E; =0.
Les composants non nulles du tenseur de courbure R sont calculés comme
R(E17 E2>E1 - E27 R(E17 E2>E2 = _El- (7)
Les composants de courbure de Ricci {Ric;;} sont calculés comme
RiCH = R?:ng = —1, Ri012 = Ri013 = R?:ng = Rngg =0. (8)
La courbure scalaire 7 du groupe de Lie H? x R est constant et on a
3
T =trRic=Y  g(E; E;)Ric(E;, E;) = —2. (9)

=1
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9 Chapitre 3 : Surfaces de courbures de Gauss nulle dans
I’espace H? x R

Maintenant, nous classons toutes les types de surfaces de translation dans l'espace de
Lorentz-Heisenberg H3 de dimension 3.
Obtenus comme produit de deux courbes génératrices non orthogonaux.

Type 1 : Considérons d’abord une surface de translation ¥ paramétrisé par :

X(z,y) = (2,0,9(x)) * (0,y,h(y)) = (z,y,9(x) + h(y) — zy)

Ou g et h sont deux surfaces arbitraires. La condition de minimalité est donnée par le
parametre d’équation (??) devient

W' (y) 4+ (=1 + 20 (y))g" (x) + (¢'(x) —y) = 0 (10)

En prenant la dérivé par rapport a x de ’équation (10), on obtient :

(=14 2h'(y))g" (x) + g"(x) = 0 (11)

Nous remarquons que si g est affine, satisfaire I’équation (10).
Pour résoudre 1'équation (10), on distingue deux cas :

Premiere cas :

Si ¢"(z) = 0, nous avons g(z) = ax + xp ol a et zp sont deux constantes réelles.

En remplagant g dans équation (10), on obtient h(y) = ¢4* — £ + v1y + o, Yo,y1 € R
Deuxiéme cas :

Si g"(x) # 0, nous avons :

et nous obtenons :

k
g(x) = geém + T+,
E—1

h(y) = 2 + 0,

et

Ou (5, C1,C € R.

Théoreme 9.1. Les surfaces minimales de translation ¥ de type 1 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg Hz de dimension 3 sont paramétrisées par : X(x,y) = (x,y,g(x) + h(y) — zy) oi
g(x) et h(y) sont données par :

g(z) = az + xg
et
15 a,
hy) = gv" = 59" + 919+ .
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O a, xg, Yo, y1 sont des constantes réelles.
Ou

k
g(z) = ge@ + 1T + ¢,
et

ou d,c1,co € R,k € RY.

Type 2 : Maintenant, la surface de translation Y est paramétrisée par :

X(z,y) = (0,y,h(y)) * (2,0,9(x)) = (v,y,g(x) + h(y) + zy)

Ou g et h sont deux surfaces arbitraires.
La condition de minimalité donnée par ’équation (?7) devient :

W' (y) + [2(h'(y) + 22) = 1]¢"(x) = 3(g'(x) +y) = 0 (12)

Nous prenons la dérivé de 'équation (12) par rapport a = (a y) (respectivement), nous
trouvons

20" (y)g" (x) = 0 (13)

ce qui implique A" (y) = 0 ou ¢"(z) = 0.
Si h"(y) = 0 alors h(y) = ay + yo ol a et yo sont deux constantes réelles.
En remplagant dans (12), on obtient :

[—1+2(a+ 2x)]¢"(x) — 3¢ (z) = 3y. (14)

Le coté droit de I'égalité (14) ne dépend que de z et le coté gauche de 1'égalité ne dépend
que de y c’est une contradiction, et ’équation (13) est satisfait si et seulement si : ¢"’(x) = 0.

Si ¢"(x) = 0 alors g(x) = az® + bz + ¢ telle que a, b et ¢ sont trois constantes réelles.
En remplagant cette résultat dans (12) on obtient :

h"(y) 4+ 4ah’(y) — 3y = —2ax + 2a + 3b. (15)

Cette derniére équation est vérifié si et seulement si a = 0, ce qui donne :

1, 3
hiy) = 5" + 5by° + v19 + bo- (16)

ol ¥1, Yo sont des constantes réelles.
Donce nous établissons le résultat suivant :

Théoreme 9.2. Les surfaces minimales de translation > de type 2 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg Hs de dimension 3 sont paramétrisées par :

X(@,y) = (0,9, h(y)) * (2,0,9(z)) = (z,y,9(z) + hy) + zy)
Ou g(x) et h(y) sont données par :
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g(x) =bx+c
et

1 3
h(y) = 5@/3 - QbyQ + 11y + Yo

Ou b, c,y; et yo sont des constantes réelles.

Type 3 : Nous supposons maintenant que la surface de translation 3 est donnée
par le produit :

X(z,y) = (2,0,9(x)) * (h(y),y,0) = (x + h(y),y, 9(x) — zy)

donc il est paramétrisé par :

X:UCR? = H,
(z,y) = (z + h(y),y, 9(z) — zy)

ou X(x,y) = (z+h(y),y, g(x) —zy) est le vecteur de position et les composantes du vecteur
tangent sont donnés par :

{ Xo(z,y) = e+ (g (@) —y)ea— (¢'(x) — y)es
Xy(z,y) = W(y)e: +es.

Les coefficients du premiere forme fondamentale sont :
E = g3(Xx7 Xz) = ]-a F = g3(X$7Xy) = h/<y) + g/(ZE) - Y, G = g3(Xy7Xy) = (h/<y>>2 — 1.

avec
Vx,Xo = ¢'(x)e2 —g"(z)es
Vx,X, = 0
Vx, Xy = [I'(y) — e + 1 (y)es — I (y)es.
et le vecteur normal unitaire N de la surface X est donnée par :
1
N =7 1(g'(2) = yler = (L+ W (y)(g' (@) = y))ez + (W (y)(g'(2) = y))es]

ou

W =I[g(x) =yl +20(y) (g (x) —y) + 1

et les coefficients de la deuxieme forme fondamentale de X sont :

1 1
L= =579 (@),m=0,n= 7 [(R"(y) = 1)(g'(x) = y) = H'(y)]
Nous suivons les mémes étapes que les types précédents pour calculer la courbure principale

de la surface de translation >, nous cédont :

= 21;/3 (g (@) = )K" (y) = 1] = W (y) — ¢" (@) (h"(y) — 1)] (17)

La condition de minimalité H = 0 implique 1’équation :

(¢'(x) —y)[h"(y) = 1] = k' (y) — ¢"(x)(R*(y) — 1) =0 (18)
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On dérive par rapport a = et par rapport a y (respectivement), on obtient le systeme
différentiel suivant :

§"@) _ Wy -1 9
g"(x)  h?(y) -1
le coté gauche de 1'égalité (19) ne dépend que de y et le c6té droit ne dépend que de x pour
tout A € R, on a :

g"(x) _h'(y) -1
g'(x)  h2(y) -1
Ce qui implique le systeme différentiel suivant :

{ g///(x) _ )\g”(ac)
R'(y)—1 = AR%(y) —1]

En résolvant ce systeme, on obtient d’abord dans le cas particulier A =0 :
g"(z) = 0, alors g(x) = az? + bz + ¢ avec a,b et ¢ sont des constantes réelles.
En remplagant ¢g dans la condition de minimalité (18), on obtient :

—\AER

(2az +b-y)(R"(y) — 1) = W (y) = 2a[(K'(y))* - 1] (20)
L’équation (18) est satisfait si A”(y) — 1 =0 ou a = 0.
De plus, si h/(y) —1=0alors on a /'(y) =y +yo ol yo € R et 2a[(W (y))* — 1] + N (y) =0,
ce qui implique :
2a[(y + yo)* — 1] + (y + o) = 0 (21)

Cette derniere équation n’est pas vraie pour tout y € R, donc nous conclurons que

h'(y) =1 #0.
Par conséquent, nous avons a = 0 et 1’équation (20) devient :

(b—y)h"(y) — W' (y) =b—y,
qui a la solution :
1 2
hy) = 7(0=y)" —erlnfb —y[+co

ou ¢y, ¢y € R.
On suppose maintenant que A # 0 alors

1
g(z) =C(x + X) + Crexp(Az) + Cy

Ou Cy, C4,C € R. En remplacant g dans ’équation (18), on obtient :

(C=y)(h"(y) = 1) = W(y) = Cixexp(Az)[L — A" (y) + A((I'(y))* — 1)]

Puisque le coté droit de cette égalité ne dépend que de y et que le coté gauche dépend de x
et y alors la condition de minimalité est satisfait si et seulement si C; = 0 alors nous obtenons :

(C=yh"(y) —h(y)=C—y
qui est déja résolu ci-dessus. Enfin, nous annongons le théoreme suivant résumant cette
résultat.
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Théoreme 9.3. Les surfaces minimales de translation > de type 3 dans l'espace de Lorentz-
Heisenberg Hs de dimension 3 sont paramétrisées par X (z,y) = (x + h(y),y,g(z) — xy) Ou g
et h sont données par :
g(x) =br +c
et

1
hiy) = (b - y)’ —erln|b—y| + co,

ot b,c,cy et ¢y sont des constantes réelles.

Type 4 : On suppose maintenant que la surface de translation ¥ de type 4 est donnée par
le produit

X(z,y) = (,0,9(x)) * ((y),y,0) = (x + h(y), vy, g(x) + zy)

donc il est paramétrisé par :

X:UCR? > Hy
(z,y) = (x4 h(y),y, 9(z) + zy)

ou X(z,y) = (z+nh(y),y, g(x) +xy) est le vecteur de position et les composantes de vecteur
tangent sont donnés par :

Xo(z,y) = er+ (g (z) —ylea — (¢'(z) +y)es
Xy(x,y) = W(y)er + 2wes + (1 — 27)ey

les coefficients du premiere forme fondamentale de la surface > sont :

E = gS(an Xx)

F gS(Xma Xy)
G = QS(va Xy)

L
W(y) + g (x) +v,
(R'(y))* + 4z — 1.

et on a:

Vx,Xo = ¢"(x)es —g"()es
vaXy = 262 — 263
Vi, Xy = [M'(y) — e + W (y)ea — I (y)es

et le vecteur normal unitaire N de X est donné par :

1

N = W[—(g’(x) +y)er + (1 =224+ W (y)(g'(x) +y))es + (22 — W' (y)(g'(x) +y))es]

ou

W =/[g(x)+y?+ 20 (y) (g (x) +y) + 1 — 4x,

et les coefficients de la deuxieme forme fondamentale de ¥ sont :



n =l HW) (6 @) + ) + W)

La courbure principale de la surface de translation ¥ de type 4 :

1
RE

avec

H

[(1=R"(y)(g' () +y) + I (y) + (W*(y) + 4z — 1)g"(x) — 4(W'(y) + ¢'(z) + y)] (22)

W =/[¢g(@) +y]>+ 20 (y)(g'(z) +y) + 1 — 4z

La condition de minimalité H = 0 céde I’équation :

[1=R"(y)](g'(x) +y) + (A*(y) + 4z — 1)g"(x) — 3h'(y) — 4(¢'(z) +y) = 0. (23)
En dérivant par rapport a x puis par rapport a y, on obtient :
_m "

g'(x) 20 (y)h"(y)
Le coté gauche de I'égalité (24) ne dépend que de y et le co6té droit ne dépend que de x pour
tout A € R, on a :

_g///(x) B h’”(y)
g'(x) 20 (y)k(y)
ce qui implique le systeme différentiel suivant :
g"(x) = —Ag'(x)
h"(y) = 2X"(y)W (y).

En résolvant ce systeme, on distingue deux cas :

1. \=0:0na

=M AeER

g(z) = az® + br +c

avec a, b et ¢ sont des constantes réelles.
En remplagant g dans la condition de minimalité (23), on obtient :

[1=2"()](b+y) + 2a(h?(y) — 1) = 30 (y) — 4(b +y) = —2az(1 — 1" (y)).

cette équation est vérifié si a = 0 ou (1 — A" (y)) = 0.

De plus, si (1 — h"(y)) = 0 alors on a la fonction h'(y) = y + yo ot yo € R est la solution
de Déquation 2a[(h'(y))*> — 1] — 30/ (y) — 4(b+ y) = 0 n’est pas vraie pour tout y € R.
Sia =0 alors

(b+y)h"(y) + 30 (y) = =3(b+y),

qui a la solution

3 C _
hiy) = —5 b+ y)? — 30(6+y) 2+,

ol ¢, ¢ sont des constantes réelles.
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2. A # 0 : en résoudre 'équation

1 b
g(z) = X(blx +by) — )\—12 + by exp(—Ax),

Ou by, by et by sont des constantes réelles. En remplagant cette résultat dans la condition
de minimalité dans (23), on obtient :

[1- h"(y)](%1 +y) =3 (y) - 4(%1 +y) = Az exp(=Az)[1—h"(y) = A(W(y))* +4da—1) — 4]

(25)
et by = 0, par conséquent, g(x) = %(blx +by) — f’\—é = bx + c ou b,c € R. dans 'addition,
I'équation (25) devient :

(b+y)h"(y) + 30 (y) = =3(b+y),

qui a la solution

3 ¢ _
h(y) = —g(b+y)2 — go(ber) 2+,

ol ¢y et ¢; sont des constantes réelles.

Nous résumons par le théoreme suivant :

Théoreme 9.4. Les surfaces minimales de translation ¥ de type 4 dans [’espaces de Lorentz-
Heisenberg Hs de dimension 3 sont paramétrisées par X (z,y) = (x + h(y),y,g(x) + xy) Ou g
et h sont données par :
g(x) =br +c
et

3 C _
h(y) = —g(b+y)2 - §O(b+y) >+,

ot b,c,c1 et ¢y sont des constantes réelles.

Type 5 :
Soit les courbes S(y) = (0,y,h(y)) et a(z) = (x,g(z),0). La surface de translation > est
donnée par le produit ¥ = S(y) * a(x) est paramétrisé par :

X(z,y) = (0,y,h(y)) * (z,9(x),0) = (z,y + g(x), h(y) + zy)

donc on a :
X:UcCR? - H;y4

(z,y) = (z,y + g(x), h(y) + zy)

{ Xao(z,y) = e+ (y+ag'(x))er — (zg'(x) +y — g'(x))es
Xy(z,y) = (W(y)+2x)ex — [ (y) + 22 — 1]es

les coefficients du premiere forme fondamentale de la surface ¥ sont :
E=1+(¢'(2))*(2z — 1) +2yg'(v),
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F=y+d(z)[W(y)+ 3z 1],
G =2(h'(y) +2z) — 1.

et on a:
Vi, Xo = —(g'(x))%e1+ (2¢'(x) + zg"(x))e2 — [2¢' () + 29" (x) — 9" (2)]es
Vx,Xy = —¢(z)er + 2ey — 2e;3
Vx, Xy = —er+h"(y)ez — h"(y)es.

et le vecteur normal unitaire N de X est donné par :

N = W([g’(l’)(h’(y) +x) —yler — [W(y) + 22 — 1es + [A'(y) + 27]e3)

ou

W =1g'(@)(W(y) + =) —y]2 — 2(W'(y) + 22) + 1,

et les coefficients de la deuxieme forme fondamentale de X sont :

= %[—(9’(%))3(”(3/) +2) +ylg'(2))? + 29 (x) — g" () (W (y) + 2)],
e %[—(9/(50))2(11/(3/) +) +yg'(x) + 2],
n— %[—g’(x)(h/(y) + ) + 1" (y) + y]

La condition de minimalité donnée dans la définition (??) implique ’équation suivante :

(22 = 1)(¢'(2))*h"(y) + (= + K (y) + 2yh" ()9 (x) + " (@) [(x + B (y)) (1 — 2(2x + ' (y)))] —(Q?éy) — h'(y)

Le premier coté de 1'égalité (26) ne dépend que de y et le dérnier coté droit ne dépend que
de z et y alors pour toute surfaces minimales de translation de type 5, on a : ¢"’(z) = ¢'(z) = 0.
Par conséquent, g est une fonction constante et h(y) = 24> + 11y + yo, ol Yo, y1 sont des

2
integrations constantes.
Théoreme 9.5. Les surfaces minimales de translation 3 de type 5 dans l’espace de Lorentz-

Heisenberg Hy de dimension 3 sont paramétrisées par X (z,y) = (z,y + g(z), h(y) + xy) Ou

g(xz) est une fonction constante et h(y) = $y* + y1y + Yo, 00 yo,y1 € R.

Type 6 :
Soit les courbes a(x) = (z,g(x),0) et B(y) = (0,y, h(y)). La surface de translation ¥ donnée
par le produit ¥ = a(y) * f(x) est paramétrisé par :

X(x,y) = ((x,9(2),0) * (0,4, h(y)) = (x,y + g(x), h(y) — zy)

donc on a :

X:UcCR? - H;y4
(z,y) = (z,y + g(x), h(y) — zy)
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{ Xo(z,y) = er+ (xg(x) —y)es — (zg'(x) —y — g'(x))es
Xy(r,y) = NW(yea+[1 =R (y)les

les coefficients du premiere forme fondamentale de la surface > sont données par :

E = 1+ (d(x)*(2x —1) —2yg'(v),

F o= —y+g@[Ny) +z-1],
G = 2y -
et on a :
V., Xo = —(d'(x))% + (29'(z) + 29" (x))e2 — [2'(z) + 29" (x) — g"(2)]es
VXZX?J = _g,(x)el
Vx, Xy = —er+h"(y)ea —h'(y)es

et le vecteur normal unitaire N de X est donné par :

N = 7719 @)(W'(y) = 2) +yler + [L = K (y)lez + 1 (y)es)

ou

W =I]¢( y) —x)+y)>—2h' (y) + 1

et les coeflicients de la deuxieme forme fondamentale de X sont :

I = =g @)W (y) —z) —ylg' () +2¢'(x) + ¢"(x)(x — W (y))],
m = (=g (x)* (W (y) — )],
n o= =g @) (y) —z)+1"(y) -y

La courbure moyenne de la surface de translation ¥ de type 6 est donné par :

= e[l )2 — DA'(y) ~ 2y + (x + () — 1)

+9'(x)(—=2yh" (y) + 30 (y) + 20> + . — 2) + ¢"(x)(x — W (y)) (2K (y) — 1) —y + K" (y)]

la condition de minimalité céde :

(¢'(2))*((2z — DR"(y) — 2y + (x + B (y) — 1)) + ¢ (z)(=2yh" (y) + 31 (y)

B2 =) @) K@) - D =y~ W) D

Il est clair que le coté droit de I’égalité (27) dépend de x et de y, et le coté gauche ne dépend
que de y. Donc, pour toute surfaces minimales de translation de type 6, on a: ¢"(z) = ¢'(x) = 0.

Par conséquent, g est une fonction constante et h(y) = %y?’ + 11y + Yo, OU Yo, y1 sont des
integrations constantes.

Théoreme 9.6. Les surfaces minimales de translation Y. de type 6 dans l’espaces de Lorentz-
Heisenberg Hs de dimension 3 sont paramétrisées par X (z,y) = (z,y + g(z), h(y) — zy) Ou
g(x) est une fonction constante et h(y) = 3y + 1y + Yo, 0t yo, 11 € R.
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10 Conclusion

Le but de ce travail est de classifier les surfaces minimales de translation, c¢’est a dire le
produit de deux courbes dans l’espace de Lorentz-Heisenberg Hs, de six types de surfaces
qu’ont a classifier apres Lépez et Munteanu.
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