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1 Résumé

Dans le présent, nous étudions certains types de surfaces plates de translation paramétrisées
par X(x, y) = α(x) ∗ β(y) ou X(x, y) = β(y) ∗ α(x), obtenues comme produit de deux courbes
α et β lisses, qui ne sont pas orthogonales , où ∗ désigne l’opération interne dans le groupe
H2 × R muni d’une métrique Riemannienne invariante à gauche.
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2 Introduction

L’objet de ce travail est la classification des surfaces plates de translation dans le groupe
H2 × R muni d’une métrique Riemannienne invariante à gauche.

Dans [15] S.Rahmani a classifié les métriques de Lorentz sur les groupes de Lie unimodu-
laires, de dimension trois.

Dans [12] R.López et M.I.Munteanu donnent une classiffication de toutes les surfaces mini-
males de translation dans l’espace Sol3.

Dans [7] J.Inoguchi, R.López et M.I.Munteanu ont définié six types des surfaces de transla-
tion dans le groupe de Heisenberg Nil3 de dimention 3 obtenu sous la forme de deux courbes
situées dans des planes qui ne sont pas orthogonales et ils ont étudié la condition de minimalité
pour chaque type.

Dans [21], D.W.Yoon, C.W.Lee et M.K.Karacan ont étudié les surfaces minimales de trans-
lation dans l’espace H3 de dimention 3 muni d’une métrique Riemannienne.

Dans [22], D.W.Yoon, étudié les surfaces minimales de translation dans l’espace H2 ×R de
dimention 3 muni d’une métrique Riemannienne invariante à gauche.

Dans [23], D.W.Yoon, étudié les surfaces plates de translation dans l’espace H2 × R de
dimention 3 muni d’une métrique Riemannienne invariante à gauche.

Dans [13] et [14], ils ont montrer que modulo d’un automorphisme de l’algèbre de Lie du
groupe de Heisenberg existent trois classes de métriques lorentziennes invariantes sur le groupe
de Heisenberg dont l’un est plate.

M.Bekkar et Z.Hanifi ont montré dans leur document [1] que les surfaces planes, hélicoidales,
paraboloides, hyperboliques et certaines surfaces de translation sont définies par des intégrales
elliptiques vérifiant l’équation des surfaces minimales dans l’espace de Lorentz-Heisenberg H3

doté d’une métrique lorentzienne invariante à gauche g3 qui est donnée par :

g3 = dx2 + dy2 − (dz + ξ(ydx− xdy))2.

Dans notre travail précédent [23] nous avons classé DEUX types de surfaces plates de trans-
lation dans l’espace H2 × R de dimension 3 muni d’une métrique Riemannienne invariante à
gauche. Notre but dans ce travail est de classifier certains types de surfaces plates de translation
de H2×R muni d’une métrique Riemannienne invariante à gauche gH2×R = 1

y2
(dx2 +dy2)+dz2.

Ce mémoire se compose d’une introduction et de trois chapitres.

Le premier chapitre est réservé aux rappelles et définitions des outiles mathématiques
de géomètrie euclidienne, Riemannienne et semi-Riemannienne. On rappelle la définition d’une
variété topologique, variété différentielle, l’espace tangent, variété Riemannienne, métrique Rie-
mannienne. On donne la définition de la connexion linéaire, connexion de Levi-Civita, sym-
boles de Christoffel (la formule de Koszul), et la courbure (tenseur de courbure, courbure
sectionnelle, courbure de Ricci et la courbure scalaire). On rappelle la définition de la première
et la deuxième forme fondamentale, la courbure moyenne et la courbure de Gauss.

Le deuxième chapitre est entièrement consacré à l’espace H2 × R, on commence d’abord
par la métrique Riemannienne invariante à gauche dans l’espace H2 × R . On donne la base
orthonormé de H2 × R et on calcule les crochets de Lie. On cacule la connexion linéaire et la
connexion de Levi-Civita, le tenseur de Ricci, la courbure de Ricci et la courbure scalaire. On
cherche l’équation des surfaces plates telles que, on calcule les coefficients de la première et
deuxiéme formes fondamentales puis on remplace dans la relation de la courbure de Gauss qui
l’on pose égale à zéro on obtient à la fin l’équation des surfaces plates.

Le derniér chapitre contient et concerne les surfaces plates de translation dans l’espace
H2 × R.
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L’espace H2 × R peut être vu comme le produit de deux variétés le dmi-plan de Poincaré
H2 = {(x, y) ∈ R2/y > 0} muni d’une métrique Riemannienne invariante à gauche gH2 =
1
y2

(dx2 + dy2), et l’espace R muini d’une métrique Euclidienne gR = dz2. L’espace H2 × R est
muni d’une métrique Riemannienne invariante à gauche donné par :

gH2×R = 1
y2

(dx2 + dy2) + dz2

= (dx, dy, dz)(gij)

 dx
dy
dz


où (dx, dy, dz) est un champ de vecteurs et (gij)1≤i,j≤3 est la matrice donnée par :

(gij) =

 1
y2

0 0

0 1
y2

1

0 1


Nous rappelons que la lois de composition interne dans le groupe H2 × R est donné par :

(x, y, z) ? (x′, y′, z′) = (x′y + x, yy′, z + z′).

Où ∗ désigne l’opération de groupe dans le groupe H2 × R.
H2 × R est un groupe de Lie tridimensionnel, connecté et simplement connecté.
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3 Chapitre 1 : Variétés Riemanniennes

Ce chapitre est élémentaire , au sens où la plus part des concepts étudiés sont des outils
nécessaires pour le reste de ce mémoire. On va rappeler quelques définitions fondamentales sur
la théorie des variétés Riemanniennes on appuyant sur les courbures et on donnant quelques
exemples pour comprendre les notions et pour manipuler les différents calculs.
Pour les détails voir ( [6],[11],[9])

remarque : par fois on a utilisé logiciel Maple pour faire les calculs .

4 Espace Tangent

4.1 Vecteur tangent

Définition 4.1.
Soit M une variété différentiable et x ∈ M . Une application Ax : C∞(M)→ R est appelée

une dérivation en x , si elle satisfait les règles suivantes : pour tous f, g ∈ C∞(M).

1. Ax(f + g) = Ax(f) + Ax(g).

2. Ax(f.g) = Ax(f).g(x) + f(x).Ax(g).

3. f est constante au voisinage de x ⇒ Ax(f) = 0.

L’ensemble de toutes les dérivations en x , s’appelle l’espace tangent de M en x , il est noté
TxM .Par définition un vecteur tangent de M en x est un membre de TxM .

Remarque 1.

1. TxMest un espace vectoriel de dimension n .

2. Soit
{

(U ;ϕ)
}

une carte locale en point x ∈M .

i) ϕ(x) = (x1, x2, ...., xn)les coordonnées locales au voisinage de x.

ii) une base de TxM est donnée par les n dérivations ∂
∂xi
|x .

3. TM =
⋃
x∈M

TxM est appelé le fibré tangent a M.

4. T ∗xM l’espace cotangent a M en x . On sait que localement ( ∂
∂xi
|x) est une base de TxM .

On note par (dxi|x) sa base dual , nous avons 〈dxi|x; ∂
∂xi
|x〉 = ∂xj

∂xi
= δji tel que δji est le

delta Kröneker définit par

{
δji = 1 si i = j

δji = 0 si i 6= j
.

5. T ∗M =
⋃
x∈M

T ∗xM est appelé le fibré cotangent a M.

4.2 Champ de vecteurs

Définition 4.2.
Soit M une variété différentiable.

• π : TM → M la projection de TM sur M définie par π(x,X) = x est une application
surjective et de classe C∞.

• Une section de TM est une application X : M → TM telle que π ◦X = idM .

• Une telle section de TM de classe C∞ est appelée champ de vecteurs sur M. L’ensemble
des champs de vecteurs sur M est noté par X(M).
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Définition 4.3.
Soit M une variété différentiable.

Le crochet de Lie noté [, ] est définie par [X, Y ] = XY − Y X pour tous X, Y ∈ X(M) vérifiant
les propriété suivantes :

1. [, ] est bilinéaire et antisymétrique.

2.
[
[X, Y ], Z

]
+
[
[Y, Z], X

]
+
[
[Z,X], Y

]
= 0 pour X, Y ∈ X(M).

3. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X pour X, Y ∈ X(M) et f, g ∈ C∞.

4. [X, Y ] = (X i ∂Y j

∂xi
− Y i ∂Xj

∂xi
) ∂
∂xj

où X = X i ∂
∂xi

et Y = Y j ∂
∂xj

.

5 Tenseurs

5.1 Tenseur sur une variété

Définition 5.1.

• Pour tout x ∈M nous définissons l’espace vectoriel

T (p,q)
x M = TxM ⊗ TxM ⊗ · · · ⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

pfois

⊗T ∗xM ⊗ T ∗xM ⊗ · · · ⊗ T ∗xM︸ ︷︷ ︸
qfois

• Un élément T ∈ T
(p,q)
x M est un tenseur de type (p, q) au-dessus de x .Dans une base

associe à des coordonnées (xi au voisinage de x) , il s’écrit

T |x = T
i1i2···ip
j1j2···jq (x)

∂

∂xi1
(x)⊗ ∂

∂xi2
(x)⊗ · · · ∂

∂xip
(x)⊗ dxj1|x ⊗ dxj2 |x ⊗ · · · dxjq |x

où, T
i1i2···ip
j1j2···jq (x) sont des fonctions différentiables de classe C∞ .

• On note T (p,q)M =
⋃
x∈M

T (p,q)
x M l’espace vectoriel des tenseur de type (p, q) .

Définition 5.2.
Un champ de tenseur de type (p, q) est une section de classe C∞ de T (p,q)M .L’ensemble des

champs de tenseur de type (p, q) est noté par T(p,q)M .

Exemple 5.1.

— Une fonction de classe C∞ sur une variété M est un tenseur de type (0, 0)

— Un champ de vecteurs X est un tenseur de type (1, 0).

— Une 1-forme différentielle ω sur une variété M est un tenseur de type (0, 1)

5.2 Métriques Riemanniennes

Définition 5.3.
Soit M une variété différentiable. Une métrique Riemannienne g sur M est un Tenseur de

type (0, 2) ; tel que pour tout X ∈ M l’application gx : TxM × TxM → R est une application
bilinéaire , symétrique , définie positive et non dégénéré.

M muni la métrique g est appelée varieté Riemannienne ,noté (M ; g).

Remarque 2.
Dans un système de coordonnées locales (x1, . . . , xn) . Les composantes de g sont

gij = g( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

) , où (gij)1≤i,j≤n est la matrice symétrique inversible associé à g .
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Exemple 5.2.

1) (Rn, g0) est une varieté Riemannienne ; où g0 est le produit scalaire usuel sur Rn i.e
g0(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

) = δji .

2) Dn = {x ∈ Rn, ‖ x ‖< 1} munie de la métrique hyperbolique g définie par
g(X, Y ) = 4

(1−‖x‖)2 g0(X, Y ) , X, Y ∈ TxRn , x ∈ Dn.
Est une varieté Riemannienne .

5.3 Tenseur sur une variété Riemannienne

Définition 5.4.
Un tenseur de type (o, r) ou ( d’ordre r )sur une variété Riemannienne M est une applica-

tion multilinéaire

T : X(M)× X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
rfois

→ C∞

pour Y1, · · · , Yr ∈ X(M), T (Y1, · · · , Yr) est une fonction différentiable sur M linéaire pour
chaque argument c’est à dire,

T (Y1, · · · , fX + gY, · · · , Yr) = fT (Y1, · · · , X, · · · , Yr) + gT (Y1, · · · , Y, · · · , Yr)

avec X, Y ∈ X(M) et f, g ∈ C∞.

6 Connexion Riemannienne

6.1 Connexion linéaire

Définition 6.1.
Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une application

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

telle que pour tous X,X ′, Y, Y ′ ∈ X(M) et f, g ∈ C∞(M)

1) ∇fX+gX′(Y ) = f∇X(Y ) + g∇X′(Y ).

2) ∇X(Y + Y ′) = ∇X(Y ) +∇X(Y ′).

3) ∇X(fY ) = f∇X(Y ) +X(f)Y .

Le symbole ∇ est appelé nabla ou del. On dit aussi que ∇XY est la dérivée covariante de
Y en direction de X.

Définition 6.2.
Soit (U,ϕ) une carte sur une variété différentiable M de dimension n et {xi} les coordonnées

assocoées pour les quelles on note ∂i = ∂
∂xi

.
Les symboles de Christoffel d’une connexion ∇ relativement aux coordonnées {xi} sont les n3

fonctions Γkij ∈ C∞(M) définies par

∇∂i∂j = Γkij∂k

où l’on a utilisé la convention d’Einstein pour la sommation sur k.
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Lemme 6.3.
Localement, les symboles de Christoffel déterminent entiérement la connexion ∇ . Plus

précisement, pour X = X i ∂
∂xi

= X i∂i et Y = Y j ∂
∂xj

= Y j∂i, alors

∇XY =
(
XY k +X iY jΓkij

)
∂k

Preuve :
On développe l’expression,

∇XY = ∇X(Y j∂j)

= Y j∇X∂j +X(Y j)∂j

= Y jX i∇∂i∂j +X(Y j)∂j

= Y jX iΓkij∂k +X(Y k)∂k

=
(
XY k +X iY jΓkij

)
∂k

Exemple 6.1. ( Le cas de Rn ).
La connexion standard ∇̄ de Rn est définie pour X, Y ∈ X(M) par

∇̄ := X(Y j)∂j

Les composantes du champ résultant sont,

(∇̄XY )j = X(Y j) = X i∂Y
j

∂xi
= 〈X, gradY j〉 =

∂Y j

∂
−→
X

6.2 Torsion d’une connexion

Définition 6.4.
La torsion d’une connexion est le tenseur de type (1 ;2) défini par l’expression

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

T(X,Y) est donc un champ de vecteurs. Par définition, nous remarquons que

T (X, Y ) = −T (Y,X)

.
La nullité du tenseur de torsion est équivalente à la relation Γkij = Γkji pour tous i, j, k. En effet,
il est facile de constater que ce tenseur est la partie antisymétrique des symboles de Christofel :
T kij = Γkij − Γkji pour tous i, j, k

Expression locale : pour X = X i ∂
∂xi

, Y = Y j ∂
∂xj
∈ X(M)

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

= X i ∂

∂xi
(Y j)

∂

∂xj
+X iY j∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
− Y j ∂

∂xj
(xi)

∂

∂xi

− Y jX i∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
−X i ∂

∂xi
(Y j)

∂

∂xj
+ Y j ∂

∂xj
(xi)

∂

∂xi

= X iY j(∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
)

= X iY j(Γkij − Γkji)
∂

∂xk
.
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6.3 Connexion symétrique

Définition 6.5.
Une connexion linéaire ∇ sur M est dite localement symétrique s’il existe une carte (U,ϕ)

sur M telle que Γkij = Γkji pour tous i, j, k .

Proposition 6.1.
Une connexion linéaire ∇ est symétrique sur U ⊂ M si et seulement si T (X, Y ) = 0 pour

tous X, Y ∈ X(U) .

Définition 6.6.
Une connexion linéaire est dite symétrique si elle est sans torsion i.e. T = 0 .

6.4 Connexion plate

Définition 6.7.
Une connexion linéaire ∇ sur M est dite localement plate , s’il existe une carte (U,ϕ) sur

M telle que Γkij = 0 pour tous i, j, k .

Remarque 3.

1) Toute connexion linéaire localement plate est localement symétrique .

2) Une connexion est plate si Γkij = 0 pour tous i, j, k sur M .

Proposition 6.2.
Une connexion linéaire ∇ est plate sur U ⊂M si et seulement si T = 0 et R = 0 sur U où

R est le tenseur e Riemann (voir7.1) .

6.5 La dérivée covariante d’un tenseur

Définition 6.8.
Soit T un tenseur de type (o, r) ou ( d’ordre r )sur une variété Riemannienne M. La dérivée

covariante ∇T du tenseur T est un tenseur de type (0, r + 1) ou ( d’ordre r+1 )défini par

∇XT (Y1, ..., Yr) = XT (Y1, ..., Yr)−
r∑
i=1

T (Y1, ...,∇XYi, ..., Yr)

pour tout X ∈ X(M).

Pour les composantes ∇mT
i1i2···ip
j1j2···jq on a,

∇mT
i1i2···ip
j1j2···jq = ∂mT

i1i2···ip
j1j2···jq

+ Γi1msT
si2···ip
j1j2···jq + Γi2msT

i1s···ip
j1j2···jq + ...+ ΓipmsT

i1i2···s
j1j2···jq

− Γsmj1T
i1i2···ip
sj2···jq − Γsmj2T

i1i2···ip
j1s···jq − ...− ΓsmjqT

i1i2···ip
j1j2···s .

Remarque 4.
Pour plusieurs raisons, il est convenablement d’identifier le champ de vecteurs X ∈ X(M)

par le tenseur X : X(M)→ C∞(M) défini par :

X(Y ) = g(X, Y ) pour tout Y ∈ X(M)

Exemple 6.2.

(∇X g)(Y1, Y2) = Xg(Y1, Y2)− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2)

11



Remarque 5. Si le tenseur est de type (1, r) alors,

∇XT (Y1, ..., Yr) = ∇XT (Y1, ..., Yr)−
r∑
i=1

T (Y1, ...,∇XYi, ..., Yr)

pour tout X ∈ X(M)

Définition 6.9. On dit qu’un tenseur T de type (0, r) (ou (1, r)) est parallèl par rapport à ∇
si est seulement si ∇T = 0 i.é ∇XT = 0 pour tout X ∈ X(M)

6.6 La contraction métrique

Définition 6.10.
La contraction métrique,

Cab : Tenslk(M)→ Tenslk−2(M)

est définie (en coordonnées) sur les composantes par :

(CabT )i1,...,ilj1,...,jk
:= gpqT i1,...,ilj1,...,p,...,q,...jk−2

où p et q sont à la a ième et bième position.

Une divergence d’un champ de tenseur T est une contraction métrique de ∇T avec la
dernière composante.
Si T ∈ Tens02(M) est symétrique, alors T n’admet qu’une seule divergence, notée divT .
On peut dire que l’opération de sommation d’un tenseur d’ordre n sur deux de ses indices est
appelé contraction.

6.7 Connexion Riemannienne

Définition 6.11.
On dit qu’une connexion linéaire sur une variété Riemannienne (M ; g) est métrique ou

Riemannienne si g est parallèle i.e. ∇g = 0.

Définition 6.12.
Soit M une variété Riemannienne. Il existe une unique connexion ∇ sur le fibré tangent

TM telle que :

(•) la torsion de ∇ est nulle ;

(•) la métrique Riemannienne est parallèle.

On l’appelle la connexion de Levi-Civita de M .

Interprétation. L’existence, parmi les connexions métriques (i.e. telles que la métrique soit
parallèle) d’une connexion sans torsion (i.e. dont la torsion est identiquement nulle), signifie
qu’une métrique Riemannienne est Euclidienne.

Proposition 6.3.
Soit ∇ une connexion Riemannienne sur (M ; g) alors,

∀X, Y, Z ∈ X(M), Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) (1)

On peut dire aussi que la connexion est compatible avec la métrique g.
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Démonstration.
A partir du relation précédente et comme [X, Y ] = ∇XY −∇YX alors,

g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z)− g(Y,∇XZ)

= Xg(Y, Z)− g(Y,∇ZX + [X,Z])

= Xg(Y, Z)− g(Y, [X,Z])− Zg(Y,X) + g(∇ZY,X))

= Xg(Y, Z)− g(Y, [X,Z])− Zg(Y,X) + g(∇YZ + [Z, Y ], X)

= Xg(Y, Z)− g(Y, [X,Z])− Zg(Y,X) + g([Z, Y ], X) + Y g(Z,X)− g(Z,∇YX)

= Xg(Y, Z)− g(Y, [X,Z])− Zg(Y,X) + g([Z, Y ], X) + Y g(Z,X)

− g(Z,∇XY − [X, Y ]),

donc

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z)−g(Y, [X,Z])−Zg(Y,X)+g([Z, Y ], X)+Y g(Z,X)+g(Z, [X, Y ]) (2)

Comme g est non dégénérée, cette relation detérmine complètement la connexion ∇ , ce qui
donne l’unicité de ∇ .

• On permute X et Y dans l’égalité 2 et on soustrait membre à membre ce qui donne
2g(∇XY, Z)− 2g(∇YX,Z) = 2g([X, Y ], Z)
c’est à dire T (X, Y ) = 0.

• On permute Y et Z dans l’égalité 2 toujours et additionnant membre à membre
2g(∇XY, Z) + 2g(∇XZ, Y ) = 2Xg(Y, Z)
c’est à dire :
2(∇Xg)(Y, Z) = 0

Corollaire 1.
Dans un système de coordonnées locales ; les composantes Γkij d’une connexion Rieman-

nienne sont données par

Γkij =
1

2
gkl(

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij) (3)

Démonstration.
On a ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

= Γmij
∂

∂xm

et sachons que

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

+ g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y )
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donc on trouve

2g(∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xl
) =

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gli −

∂

∂xl
gij

2g(Γmij
∂

∂xm
,
∂

∂xl
) =

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

n∑
m=1

Γmijgml =
1

2
(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij)

n∑
l=1

( n∑
m=1

Γmijgml
)
glk =

n∑
l=1

1

2
glk(

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij)

n∑
m=1

Γmij
( n∑
l=1

gmlg
lk
)

=
n∑
l=1

1

2
glk(

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij)

n∑
m=1

Γmij δ
k
m =

n∑
l=1

1

2
glk(

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij)

Γmij =
n∑
l=1

1

2
glk(

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij).

Exemple 6.3.
soit Ω un ouvert de Rn. On dit qu’une métrique Riemannienne g sur Ω est conforme s’il

existe une fonction positive f telle que

gij = f 2(x)δij, x ∈ Ω

On utilise la formule 3 on trouve pour des indices i,j,k deux à deux distincts

Γkij = 0 Γkii = − 1

f

∂f

∂xk
et Γjij = Γiij = Γiii =

1

f

∂f

∂xi

Exemple 6.4.
Soit D = {x ∈ Rn/‖x‖ < 1} la boule ouverte de dimension n, munie de la métrique g

donnée par

gij(x) =
4δij

(1− ‖x‖2)2
, x ∈ D

posant f(x) = 2
1−‖x‖2 , x ∈ D. La fonction f est positive sur D , différentiable et

∂f

∂xi
(x) =

4xi
(1− ‖x‖2)2

= f 2(x)xi, x ∈ D

Cela donne, en utilisant l’exemple précédent, :
Γkij = 0 pour i,j,k distincts deux a deux

Γjij = Γjji = −Γijj = Γiii = f(x)xi pour i 6= j

7 Les courbures sur une variété Riemannienne

7.1 Courbure Riemannienne

L’espace euclidien Rn est plat. Cet énoncé banal nécessite des explications. On sait que
les géodésiques de Rn sont des droites ou des segments de droites, elles ne sont pas courbées.
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L’espace Rn est en ce sens plat. Dans ce numéro, nous allons introduire et développer la notion
de courbure d’une variété Riemannienne. Comme pour les géodésiques de Rn, la courbure est
souvent synonyme de dérivée du second ordre. Dans notre cadre, la connexion de Levi-Civita
et la dérivée covariante jouent le rôle de dérivée du premier ordre. Nous allons donc étudier
∇X∇Y . Par exemple, en coordonnée dans Rn, on a

∇X∇YZ = XY (Zi)∂i et ∇Y∇XZ = Y X(Zi)∂i

dont on déduit
∇X∇YZ −∇Y∇XZ = (XY − Y X)(Zi)∂i

Définition 7.1.
La courbure d’une variété Riemannienne (M ; g) est un tenseur de type (1, 3) , noté R tel que

∀X, Y, Z ∈ X(M), R(X, Y )Z := [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

= (∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])Z

Il y a plusieurs raisons pour la notation R(X, Y )Z, notammment le fait qu’on considère
souvent l’application Z 7→ R(X;Y )Z qui est un champ d’endomorphismes.

Démonstration.

• R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z .

• R(fX, gY )hZ = fghR(X, Y )Z pour tous X, Y, Z,∈ X(M), etf, g, h ∈ C∞.

Grâce à la métrique g, nous avons les isomorphismes musicaux ] et [, définis par

] : Tenssr(M)→ Tenss+1
r−1 : T 7→ T ],

[ : Tenssr(M)→ Tenss−1r+1 : T 7→ T [.

c’est à dire,
] : TpM → T ∗pM : ω] = g−1(ω, .),

[ : T ∗pM → TpM : X[ = g(X, .).

avec ω ∈ T ∗pM et X ∈ TpM .

Définition 7.2.
Le tenseur de courbure de Riemann est le tenseur R = R[ de type (0, 4). Plus précisement

X(M)× X(M)× X(M)× X(M)→ C∞(M)
. (X, Y, Z,W ) 7→ R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

On parlera sans distinction de la courbure pour désigner R ou R, ces deux tenseurs étant
équivalents.

15



7.2 La courbure en coordonnées

Soit p ∈ M et x1, ..., xn des coordonnées autour de p . Le tenseur de courbure s’écrit
localement,

R = Rl
ijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ ∂l
où les coefficients Rl

ijk sont définis par,

Rl
ijk∂l = R(∂i, ∂j)∂k

Le tenseur de Riemann s’écrit a la forme,

R = Rijkldx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl

et ses coefficients sont déterminés par la relation

Rijkl = g
(
R(∂i, ∂j)∂k, ∂l

)
Ces coefficients sont donc reliés par,

Rijkl = Rm
ijkgml,

Rl
ijk = glmRijkm.

Nous allons calculer les Rl
ijk en fonction des symboles de Christoffel Γkij. On rappelle que

[∂i, ∂j] = 0 et donc ∇[∂i,∂j ] ≡ 0 . On calcule

Rl
ijk∂l = R(∂i, ∂j)∂k

= ∇∂i∇∂j∂k −∇∂j∇∂i∂k −∇[∂i,∂j ]∂k

= ∇∂i

(
Γmjk∂m

)
−∇∂j

(
Γtik∂t

)
=

(
∂i
(
Γmjk∂m

)
+ ΓmjkΓ

p
im∂p

)
−
(
∂j
(
Γtik∂t

)
+ ΓtikΓ

q
jt∂q

)
=

[(
ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm

)
+
(
∂iΓ

l
jk − ∂jΓlik

)]
∂l.

Nous avons obtenu la formule explicite

Rl
ijk = ∂i(Γ

l
jk)− ∂j(Γlik) +

n∑
m=1

(
ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm

)
,

où, (∂i)i=1..n est une base locale des champs de vecteurs sur M. On remarque que le tenseur de
courbure ne dépend que des coefficients de la métrique g et de leurs dérivées, les symboles de
Christoffel ne dépendant eux-mêmes que de g.

Proposition 7.1.
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Riemannienne R a les pro-

priétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (1, 3).

2. g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z).

3. g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ).

4. R vérifie l’identité de Bianchi algébrique

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.
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5. R vérifie l’identité de Bianchi différentielle

(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0.

∀X, Y, Z,W ∈ X(M)
Pour la preuve voir [6], p90

Exemple 7.1. [?]
Soit (x, y, z, t) les coordonnées cartésiennes dans R4 .

Posons M = N × (A,B) ⊂ R4 où N est un ouvert connexe de R3 et (A,B) est un intervalle
ouvert avec B > A > 0. Supposons que h : (A,B)→ R est une fonction différentiable qui n’est
pas nulle en tout t ∈ (A,B).
Soit (ei) une base des champs de vecteurs sur M défini par :
e1 = 1

t
∂
∂x

, e2 = 1
t
( ∂
∂y

+ 2x ∂
∂z

) , e3 = 1
t2h

∂
∂z

, e4 = th ∂
∂t

Et soit (θi) la base des 1-formes dans R4 données par
θ1 = tdx , θ2 = tdy , θ3 = t2h(−2xdy + dz) , θ4 = 1

theorem
dt

Sachant que la métrique g est définie par g =
∑
θi ⊗ θi,utilisant la connexion de Levi-Cevita

correspondante à g les crochets de Lie non-nuls par rapport à (ei) sont :
[e1, e2] = 2he3 ; [e1, e4] = he1 ; [e2, e4] = he2 ; [e3, e4] = (2h+ th′)e3
Et suivant la relation

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

+ g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y )

i.e 2g(∇eiej, ek) = g(ek, [ei, ej])− g(ej, [ek, ei]) + g(ei, [ej, ek])
On a
∇e1e1 = ∇e2e2 = −he4,
∇e1e2 = −∇e2e1 = he3,
∇e1e3 = ∇e3e1 = −∇e2e4 = −he2,
∇e1e4 = ∇e2e3 = ∇e3e2 = he1,
∇e3e3 = −(2h+ th′)e4,
∇e3e4 = (2h+ th′)e3.
Soit Rhijk = Rk

hij les composantes du tenseur de courbure R par rapport à la base orthonormée
{ei}, R(eh, ei)ej =

∑
k Rhijkek.donc les composantes non-nulles sont :

R1212 = 4h2,
R1234 = 2h(h+ th′),
R1313 = R1324 = R1414 = −R1423 = R2323 = R2424 = h(h+ th′),
R3434 = 4h2 + 7thh′ + t2(h′2 + hh′′).

7.3 Interprétation géométrique

[11] Pour donner une interprétation géométrique de la courbure, nous devons définir ce
qu’est un parallélogramme sur une variété munie d’une connexion. Soit p ∈ M un point de
cette variété, et x, y deux vecteurs tangents à M en p, non colinéaires. La donnée de p et
x ∈ TpM détermine localement une courbe autoparallèle γx ( géodésique)telle que γx(0) = p et
γ̇0 = x. De même, p et y déterminent une courbe autoparallèle γy . Parcourons la courbe γx
jusqu’à un point q = γy(∆x) et la courbe γy jusqu’à un point p̄ = γy(∆y), pour (∆x) et (∆y)
deux paramètres positifs petits. Ceci définit deux côtés de notre ” parallélogramme ” : p → q
et p→ p̄ (voir Figure (1.1)).
Pour construire les deux autres côtés, nous nous inspirons du cas euclidien : ils doivent être
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parallèles aux côtés déjà construits. Pour cela, nous transportons parallèlement le vecteur y le
long de γx jusqu’à q = γy(∆x). Nous notons y′ ∈ TqM le vecteur obtenu. Ce vecteur définit à son
tour une courbe autoparallèle δy telle que δy(0) = q et δ̇y(0) = y′. En parcourant cette courbe
jusqu’au point δy(∆y), nous construisons le troisième côté, q → δy(∆y)) ” parallèle ” au côté
p → p̄. De la même façon, nous transportons parallèlement le long de γy le vecteur x jusqu’à
p̄ : nous obtenons le vecteur x′, qui définit à son tour une courbe autoparallèle δx, donnant le
quatrième côté du parallélogramme, p̄→ δx(∆x), ” parallèle ” à p→ q. Alors,il faut remarquer
que les points δx(∆x) et δy(∆y) n’ont aucune raison de cöıncider ! Le ” parallélogramme ” ainsi
construit n’est pas nécessairement fermé. Nous allons étudier ce défaut de fermeture pour δx et
δy petits. Dans ce cas, des développements limités sont possibles pour les fonctions coordonnées
des points considérés.

Figure 1 – Un parallélogramme dont les côtes sont constitués de courbes autoparallèles ne se
referme pas nécéssairement. La courbure de la connexion est l’obstruction à cette fermeture.

En p, nous avons γ̇ix(0) = xi et γ̇iy(0) = yi Au premier ordre en ∆x, nous avons donc

γix(∆x) = γix(0) + ∆xx
i + ...

et au premier ordre en ∆y
γiy(∆y) = γiy(0) + ∆yy

i + ...

Le champ de vecteurs le long de γx, transporté parallèle de y, vérifie par définition

γ̇ix(x)(∂iY
k + ΓkijY

j) = 0 avec Y|p = y

Si nous notons ∆x 7→ Y (∆x) ce champ de vecteurs le long de γx alors

Y k(∆x) = Y k(0) + ∆x
dY k

d∆x

(0) + ...

avec
dY k

d∆x

(0) = ∂iY
k(p)

dγix
d∆x

(0) = −Γkij(p)x
iyj

compte-tenu de l’équation de la courbe autoparallèle. D’où la relation

Y k(∆x) = Y k(0)−∆xΓ
k
ij(p)x

iyj + ...

De même, le transporté parallèle X(∆y) de x le long de γy vérifie

Xk(∆y) = Xk(0)−∆yΓ
k
ij(p)x

iyj + ... avec X|p = x

La courbe autoparallèle δy est donc donnée, au premier ordre en ∆x et ∆y, par

δky (∆y) = γkx(0) + ∆xx
k + ∆yy

k −∆x∆yΓ
k
ij(p)x

iyj + ...

et de même
δkx(∆x) = γky (0) + ∆yy

k + ∆xx
k −∆x∆yΓ

k
ji(p)x

iyj + ...

La non fermeture du parallélogramme est mesurée par la différence

δkx(∆x)− δky (∆y) = ∆x∆y(Γ
k
ij(p)− Γkji(p))x

iyj + ...

où nous reconnaissons l’expression de la torsion. Ce calcul montre donc que la torsion est une
obstruction à la fermeture de parallélogrammes (construits par la méthode précédente).
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Considérons maintenant une connexion linéaire de torsion nulle. Le parallélogramme construit
ci-dessus se referme donc en q̄ = δx(∆x) = δy(∆y). Soit z un vecteur de TpM . Nous pouvons
transporter parallèlement z jusqu’en q̄ selon deux chemins : p→ q → q̄ ou p→ p̄→ q̄ Exami-
nons le transport selon le premier chemin. Notons z′ le transporté parallèle de z le long de γx
jusqu’à q, et considérons ∆x petit. Alors nous avons

z′ = zk −∆xΓ
k
ij(p)x

izj + ...

Notons z∗ le transporté parallèle de z′ le long de δy jusqu’à q̄ , et considérons ∆y petit. Alors

z∗
k

= z′k −∆yΓ
k
ij(q)z

′iz′j + ...

Notons Γkij(q) = (Γkij(∆x) avec Γkij(0) = Γkij(p)
Alors,

Γkij(∆x = Γkij(0) + ∆x∂lΓ
k
ij(p)x

l + ...

En ne retenant que les termes en ∆x, ∆y, et ∆x∆y, il reste

z∗
k

= zk −∆xΓ
k
ij(p)x

izi −∆yΓ
k
ij(p)y

izi

+ ∆x∆y(Γ
k
il(p)Γ

l
sj(p)x

syizj − ∂lΓkji(p)xlyizj + Γlis(p)Γ
k
lj(p)x

iyszj) + ...

Si maintenant nous transportons parallèlement le vecteur z jusqu’en q̄ par le second chemin,
nous trouverions la même expression avec x et y intervertis et ∆x et ∆y intervertis. En utilisant
alors le fait que Γkij est symétrique en i, j (torsion nulle), la différence entre ces deux vecteurs
en q̄ vaut

∆x∆y(∂iΓ
k
jl(p)− ∂jΓkil(p) + Γkis(p)Γ

s
jl(p)− Γkjs(p)Γ

s
il(p))x

iyjzl + ...

Nous reconnaissons dans ce terme l’expression de la courbure R(x, y)z associée à x,y et z. Ce
calcul montre que si l’on transporte parallèlement un vecteur selon un chemin fermé constitué
de courbes autoparallèles, le vecteur transporté ne cöıncident pas avec le vecteur de départ.
La différence est mesurée, pour des chemins infinitésimaux, par la courbure de la connexion
linéaire. Remarquons que dans le développement ci-dessus nous n’avons pas considéré les termes
en ∆2

x et ∆2
y. Un calcul simple montrerait que ces termes disparaissent dans la différence finale.

7.4 Courbure sectionnelle

Définition 7.3.
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n ≥ 2 et P un 2-plan de TxM de base

{X, Y }. On appelle courbure sectionnelle en x de P le réel Kx défini par,

Kx(P ) =
g(R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par λX pour λ 6= 0 et Y
par Y − g(X, Y )X. On peut donc supposer que {X, Y } est une base orthonormale. Dans ce cas

Kx(P ) = g(R(X, Y )Y,X)

On vérifie que Kx(P ) ne dépend pas de la base orthonormée de P : En effet, si {Z, T} est une
autre base orthonormale, il existe a, b ∈ R, tels que a2 + b2 = 1 avec

Z = aX + bY , T = −bX + aY.

Une simple vérification montre que g(R(X, Y )Y,X) = g(R(Z, T )T, Z).
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Définition 7.4.
Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n. On dit que M est une variété à

courbure constante s’il existe une constante κ ∈ R telle que pour tout x ∈ M et tout 2-plan P
de TxM , on a

Kx(P ) = κ .

Exemple 7.2.
L’espace euclidien Rn muni du repère canonique ∂i = ∂

∂xi
, du produit scalaire euclidien

g = gijdxi⊗ dxj, où gij = δij. On vérifie immédiatement que Γkij = 0, Rl
ijk = 0 donc R = 0. En

particulier, la courbure sectionnelle de (Rn, g0) est nulle.

Exemple 7.3.
Suivant l’exemple (6.3), pour n = 2 On a

Γ1
11 = Γ2

12 = −Γ1
22 = f ′

f
et R2

121 = −ff ′′ + f ′2 les autres composantes sont nulles.

Pour une base orthonormée e1, e2 tel que e1 = 1
f
∂x et e2 = 1

f
∂y on a

K = g(R(e1, e2)e2, e1)

=
1

f 4
g(R(∂x, ∂y)∂y, ∂x) avec R(∂x, ∂y)∂y = (−ff ′′ + f ′2)∂x

=
−ff ′′ + f ′2

f 2
car g(∂x, ∂x) = f 2.

La courbure sectionnelle n’est pas constante en général.

Définition 7.5. (Liste des espaces à courbure sectionnelle constante )([6], p162)
Pour chaque réel κ , et en chaque dimension n ≥ 2, on définit une variété Riemannienne Mκ.

(i) : Si κ > 0,Mκ est la sphère de rayon κ−1/2 dans l’espace euclidien Rn+1

(ii) : Si κ = 0,Mκ est l’espace euclidien Rn+1

(iii) : Si κ < 0,Mκ est la pseudosphère de rayon
√
−1(−κ−1/2) dans l’espace euclidien Rn+1

Remarque 6.
On peut montrer que la courbure sectionnelle des plans de TpM d’etermine entièrement le

tenseur de courbure de M au point p.
Voir la formule démente (14 termes) dans le livre de Cheeger et Ebin, page 16.

Proposition 7.2.
Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante c si et seulement

si le tenseur de courbure vérifie l’équation :

R(X, Y )Z = c(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ).

pour tout X, Y et Z ∈ X(M).

7.5 Courbure de Ricci

Définition 7.6.
La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (Mn, g) est un tenseur de type (0, 2) défini

par

S(X, Y ) = trace(Z 7−→ R(Z,X)Y )

=
n∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)

=
n∑
i=1

g(R(X, ei)ei, Y )
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pour tout X, Y ∈ X(M), où (ei) une base orthonormée locale sur M.

La courbure de Ricci est symétrique, en effet

S(X, Y ) =
m∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)

=
m∑
i=1

g(R(Y, ei)ei, X)

=
m∑
i=1

g(R(ei, Y )X, ei)

= S(Y,X)

Relativement à la base( ∂
∂xi

)i=1..m, les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par

Sij = S(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= trace(Z 7−→ R(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)Z)

= gklg(R(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)
∂

∂xk
,
∂

∂xl
)

= gklRs
ijkgsl

= δksR
s
ijk

= Rk
ijk

Définition 7.7.
Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (Mn, g), est un tenseur de type(1, 1), défini

par

Ricci(X) =
n∑
i=1

R(X, ei)ei

pour tout X ∈ X(M), où (ei)i=1..n est une base orthonormée locale sur M.

Remarque 7.
Soit (Mn, g) une variété Riemannienne, de dimension n. Pour tout X, Y ∈ X(M) on a

S(X, Y ) = g(Ricci(X), Y )

Définition 7.8.
Une variété Riemannienne (Mn, g) est dite variété d’Einstien si,

S(X, Y ) = λg(X, Y )

pour tous X, Y ∈ X(M) et λ ∈ C∞(M)

7.6 Courbure Scalaire

Définition 7.9.
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On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (Mn, g) la fonction définie sur M
par,

r = trgS

=
n∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ej, ei)

=
n∑
j=1

S(ej, ej).

où (ei)i=1..n une base orthonormée locale sur M .

Résultat :

Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, x ∈M et ( ∂
∂xi
|x)i=1..n une base (resp

(ei)i=1..n base orthonormée) de TxM . Si A : TxM −→ TxM , B : TxM −→ T ∗xM , sont des
applications linéaire et C : TxM × TxM −→ R , une application bilinéaire, alors

� traceA =
∑n

i=1 g(A(ei), ei) =
∑n

i,j=1 g
ijg(A( ∂

∂xi
), ∂
∂xj

)|x
� traceB =

∑n
i=1B(ei)(ei) =

∑n
i,j=1 g

ijB( ∂
∂xi

)( ∂
∂xj

)|x
� traceC =

∑n
i=1C(ei, ei) =

∑n
i,j=1 g

ijC( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

)|x
Proposition 7.3.

Toute variété Riemannienne (M, g) de courbure sectionnelle constante c est une variété
Einsteinnienne.

Démonstration.
Soit X, Y ∈ X(M) et (ei)i=1..n une base orthonormée sur M .alors,

S(X, Y ) =
n∑
i=1

g(R(X, ei)ei, Y )

Supposons que (M, g) est de courbure sectionnelle constante c. Alors, d’aprés la proposition
précédente on a pour tout i fixé,
R(X, ei)ei = c

(
g(ei, ei)X − g(X, ei)ei

)
donc

S(X, Y ) =
n∑
i=1

g
(
c
(
g(ei, ei)X − g(X, ei)ei

)
, Y
)

= c
(
g
( n∑
i=1

g(ei, ei)X, Y
)
− g
( n∑
i=1

g(X, ei)ei, Y
))
.

puisque
∑n

i=1 g(ei, ei) = n et

n∑
i=1

g(X, ei)ei) =
n∑
i=1

g(
n∑
j=1

Xjej, ei)ei avec X =
n∑
j=1

Xjej

=
n∑
i=1

n∑
j=1

Xjg(ej, ei)ei

=
n∑
i=1

n∑
j=1

Xjδijei

=
n∑
i=1

Xiei = X.
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Enfin,

S(X, Y ) = c
(
g(nX, Y )− g(X, Y )

)
= c(n− 1)g(X, Y )

= λg(X, Y ) avec λ = c(n− 1)

et donc la variété est Einsteinnienne.

Corollaire 2.
Si (Mm, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante c, alors pour

tout X, Y ∈ X(M) on a

1. Ricci(X) = (m− 1)cX ,

2. S(X, Y ) = (m− 1)cg(X, Y ) ,

3. r = m(m− 1)c .

Exemple 7.4. La courbure de la sphère
Un exemple trés connus, est celui de la sphère S2 munie de la métrique

ds2 = r2(dθ2 + sin2θ dφ2)

où r est le rayon de la sphère . les coefficients non nuls de la connexion sont :
Γθφφ = −sinθcosθ ; Γφθφ = −Γφφθ = cotθ
Calculons une composante intéressante du tenseur de Riemann :

Rθ
φθφ = ∂θΓ

θ
φφ − ∂φΓθθφ + ΓθθλΓ

λ
φφ − ΓθφλΓ

λ
θφ

= (sin2θ − cos2θ)− (0) + (0)− (−sinθcosθ)(cotθ)
= sin2θ.

La notation est un peu confuse, car la lettre grecque λ est un index de sommation alors que
les lettres grecques θ et φ représentent des coordonnées spécifiques. En abaissant les index nous
avons :

Rθφθφ = gθλR
λ
φθφ

= gθθR
θ
φθφ

= r2sin2θ

On peut vérifier que tous les autres composantes de tenseur de Riemann sont nulles ou égale à
celle là par symétrie.
Continuons en calculant le tenseur de Ricci via Smn = gabRambn , nous obtenons :

Sθθ = gφφRφθφθ = 1

Sθφ = Rφθ = 0

Sφφ = gθθRθφθφ = sin2Φ

La courbure scalaire s’obtient aussi directement :

r = gθθSθθ =
2

r2

Donc, sur une variété à deux dimensions, le scalaire de Ricci caractérise complètement la
courbure qui est constante sur une sphère S2.
Remarquons que la courbure scalaire est constante pour la sphère et de plus positif . Du point
de vue d’un observateur vivant dans la Variété, incluse dans un espace Euclidien de dimensions
supérieures, s’il est assis en un point d’un espace à courbure positive, il voit l’espace s’incurver
de la même façon dans toutes les directions, alors qu’assis en un point d’un espace à courbure
négatif il le voit s’incurver de façon opposée dans les différentes directions.
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8 Chapitre 2 : L’espace H2 × R
Let H2 be represented by the upper half-plane model {(x, y) ∈ R2|y > 0} equipped with the

metric gH2 = 1
y2

(dx2+dy2). The space H2, with the group structure derived by the composition of
proper affine map, is a Lie group and the metric gH2 is left invariant. Therefore the Riemannian
product space H2 × R is a Lie group with respect to the operation

(x, y, z) ? (x′, y′, z′) = (x′y + x, yy′, z + z′)

and the left invariant product metric

g =
1

y2
(dx2 + dy2) + dz2. (4)

With respect to the metric g an orthonormal basis of left invariant vector fields on H2 × R is

E1 = y
∂

∂x
,E2 = y

∂

∂y
, E3 =

∂

∂z
. (5)

From this, the Lie brackets are given by

[E1, E2] = −E1, [E2, E3] = 0, [E3, E1] = 0.

Throughout the paper, we shall endow the three-dimensional Lie group H2 × R with left-
invariant Riemannian g.

We will denote by ∇ the Levi-Civita connection of (H2 × R, g), by R its curvature tensor,
taken with the sign convention :

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇Xz −∇[X,Y ]Z,

and by Ric the Ricci tensor of (H2 × R, g), which is defined by

Ric (X, Y ) =
3∑

k=1

g (Ek, Ek) g(R(Ek, X)Y,Ek),

où {Ek}k=1,..,3 est une base orthonormée.
La connexion de Levi-Civita ∇ du groupe de Lie H2 × R par rapport à (5) est

∇E1E1 = E2,∇E1E2 = −E1,∇E1E3 = 0
∇E2E1 = 0,∇E2E2 = 0,∇E2E3 = 0
∇E3E1 = 0,∇E3E2 = 0,∇E3E3 = 0.

(6)

Les composants non nulles du tenseur de courbure R sont calculés comme

R(E1, E2)E1 = E2, R(E1, E2)E2 = −E1. (7)

Les composants de courbure de Ricci {Ricij} sont calculés comme

Ric11 = Ric22 = −1, Ric12 = Ric13 = Ric23 = Ric33 = 0. (8)

La courbure scalaire τ du groupe de Lie H2 × R est constant et on a

τ = trRic =
3∑
i=1

g(Ei, Ei)Ric(Ei, Ei) = −2. (9)
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9 Chapitre 3 : Surfaces de courbures de Gauss nulle dans

l’espace H2 × R
Maintenant, nous classons toutes les types de surfaces de translation dans l’espace de

Lorentz-Heisenberg H3 de dimension 3.
Obtenus comme produit de deux courbes génératrices non orthogonaux.

Type 1 : Considérons d’abord une surface de translation Σ paramétrisé par :

X(x, y) = (x, 0, g(x)) ∗ (0, y, h(y)) = (x, y, g(x) + h(y)− xy)

Où g et h sont deux surfaces arbitraires. La condition de minimalité est donnée par le
paramètre d’équation (??) devient

h′′(y) + (−1 + 2h′(y))g′′(x) + (g′(x)− y) = 0 (10)

En prenant la dérivé par rapport à x de l’équation (10), on obtient :

(−1 + 2h′(y))g′′′(x) + g′′(x) = 0 (11)

Nous remarquons que si g est affine, satisfaire l’équation (10).
Pour résoudre l’équation (10), on distingue deux cas :

Première cas :

Si g′′(x) = 0, nous avons g(x) = ax+ x0 où a et x0 sont deux constantes réelles.

En remplaçant g dans l’équation (10), on obtient h(y) = 1
6
y3 − a

2
+ y1y + y0, y0, y1 ∈ R

Deuxième cas :

Si g′′(x) 6= 0, nous avons :

g′′′(x)

g′′(x)
=

1

1− 2h′(y)
= ξ, ξ ∈ R

et nous obtenons :

g(x) =
k

ξ2
eξx + c1x+ c2,

et

h(y) =
ξ − 1

2ξ
y + δ,

Où δ, c1, c2 ∈ R.

Théorème 9.1. Les surfaces minimales de translation Σ de type 1 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par : X(x, y) = (x, y, g(x) + h(y) − xy) où
g(x) et h(y) sont données par :

g(x) = ax+ x0

et

h(y) =
1

6
y3 − a

2
y2 + y1y + y0.
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Où a, x0, y0, y1 sont des constantes réelles.
Ou

g(x) =
k

ξ2
eξx + c1x+ c2,

et

h(y) =
ξ − 1

2ξ
y + δ

où δ, c1, c2 ∈ R, k ∈ R∗+.

Type 2 : Maintenant, la surface de translation Σ est paramétrisée par :

X(x, y) = (0, y, h(y)) ∗ (x, 0, g(x)) = (x, y, g(x) + h(y) + xy)

Où g et h sont deux surfaces arbitraires.
La condition de minimalité donnée par l’équation (??) devient :

h′′(y) + [2(h′(y) + 2x)− 1]g′′(x)− 3(g′(x) + y) = 0 (12)

Nous prenons la dérivé de l’équation (12) par rapport à x (à y) (respectivement), nous
trouvons

2h′′(y)g′′′(x) = 0 (13)

ce qui implique h′′(y) = 0 ou g′′′(x) = 0.
Si h′′(y) = 0 alors h(y) = ay + y0 où a et y0 sont deux constantes réelles.
En remplaçant dans (12), on obtient :

[−1 + 2(a+ 2x)]g′′(x)− 3g′(x) = 3y. (14)

Le côté droit de l’égalité (14) ne dépend que de x et le côté gauche de l’égalité ne dépend
que de y c’est une contradiction, et l’équation (13) est satisfait si et seulement si : g′′′(x) = 0.

Si g′′′(x) = 0 alors g(x) = ax2 + bx+ c telle que a, b et c sont trois constantes réelles.

En remplaçant cette résultat dans (12) on obtient :

h′′(y) + 4ah′(y)− 3y = −2ax+ 2a+ 3b. (15)

Cette derniére équation est vérifié si et seulement si a = 0, ce qui donne :

h(y) =
1

2
y3 +

3

2
by2 + y1y + y0. (16)

où y1, y0 sont des constantes réelles.
Donc nous établissons le résultat suivant :

Théorème 9.2. Les surfaces minimales de translation Σ de type 2 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par :

X(x, y) = (0, y, h(y)) ∗ (x, 0, g(x)) = (x, y, g(x) + h(y) + xy)

Où g(x) et h(y) sont données par :
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g(x) = bx+ c

et

h(y) =
1

2
y3 +

3

2
by2 + y1y + y0

Où b, c, y1 et y0 sont des constantes réelles.

Type 3 : Nous supposons maintenant que la surface de translation Σ est donnée
par le produit :

X(x, y) = (x, 0, g(x)) ∗ (h(y), y, 0) = (x+ h(y), y, g(x)− xy)

donc il est paramétrisé par :

X : U ⊂ R2 → H3

(x, y) 7→ (x+ h(y), y, g(x)− xy)

où X(x, y) = (x+h(y), y, g(x)−xy) est le vecteur de position et les composantes du vecteur
tangent sont donnés par :{

Xx(x, y) = e1 + (g′(x)− y)e2 − (g′(x)− y)e3
Xy(x, y) = h′(y)e1 + e3.

Les coefficients du première forme fondamentale sont :
E = g3(Xx, Xx) = 1, F = g3(Xx, Xy) = h′(y) + g′(x)− y,G = g3(Xy, Xy) = (h′(y))2 − 1.
avec 

∇XxXx = g′′(x)e2 − g′′(x)e3
∇XxXy = 0
∇XyXy = [h′′(y)− 1]e1 + h′(y)e2 − h′(y)e3.

et le vecteur normal unitaire N de la surface Σ est donnée par :

N =
1

W
[(g′(x)− y)e1 − (1 + h′(y)(g′(x)− y))e2 + (h′(y)(g′(x)− y))e3]

où

W =
√

[g′(x)− y]2 + 2h′(y)(g′(x)− y) + 1

et les coefficients de la deuxième forme fondamentale de Σ sont :

l = − 1

W
g′′(x),m = 0, n =

1

W
[(h′′(y)− 1)(g′(x)− y)− h′(y)]

Nous suivons les mêmes étapes que les types précédents pour calculer la courbure principale
de la surface de translation Σ, nous cédont :

H =
1

2W 3
[(g′(x)− y)[h′′(y)− 1]− h′(y)− g′′(x)(h′2(y)− 1)] (17)

La condition de minimalité H = 0 implique l’équation :

(g′(x)− y)[h′′(y)− 1]− h′(y)− g′′(x)(h′2(y)− 1) = 0 (18)
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On dérive par rapport à x et par rapport à y (respectivement), on obtient le système
différentiel suivant :

g′′′(x)

g′′(x)
=
h′′(y)− 1

h′2(y)− 1
(19)

le côté gauche de l’égalité (19) ne dépend que de y et le côté droit ne dépend que de x pour
tout λ ∈ R, on a :

g′′′(x)

g′′(x)
=
h′′(y)− 1

h′2(y)− 1
= λ, λ ∈ R

Ce qui implique le système différentiel suivant :{
g′′′(x) = λg′′(x)

h′′(y)− 1 = λ[h′2(y)− 1]

En résolvant ce système, on obtient d’abord dans le cas particulier λ = 0 :
g′′′(x) = 0, alors g(x) = ax2 + bx+ c avec a, b et c sont des constantes réelles.
En remplaçant g dans la condition de minimalité (18), on obtient :

(2ax+ b–y)(h′′(y)− 1)− h′(y) = 2a[(h′(y))2 − 1] (20)

L’équation (18) est satisfait si h′′(y)− 1 = 0 ou a = 0.
De plus, si h′′(y)− 1 = 0 alors on a h′(y) = y+ y0 où y0 ∈ R et 2a[(h′(y))2− 1] + h′(y) = 0,

ce qui implique :

2a[(y + y0)
2 − 1] + (y + y0) = 0 (21)

Cette dernière équation n’est pas vraie pour tout y ∈ R, donc nous conclurons que
h′′(y)− 1 6= 0.
Par conséquent, nous avons a = 0 et l’équation (20) devient :

(b− y)h′′(y)− h′(y) = b− y,

qui a la solution :

h(y) =
1

4
(b− y)2 − c1 ln |b− y|+ c0

où c1, c0 ∈ R.
On suppose maintenant que λ 6= 0 alors

g(x) = C(x+
1

λ
) + C1 exp(λx) + C0

Où C0, C1, C ∈ R. En remplaçant g dans l’équation (18), on obtient :

(C − y)(h′′(y)− 1)− h′(y) = C1λ exp(λx)[1− h′′(y) + λ((h′(y))2 − 1)]

Puisque le côté droit de cette égalité ne dépend que de y et que le côté gauche dépend de x
et y alors la condition de minimalité est satisfait si et seulement si C1 = 0 alors nous obtenons :

(C − y)h′′(y)− h′(y) = C − y

qui est déjà résolu ci-dessus. Enfin, nous annonçons le théorème suivant résumant cette
résultat.
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Théorème 9.3. Les surfaces minimales de translation Σ de type 3 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par X(x, y) = (x + h(y), y, g(x)− xy) Où g
et h sont données par :

g(x) = bx+ c

et

h(y) =
1

4
(b− y)2 − c1 ln |b− y|+ c0,

où b, c, c1 et c0 sont des constantes réelles.

Type 4 : On suppose maintenant que la surface de translation Σ de type 4 est donnée par
le produit

X(x, y) = (x, 0, g(x)) ∗ (h(y), y, 0) = (x+ h(y), y, g(x) + xy)

donc il est paramétrisé par :

X : U ⊂ R2 → H3

(x, y) 7→ (x+ h(y), y, g(x) + xy)

où X(x, y) = (x+h(y), y, g(x)+xy) est le vecteur de position et les composantes de vecteur
tangent sont donnés par :{

Xx(x, y) = e1 + (g′(x)− y)e2 − (g′(x) + y)e3
Xy(x, y) = h′(y)e1 + 2xe2 + (1− 2x)e3

les coefficients du première forme fondamentale de la surface Σ sont :

E = g3(Xx, Xx) = 1,
F = g3(Xx, Xy) = h′(y) + g′(x) + y,
G = g3(Xy, Xy) = (h′(y))2 + 4x− 1.

et on a : 
∇XxXx = g′′(x)e2 − g′′(x)e3
∇XxXy = 2e2 − 2e3
∇XyXy = [h′′(y)− 1]e1 + h′(y)e2 − h′(y)e3

et le vecteur normal unitaire N de Σ est donné par :

N =
1

W
[−(g′(x) + y)e1 + (1− 2x+ h′(y)(g′(x) + y))e2 + (2x− h′(y)(g′(x) + y))e3]

où

W =
√

[g′(x) + y]2 + 2h′(y)(g′(x) + y) + 1− 4x,

et les coefficients de la deuxième forme fondamentale de Σ sont :

l =
1

W
g′′(x),

m =
2

W
,
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n =
1

W
[(1− h′′(y))(g′(x) + y) + h′(y)].

La courbure principale de la surface de translation Σ de type 4 :

H =
1

2W 3
[(1− h′′(y)(g′(x) + y) + h′(y) + (h′2(y) + 4x− 1)g′′(x)− 4(h′(y) + g′(x) + y)] (22)

avec

W =
√

[g′(x) + y]2 + 2h′(y)(g′(x) + y) + 1− 4x

La condition de minimalité H = 0 céde l’équation :

[1− h′′(y)](g′(x) + y) + (h′2(y) + 4x− 1)g′′(x)− 3h′(y)− 4(g′(x) + y) = 0. (23)

En dérivant par rapport à x puis par rapport à y, on obtient :

−g′′′(x)

g′′(x)
=

h′′′(y)

2h′(y)h′′(y)
(24)

Le côté gauche de l’égalité (24) ne dépend que de y et le côté droit ne dépend que de x pour
tout λ ∈ R, on a :

−g′′′(x)

g′′(x)
=

h′′′(y)

2h′′(y)h′(y)
= λ, λ ∈ R

ce qui implique le système différentiel suivant :{
g′′′(x) = −λg′′(x)
h′′′(y) = 2λh′′(y)h′(y).

En résolvant ce système, on distingue deux cas :

1. λ = 0 : on a

g(x) = ax2 + bx+ c

avec a, b et c sont des constantes réelles.

En remplaçant g dans la condition de minimalité (23), on obtient :

[1− h′′(y)](b+ y) + 2a(h′2(y)− 1)− 3h′(y)− 4(b+ y) = −2ax(1− h′′(y)).

cette équation est vérifié si a = 0 ou (1− h′′(y)) = 0.

De plus, si (1− h′′(y)) = 0 alors on a la fonction h′(y) = y + y0 où y0 ∈ R est la solution
de l’équation 2a[(h′(y))2 − 1]− 3h′(y)− 4(b+ y) = 0 n’est pas vraie pour tout y ∈ R.
Si a = 0 alors

(b+ y)h′′(y) + 3h′(y) = −3(b+ y),

qui a la solution

h(y) = −3

8
(b+ y)2 − c0

2
(b+ y)−2 + c1,

où c1, c0 sont des constantes réelles.
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2. λ 6= 0 : en résoudre l’équation

g(x) =
1

λ
(b1x+ b0)−

b1
λ2

+ b1 exp(−λx),

Où b0, b1 et b2 sont des constantes réelles. En remplaçant cette résultat dans la condition
de minimalité dans (23), on obtient :

[1−h′′(y)](
b1
λ

+y)−3h′(y)−4(
b1
λ

+y) = λb2 exp(−λx)[1−h′′(y)−λ((h′(y))2 +4x−1)−4]

(25)

et b2 = 0, par conséquent, g(x) = 1
λ
(b1x + b0)− b1

λ2
= bx + c où b, c ∈ R. dans l’addition,

l’équation (25) devient :

(b+ y)h′′(y) + 3h′(y) = −3(b+ y),

qui a la solution

h(y) = −3

8
(b+ y)2 − c0

2
(b+ y)−2 + c1,

où c0 et c1 sont des constantes réelles.

Nous résumons par le théorème suivant :

Théorème 9.4. Les surfaces minimales de translation Σ de type 4 dans l’espaces de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par X(x, y) = (x + h(y), y, g(x) + xy) Où g
et h sont données par :

g(x) = bx+ c

et

h(y) = −3

8
(b+ y)2 − c0

2
(b+ y)−2 + c1,

où b, c, c1 et c0 sont des constantes réelles.

Type 5 :
Soit les courbes β(y) = (0, y, h(y)) et α(x) = (x, g(x), 0). La surface de translation Σ est

donnée par le produit Σ = β(y) ∗ α(x) est paramétrisé par :

X(x, y) = (0, y, h(y)) ∗ (x, g(x), 0) = (x, y + g(x), h(y) + xy)

donc on a :

X : U ⊂ R2 → H3

(x, y) 7→ (x, y + g(x), h(y) + xy){
Xx(x, y) = e1 + (y + xg′(x))e2 − (xg′(x) + y − g′(x))e3
Xy(x, y) = (h′(y) + 2x)e2 − [h′(y) + 2x− 1]e3

les coefficients du première forme fondamentale de la surface Σ sont :

E = 1 + (g′(x))2(2x− 1) + 2yg′(x),
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F = y + g′(x)[h′(y) + 3x− 1],

G = 2(h′(y) + 2x)− 1.

et on a :


∇XxXx = −(g′(x))2e1 + (2g′(x) + xg′′(x))e2 − [2g′(x) + xg′′(x)− g′′(x)]e3
∇XxXy = −g′(x)e1 + 2e2 − 2e3
∇XyXy = −e1 + h′′(y)e2 − h′′(y)e3.

et le vecteur normal unitaire N de Σ est donné par :

N =
1

W
([g′(x)(h′(y) + x)− y]e1 − [h′(y) + 2x− 1]e2 + [h′(y) + 2x]e3)

où

W =
√

[g′(x)(h′(y) + x)− y]2 − 2(h′(y) + 2x) + 1,

et les coefficients de la deuxième forme fondamentale de Σ sont :

l =
1

W
[−(g′(x))3(h′(y) + x) + y(g′(x))2 + 2g′(x)− g′′(x)(h′(y) + x)],

m =
1

W
[−(g′(x))2(h′(y) + x) + yg′(x) + 2],

n =
1

W
[−g′(x)(h′(y) + x) + h′′(y) + y]

La condition de minimalité donnée dans la définition (??) implique l’équation suivante :

(2x− 1)(g′(x))2h′′(y) + (x+ h′(y) + 2yh′′(y))g′(x) + g′′(x)[(x+ h′(y))(1− 2(2x+ h′(y)))] = 3y − h′′(y)
(26)

Le premier côté de l’égalité (26) ne dépend que de y et le dérnier côté droit ne dépend que
de x et y alors pour toute surfaces minimales de translation de type 5, on a : g′′(x) = g′(x) = 0.

Par conséquent, g est une fonction constante et h(y) = 1
2
y3 + y1y + y0, où y0, y1 sont des

integrations constantes.

Théorème 9.5. Les surfaces minimales de translation Σ de type 5 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par X(x, y) = (x, y + g(x), h(y) + xy) Où
g(x) est une fonction constante et h(y) = 1

2
y3 + y1y + y0, où y0, y1 ∈ R.

Type 6 :
Soit les courbes α(x) = (x, g(x), 0) et β(y) = (0, y, h(y)). La surface de translation Σ donnée

par le produit Σ = α(y) ∗ β(x) est paramétrisé par :

X(x, y) = ((x, g(x), 0) ∗ (0, y, h(y)) = (x, y + g(x), h(y)− xy)

donc on a :

X : U ⊂ R2 → H3

(x, y) 7→ (x, y + g(x), h(y)− xy)
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{
Xx(x, y) = e1 + (xg′(x)− y)e2 − (xg′(x)− y − g′(x))e3
Xy(x, y) = h′(y)e2 + [1− h′(y)]e3

les coefficients du première forme fondamentale de la surface Σ sont données par :

E = 1 + (g′(x))2(2x− 1)− 2yg′(x),
F = −y + g′(x)[h′(y) + x− 1],
G = 2h′(y)− 1.

et on a :


∇XxXx = −(g′(x))2e1 + (2g′(x) + xg′′(x))e2 − [2g′(x) + xg′′(x)− g′′(x)]e3
∇XxXy = −g′(x)e1
∇XyXy = −e1 + h′′(y)e2 − h′′(y)e3.

et le vecteur normal unitaire N de Σ est donné par :

N =
1

W
([g′(x)(h′(y)− x) + y]e1 + [1− h′(y)]e2 + h′(y)e3)

où

W =
√

[g′(x)(h′(y)− x) + y]2 − 2h′(y) + 1,

et les coefficients de la deuxième forme fondamentale de Σ sont :

l = 1
W

[−(g′(x))3(h′(y)− x)− y(g′(x))2 + 2g′(x) + g′′(x)(x− h′(y))],
m = 1

W
[−(g′(x))2(h′(y)− x)],

n = 1
W

[−g′(x)(h′(y)− x) + h′′(y)− y].

La courbure moyenne de la surface de translation Σ de type 6 est donné par :

H =
1

2W 3
[(g′(x))2((2x− 1)h′′(y)− 2y + (x+ h′(y)− 1))

+g′(x)(−2yh′′(y) + 3h′(y) + 2y2 + x− 2) + g′′(x)(x− h′(y))(2h′(y)− 1)− y + h′′(y)]

la condition de minimalité céde :

(g′(x))2((2x− 1)h′′(y)− 2y + (x+ h′(y)− 1)) + g′(x)(−2yh′′(y) + 3h′(y)

+2y2 + x− 2) + g′′(x)(x− h′(y))(2h′(y)− 1) = y − h′′(y)
(27)

Il est clair que le côté droit de l’égalité (27) dépend de x et de y, et le côté gauche ne dépend
que de y. Donc, pour toute surfaces minimales de translation de type 6, on a : g′′(x) = g′(x) = 0.

Par conséquent, g est une fonction constante et h(y) = 1
6
y3 + y1y + y0, où y0, y1 sont des

integrations constantes.

Théorème 9.6. Les surfaces minimales de translation Σ de type 6 dans l’espaces de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par X(x, y) = (x, y + g(x), h(y) − xy) Où
g(x) est une fonction constante et h(y) = 1

6
y3 + y1y + y0, où y0, y1 ∈ R.
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10 Conclusion

Le but de ce travail est de classifier les surfaces minimales de translation, c’est à dire le
produit de deux courbes dans l’espace de Lorentz-Heisenberg H3, de six types de surfaces
qu’ont a classifier après López et Munteanu.
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