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Résumé :
Le but de notre travail est l�étude de l�observabilité des systèmes linéaires positifs à temps
continu. Dans un premier temps nous avons fourni les conditions nécessaires et su¢ santes
pour la positivité de cette classe de systèmes. Dans un second temps, nous présentons des
critères qui aides à tester l�observabilité des systèmes linéaires positifs à temps continu, et
tout au long de cette étude des exemples numériques détaillés sont inclus pour illustrer le
travail.



Table des matières

Introduction 3

1 Préliminaires et notions de base 5
1.1 Matrices Particulières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Polynôme caractéristique et valeurs propres

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Exponentielle d�une matrice carrée : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4 Calcul eA pour des matrices particulières : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4.1 Le cas d�une matrice diagonale : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4.2 Le cas d�une matrice diagonalisable : . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4.3 Le cas d�une matrice niplotente : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.4.4 Par le théorème de Cayley-Hamilton : . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5 Notion de système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.6 Systèmes linéaires en temps continu : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Chapitre2 : Systèmes linéaires positifs à temps continu 16
2.1 Propriétés principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1.1 Positivité externe : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.2 Positivité interne :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.3 Quelques applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 Chapitre3 : Observabilité des systèmes linéaires positifs à temps continu 20
3.0.4 Observabilité des systèmes linéaires positifs . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.1 Tests d�observabilité des sysèmes linéaires positifs : . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.1.1 1.Test par la matrice de Kalman : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.1.2 2. Test par le grammien d�observabilité : . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.1.3 3. Test par les valeurs propres : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Conclusion 28

Bibliographie 29



Notations
Dans cette section, nous dé�nissons les notations principales utilisées dans ce mémoire.

R : Corps des nombres réels.

R+ : Corps des nombres réels positifs.

Rn : Espace des vecteurs à entiers réels.

Rn�n : L�espace des matrices carrées de dimension n à entrées dans R:
Rn�m : Espace des matrices réelles de dimension n�m.
Rn�m+ : Espace des matrices à entrées réelles positives.

n : L�ensemble des n premiers entiers naturels non nuls.

AT : Transposée de la matrice A:

In : Matrice identité d�ordre n:

tr(A) : Trace d�une matrice carrée A:

detA : Déterminant de A:

ker(A) : Noyau de A:

A�1 : Matrice inverse de A:
:
x(t) : Dérivée temporelle.

P�(A) : Le polynôme caractéristique de A:

kxk : La norme de x:

h; i : Produit scalaire.
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INTRODUCTION

En mathématiques, la théorie du contrôle fournit à plusieurs domaines scienti�ques : la
physique, électronique, biologie, les sciences de l�ingénieur, chimie,...etc de comprendre la
façon dont une commande permet aux humains d�agir sur un système qu�ils souhaitent

maîtriser.
L�objectif de ce mémoire est l�étude de l�obsevabilité des systèmes linéaires positifs à temps

continu.
La théorie de I�observabilité est parfaitement établie depuis plusieurs années dans le cadre
des systèmes linéaires à temps continu ou discret et beaucoup de questions sont encore

ouvertes.
L�observalité est une caractéristique structurelle complémentaire d�une représentation

d�état d�un système qui nous indique la capacité pour un système à déterminer l�historique
d�un état à partir de la seule connaissance des variables de sortie mesurées.

L�observabilité comprend ainsi des métriques, logs et traces directement extraits ou envoyés
depuis une charge de travail ou une application, a�n d�être analyser à la volée. A partir de
ces sorties externes et données, il devient possible de déduire l�état actuel d�un système et

de disposer d�un contexte pour comprendre son état.

Notre travail est structuré en trois chapitres comme suit :
Le premier chapitre est consacré essentiellement à une présentation de quelques rappels indis-
pensables et nécessaires à la compréhension de ce mémoire. On donne de courtes dé�nitions
des matrices particulières, après nous rappolons quelques notions algèbriques, et on termine
par l�étude en détail des systèmes linéaires à temps continu.
Dans le deuxième chapitre nous présentons les systèmes linéaires positifs à temps continu en
utilisant le théorème de Metzler pour la positivité.
Dans le troisième chapitre, nous interessons à l�étude de l�observabilité des systèmes linéaires
positifs, en citons des conditions necessaires et su¢ santes pour l�observabilité de cette classe
de systèmes.
Tout au long de ce mémoire, notre travail est illustré par des exelmpes numériques.
En�n, nous terminons notre travail par une conclusion qui couvre tous les éléments du mé-
moire.

.



Chapitre 1

Préliminaires et notions de base

Dans ce chapitre, nous proposons quelques notions de base qui sont trés utiles dans notre
travail.
Pour ce faire nous nous sommes basées sur les références suivantes :[2], [3], [4],[8], [11],[12]et
[17].

1.1 Matrices Particulières

Dans cette section, nous rappolons quelques dé�nitions et caractérisations des matrices non-
négatives, positives et de Metzler.

Dé�nition 1.1.1 Soit la matrice A 2 Rn�m.

A est une matrice non-négative si 8 i 2 n;8 j 2 m : aij � 0; autrement dit toutes ses entrées
sont non-négatives. Nous noterons une telle matrice par : A � 0 ou encore, A 2 Rn�m+ :

Exemple 1.1.1 Considérons la matrice A suivante :

A =

24 0 0 0
3 0 2
1 0 7

35
A est une matrice non-négative.

Dé�nition 1.1.2 Soit la matrice A 2 Rn�m:

A est une matrice positive si A est non-négative et 9 k 2 n; 9 l 2 m : akl � 0; c�est à dire
toutes ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée (strictement) positive. Nous
noterons une telle matrice par A > 0:
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Exemple 1.1.2 Considérons la matrice A suivante

A =

24 1 2 9
0 1 2
1 5 0

35
A est une matrice positive.

Dé�nition 1.1.3 Soit la matrice A 2 Rn�m:

A est une matrice strictement positive si 8 i 2 n;8 j 2 m : aij > 0; i.e toutes ses entrées
sont (strictement) positives. Nous noterons une telle matrice par A >> 0.

Dé�nition 1.1.4 Soit la matrice A 2 Rn�m:

A est une matrice de Metzler si 8i 2 n;8j 2 m; i 6= j : aij � 0 i.e. toutes ses entrées hors
diagonales sont négatives.

Exemple 1.1.3 Soit la matrice B suivante :

B =

2664
�2 4 1 0
5 1 0 7
9 6 �1 3
1 3 2 0

3775
B est une matrice de Metzler.

Proposition 1.1.1 [8] A est une matrice de Metzler si et seulement si

8t � 0; eAt 2 Rn�n+ :

Ou de manière équivalente, 8t � 0; l�orthant positif Rn+ est eAt invariant, c�est à dire :

8t � 0; 8x 2 Rn+; eAtx 2 Rn+: (1.1.1)

Preuve :
Nécessité
Supposons que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel � > 0, tel que

(A+ �In) > 0:

Où
(A+ �In) + (��In) = (��In) + (A+ �In)

Il s�ensuit que,

eAt = e(A+�In)t+(��In)t

= e(A+�In)te(��In)t 2 Rn�n+ :
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Du fait que

e(A+�In)t; e(��In)t 2 Rn�n+ :

Su¢ sance
Supposons que t � 0; eAt � 0: Ainsi, puisque :

A =
d

dt
(eAt)t=0 = lim

t!0+

�
eAt � In

t

�
:

Prenons comme ej le jeme vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i 6= j;

aij = lim
t!0+

< eAtej � ej; ei >
t

= lim
t!0+

�
< eAtej; ei >

t
� hej; eii

t

�
= lim

t!0+
< eAtej; ei >

t
� 0

Puisque < ej; ei >= 0; on a, alors aij � 0 pour i 6= j et la matrice A est une matrice de
Metzler, alors eAtx 2 Rn+:

Dé�nition 1.1.5 (Matrice symétrique) Une matrice A est dite symétrique si

AT = A

Dé�nition 1.1.6 (Matrices dé�nies positives) Une matrice symétrique A dont les éléments
sont des nombres réels, est dé�nie positive, si pour tout vecteur x 2 Rn; non nul on a :

x 6= 0) xTAx > 0

Exemple 1.1.4 Soit la matrice A :

A =

24 2 �1 0
�1 2 �1
0 �1 2

35
A est dé�nie positive. En e¤et :
Pour tout x vecteur de R3; tel que x = (x1; x2; x3)T ; on a :

xTAx =

24 x1x2
x3

35T 24 2 �1 0
�1 2 �1
0 �1 2

3524 x1x2
x3

35
= 2x21 + 2x

2
2 + 2x

2
3 � 2x1x2 � 2x2x3

= x21 + (x1 � x2)2 + (x2 � x3)2 + x23 > 0



1.2 Polynôme caractéristique et valeurs propres
8

1.2 Polynôme caractéristique et valeurs propres

Dé�nition 1.2.1 Soit A une matrice réelle de dimension n et � 2 R: On dit que � est une

valeur propre de la matrice A; s�il existe un vecteur non nul X 2 Rn véri�ant

AX = �X:

Et on dit aussi que X est le vecteur propre de A associé à la valeur propre �:

Dé�nition 1.2.2 On dé�nit le polynôme caractéristique de la matrice carrée réelle A de di-
mension n par :

PA(�) = det(�In � A); � 2 R:

Les valeurs propres de A sont les racines de son polynôme caractéristique.

Exemple 1.2.1 Soit la matrice A suivante :

A =

�
1 0
6 3

�
;

le polynôme caractéristique de A est :

j�In � Aj =
���� �� 1 0
�6 �� 3

����
= ��2 � 4�+ 3
= (�� 3)(�� 1):

Donc les valeurs propres de A sont �1 = 3; �2 = 1:

Théorème 1.2.1 ( Cayley-Hamilton) Toute matrice carrée A satisfait son équation ca-
ractéréstique :

PA(�) = A
n + an�1A

n�1 + :::+ a1A+ a0In = 0;

avec ai; i = 1; ::; n des constantes réelles.
On déduit du théorème la relation suivante :

An = �an�1An�1 � an�2An�2 � :::� a1A� a0In (1.2.1)

= �
n�1X
i=0

aiA
i:
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Exemple 1.2.2 Soit

A =

�
2 3
1 1

�
:

Le polynôme caractéristique de la matrice A est :

PA(�) = det(�I � A)

=

�
�� 2 3
1 �� 1

�
= �2 � 3�� 1:

Il est facile de véri�er que

PA(�) = A2 � 3A� I

=

�
2 3
1 1

�2
� 3

�
2 3
1 1

�
� 1

�
1 0
0 1

�
=

�
0 0
0 0

�
:

1.3 Exponentielle d�une matrice carrée :

Nous rappolons dans cette section quelques dé�nitions, propriétés et techniques existent pour
calculer l�exponentielle d�une matrice carrée.

Dé�nition 1.3.1 Soit la matrice A 2 Rn�n: L�exponentielle de A notée exp(A) ou eA est la
matrice dé�nie par :

exp(A) =

+1X
K=0

Ak

k!
= In + A+

1

2!
A2 +

1

3!
A3 + :::+ ::: (1.3.1)

Propriétés : Soient A 2 Rn�n; B 2 Rn�n:

� eA+B = eAeB si AB = BA:

� 8A 2 Rn�n; eA est inversible et (eA)�1 = e�A:

� det(eA) = etr(A):
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1.4 Calcul eA pour des matrices particulières :

1.4.1 Le cas d�une matrice diagonale :

Si D est une matrice diagonale, c�est à dire :

D =

266664
d1 0 : : 0
0 d2 0 : 0
: : : : :
: : : : 0
0 0 : : dn

377775 :
Alors, son exponenntielle est dé�nie par :

eD =

266664
ed1 0 : : 0
0 ed2 0 : 0
: : : : :
: : : : 0
0 0 : : edn

377775
Exemple 1.4.1 Considérons la matrice A suivante :

A =

2664
5 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 3

3775 :

Alors

eA =

2664
e5 0 0 0
0 e2 0 0
0 0 e 0
0 0 0 e3

3775 :
1.4.2 Le cas d�une matrice diagonalisable :

Soit A est une matrice diagonalisable, c�est à dire, il existe une matrice P inversible et une
matrice diagonale D; telles que

A = PDP�1:

Alors

eA = PeDP�1
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Exemple 1.4.2 Soit

A =

�
0 1
�2 3

�
Au d�abord, on doit calculer les valeurs propres de A;

det (�I n�A) = (�1�1 )(�2�2 )

Après calcul, on obtient la matrice de passage et son inverse :

P=

�
1 1
1 2

�
; P�1=

�
2 �1
�1 1

�
Donc

eA = PeDP�1

=

�
1 1
1 2

��
e 0
0 e2

��
2 �1
�1 1

�
=

�
2e� e2 �e+ e2
2e� 2e2 2e2 � e

�
:

1.4.3 Le cas d�une matrice niplotente :

Si A une matrice carrée nilpotente d�indice � (A� = 0 pour tout � � �), alors :

eA =
��1X
i=0

1

i!
Ai = In + A+

1

2!
A2 +

1

3!
A3 + :::+

1

(�� 1)!A
��1

Exemple 1.4.3 Soit

A =

�
0 0
2 0

�
:

On a

A2 =

�
0 0
0 0

�
:

Par conséquent :

A� =

�
0 0
0 0

�
= 0; 8� � 2:

D�où

eA = I2 + A

=

�
1 0
0 1

�
+

�
0 0
2 0

�
=

�
1 0
2 1

�
:
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1.4.4 Par le théorème de Cayley-Hamilton :

eA =
n�1X
k=0

�kA
k = �n�1A

n�1 + :::+ �1A+ �0I: (1.4.1)

Où les scalaires (�i)0�i�n�1 sont solutions du système suivant :8>><>>:
�0 + �1�1 + �2�

2
1 + :::+ �n�1�

n�1
1 = e�1

::
::

�0 + �1�n + �2�
2
n + :::+ �n�1�

n�1
n = e�n

;

avec �i; i = 1; ::; n les valeurs propres de A.

Exemple 1.4.4 Soit la matrice A suivante :

A =

�
1 0
1 0

�
:

Les valeurs propres de A sont �1 = 0 et �2 = 1:
On a donc

eA = �1A+ �0I;

où �0 et �1 sont les solutions du système suivant :�
�0 = 1

e = �0 + �1
;

ce qui donne : �
�0 = 1

�1 = e� 1
:

D�où

eA = (e� 1)
�
1 0
1 0

�
+

�
1 0
0 1

�
=

�
e 0

e� 1 1

�
:

1.5 Notion de système

Dé�nition 1.5.1 Un système est un ensemble de pièces ou objets qui réalisent une opéra-
tion spéci�que, il y a donc une notion d�action sur l�environnement en fonction d�excitation
extérieure.
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Un système est ainsi dé�ni par ses entrées et ses sorties qui le relient à l�environnement
extérieur.

1.6 Systèmes linéaires en temps continu :

Dans cette partie, nous présentons la description d�un système linéaire en temps continu. La
représentation d�état permet de modéliser un système dynamique sous forme matricielle en
utilisant des variables d�état. On se place alors dans un espace d�état. Cette représentation
qui peut être linéaire ou non-linéaire.
Dans notre cas, nous intéressons à la classe des systèmes linéaires en temps continu.

Dé�nition 1.6.1 On appelle système linéaire invariant, un système dont le comportement
dans le temps, peut-être décrit par des équations di¤érentielles linéaires à coe¢ cients constants.

� :
x(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

; (1.1)

avec x(0) = x0; où x(t) 2 Rn représente l�état du système, u(t) 2 Rm le contrôle (la com-
mande) du système appelé aussi entrée, y(t) 2 Rp la sortie du système,
A 2 Rn�n; B 2 Rn�m; C 2 Rp�n; D 2 Rp�m sont des matrices de dimension appropriées
telles que :
A : matrice d�état,
B : matrice de commande (d�entrée),
C : matrice de mesure (sortie),
D : matrice de transfert directe,
x(t) : vecteur d�état,
u(t) : vecteur d�entée,
y(t) : vecteur de sortie.

Théorème 1.6.1 La solution du système (1.1) est donnée par :

x(t) = eA(t�t0)x(t0) +

Z t

t0

eA(t��)Bu(�)d� : (1.6.1)

Et la sortie est dé�nie par :

y(t) = CeA(t�t0)x(t0) + C

Z t

t0

eA(t��)Bu(�)d� +Du(t): (1.6.2)

Preuve :
Trajectoire d�état : Nous cherchons à résoudre l�équation d�état précédemment introduite
et qui s�écrit dans le cas général :

dx

dt
= Ax(t) +Bu(t)

Le cas des équations di¤érentielles matricielles se traite de manière similaire au cas scalaire.
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L�équation homogène associée s�écrit :

:
x(t) = Ax(t):

) dx

dt
= Ax(t):

)
tZ
t0

1

x(t)
dx =

tZ
t0

Adt:

Sa solution est :

x(t) = eA(t�t0)x(t0);

où t = t0 est l�instant initial.
La résolution avec second membre s�e¤ectue comme dans le cas scalaire :

dx

dt
= Ax(t) +Bu(t):

Ceci implique que

e�At
dx

dt
= e�AtAx(t) + e�AtBu(t):

D�où

e�At
dx

dt
� Ae�Atx(t) = e�AtBu(t)

) d

dt
(e�Atx(t)) = e�AtBu(t)

) e�Atx(t) = e�At0x(t0) +

Z t

t0

e�A(�)Bu(�)d� :

Donc

x(t) = eA(t�t0)x(t0) +

Z t

t0

eA(t��)Bu(�)d� :

Réponse du système est

y(t) = CeA(t�t0)x(t0) + C

Z t

t0

eA(t��)Bu(�)d� +Du(t):
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Exemple 1.6.1 On considère le système RCL suivant :

Les équations physiques de ce système électronique est comme suit :8<:
e(t) = (R1 +R2)i(t) + L

di
dt
+ v(t)

i(t) = cdv
dt

s(t) = R2i(t) + v(t)
;

avec R1; R2 > 0 et L, c > 0:
Suite à l�application des lois physiques notamment lois de Kirchho¤, on obtient le système
d�équations suivant : � :

x(t) = �R1+R2
L
x1(t) +

1
L
x2(t)

:
x(t) = 1

c
x1(t)

On pose : x1(t) = i(t) et x2(t) = v(t): Et aprés modélisation, il s�écrit le modèle :8>><>>:
� :
x1(t)
:
x2(t)

�
=

�
�R1+R2

L
1
L

c 0

� �
x1(t)
x2(t)

�
+

�
1
L

0

�
u

y(t) =
�
R2 1

� � x1(t)
x2(t)

�
:

: (1.2)

Ceci est équivalent à : � :
x(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

;

avec

x(t) =

� :
x1(t)
:
x2(t)

�
; A =

�
�R1+R2

L
1
L

c 0

�
;

B =

�
1
L

0

�
; C =

�
R2 1

�
et D = [0]



Chapitre 2

Chapitre2 : Systèmes linéaires positifs
à temps continu

Dans ce chapitre, nous di¢ nissons les systèmes linéaires positifs en temps continu. Ainsi nous
présentons les conditions nécessaires et su¢ santes pour qu�un système linéaire soit positif.
Pour ce faire nous nous sommes basées sur les références suivantes : [3], [6],[8],[13].
Considérons le système linéaire en temps continu décrit par :� :

x(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t)

; (2.1)

avec x(0) = x0; où x(t) 2 Rn représente l�état du système, u(t) 2 Rm le contrôle (la com-
mande) du système appelé aussi entrée, y(t) 2 Rp la sortie du système,
A 2 Rn�n; B 2 Rn�m; C 2 Rp�n; D 2 Rp�m sont des matrices de dimension appropriées
telles que :
A : matrice d�état,
B : matrice de commande (d�entrée),
C : matrice de mesure (sortie),
x(t) : vecteur d�état,
u(t) : vecteur d�entée,
y(t) : vecteur de sortie.

Dé�nition 2.0.2 le système (2.1) est dit positif si à toute entrée positive et condition ini-
tiale positive, correspond un état positif et une sortie positive, alors le système (2.1) est par
dé�nition est dit positif, si selement si,

8x0 2 R+;8u 2 R+; x(t) 2 Rn+ et y(t) 2 R+:

2.1 Propriétés principales

� Si l�états initial est positif (ou au moins non-négatif), alors la trajectoire se situe entièrement
dans l�orthant non- négatif.
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� Notons que les systèmes linéaires positifs sont dé�nis dans des cônes et non pas dans des
espaces linéaires.
Considérons à présent les dé�nitions et quelques résultats de positivité en temps continu.

2.1.1 Positivité externe :

Tout d�abord, donnons la première dé�nition de positivité des systèmes linéaires, la positivité
externe.

Dé�nition 2.1.1 Un système linéaire standard est dit externement positif si la sortie cor-
respondante à l�état initial nul est non-négative pour chaque entrée non négative, i.e pour x0
= x(0) = 0 et pour tout u(t) 2 Rm+ ; on a y(t) 2 R

p
+; pour t � 0:

2.1.2 Positivité interne :

A présent, nous pouvons donner la seconde dé�nition de positivité, qui est appelée positivité
interne.

Dé�nition 2.1.2 Un système linéaire est dit internement positif si pour x0 2 Rn+ et tout
contrôle u(t) 2 Rm+ ; pour t � 0; on a x(t) 2 Rn+ et y(t) 2 R

p
+ pour t � 0:

Cette dé�nition indique que toutes les trajectoires émanants de n�importe quel point dans
l�orthant non-négatif Rn+ (frontière incluse) de l�espace d�état R; sont obtenues en appliquant
une entrée non-négative au système, demeurent dans l�orthant non négatif et mènent à une
sortie non-négative.

Remarque 2.1.1 La positivité interne implique la positivité externe mais l�inverce n�est pas
vrai.

2.1.3 Quelques applications

Les applications sont nombreuses, on cite quelques exemples :
� Des systèmes à variables physiques positives par nature (niveaux, débits, problèmes de
bacs......) .
� Sciences de la communication et de l�information.
� Modèles de dynamiques de population.
� Processus industriels impliquant des réacteurs chimiques.
� Circuits RLC.
� Modèles à compartiments : applications en médecine, cinétique, chimique,.....
� Modèles économiques (Leontie¤, . . . )

Théorème 2.1.1 Le système est internement positif, si et seulement si, A est une matrice
de Metzler et B 2 Rn�m+ ; C 2 Rp�m+ et D 2 Rp�m+
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Preuve :
Nécessité
Si le système est internement positif, alors

x(t) 2 Rn+ et y(t) 2 R
p
+;

pour

x0 2 Rn+ et u(t) 2 Rm+ ;
tel que,

x(t) = eA(t�t0)x0 +

Z t

t0

eA(t��)Bu(�)d� ; (2.1.1)

et

y(t) = CeA(t�t0)x0 + C

Z t

t0

eA(t��)Bu(�)d� +Du(t): (2.1.2)

L�idée est de considérer la ieme composante de la matrice A; B et C respectivement et faire
étendre pour toutes les composantes. Pour cela, on se refère à [5] et [8], d�où le résultat.
Su�sance :
Si on suppose que la matrice A est de Metzler et les matrices B, C et D sont positives, alors
exp(At) est positive, d�après la proposition (1.1.1), cela montre que x(t) 2 Rn+ et y(t) 2 R

p
+

, 8t � 0:
Nous proposons dans ce qui suit deux exemples d�application.

Exemple 2.1.1 On considère le système RCL représenté par l�exemple (1.6.1).
Le système (1.2) est positif car la matrice

A =

�
�R1+R2

L
1
L

c 0

�
est une matrice de Metzler, et

B =

�
1
L

0

�
� 0; C =

�
R2 1

�
� 0

Exemple 2.1.2 Problème de bacs
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Dont la dynamique est décrite par :� :
x1(t)
:
x2(t)

�
=

�
�1 1
0 1

� �
x1(t)
x2(t)

�
+

�
0
1

�
u(t);

avec x1(t) = h1(t); et x2(t) = h2(t):

Comme la matrice A =
�
�1 1
0 1

�
est de Metzler et la matrice B =

�
0
1

�
est non négative,

alors le système est posistif.



Chapitre 3

Chapitre3 : Observabilité des systèmes
linéaires positifs à temps continu

Dans ce chapitre nous étudions l�observabilité des systèmes linéaires positifs à temps continu.
Pour ce faire nous nous sommes basées sur les références suivantes : [1], [5], [7], [8], [10], [11],
[14], [15], [16].

3.0.4 Observabilité des systèmes linéaires positifs

Considérons le système dynamique linéaire positif suivant :� :
x(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

; (3.1)

où
x(t) 2 Rn+, u(t) 2 Rm+ et y(t) 2 R

p
+, A est de Metzler et les matrices B, C et D sont positives

de dimensions appropriées.

Dé�nition 3.0.3 Le système (3.1) est dit observable s�il existe un temps tf � t0 tel que
la connaissance de l�entrée u(t) et de la sortie y(t) sur l�intervalle t 2 [t0; tf ] su¢ t pour
déterminer de manière unique la condition initiale x0.

Dé�nition 3.0.4 Le système (3.1) est complètement observable si quelque soit l�instant ini-
tial t0, l�état initial x0 à t0, et l�instant �nal tf di¤érent de t0, la seule connaissance de sa
sortie y(t) et de son entrée u(t) sur l�intervalle t0 � t � tf permet de connaître l�état initial
x0.

3.1 Tests d�observabilité des sysèmes linéaires positifs :

3.1.1 1.Test par la matrice de Kalman :

Il existe une caractérisation algébrique de l�observabilité d�un système linéaire due à Kalman :
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Théorème 3.1.1 [9] Le système linéaire (3.1) est observable (en temps tf quelconque) si et
seulement si, la matrice d�observabilité de Kalman :

O =

266664
C
CA
:
:

CAn�1

377775 (3.1.1)

est de rang n.
On dit alors que la paire (A;C) est observable.

Preuve : Dérivons y et utilisons l�équation d�état. Une première dérivation donne :

Cx = y

d�où

:
y = C

:
x

= CAx+ CBu:

Donc
CAx =

:
y � CBu

A ce niveau, tout se passe comme si la quantité

y1 =
:
y � CBu

était une nouvelle sortie. En la dérivant de nouveau, nous obtenons :

CA2x =
:
y1 � CABu:

Maintenant, x est néccessairement solution du système étendu

Cx = y0 = y

CAx = y1 =
:
y � CBu

CA2x = y2 =
:
y1 � CABu:

Il est alors facile de voir que x sera nécessairement solution des équations :

CAkx = yk:

Où les quantités connues
CAkx = yk;
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sont dé�nies par la récurrence
yk =

:
yk�1 � CAk�1Bu;

pour
k � 1 et y0 = y:

Si le rang de la matrice d�observabilité est maximal et égal à n, alors elle admet un inverse
à gauche (non nécessairement unique) P matrice n� pn véri�ant :

P

0BBBB@
C
CA
:
:

CAn�1

1CCCCA = In;

ainsi

x = P

0BBBB@
y0
:
:
:

yn�1

1CCCCA :
La condition de rang est donc su¢ sante.
Réciproquement, si le rang de cette matrice est strictement inferieur à n alors, il existe x0 6= 0;
tel que :

Cx0 = CAx0 = ::: = CA
n�1x0 = 0;

et donc par le théorème de Cayley�Hamilton :

8t 2 R; CeAtx0 = 0:

Par conséquent le système n�est pas observable.

Exemple 3.1.1 Considérons le système linéaire positif suivant :� :
x(t) = Ax+Bu
y(t) = Cx(t)

;

avec

A =

�
1 2
0 1

�
, B =

�
1
0

�
et C =

�
0 1

�
La matrice d�observabilité de Kalman est :

O =

�
C
CA

�
=

�
0 1
2 1

�
:
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Le rang de O est plein, alors le système est observable.

Exemple 3.1.2 Considérons le système linéaire positif (3) dé�ni par :

A =

�
1 1
0 1

�
; B =

�
2
0

�
et C =

�
0 1

�
En utilisant le critère de Kalman, on a :

O =

�
C
CA

�
=

�
0 1
0 1

�
Comme rang(O) = 1 < 2, alors le système n�est pas observable.

1. Pour un système linéaire, l�observabilité a lieu en temps quelconque si elle a lieu en temps
tf .
2. La notion d�observabilité pour un système linéaire ne dépend pas de la matrice B.
3. On a

rang

0BBBB@
C
CA
:
:

CAn�1

1CCCCA = n, rang
�
CT ATCT : : (An�1)TCT

�
= n

Remarque 3.1.1 L�observabilité d�un système de matrices caractéristiques (A;C) sera ap-
pelée observabilité de la paire (A;C):

Proposition 3.1.1 La paire (C;A) du système (3) est observable, si et seulement si,

n�1\
i=0

kerCAi = f0g (3.1.2)

Proposition 3.1.2 La paire (C;A) du système (3.1) est observable, si et seulement si,\
t2[0;� ]

kerCeAt = f0g (3.1.3)

Proposition 3.1.3 La paire (C;A) du système (3.1)st observable, si et seulement si,\
t�0
kerCeAt = f0g (3.1.4)

Théorème 3.1.2 La paire (C;A) du système (3.1) est observable, si et seulement si,

kerO = f0g
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Preuve : On démontre ce résultat par l�absurde.
Supposons que (C;A) est observable, selon la proposition (3.1.3) on a :\

t�0
kerCeAt = f0g

Supposons aussi que

kerO 6= f0g
i.e

9x 6= 0=Ox = 0: (3.1.5)

On sait que

CeAt =
n�1X
i=0

CAi
ti

i!
:

Soit
x 2

\
t�0

kerCeAt;

alors

x 2 kerCAi t
i

i!
= f0g ;8t � 0;8i = 0; ::; n� 1:

D�après la proposition (3.1.1) on a :

n�1\
i=0

kerCAi = f0g :

Soit

x 2
n�1\
i=0

kerCAi;

alors

x 2
\
t�0

kerCeAt = f0g ;

implique x = 0, donc la contradiction avec l�équation (3.1.5)
Inversement, supposons que

kerO = f0g
D�où

n�1\
i=0

kerCAi = f0g :
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Alors \
t�0
kerCeAt = f0g :

Donc la paire (C;A) est observable.

3.1.2 2. Test par le grammien d�observabilité :

les propriétés d�observabilité peuvent être analysées à l�aide d�une matrice dé�nissant le
grammien d�observabilité.

Dé�nition 3.1.1 Le grammien d�observabilité est la matrice symétrique dé�nie positive, no-
tée Wo 2 Rn�n dé�nie par :

Wo =

Z tf

0

eA
T �CTCeA�d� : (3.1.6)

Proposition 3.1.4 La paire (A;C) du système (3.1) est observable, si et seulement si, le
grammien d�observabilité Wo est une matrice inversible.

Preuve : On montre d�abord que W0 est symétrique.

W T
0 = (

Z n�1

i=0

CeAteA
T tCT )Td�

=

Z n�1

i=0

(CeAteA
T tCT )Td�

=

Z n�1

i=0

(eA
T tCT )T (CeAt)Td�

=

Z n�1

i=0

(CT )T (eA
T t)T (eAt)TCTd�

=

Z n�1

i=0

CeAteA
T tCTd� :

On en déduit que

W T
0 = W0:

Et donc W0 est symétrique.
En suite, pour x 6= 0
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< W0x; x > = <

Z n�1

i=0

CeAteA
T tCTd�x; x >

=

Z n�1

i=0

< CeAteA
T tCTx; x > d�

=

Z n�1

i=0

CeAtx; (eA
T tCT )Txd�

=

Z n�1

i=0

< CeAtx;CeAtx > d�

=

Z n�1

i=0

CeAtx2 d� � 0:
Donc est semi dé�nie positive.
� Montrons que W0 est inversible
Supposons que le système est observable, d�après la proposition (3.1.2), on a\

t2[0;� ]

kerCeAt = f0g :

Supposons aussi que W0 n�est pas inversible, i.e :

9x 6= 0 = Ox = 0:
Soit x 2 kerW0; cela veut dire que :

W0x = 0:

Et on a

xTW0x = < W0x; x >

=

Z t

i=0

< CeA�eA
T �CTx; x > d�

=

Z t

i=0

< CeA�x;CT eA�x > d�

=

Z t

i=0

CAA�x2 d�
qui est égale à 0; implique que : CAA�x = 0
La fonction CAA�x est continue, donc

CAA�x = 0, 8 t 2 [0; � ]:
Alors
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x 2
\
t2[0;� ]

kerCeAt ) x = 0;

on a une contradiction.
Inversement, supposons que W0 est inversible, i.e :

8x;W0x = 0, x = 0:

Et supposons aussi que le système n�est pas observable, selon la proposition (3.1.2), on a\
t2[0;� ]

kerCeAt 6= f0g

i.e

9x 6= 0 tel que x 2 kerCeAt; 8t 2 [0; � ]:
Contradition.

Exemple 3.1.3 Considérons le système (3.1), avec

A =

0@ 2 1 1
0 2 1
0 0 2

1A ; C = (1; 1; 1)
A est nilpotente d�indice 2; alors on a :

eA� = I + A�

=

0@ 1 + 2� � �
0 1 + 2� �
0 0 1 + 2�

1A
et

eA
T � = I + AT �

=

0@ 1 + 2� 0 0
� 1 + 2� 0
� � 1 + 2�

1A
Donc

Wo =

Z T

0

0@ 1 + 2� 0 0
� 1 + 2� 0
� � 1 + 2�

1A (1; 1; 1)T (1; 1; 1)
0@ 1 + 2� � �

0 1 + 2� �
0 0 1 + 2�

1A d�
=

Z T

0

0@ 1 + 4� + 4� 2 1 + 5� + 6� 2 2 + 8� + 8� 2

1 + 5� + 6� 2 1 + 6� + 9� 2 2 + 10� + 12� 2

1 + 6� + 8� 2 1 + 7� + 12� 2 2 + 12� + 12� 2

1A d�



après intégration, on obtient la matrice suivante :

W0 =

0@ T + 2T 2 + 4
3
T 3 T + 5

2
T 2 + 2T 3 2T + 4T 2 + 8

3
T 3

T + 5
2
T 2 + 2T 3 T + 3T 2 + 3T 3 2T + 5T 2 + 4T 3

T + 3T 2 + 8
3
T 3 1 + 7

2
T 2 + 4T 3 2T + 6T 2 + 4T 3

1A :
Comme det W0 = �1

9
T 7 6= 0; 8T > 0, alors W0 est inversible et donc le système est obser-

vable.

3.1.3 3. Test par les valeurs propres :

Proposition 3.1.5 [7] Le système (3.1) est complètement observable si :

rang

�
Ins� A
C

�
= n; (3.1.7)

pour toute valeur propre s de A.

Exemple 3.1.4 Considérons le système (3.1), avec

A =

�
�1 1
1 1

�
et C =

�
1 0

�
Les valeurs propres de A sont �

p
2 et

p
2:

� Pour la valeur propre �
p
2; on a :

�
�
p
2I2 � A
C

�
=

0@ 1�
p
2 �1

�1 �1�
p
2

1 0

1A
de rang 2:
� Pour la valeur propre

p
2; on a :

� p
2I2 � A
C

�
=

0@ 1 +
p
2 �1

�1 �1 +
p
2

1 0

1A
de rang 2:
On déduit donc que le système est observable.

Exemple 3.1.5 Considérons le système (3.1), avec

A =

�
1 4
2 �1

�
et C =

�
1 1

�
Les valeurs propres de A sont �3 et 3:
Pour la valeur propre 3; on a : �

3I2 � A
C

�
=

0@ 2 4
2 4
1 1

1A
Comme elle est de rang1 < 2; on déduit donc que le système est non observable.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la notion d�observabilité des systèmes linéaires positifs
à temps continu, en fournissant les conditions nécessaires et su¢ santes pour la positivité et
nous nous sommes basées sur trois tests d�observabilité, le premier est le critère de Kalman
et le deuxième est la matrice grammiene et le troisième par des valeurs propres.
Le travail est illustré par des exemples d�applications numériques.
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