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Résumé 

Dans ce travail, nous avons étudié et programmé en langage Matlab quatre méthodes 

différentes de résolutions du problème de recherche d’un plus court chemin d’un sommet à 

un autre (voire de n’importe quel sommet vers n’importe quel autre). Une étude 

comparative a été faite entre ces différentes méthodes, en utilisant les exemples donnés par 

OR-library. La méthode de Bellman bien qu’elle soit efficace, présente l’inconvénient majeur 

de ne pas traiter les graphes qui contiennent des circuits, celle de Dijkstra est simple efficace 

mais « exige » qu’il y ait des couts positifs. 

Notre objectif a été de concevoir un GPS pour la ville de mostaganem et toute l’algérie ,mais 

faute de disponibilité de données nous n’avons pas pu le réaliser et on s’attèlera à l’avenir 

d’y arriver.  
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Introduction

Voilà un problème d’optimisation combinatoire par excellence. Pour se déplacer d’un point à
un autre, la plus part des voitures sont dotées d’un GPS qui détermine le « meilleur » itinéraire
dans un sens que l’usager désire. On résout un problème de recherche d’un plus court chemin
d’un point à un autre.
Le problème de la recherche d’un plus court chemin dans un graphe est très varié. cela va du
problème le plus simple où l’on veut minimiser la longueur du chemin reliant deux points à la
minimisation d’une fonction de la longueur.
Très souvent nous avons des contraintes supplémentaires telles que la recherche d’un chemin
Hamiltonien (problème du voyageur de commerce ou les problèmes de tournées de véhicules)
ou un chemin Eulérien (problème du postier chinois avec ses variantes).
Les problèmes de cheminement sont très anciens et ils ont connus un grand développement avec
l’apparition de la théorie des graphes.
Dans ce travail, on s’intéresse au problème le plus classique : Pour un réseau donné, on déter-
mine un plus court chemin d’un sommet s (une racine) à un sommet p (puits).
Plusieurs algorithmes ont été développés selon que le graphe possède ou pas un circuit (algorithme
de Bellman), que les couts soient positifs (algorithme de Dijkstra) ou dans le cas général (al-
gorithme de Floyd et Ford). nous indiquerons l’algorithme de Floyd Warshall qui détermine un
plus court chemin entre toute paire de sommets (x,y) du graphe.
Bien que la complexité théorique soit connu pour tous ces algorithmes, nous avons programmé
toutes ces procédures en Matlab et fait une étude comparative en utilisant la base de données de
OR-Library.
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Chapitre 1

Définitions de base et notations

la théorie des graphes est une outil très puissant que l’on utilise
pour résoudre des problèmes d’optimisation combinatoire et bien
d’autre problèmes.
plusieurs problèmes réels peuvent être modélisés par des graphes :
Nous citons les problèmes du voyageur de commerce les problèmes
de localisation les problèmes du postier chinois , les problèmes de
cheminement et plusieurs autres problèmes.
Dans ce travail,on s’intéresse aux problème de la recherche d’un
plus court chemin dans un graphe .
Avant de pouvoir exposer notre problème, nous avons jugé utile de
donner quelques rappels sur la théorie des graphes.

1 Définition et notation

1.1 Graphes orienté

Définition 1.1.

un graphe G est défini par la donnée de :
* d’un ensemble X (fini) appelé ensemble de sommets(noeuds).
* d’un ensemble fini E appelé ensemble d’arcs.
* d’une application I :E→ X
A tout arc e, on lui associe son extrémité initiale I(e).
* d’une application T :E→ X

3



1. DÉFINITION ET NOTATION

A tout arc e, est associé un sommet ,T (e), l’extrémité terminale de
e.

On en déduit qu’un graphe est un quadruplé :G = (X,E,I,T )
Quand il n’y a pas d’ambiguïté possible et par abus de langage on
écrit tout simplement G(X,E).
dans tout ce qui suit, on considère G(X,E), le cardinal deX ,noté |X |
égal à n qu’on appelle ordre de G et |E| =m.

Soit u un arc de E, si x et y sont, respectivement, l’extrémité ini-
tiale et terminale de u alors, x et y sont dits adjacents. si x et y
sont confondus, u est appelé boucle.
Un sommet x est représenté par un rond et un arc u = (x,y) par
une flèche allant de x vers y.

Dans la figure 1.1, est représenté un graphe orienté d’ordre 5 sur
5 arcs.

1.2 Chemin

Définition 1.2.

Soient G un graphe et a et b deux sommets de X.
Un chemin de a à b dans G , est une séquence d’arcs de G telle que :
1- l’extrémité initiale de premier arc de la séquence est a.
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1. DÉFINITION ET NOTATION

Figure 1.1 – Graphe orienté

2- l’extrémité terminale du dernier arc de la séquence est b.
3- pour les autre arcs :l’extrémité terminale de chaque arc coïncide
avec l’extrémité initiale de l’arc qui le suit.

Un chemin est dit élémentaire si, en le parcourant, on rencontre
un sommet en au plus une fois.
Si dans un chemin, en le parcourant, on rencontre un arc en au
plus une fois alors il est dit simple
séquence :Une séquence d’arcs est une suite ordonnée d’arcs .

Remarque 1.1.

Tout chemin élémentaire est simple.

théorème 1.1.

Tout chemin contient (au sens de l’inclusion des arcs) un chemin
élémentaire .

1.3 Graphe non orienté

Définition 1.3.

Un graphe non orienté est défini par :
Un ensemble fini X appelé ensemble de sommets.
Un ensemble fini E appelé ensemble des arêtes.
Une application e définie de :
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1. DÉFINITION ET NOTATION

E → P2(X). P2(X) est l’ensemble des parties à deux éléments de X.
A toute arête u on associe ses extrémités e(u).
Une arête u dont les sommets sont x et y est notée (xy).
Dans la figure 1.2 nous avons représenté un graphe non orienté
d’ordre 4 sur 5 arêtes.

Figure 1.2 – Graphe non orienté

1.4 Sous-graphe

Définition 1.4.

Soit G = (X,E) un graphe et X ′ un sous ensemble de X alors, le
sous graphe de G construit X ′ est le graphe G′ = (X ′,E′) tel que E′

est constitué des arcs (ou arêtes) dont les extrémités sont dans E′.
Dans la figure1.3 est représenté le sous-graphe construit sur le sous
ensemble des sommets {x1,x3,x4} du graphe donné par la figure 1.2

Figure 1.3 – sous-graphe
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1. DÉFINITION ET NOTATION

1.5 Graphe partiel

Définition 1.5.

Soit A un sous ensemble de E. le graphe partiel construit sur A
est le graphe H = (Y ,A).
A la figure 1.4 est représenté un graphe partiel de G construit sur
le sous ensemble d’arcs {e1, e2, e4, e5} de E (donné à la figure 1.1)

Figure 1.4 – Graphe partiel

1.6 Chaînes

Définition 1.6.

Une chaine reliant a et b est une séquence d’arêtes ( ou d’arcs
) telle que :
1- Une extrémité du le première arête (ou arc) de la séquence est a.
2- Une extrémité du la dernière arête (ou arc) de la séquence est b.
3- Deux arêtes (ou arc) successives de la séquence sont adjacents.

1.7 Cycle

Définition 1.7.

Un cycle de G est une séquence circulaire d’arête ( ou arc ) tout
distincts de G.
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1. DÉFINITION ET NOTATION

1.8 Cycle

Définition 1.8.

Un circuit est une séquence circulaire d’arcs tous distincts.

1.9 Ordre de graphe

Définition 1.9.

Soit G = (X,E)un graphe telle que |X|=n, |E|=m.
On appelle ordre du graphe le cardinal de l’ensemble des sommets.

1.10 Connexité

Définition 1.10.

Un graphe connexe est un graphe tel que pour toute paire de
sommets x et y, il existe une chaîne reliant x et y, un graphe non
connexe est décomposé en plusieurs composantes connexes.
Dans la figure 1.5 est représenté un graphe connexe.

Figure 1.5 – Graphe connexe

1.11 f-connexe

Définition 1.11.

G est dit f-connexe s’il possède un seule composante f-connexe.

8



1. DÉFINITION ET NOTATION

Figure 1.6 – f-connexe

1.12 Arborescence

Définition 1.12.

Soit G(X,E) un graphe et soit α ∈ X
"α" et dit Racine (anti racine) s’il existe un chemin de "α" à x
pour tout x ∈ X (respectivement de x à "α").

Définition 1.13.

Soit G(X,E)un graphe.
G et dit arborescence si :
1) ∃ α ∈ X / α racine de G.
2) (X,E) Arbre.

théorème 1.2.

G(X,E), n = |X | ≥ 2.
Le s conditions suivantes sont équivalentes et caractérisent une ar-
borescence.
1) G arbre et possède "α" comme racine.
2) ∀ x ∈ X, il existe un chemin unique de la racine "α" vers x.
3) G admet "α" comme racine étant minimale pour cette propriété.
4) G connexe et plus (d−G(α) = 0,d−G(x) = 1).
5) G sans cycles et plus (1) est vérifier.
6) G admet ’n’ comme racine et est sans cycles.
le graphe de la figure1.7 est représenté une arborescence
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2. REPRÉSENTATION MATRICIELLE DES GRAPHES

Figure 1.7 – Arborescence

2 Représentation Matricielle des graphes

2.1 Matrice d’adjacence

[2] Considérons un graphe orienté G = (X,E) comportant n som-
mets ( d’ordre n). On numérote les sommets de G de 1 à n.
On appelle matrice d’adjacence associée à G la matrice M dont
chaque terme mij est égal au nombre d’arêtes orientées (d’arcs)
allant du sommet i vers le sommet j.
La représentation par matrice d’adjacence de G consiste en une ma-
trice booléenne M (ne contenant que des "0" et des "1") de taille
n * n telle que :

mi,j =
{

1 si (i, j) ∈ E
0 sinon

Propriété :

M est la matrice d’adjacence associée à un graphe orienté dont les
sommets sont numérotés.
p désigne un nombre entier naturel Le terme mij (ligne i et co-
lonne j) de la matrice Mp donne le nombre de chaînes de longueur
p reliant i à j.

10



2. REPRÉSENTATION MATRICIELLE DES GRAPHES

Exemple 2.1.

La matrice d’adjacence associée au graphe de la figure 1.9 est :

M =


0 1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 1 0



Figure 1.8 – Graphe orienté

Remarque 2.1.

1. l’identification des sommets peut aussi s’effectuer avec des lettres.
On indique dans ce cas, pour éviter toute ambiguïté, l’ordre choisi
sur les lettres pour écrire la matrice d’adjacence.
2. On admet que les propriétés de Mn vues pour les graphes non
orientés restent valables pour les graphes orientés.
Pour un graphe non orienté la matrice d’adjacence est définie comme
suit :

mi,j =
{

1 si (i, j) ou (j, i) ∈ E
0 sinon

Dans le cas dune graphe G non orienté, la matrice d’adjacence M
est symétrique.

11



2. REPRÉSENTATION MATRICIELLE DES GRAPHES

M =


0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0



Figure 1.9 – Graphe non orienté

2.2 Matrice d’incidence

Une matrice d’incidence est une représentation matricielle d’un
graphe montrant la relation d’incidence entre arêtes et sommets.
Considérons G un graphe orienté sans boucle G = (X,E) compor-
tant n sommets {x1,x2,x3...,xn} et m arêtes {e1, e2, e3..., em}.
On appelle matrice d’incidence de G la M = (mij) de dimension
n * m telle que :

mi,j =


1 si xi est l’extrémité initiale de ej

−1 si xi est l’extrémité terminale de ej
0 xi n’est pas une extrémité de ej

Pour un graphe non orienté sans boucles, la matrice d’incidence
(aux arêtes) est définie par :

mi,j =
{

1 si xi est l’extrémité de ej
0 sinon

12



3. CONCLUSION

Pour un graphe orienté
La matrice d’incidence du graphe de la figure 1.9, est la suivante :

M =


1 1 0 0 1
−1 0 1 0 0
0 0 −1 −1 −1
0 −1 0 1 0


Pour un graphe non orienté La matrice d’incidence du graphe de
la figure 1.10, est la suivante :

M =


1 1 0 0 1
1 0 1 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 0


3 Conclusion

La théorie des graphes donc a occupé la majeure partie de ce cha-
pitre, en particulier en ce qui concerne la fourniture de quelques
concepts de base sur notre travail que nous aborderons dans les pro-
chains chapitres.
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Chapitre 2

Problème de cheminement dans un réseau

1 Introduction

Le problème de cheminement (CP), problème fondamental dans
plusieurs disciplines, consiste à choisir un itinéraire de longueur
minimum pour aller d’une ville A à une ville B. On suppose don-
née une carte routière à laquelle on associe un graphe G = (X,E) ou
X, l’ensemble des sommets, est en bijection avec l’ensemble des car-
refours de la carte. Deux sommets x et y étant joint par un arc si
on peut se rendre du carrefour correspondant à xà celui correspon-
dant à y par un tronçon de route direct. A chaque arc e de E, on
associe sa longueur d(e) et on appelle réseau R = (X,E,d) le graphe
muni de l’application d.
Le problème de plus court chemin de A à B se formule de la ma-
nière suivante : étant donnés deux sommets A et ;Bd’un réseau
R = (X,E,d), trouver un chemin joignant A à B de longueur mi-
nimum, la longueur d’un chemin étant égale à la somme des lon-
gueurs des arcs composant la séquence.

Définition 1.1.

Un graphe orienté G = (X,E).
Une fonction poids d : E → R qui à tout arc e on associe son
poids d(e). Ceci nous permet d’introduire la notion de réseau R
qui est défini par R = (X,E,d). pour tout sous ensemble V de
E, on définit le poids, l(V ), de V par :

14



2. PROBLÈMES DE CHEMINEMENT :

l(V )=
∑
e∈V d(e) et par suite la longueur d’un chemin C par :

l(C)=
∑
e∈C d(e). On conviendra que la longueur d’un chemin qui ne

contient aucun arc qu’il est de longueur nulle.

2 Problèmes de cheminement :

Etant donnés deux sommets x et y d’un réseau R = (X,E,d),
nous avons trois cas possibles :
a. Il n’existe pas, dans R, de chemin de x à y.
b. Il existe un chemin de x à y, dans R, mais pas de longueur mi-
nimum (maximum).
c. Il existe un chemin, dans le réseau R, du sommet x au sommet
y qui soit de longueur minimum (maximum).

Exemple 2.1.

d(1,2) = 10;d(2,3) = 1;d(3,4) = 15;d(4,5) = −10;d(5,6) = 1;d(6,4) =
4;d(6,7) = 6.
Il existe des chemins du sommet 1 au sommet 7 ( et même une in-
finité de chemins ), mais il n’existe pas de plus court chemin de 1à
7 ( il suffit d’emprunter le cycle ((4,5), (5,6), (6,4)) de poids négatif
autant de fois que nécessaire ). Il existe un plus court chemin de 1
à 3 ( il est d’ailleurs de longueur 11 ) mais in n’existe pas de chemin
de 3 à 1.

Définition 2.1.
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2. PROBLÈMES DE CHEMINEMENT :

La longueur d’un plus court (respectivement d’un plus long)
chemin de x à y est appelée plus courte distance (respectivement
plus longue distance) de x à y. Si on note par d(x,y) la plus courte
distance de x à y alors :

d(x,y) =
{

minC : un chemin de x à y((l(C))
+∞ s’il n’existe pas de chemin de x à y

On introduit trois problèmes :

• Pro1 :déterminer un plus court chemin d’un sommet s à un
autre sommet p.

• Pro2 :Pour tout sommet x de X, déterminer un plus court che-
min d’un sommet s à tout sommet x de X.

• Pro3 :Pour tout couple de sommets (x,y) de l’ensemble X, dé-
terminer un plus court chemin de x à y.

Ci-dessous, nous donnerons des conditions nécessaires et suffisantes
d’existence de plus court chemins et des algorithmes efficaces pour
résoudre les problèmes de type Pro2. Aussi paradoxal que cela
puisse paraitre, l’obtention d’une solution d’un problème de type
Pro1 est obtenue en résolvant le problème de type Pro2.

Définition 2.2.

Un circuit de longueur négative est appelé circuit absorbant. le
circuit ((4,5), (5,6), (6,4)) de l’exemple 1 est absorbant puisque sa
longueur est égale à −5.

Des conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’un plus court
chemin est donnée par les résultats suivants :

théorème 2.1.
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2. PROBLÈMES DE CHEMINEMENT :

Dans un réseau R = (X,U,d) f-connexe , il existe un plus court
chemin entre tout couple de sommets si et seulement s’il n’existe
pas de circuit absorbant dans G.

preuve 2.1.

La condition est nécessaire, car si le réseau R admet un circuit
absorbant Cab alors, il suffit de parcourir Cab indéfiniment pour
obtenir un chemin de longueur égale à -∞
La condition suffisante est évidemment vérifiée. En effet : Comme G
est f-connexe alors il existe un plus court chemin élémentaire, dans R,
entre un sommet x et autre sommet yde l’ensemble des sommets X
et soit C un plus court chemin élémentaire de x à y. Supposons
qu’il existe un chemin C1 dont la longueur est strictement infé-
rieure à celle de C, alors C1 n’est pas élémentaire, C1 contient un
chemin élémentaire de x à yet soit C2 ce chemin, alors l(C2) ≤
l(C1) < l(C) ( car pour obtenir un chemin élémentaire on supprime
tous les circuits que comporte C1 - la non existence de circuits ab-
sorbants entraine l’inégalité - )ce qui est en contradiction avec le
fait que C est un plus court chemin élémentaire.

théorème 2.2.

Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution
du problème 2 est que ;
a. G admet une racine s.
b. et R ne contient pas de circuit absorbant.

preuve 2.2.

La condition (a) garantit l’existence d’un chemin de s à n’importe
quel sommet x de X et, on fait le même raisonnement que précé-
demment pour prouver le résultat.

théorème 2.3.
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2. PROBLÈMES DE CHEMINEMENT :

Dans un réseau R = (X,E,d), tout portion de chemin C
y
x , située

entre un sommet x et un autre sommet y, d’un plus court chemin
C de s à p est un plus court chemin entre x et y.

demonstration 2.4. ( procédons par l’absurde)

Supposons que C
y
x n’est pas un plus court chemin de x à y et

soit C1yx un plus court chemin de x à y alors C ′= (C ∪C1yx)-C
y
x est

un chemin de s à p qui est de longueur plus petite que celle de C.
Cela contredit le fait que C est un plus court chemin de s à p, d’où
le résultat.

théorème 2.5.

Une condition nécessaire et suffisante, dans le réseau R, pour
que les potentiels π(x) représentent les plus courtes distances du
sommet saux sommets x de X est que :
a) π(s)=0
b) On ait : π(T (e))−π(I(e) ≤ d(e) ∀ e ∈ E (1)
c) Le graphe partiel (X,v) défini par : v = {e ∈ E/π(T (e)) − π(I(e) =
d(e)} (2)
admette s comme racine.

demonstration 2.6.

Condition nécessaire :
Supposons que les potentiels π(x) représentent les plus courtes
distances du sommet s aux sommets x de X. Soient C un plus
court chemin de s à x(x un sommet de X )et e = (x,y)un arc de E
alors, C ′ = C ∪ {e} est un chemin de s y et sa longueur est égale à
π(x) + d(e) Cette longueur est nécessairement inférieure à à la plus
courte distance de s à y ( c’est à dire π(y) ) d’où l’inégalité(1). Si
l’arc u est situé sur un plus court chemin de s à y, d’après le théo-
rème 3, d(e) est un plus court chemin de x à y et donc : l(C ′) =
π(y)) = l(C) + d(e) = π(x) + d(e) d’où l’égalité (2) qui est vérifiée.
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3. ARBORESCENCE DES PLUS COURTS CHEMINS

Condition suffisante :
Si les potentiels π(x)vérifient (a) et (b) alors pour tout chemin C
de s à x on a :
l(C)=

∑
e∈cd(e) ≥

∑
e∈c(π(T (e))−π(I(e))) = π(x)−π(s) et pour un che-

min de s à x dans (X,V ) on a l’égalité.
Si l’on souhaite déterminer un plus court chemin allant d’un som-
met s vers un autre sommet p ( la destination est unique ), on
pourra utiliser la résolution du problème de type P ro2 ( qui cal-
cule tous les plus courts chemins partant de s ). En effet, on ne
connaît pas d’algorithme plus efficace pour résoudre ce problème.
Si l’on souhaite calculer tous les plus courts chemins entre tous les
couples de sommets possibles, on pourrait aussi utiliser la résolu-
tion du problème précédent, mais dans ce cas, on n’obtiendrait pas
un algorithme efficace.
Il faudra utiliser dans ce cas un algorithme spécifique, par exemple
l’algorithme de Floyd-Warshall.

3 Arborescence des plus courts chemins

Au fait, on va non seulement déterminer les plus courtes (voire
plus longues) distances entre une racine s et tout autre sommet de
X, mais des plus courts chemins entres la racine s et les différents
sommets de X. cela consiste à déterminer une arborescence de ra-
cine s et, pour déterminer un plus court chemin de s à x, on
remonte l’arborescence de x vers la racine s.
Nous allons étudier trois algorithmes qui permettent de résoudre le
problème pro2 :

• L’algorithme deBellman dans le cas où le graphe ne possède pas
de circuits.

• L’algorithme de Dijkstra est utilisé dans le cas où tous les poids
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4. OPTIMISATION DANS LES RÉSEAUX

sont positifs.

• Enfin un algorithme "bellman ford" pour un réseau quelconque.

4 Optimisation dans les réseaux

De nos jours, les réseaux de transport au sein d’une ville sont de
plus en plus complexes. Un voyageur commutateur se voit confronté
à déterminer un trajet optimal combinant plusieurs modes de trans-
port publics et /ou privés de disponibilité différentes. C’est l’une
des plus intéressantes applications du problème du plus court che-
min en raison de l’intérêt croisant pour la gestion dynamique des
systèmes de transport complexes. Ainsi, nombreuses applications
algorithmiques calculant le chemin optimal d’une source à une des-
tination dans ce type de réseau, ont été proposées pour accompa-
gner les voyageurs dans leur planification d’itinéraire Nous étu-
dions dans cet recherche, le problème du plus court chemin dans
un réseau dont les données de disponibilité des moyens de trans-
port changent dans le temps à cause des congestions, des retards et
des tableaux d’horaire pour le transport public.

2.1 Réseau

Définition 4.1.

Un réseau est un graphe connexe value G = (X,E,d)dans lequel il y
a un sommet s ( appelé la racine ) tel que d−(s) = 0 et un sommet
p ( appelé le puits ), tel que d+ = 0. pour e ∈ E, le nombre d(e)est
appelé le coût de la flèche u.

Dans la figure(2.1) est représenté un réseau .

Remarque :

20



4. OPTIMISATION DANS LES RÉSEAUX

Figure 2.1 – Réseau

L’arc en gras est un arc de retour dans le cas des réseaux de trans-
port.

4.1 Problème d’optimisation

Il existe plusieurs problèmes d’optimisation, considérons les pro-
blèmes suivants :

4.2 Problème de plus court chemin

Un problème de plus court chemin est un problème algorith-
mique de la théorie des graphes.
L’objectif est de calculer un chemin entre des sommets d’un graphe
qui minimise ou maximise une certaine fonction.
Il existe de nombreuses variantes de ce problème. Étant donné un
graphe connexe et fini. Un chemin le plus court entre deux som-
mets donnés est un chemin qui minimise la somme des valeurs
des arcs traversés. Pour calculer un plus court chemin, il existe de
nombreux algorithmes, selon la nature des valeurs et d’éventuelles
contraintes supplémentaires. Dans de nombreux cas, il existe des
algorithmes de complexité en temps polynomiale, comme l’algo-
rithme de Dijkstra,... , dans des graphes avec valeur positifs sur les
arcs.

Définition 4.2.
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4. OPTIMISATION DANS LES RÉSEAUX

4.3 Définition de problème du plus court chemin

[4] on appelle Le problème du plus court chemin le problème
suivant : étant donné un graphe G associons à chaque arc u un
nombre d(e) ≥ 0 que appelons la "longueur" de l’arc e ,Trouver un
chemin élémentaire C allant d’un sommet a à un sommet b et
telle que la longueur totale :
l(C)=

∑
e∈cd(e)

soit aussi petit que possible.
un chemin e joignant un sommet i à un sommet k est dit de lon-
gueur minimale ou maximale s’il minimise ou maximise cette lon-
gueur l(C) dans l’ensemble de tous les chemins joignant i à k.
Il sera intéressant d’introduire une matrice M dite matrice de lon-
gueurs dont élément Mij se définit comme suit :

Mi,j =


1 si (i, j) ∈ e
∞ si (i, j) < e

0 si i = j

4.4 Cheminement entre deux points x et y

Plusieurs problématiques peuvent être considérées lorsque l’on
s’intéresse au cheminement entre deux points d’un graphe. La plus
simple consiste à déterminer si un chemin entre x et y existe. On
veut savoir s’il est possible de se rendre d’un point x à un point
y en utilisant un (ou plusieurs) chemin(s). Ce sont des problèmes
d’existence de chemins.
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Chapitre 3

Résolution de problème

Il est courant, lorsque l’on cherche à se rendre d’un point à un
autre dans un réseau ( routier, par exemple), de chercher le plus
court chemin, c’est-à-dire celui dont la distance est la plus petite.
Si le nombre de trajets possibles entre le point de départ et le point
d’arrivée est faible, il suffira de calculer les longueurs de chacun
des trajets en additionnant la longueur des liens qui le composent
et de comparer directement les longueurs obtenues. Mais une telle
solution exhaustive devient rapidement impraticable si le nombre
de trajets possibles est grand.
Heureusement, il existe des algorithmes qui calculer tous les trajets
possibles. Pour cela, ils mettent en œuvre diverses stratégies. C’est
ce que nous allons présenter dans le chapitre suivante.[3]

1 Algorithme de résolution

Il existe plusieurs algorithmes pour résoudre les problèmes de
cheminement ( plus court chemin ) dans un réseau, nous représen-
terons ici les méthodes les plus connues.[1]

1.1 Algorithme de bellman

On applique cet algorithme pour la recherche d’une arborescence
des plus courts chemins dans un réseau R = (X,E,d) sans circuit .
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1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

Le principe :

L’idée de l’algorithme de Bellman, est de calculer de proche en
proche, l’arborescence des plus courtes distances, issue du sommet
s à un sommet donné p.
On calcule la plus courtes distances du sommet s à y, que si on
a déjà calculé les plus courtes distances du sommet s à tous les
prédécesseurs du sommet y.[1]

Enoncé :

Données : Un réseau R = (X,E,d) sans circuit absorbant avec d(e) ∈
R .
Résultat : Arborescence des plus courtes distances A.

Exemple 1.1.

Soit le réseau R = (X,E,d) de la figure suivante :
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1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

Initialisation :

Soit 1 un sommet de X. On pose : S={1} ; Π(1)=0 ; A = ∅.

Itération 1 :

Le sommet 2 est hors de S et tous leurs prédécesseurs sont dans S,
alors
Π(2)= Π(1)+d(1,2)=0+2=2⇒ u=(1,2)
S∪ {2} ={1,2} ={(1,2)}

Itération 2 :

Les sommets 3 et 5 sont hors de S et tout leurs prédécesseurs
sont dans S, alors
Π(3)(x) = Min {Π(1) + d(1,3) ; Π(2) + d(2,3)}.
Π(3)(x)= Min {0 + 3;2 + 3} = Min {3;5}=3⇒ u=(1,3)
Π(5)(x) = Min {Π(1) + d(1,5) ; Π(2) + d(2,5)}.
Π(5)(x)= Min {0 + 1;2 + 2} = Min {1;4}=1⇒ u=(1,5)
S∪ {3,5} = {1,2,3,5} ; A= A∪ {(1,3), (1,5)}= {(1,2), (1,3), (1,5)}

Itération 3 :

Le sommet 4 est hors de S et tout leurs prédécesseurs sont dans S,
alors
Π(4)(x) = Min {Π(3) + d(3,4) ; Π(5) + d(5,4)}.
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1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

Π(3)(x)= Min {3 + 2;1 + 7} = Min {5;8}=5⇒ u=(3,5)
Π(5)(x) = Min {Π(1) + d(1,5) ; Π(2) + d(2,5)}.
S∪ {4} = {1,2,3,4,5} ; A= A∪ {(3,4)}= {(1,2), (1,3), (1,5), (3,4)} On a :
|S | = |X | ; Terminer.
On obtient donc, l’arborescence de la figure suivante :

Exemple 1.2.

Soit le réseau R = (X,E,d) de la figure suivante :

bellman : le cas d’un circuit :

Soit 1 un sommet de X. On pose : S={1} ; Π(1)=0 ; A = ∅.
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1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

Itération 1 :

Le sommet 2 est hors de S et tous les prédécesseurs ne sont pas
dans S.
Le sommet 4 est hors de S et tous les prédécesseurs ne sont pas
dans S.
Alors, l’algorithme elle est sorte.
Donc, Bellman ne fonctionne pas. car il existe un circuit.

1.2 La Complexité de bellman

La complexité de l’algorithme de bellmman est : O(m).

1.3 Algorithme de dijkstra

Cet algorithme détermine les plus courts chemin d’un point s à
tous les autres points d’un réseau R = (X,E,d) où les longueurs
des arcs sont positives ou nulles.[1] (d(e) ≥ 0∀e ∈ E).

1.4 Historique

Cet algorithme est dû à Edsger W. Dijkstra (1930-2002), qui est
l’un des trois ou quatre informaticiens les plus importants du XXe
siècle : il reçut, en 1972, le prestigieux Turing Award, équivalent
du Prix Nobel ou de la médaille Fields. Il publia l’algorithme décrit
ici en 1959 (« A Note on Two Problèmes in Connexion with Graphs
», Numerische Mathematik, vol.1, PP. 269-271, 1959), l’année où
il soutint sa thèse à l’université d’Amsterdam. Un excellent article
(en anglais), téléchargeable en PDF, résume ses nombreuses contri-
butions.

Le principe :
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1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

L’idée de l’algorithme de Dijkstra est de calculer de proche en proche,
l’arborescence des plus courtes distances, issue du sommet s à un
sommet donné p.
Une particularité de cet algorithme est que les distances s’introdui-
sant dans l’ordre croissant.

Énoncé :

Données : Un réseau R = (X,E,d) avec (d(e) ≥ 0 ∀e ∈ E)
Résultat : Arborescence des plus courtes distances A.

Exemple 1.3. Soit le réseau R = (X,E,d) de la figure suivante :
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1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

• xi S Π(1) Π(2) Π(3) Π(4) Π(5)
S {x1} {x1} 0 2 6 ∞ ∞
S {x2} {x1,x2} 0 2 4 ∞ ∞
S {x3} {x1,x2,x3} 0 2 4 11 5
S {x5} {x1,x2,x3,x5} 0 2 4 7 5
S {x4} {x1,x2,x3,x5,x4} 0 2 4 7 5

Les Π(X) sont les plus courtes distances. L’arborescence des plus
courts chemins, issue du sommet X1 dans le réseau est la suivante
:

Exemple 1.4.

Soit le réseau R = (X,E,d) de la figure suivante : cas des coûts
négatifs.
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1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

Regardons ce qui se passe si on utilise notre algorithme pour
trouver le plus court chemin entre le nœud 1 et 4 :

itération xi π(xi) choix
1 1 0 0 + 1 (1 vers 2) ou 0 + 10 (1 vers 3)
2 2 1 1 - 100 (2 vers 4) ou 0 + 10 (1 vers 3)
3 4 -99

alors l’algorithme de dijkstra ne donne pas ici le bon résultat, donc,
l’algorithme ne marche pas quand le graphe contient des arcs dont
les coûts sont négatifs.

On voit bien que le chemin trouvé a une distance totale de -99,
cependant on peut faire mieux en empruntant le chemin suivant :
1, 3,4 pour une distance de -990. L’algorithme ne voit pas le nœud
3 comme intéressant car l’arc permettant d’y accéder a un poids de
10 alors que sur le chemin actuel notre poids est bien inférieur à
ce dernier, du coup on n’atteindra jamais l’arc de -1000 séparant le
nœud 3 et 4 qui offre un chemin optimal jusqu’à l’arrivée.
L’algorithme de Dijkstra ne fonctionne donc pas sur ce genre de
graphe, et ceci pour une simple raison : c’est un algorithme dit
glouton. Cela signifie qu’il va chercher à faire des choix locaux op-
timaux (c’est-à-dire à un instant t bien précis), pour espérer trou-
ver un choix global optimal aussi. Dans notre cas , on cherche à
emprunter à un instant t le chemin avec le poids le plus faible
possible (tout en considérant la distance déjà parcourue), pour es-
pérer tomber sur le nœud d’arrivée avec une distance minimale (ce
qui est démontrable).
L’algorithme se base donc sur le fait que rajouter un arc ne peut
jamais améliorer le chemin (puisque les poids sont forcément po-
sitifs ou nuls), et il ne peut donc pas fonctionner avec des poids
négatifs (qui eux peuvent dans certains cas améliorer le coût total).

30



1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

1.5 La Complexité de dijkstra

La complexité de l’algorithme de dijkstra est : O(n2).

1.6 Algorithme de bellman ford

Énoncé :

Données : Un réseau R = (X,E,d) avec d(e) ∈ R.
Résultat : Arborescence des plus courtes distances A.

Algorithme de bellman Ford :

Cet algorithme appliqué pour la recherche d’un plus court chemin
sur un réseau quelconque avec d(e) ∈ R.
Algorithme de Ford permet soit :

31



1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

– De mettre en évidence un circuit absorbant si celui-ci existe.
– De déterminer une arborescence des plus courts chemins de ra-
cine s dans un réseau s’il ne contient pas de circuit absorbant.

Le principe :

Le principe de cet algorithme est de changer en mieux une arbo-
rescence réalisable (initiale) de racine s jusqu’à l’obtention d’une
arborescence optimale des plus courts chemins, issue de s si celle-
ci existe.[1]

Exemple 1.5.

Soit le réseau R = (X,E,d) de la figure suivante :

π(xi) π(x0) π(x1) π(x2) π(x3) π(x4) S
Initialisation 0 ∞ ∞ ∞ ∞ /

Itération 1 0 2 5 ∞ ∞ x0

0 2 5 3 9 x1

0 2 5 3 9 x2

0 2 4 3 9 x3

Itération 2 0 2 4 3 9 x0

0 2 4 3 9 x1

0 2 4 3 8 x2

0 2 4 3 8 x3

Itération 3 0 2 4 3 8 x0

0 2 4 3 8 x1

0 2 4 3 8 x2

0 2 4 3 8 x3
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1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

1.7 La Complexité de bellman-ford

Si le graphe comporte n sommets et m arcs, chaque arc sera
relâché n− 1 fois, et on effectuera donc au total (n− 1)m relâche-
ments successifs. Si le graphe est représenté par des matrices d’ad-
jacence, on aura une complexité en O(n3), alors que s’il est repré-
senté par des listes d’adjacence, on aura une complexité en O(nm).

1.8 Algorithme de Floyd- Warshall

C’est un algorithme en O(n3), très efficace pour déterminer la ma-
trice des plus courtes distances dans un réseau R = (X,U,C) il a été
proposé par Broy en 1962, puis publié dans les articles de Floyd et
warshall.
l’algorithme consiste à : pour chaque paire de sommets (i, j) ∈ X2

de calculer de proche en proche la plus courte distance de i à j en
considérant que le chemin passe par un sommet intermédiaire k
(k ∈ {1,2, ,n}) ou pas.

Exemple 1.6.
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2. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

Initialisation d0 =


0 1 3 ∞
∞ 0 1 2
∞ ∞ 0 1
3 ∞ ∞ 0


k=1 d1 =


0 1 3 ∞
∞ 0 1 2
∞ ∞ 0 1
3 4 6 0


k=2 d2=


0 1 2 3
∞ 0 1 2
∞ ∞ 0 1
3 4 5 0


k=3 d3 =


0 1 2 3
∞ 0 1 2
∞ ∞ 0 1
3 4 5 0


k=4 d4 =


0 1 2 3
5 0 1 2
4 5 0 1
3 4 5 0


k=5 d5 =


0 1 2 3
5 0 1 2
4 5 0 1
3 4 5 0


La dernière matrice d5 représente la distance de chemin la plus
courte entre chaque paire de sommets.

2 Résultats numériques

voir le tableau suivant :
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2. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

• Interprétation des résultats

Comme le montre le tableau des tests sur les exemples de OR-library,
on remarque que tous les exemples contiennent des circuits et par
conséquent on ne peut pas appliquer l’algorithme de Bellman même
s’il est théoriquement efficace. cela explique pourquoi on a le plus
recours à l’algorithme de Dijkstra et surtout à celui de Bellman-
Ford.
Enfin le dernier algorithme présenté par Floyd et Warshall peut
s’avérer très efficace quand on souhaite obtenir toutes la matrice
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3. INTRODUCTION

des plus courtes distances.

3 Introduction

Il arrive que, dans un réseau routière par exemple, l’on veuille
déterminer un plus court chemin de s à p qui ne passe pas par
un certain nombre d’arc (pour le réseau routière) éviter de passer
par exemple par les autoroutes peut être souhaitable car elle sont
payants ou bien éviter des route dangereuse ou déterminer un plus
court chemin qui existe un certain nombre de sommets (pour le ré-
seau routière cela consiste à éviter des villes réputées être dange-
reuses ou faisant l’objet de trafic intense).

4 Conception du GPS

Pour concevoir un GPS, outil oh combien nécessaire dans la vie
moderne, le principe est simple :
Il s’agit d’adopter n’importe quel algorithme parmi ceux qu’on a cité
et, selon les demandes, si par exemple on veut éviter d’emprunter
les autoroutes car elles sont payantes cela se traduit par affecter un
cout infini à tout arc représentant une autoroute ou, au contraire
si on veut aller vite (sans regarder la dépense) et n’utiliser que les
autoroutes on devrait travailler uniquement sur le graphe partiel
construit surs les arcs représentants les autoroutes.
Il arrive assez souvent que l’on veuille éviter de passer par cer-
taines villes (sources de trafic intense, ou de dangerosité comme
les manifestations). Là aussi il suffit de travailler sur le sous-graphe
construit sur l’ensemble des sommets réputés sures.
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4. CONCEPTION DU GPS

4.1 Conclusion

Nous avons implémenté toutes les procédures en langage Matlab
et on peut affirmer l’efficacité de l’algorithme de Dijkstra et surtout
la procédure de Bellman-Ford.
L’algorithme du à Floyd et Warshall, en plus de sa simplicité s’est
avéré très efficace pour la détermination de la matrice des plus courtes
distances.
Nous pensons pouvoir l’optimiser en évitant certains tests inutiles.
Faute de temps et vu les circonstances de pandémie, nous n’avons
pas pu terminer notre mémoire par la confection d’un logiciel de
GPS. nous nous attelons fortement à cette tache dans un proche
avenir.
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