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Résumé

‘objet de ce travail est I’étude de la résolution des systémes linéaires par des méthodes

directes basées sur des algorithmes qui permettent, en un nombre fini d’opérations,
de calculer la solution exacte, et des méthodes itératives qui consistent en l’approche
de la solution exacte par une suite de solutions approchées. La résolution de ce type
de systéme s’impose dans plusieurs domaines d’ingénierie et de recherche. On a choisi
comme application a ce type de systéme ’analyse d’un circuit électrique. La résolution
du systéme équivalent trouvé est faite par une des méthodes décrite dans ce mémoire. On
a généralisé pour un réseau carré de résistances et on a montré que la matrice associée a
ce systéme équivalent a une forme tridiagonale avec, en plus, deux diagonales non nulles
symétriques plus loin en haut et en bas de la diagonale principales. Lorsque la taille du
systéme étudié est trés grande, la taille de la matrice a résoudre ne sera pas supportée
par l'espace mémoire de I'ordinateur. Dans ce cas, on résout ce systéme en le considérant
comme une matrice tridiagonale par blocs.

Abstract

ased on algorithms that allow, in a limited number of operations, to calculate the
B exact solution, and iterative methods consisting of approaching the exact solution
by a series of approximate solutions. The accuracy of this type of system is required
in many fields of engineering and research. Electrical circuit analysis was chosen as an
application for this type of system. The accuracy of the equivalent system is found by
one of the methods described in this note. We have generalized a square grid of resistors
and shown that the matrix associated with this parabola system has a trigonal shape,
plus two corresponding nonzero diagonals to the top and bottom of the main diagonal.
When the size of the considered system is too large, the size of the matrix to be solved
will not be supported by the computer memory space. In this case, we solve this system
by considering it a trigonal mass matrix.
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Notations

C . Corps des nombres complexes.
Crxm . Corps des nombres complexes de dimensions n x m.
Crxn : Corps des nombres complexes de dimensions n X n.
cn . Corps des nombres complexes de dimensions n.
R . Corps des nombres réels.
R™ . Espace des vecteurs a n entrées réelles.
R," . Espace des vecteurs & n entrées réelles non nul.
Rm>xm . Espace des matrices réelles de dimensions n x m.
M, (R) : L’ensemble des matrices carrés a coefficients réels.
n
Sn(R) : L’ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre n.
Gl, (R) : L’ensemble des matrices inversibles.
E :  La tension de la source en volts (V).
R La résistances en Ohms (€2).
U . La différence de potentiel aux bornes d’une résistance est mesurée en volts V.
I L’intensité de courant en ampéres (A).
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Introduction générale

L’objectif de ce travail consiste a présenter des méthodes directes et des méthodes itératives
pour la résolution numérique des systéemes d’équations linéaires. L’avantage des méthodes
directes est le fait d’avoir des solutions exactes mais couteuses en temps de calcul alors
que les méthodes itératives sont plus rapides mais avec des précisions limitées.

La motivation de ces outils de calcul est qu’ils ont une large variété d’application
dans plusieurs domaines d’ingénierie et de recherche. On peut citer comme exemples:
la résolution numérique de ’équation de Schrédinger, la conduction thermique dans les
systémes, la modélisation de l'interaction du sang avec la paroi artérielle, 'analyse des
réseaux électriques qui font 'objet d’une modélisation physique des matériaux composites.

Dans ce travail on a choisit comme application, la résolution numérique d’un réseau
électrique. La résolution du systéme est utilisée pour interpréter certains phénomeénes
physiques. Le probléme majeur rencontré par les chercheurs est le temps de calcul et
I’espace mémoire insuffisant des outils de calcul dans le cas des systémes de grandes
tailles .

Dans ce cadre, notre travail a été structuré comme suit :

e Dans le premier chapitre, on présente un rappel sur les notions élémentaires de
I’algébre linéaire qui concerne les matrices.

e Dans le second chapitre, on s’est intéressé a la résolution numérique d’'un systéme
d’équations linéaires par des méthodes directes..

e Le troisiéme chapitre est consacré a la résolution numérique d’un systéme d’équations
linéaires par des méthodes itératives.

e Dans le dernier chapitre, on a appliqué les méthodes de résolutions citées en haut
pour 'analyse des circuits électriques.



Chapter 1

Rappels et compléments sur les

matrices
1 Matrices . . . . . . ... L.
1.1 Matrices particuliéres . . . . . . .
1.2 Opérations sur les matrices . . .
1.3 Déterminant . . . . . . . ... ..
1.4
1.5 Valeurs propres et rayon spéctral

Normes vectorielles, normes matricielles. . . . . . . . ... ... ..



Chapitre I: Rappels et compléments sur les matrices

L’algébre linéaire est un outil essentiel pour toutes les branches des mathématiques,
en particulier lorsqu’il s’agit de modéliser puis résoudre numériquement des problémes
issus de divers domaines. Dans ce chapitre, nous rappelons les notions élémentaires
d’algébre linéaire que nous utiliserons dans le reste de ce manuscrit qui concerne les
matrices. La résolution d'un certain nombre de problémes d’algébre linéaire se raméne
a des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en particulier pour la résolution des
systémes linéaires.

1 Matrices

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d’un certain nombre de problémes
d’algébre linéaire se raméne a des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en
particulier pour la résolution des systémes linéaires.

Définition 1 [7/

e Soient m et n deux entiers positifs. On appelle matrice a m lignes et n colonnes,
ou matrice m X n , ou bien encore matrice de type (m,n) a coefficients dans k un
ensemble de mn scalaires a;; dans k avec v = 1,...,m et j = 1,...,n représentés
dans le tableau suivant :

a1;  aiz ... Qip

A— Q21  dg2 ... QA2p

m1 Am2 ... Gmp
o Les éléments a;; sont les coefficients de la matrice A avec i = 1,...,m et j =
1,...,n, lentier © est appelé indice de ligne de la matrice A, et l’entier j est dit

lindice de colonne de la matrice A.

e Un vecteur colonne est une matrice de type (m,1) et un vecteur ligne une matrice
de type (1,n).

o Sik =R (resp k =C) on écrit A € R™" (resp A € C"™*").

e Sin=m on dit que A est une matrice carrée ,on aura alors:

On appelle (ay1,as, . ..

On s’interesse a présent aux matrices carrés a coefficients réels.

ail  aig A1n

a21 A22 Aon
A=

Anp1  Ap2 Ann

,Anp) la diagonale de la matrice (1).




Chapitre I: Rappels et compléments sur les matrices

1.1 Matrices particuliéres

Définition 2 [7] Une matrice A € M,, (R) est dite triangulaire supérieure (respectivement
triangulaire inférieure) si¥ i > j,a;; =0, (respectivement Vi < j, a;; =0) .

Définition 3 [3/ Une matrice qui est a la fois triangulaire supérieure et triangulaire
inférieure est dite matrice diagonale noté D. Autrement dit Vi = j,a;; = 0.

a1 0 0
D— 0 a9292 0
0 0 Qnn

Définition 4 /3] La matrice identité ou matrice unité est une matrice carrée avec des 1
sur la diagonale et des O ailleurs. Elle est notée par I,

1 0 0

0 1 0
D=

0 0 . 1

Définition 5 /23] On appelle déterminant de A le scalaire défini par la formule suivante

det A = Z signe ()

1T a7 ..anmy.

TeP
P = {7r = (m,. .. ,Wn)T} est I’ensemble des n! multi-indices obtenus par permutation du
multi-indice 1 = (1,...,n)T et signe vaut 1 (respectivement —1) si on effectue un nombre

pair (respectivement impair) de transpositions pour obtenir a partir de i.

Example 1. Soit

-1 0 5
A=11 2 =3
-2 7 11
2 =3 1 -3 1 2
det(A) = —1 +0 +5
7 11 -2 11 -2 7

=12 x11=7x%x (=3)+5(1x7—(=2) x2)

=12




Chapitre I: Rappels et compléments sur les matrices

Propriété 1.1 [23] Soient A,B € M, (R), on a alors (A.B)" = B'A' et (A+ B)' =
A+ B

Définition 6 /23] On définit A la matrice transposé de la matrice A = (a;;) € M, (R)
par A* = (aj;) € M, (R).

2 1 1 2 4 =2
Example 2. Soit A = 4 —6 0 |,alorsA'=11 —6 7
-2 7 2 1 0 2

Propriété 1.2 Si A € M, (R) alors A+ A € S, (R).

Définition 7 [7] Une matrice A € M, (R) est dite symétrique si A = AT.

2 -1 1
Example 3. A=| -1 —¢6 0 | =A4"7
1 0 2

Définition 8 /23] On dit que A € M, (R) est a diagonale strictement dominante si est

seulement si
n

|aii|> Z |aij|, 1SZSTL

=1,
3 1 1
Example 4. La matrice A = 4 —6 0 |estadiagonale strictement dominante
-2 2 7

’&11‘ > ’a12’ + |&12‘
car |age| > |ag1| + |ags]

|ass| > |as1| + |as:]

Définition 9 [10] Soit A = (a;)1ijn une matrice d’ordre n, A € M, (R). A est dite
tridiagonale, si les seuls éléments non nuls se trouvent sur la diagonale ou adjacents a la
diagonale, c’est-a-dire a;; = 0, pour |i — j| > 1. Autrement-dit, c¢’est une matrice dont
tous les coefficients qui ne sont ni sur la diagonale principale, ni sur la diagonale juste
au-dessus, ni sur la diagonale juste en dessous, sont nuls, i.e. elle est sous-forme:

(03] 61 0 0 cee 0
Mnoaz B 0 s 0
0 0 Yn—2 Op—1 5n—1
O 0 O Yn—1 Qp




Chapitre I: Rappels et compléments sur les matrices

1.2 Opérations sur les matrices

[25] L’ensemble M, (R) est naturellement muni d’une addition interne et d’une multiplication
externe (on peut multiplier une matrice par un réel terme a terme).

1. Addition : Si A = (a;;) et B = (b; ;) sont deux matrices de M,,(R), leurs somme
A+ B est la matrice (a;j + b; ;)i

ajp +by aip+biz ... ap, +biy,
A n B a921 + b21 a92 + b22 ... QAop + bzn
an1 + bnl An2 + bn2 N ) + bnn

2. Multiplication par un scalaire : Si A = (a;;) est une matrice de M, (R), et A
est un réel, le produit A\A est la matrice (Aa; ;);;.

/\(111 )\CL12 e )\aln

Aa Aa ce. Ao
AA — 21 22 2

>\(1n1 )\ang e )\ann

3. Produit de deux matrices : le produit d’une matrices A de taille (m, p) par une
matrice B de taille (p,n) est la matrice C'(m,n), dont les coefficients sont donnés
par ¢;; = > n_agby, i=1,....m, j=1,...,n.

1

1
0 1 -1 -2
A= 2 3 et B=

-3 =2 0 1
1 -1

la matrice A a 3 lignes et 2 colonnes, la matrice B a 2 lignes et 4 colonnes. Le produit
AB a donc un sens : c¢’est une matrice a 3 lignes et 4 colonnes

1 1 -3 -1 -1 -1
0o 1 -1 -2

2 3 = -9 -4 -2 -1
-3 =2 0 1

1 -1 3 3 -1 -3

Remarque 10 [25] Le produit matriciel a toutes les propriétés que l'on a d’un produit,
sauf qu’il n’est pas commutatif .

Propriété 1.3 [25] Le produit matriciel posséde les propriétés suivantes:




Chapitre I: Rappels et compléments sur les matrices

e Associativité: Siles produits AB et BC' sont définis, alors les produits A(BC) et
(AB)C' le sont aussi et ils sont égauz.

A(BC) = (AB)C.

e Linéarité a droite: Si B et C' sont deux matrices de mémes dimensions, si A et
i sont deux réels et st A a autant de colonnes que B et C ont de lignes, alors

A(\B + uC) = MAB + pAC

e Linéarité a gauche: Si A et B sont deur matrices de mémes dimensions, si A et
i sont deuz réels et st C' a autant de lignes que A et B ont de colonnes, alors

(M + uB)C = AAC + pBC

Définition 11 /7] Une matrice A € M, (R) est dite inversible s’il existe une matrice
(unique si elle existe), notée A~* vérifiant

AAT T =ATTA=1T

Dans le cas contraire, on dit que la matrice est singulére.

3 3

> 1 e

Example 5. A= 4 —6 0 |,alors A7l= % _g _%
-2 7 2 -1 1 1

car AA ' =A"1A=1T

1

Propriété 1.4 [23] Si A € Gl,, (R) alors A~ € Gl,, (R) et (A™')" = A. De plus on a :

VA € Gl, (R),VB € Gl,, (R) alors AB € GI,, (R) et (AB)™' =B 'A™.
Propriété 1.5 /23] Soit Une matrice A € M,, (R).

e Si A est une matrice triangulaire supérieure (respectivement triangulaire inférieure)
son inverse A™1 est une matrice triangulaire supérieure, (respectivement triangulaire

inférieure).

e Si B est une matrice triangulaire supérieure (respectivement triangulaire inférieure)
le produit AB est une matrice triangulaire supérieure, (respectivement triangulaire
inférieure).

o Si A est une matrice triangulaire supérieure (respectivement triangulaire inférieure),

on a alors
A est inversible <= a; # 0,Vi € {1,2,...,n}

Propriété 1.6 [23/ Une matrice A € Gl,, (R) si et seulement si ses vecteurs colonnes
sont linéairement indépendants.




Chapitre I: Rappels et compléments sur les matrices

1.3 Déterminant

Le déterminant est un nombre que l'on associe & n vecteurs (vy,...,v,) de R™. Le
déterminant permet de savoir si une matrice est inversible ou pas, et de fagon plus générale,
joue un roéle important dans le calcul matriciel et la résolution de systémes linéaires.

Propriété 1.7 [14] Dans le cas des matrices carrées d’ordre n, on a les propriétés suivantes

o detl = 1.
o detA' = detA.
o det(aA) = a™det A.

o detAB = detA x detB.

o Si A est inversible, detA=! = d;A.

Propriété 1.8 /7] Soit A € M, (R), on a alors (A~1)" = (A")™".

1.4 Normes vectorielles, normes matricielles

Définition 12 /23] Une norme vectorielle est une application de R™ dans R qui associe
a un vecteur x un scalaire noté ||x|| et qui vérifie les trois propriétés suivantes:

1. La norme d’un vecteur est toujours strictement positive, sauf si le vecteur a toutes
ses composantes nulles,i.e.,

|z]| >0 sauf sixz=0
2. Si « est un scalaire, alors
ez || = |a] |||
ot |a| est la valeur absolue de o

3. L’inégalité triangulaire est toujours vérifiée entre deux vecteurs x ety quelconques;i.e.,

[z +yll < ll=[] + llyll

On peut définir, plusieurs normes vérifiant les trois propriétés nécessaire comme le
montre 'exemple suivant

Example 6. [23]

e La norme euclidienne d'un vecteur x qui est notée par ||z||, et est définie comme
suit:

lally = /a3 + 3+ ... +a2

e La norme /4 d’un vecteur z qui est notée par ||z||,; et est définie comme suit:

n
Izl = Jail
i=1

8




Chapitre I: Rappels et compléments sur les matrices

e La norme [, d'un vecteur = qui est notée par ||z|| et est définie comme suit:

Il = ma fai

Etant donné alors le vecteur z = (1, —3, —8)" dans R? ainsi
el = v/ F (3P + (-9 = V7.
lzll, = (1] + |—3| + 8] = 12.
lelle = max (1], |-3],-8) =&
Comme on s’intéresse plus particuliérement aux systémes linéaires, il importe de pouvoir
définir des normes relatives aux matrices.

Définition 13 /23] Une norme matricielle est une application qui associe & une matrice
A un scalaire noté || A|| vérifiant les quatre propriétés suivantes

1. La norme d’une matrice est toujours strictement positive, sauf st la matrice a toutes
ses composantes nulles, i.e.

A >0 st A=0

2. Si « est un scalaire, alors
loz]] = [ ||=]]

3. L’inégalité triangulaire est toujours vérifiée entre deux matrices A et B quelconques;
1.€.,
A+ B[ < [All + Bl

4. Une quatrieme propriété est nécessaire pour les matrices

[AB]| < [lA]- I Bll

Remarque 14 [23] On peut construire une norme matricielle a partir d’une norme

vectorielle quelconque en posant ||A|| = sup ||Az|| et on montre que toutes les propriétés
ll=|=1
d’une norme matricielle sont ainsi vérifiées. Une norme matricielle ainsi construite est

appelée norme induite (ou norme subordonnée) par la norme vectorielle.

Theorem 15 [23] Les normes matricielles induites par les normes vectorielles 1y et o
sont respectivement données par

[All, = sup [[Az], = maXZI%\

< <n
ll]l,=1 1

n
|4l = sup [Azll, = maxy lay]
7j=1

Izl o =1 Isisn

|All, = sup ||Az|l, = /p(AtA), oi p(A'A) désigne le rayon spectral de A'A  (1.1)

||$H2:1




Chapitre I: Rappels et compléments sur les matrices

Example 7. FEtant donnée la matrice A définie comme suit

1 -2 3
A=15 1 1
1 =9 0

ALors

|All, = max(7,12,4) =12 et |A|l, = max(6,7,10) = 10

Lorsque 'on s’intéresse aux systémes linéaires, on doit souvent manipuler des produits de
matrices par des vecteurs , d’ou 'intérét de la définition suivante.

Définition 16 /23] Une norme vectorielle et une norme matricielle sont dites compatibles
st la condition suivante:

[Az || < [JA] ] (1.2)

est satisfaite pour toute matrice A et vecteur x.

Example 8. [19] On considére le vecteur z = (1, —3, —8)" et la matrice
1 -2 5
A= -3 1 =5 Le produit Az donne le vecteur
1 -9 0

Az = (—33,34,28)"

par suite
[Axlly =95 [[Azfl, =34 [[Az], = V3029

Et donc l'inégalité (1.2) devient respectivement

95 < (12)(12) en norme [y
34 < (10)(8) en norme o
V3029 < (V/147)(V/74) en norme I,

1.5 Valeurs propres et rayon spéctral
e On appelle valeur propre d’'une matrice A € C™*™ toute racine du polynéme caractéristique
Pa(A) =det(A—AL,) =0 (1.3)

La multiplicité algébrique d’'une valeur propre est sa multiplicité en tant que racine
de I’équation caractéristique. Lorsque 1’on parle de multiplicité d’une valeur propre
c’est de la multiplicité algébrique dont il s’agit ,

e [’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de A et se note spec A,

10



Chapitre I: Rappels et compléments sur les matrices

e On appelle vecteur propre de A associé a la valeur propre A tout vecteur non nul
x € C™ vérifiant Ax = Az, la réunion du vecteur 0 et des vecteurs propres associés a
la valeur propre A est un sous-espace vectoriel E) de C" appelé sous-espace propre
associé a A, sa dimension dim F) est la multiplicité géométrique de A, elle est
toujours inférieure ou égale a la multiplicité algébrique [2].

Example 9.
-1 0 0
A= 1 31 (L4)
2 01

Le polyndéme caractéristique est

A+1 0 0
AL, —Al=| -1 A—3 -1
—2 0 A—1
=A+1HA=3)(A=1)
— (X -1)(A-3)

Les valeures propres de la matrice A sont Ay =1, Ay = =1, A\3=3

Définition 17 [15] Soit A une matrice carrée inversible. On appelle rayon spectral de A
que l'on note p(A) la quantité

p(A) = max |} (L5)

A € specA

Le rayon spectral d’ une matrice joue un role central dans ’analyse de nombreux phénomenes
et il est important de pouvoir le calculer.

Example 10. Nous utiliserons la matrice précedent (1.4) pour que les valeurs propres
de ce matrice soient A\ = 1, Ay = —1, A3 = 3 Comme définition du rayon spectral (1.5)
nous trouvons

p(A) = max {[1],| = 1|, |3[} = 3

Propriété 1.9 /2] p(A) < ||A|| pour toute norme matricielle.
Preuve. [2] Si z est un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre A de A on a:
[Az]] = [A] ]| = [[Az]] < [[A]] []]
On en déduit que toute valeur propre A vérifie |\| < ||A|| et donc p(A) < ||A]| =
Theorem 18 [23] Soit 01(A) la plus grande valeur singuliére de A, alors
1All2 = V/p(A*A) = p(AA") = 01(A)

11



Définition 19 [21] Soit A € M, (R).On dit que A est définie positive si et seulement si
XtAX > 0,VX € R™.

Theorem 20 /23] Soit M, (R) une matrice symétrique. Alors, A est définie positive si
et seulement si une des propriétés suivantes est satisfaite :

o X!'AX >0,VX € R?;
e les valeurs propres des sous-matrices principales de A sont toutes positives;
e [es mineurs principauxr dominants de A sont tous positifs ;

e il existe une matrice inversible M telle queA = MMT.

12
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Chapitre II: Méthodes directes de résolution des systéemes linéaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique d’un systéme d’équations
linéaire par les méthodes directes. Les systémes de m équations a n inconnues x1, s, ...y,
se posent dans toutes les branches de I'ingénierie et de la science.

Cette partie est consacrée a la solution de systémes d’équations linéaires algébriques de
la forme

Az =10 (IL.1)

Ou x est le vecteur colonne dont les composantes sont les x; dites les variables inconnues
a déterminer, A est une matrice comportant m lignes et n colonnes désigne les coefficients
constants des vriables inconnues, et b le vecteur colonne appelé le second membre de m
composantes.

On considére alors, la résolution du systéme linéaire

Az =10 (IL.2)

ol A est une matrice carrée d’ordre n, supposée inversible, b est un vecteur de R" et x
est le vecteur des inconnues.

Théoriquement, le fait que A soit inversible entraine que le systéme (I1.2) admet une
solution unique x = A~'b, mais cette écriture suppose que 1’on dispose de la matrice A1,
mais l'obtention de A™! est équivalente & la résolution de n systémes linéaires, en plus de
la multiplication z = A~'b. Une autre méthode consisterait & obtenir les x; a 1’aide des
formules de Cramer, c’est a dire,

_detAi 1
i detA’li T

.n

ou A!, est la matrice de taille n obtenu en remplacant la i — me colonne de la matrice A
par le vecteur colonne b [23].

Example 1. [3]| Soit a résoudre le systéme a trois équations :

80x1 — 20z9 — 2023 = 20
—201’1 + 40$2 — 20333 =20
—20z1 — 2024 + 13023 = 20

Tous d’abord, on calcule le déterminant de A:
80 —20 —-20
det(A) =det | —20 40 —20 | = 300000
—20 —20 130

Par la suite, on calcule aussi les déterminants des matrices A', A% et A3, ces matrices
sont obtenues en changeant les colonnes de A par les valeurs de b:

20 —20 —-20
det(A') =det | 20 40 —20 | = 180000
20 —20 130

14
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80 20 —20
det(A%) =det | —20 20 —20 | = 300000
—20 20 130

80 —20 20
det(A®) =det | —20 40 20 | = 120000

—-20 =20 20

Ce qui permet de trouver les valeurs des trois inconnues de fagon trés simple par la régle
de Cramer

~det(AY) 180000

= = = 0,60
17 get(A) 300000
det(A2) 300000

€T = = =
>7 det(A) ~ 300000
_ det(A%) 120000 _ o

“3 7 "qet(A) 300000

Le nombre des opérations nécessitent pour calculer la solution du systéme est (n+ 1)!
[5]. Ce nombre devient impossible a réaliser lorsque n est grand, alors la méthode de
Cramer et les méthodes similaires s’avérent inutilisables. Il faut donc développer des
méthodes alternatives avec un cotit (ou nombre d’opérations) raisonnable. Nous parlerons
d’abord d’une méthode directe de résolution de systemes d’équations algebriques linéaires:

Les méthodes directes sont des procédures systématiques basées sur 1’élimination
algébrique, qui obtiennent la solution en un nombre fini d’opérations arithmétiques, on
peut alors déduire que le temps de calcul nécessaire a la résolution peut étre trés long si
n est grand.

1 Résolution des systémes triangulaires

La stratégie de résolution est basée sur les opérations que nous utiliserons sur les lignes du
systéme (I1.2) pour le ramener & un systéme triangulaire . En effet, il suffit de commencer
la résolution par ’équation qui se trouve a la pointe du triangule et de résoudre ensuite
une a une les équations du systéme. On parle de descente triangulaire ou de remontée
triangulaire, selon le cas.

e Si A est une matrice triangulaire inférieure, alors la résolution de (I1.2), se fait par
déscente, ce qui veut dire

b1
rK = —
a1
ensuite, on déduit les inconnues x», x3, ... x, grace a la relation

i—1
1
i=— | b — ijTj 23
Z » ( j;aJIJ> 23]
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Chapitre II: Méthodes directes de résolution des systéemes linéaires

Example 1.
300 T 9
1 20 xo | = |7
3 21 T3 14

la résolution va nécessiter une descente triangulaire qui consiste a résoudre la 1™
équation du systéme.

En se rappelant (2), on a :
b9

= :—:3
i a1 3

Puisque z; est maintenant connue, on peut déterminer z, a partir de la ligne suivante
bg—amxl 7T—1x3

Ty = =
929 2

2

La derniére équation permet de trouver xz qui s’écrit comme suit :

bg—aglxl—a32x2 14—-3x3—-2x2
Ta = = =
5 as3 1

1

e Si A est une matrice triangulaire supérieure (voir définition 2), alors la résolution
de (I1.2), se fait par remontée, et donc

by
Tp = —
Qnn

on déduit alors les inconnues x,,_1,x,_o,...21 grace a la relation

1 n
i=— | bi— E i | 123
T a ( aJ%) 23]

j=i+l

2 Méthode d’élimination de Gauss

La méthode d’élimination de Gauss a pour but de transformer le systéme (I1.2) en un
systéme équivalent (c’est-a-dire ayant la méme solution) de la forme Uz = b, ou U est
une matrice triangulaire supérieure et b est un second membre convenablement modifié.
Ce dernier systéme peut étre alors résolu par une méthode de substitution rétrograde.
Par des opérations élémentaires sur les lignes et sur les colonnes du systéme (I1.2), a la
résolution d’un systéme triangulaire supérieur. Pour se faire, on construit une suite de
matrices

AL = 4 A@  A®

et de vecteurs

tels que, la résolution du systéme Az = b soit équivalente a celle de A%z = b*) pour tout
k€ {1,2,...,n} ot la matrice A® est de la forme

16
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(k) (k)

al]_ DRI o e e o .. aln
0 b
Ak —
0 a,(jg)
0 - 0 a® ... off)

Il faut donc savoir passer de la k™™ étape vers la (k + 1) étape [19], en d’autre termes
de A® 3 A+ La matrice A™ est alors obtenue comme I'indique 'algotithme suivant:
( Triangularisation de Gauss ) la matrice A®*Y et le vecteur 6*+1) sont construits &
partir de A® et de b*) comme suit :
e Si a,(ﬁlfg) = 0, on échange les lignes Lj et L;, de la matrice A et du vecteur b, ol 7y est
déterminée par:

a’iok‘

= max ‘agi)‘ (IL.3)

i>k
e Si a,(;z) # 0 alors:
1- Les k premiéres lignes restent inchangées, c’est a dire

Vie {1, k} o™ =gt et p*TY) = p®

17 1] 7

. . ) o o k41
2- Sur les lignes L; suivantes, on fait la bonne combinaison linéaire pour annuler agk )

tels que Vi e {k +1,...,n} et Vj € {k,...,n}, on a alors
(k) (k)

(k1) _ (k) Qg (k) (k+1) _ 4 (k) Qg 5 (k)
R N b =T e (19
Ay A

Enfin on résout le systéme triangulaire supérieur A™z = b(™ en remontant c’est a dire

by
Ty = ——
all)
puis T,_1,Tn_o,...,x; sont obtenus grace a la relation
L o N~ o
20 j=i+1

Example 1. [11] Soit a résoudre le systéme d’équations Az = b, tel que:

2] 1 2 ) 10

8 5 1 T3 35
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on pose alors A = AWM comme aﬁ) # 0, alors la premiére ligne reste inchangée dans
A® | puis la deuxiéme ligne de A® est définie par: LY = L& — (6/2)L", ensuite L
= Lél) — (8/2)L§1), on aura donc

2 1 2 2 10
0 —6 z, | =] —4
0 1 -7 3 -5

A‘(g) ’ b(2)

ensuite, comme a%) # 0, alors la deuxiéme ligne reste inchangée dans A®) puis la
troisieme de A®) est obtenue par Lég) = L§2) - LgQ), ce qui permet alors d’obtenir le
systéme triangulaire supérieur

2 1 2 o 10
0 —6 z, | =] —4
0O 0 -1 T3 —1

rOa— o

La méthode de remontée donne ensuite:
p3=—1/—1=1, a5 = *4*(1*6)(1) =9 g = 0-0@-00 _3

2.1 'Triangularisation de Gauss avec pivot partiel

Dans l'algorithme de triangularisation de Gauss de la matrice A, le terme a,(j{) est appelé
pivot. Il est important que ce pivot soit le plus grand possible en valeur absolue, en effet
un pivot petit peut conduire a des erreurs d’arrondis trés importantes [16], comme le
montre 'exemple suivant

Example 2. [14] Soit a résoudre le systeme suivant
10_4 1 T 1
1 1 T 2

la solution est 1 = 1 et x5 = 0.999, on appliquons la méthode de Gauss avec pivot égale
10~*. On obtient formellement

(1-1/10Yy=2-10"*

Ceci, calculé en virgule flottante avec 3 chiffres significatifs, donne

I 0

12

i) 1

ce qui est notoirement faux.
Echangeons maintenant les deux lignes

11 T p
10_4 1 ) 1

18
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Par contre, en prenant 1 comme pivot, on obtient maintenant :
(1-10*y=1-2x10"*

Ceci, calculé en virgule flottante avec 3 chiffres significatifs, donne

T 1

12

) 1

En fait la raison du probléme est que le pivot 10™* est trop petit

A travers cet exemple, on voit donc le probléme que peut poser un pivot trop petit.
Pour éviter de diviser par des pivots trop petits pouvant conduire a des solutions absurdes,
on peut adopter automatiquement la stratégie du pivot partiel de la maniére suivante

(k)

A chaque étape k, on choisit a,, tel que a,(C];C) = max )agllj))[%].

Example 3. En utilisant I'algorithme de triangularisation de Gauss avec pivot
partiel, résoudre le systéme linéaire d’équations suivant

21’1+I2+1’3:5 2 1 1 T 5

4.1'1 — 6%2 = -2 — 4 —6 0 XTo = —2

—2:L’1 + 7I2 + 23)3 =9 —2 7 2 T3 9
A

(

1 1 T s .
comme max agk)‘ =4 = a21) alors on permute la premiére ligne de A et la deuxiéme ligne
i>k

de A et on aura

2 1 1 T 5 4 -6 0 T 9
A
4 -6 0 o =] —2 | = 2 1 1 z | =1 5
LM
2 7 2 T3 9 ' 2 7 2 T3 9
" A

par suite la deuxiéme ligne de A®| est définie par: L§Y = L{ — %Lgl), ensuite L{”

= Lél) + %Lgl), on aura donc

4 —6 0 1 —2
0 4 1 Ty = 6
0 4 2 T3 8
N
on remarque que max ag,z) =4 = ag) = ag)alors LéQ) reste inchangée dans AG)et Lég)
= LgQ) + Lg), ainsi )
4 —6 0 T -2
0 4 1 To = 6
0 0 1 T3 2
N ~ .
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finalement x3 = 2, 19 = 1, 1 = 1 est 'unique solution du systéme donné.

2.2 Triangularisation de Gauss avec pivot total

On peut aussi adopter la stratégie du pivot total qui consiste, a chaque étape k a prendre
(k) _ (k)
G = max o
P>k

absolue maximale de la matrice A®)  [5].

.. . . k
a;;’|; en d’autres termes, on choisit comme pivot, le coeflicient az(j)de valeur

Example 4. Soit

1 -2 3 x -3
0 2 4 y | =1 2 (11.4)
—1 =5 0 P -5

La solution du systéme (I1.4) par Gauss (pivot total)

1 -2 3]-3 -1 -5 0 |-5
0 2 4| 2 — 0 2 4 2

-1 =5 0 | -5 1 -2 31 -3
-5 =1 0 | -5 -5 —1 0| -5
2 0 4|2 — [ 0 -2 4]0
-2 1 3|-3 0 £ 3]-1
-5 0 =1 1]-5 -5 0 =1 1]-5
2 2
0 4 —£10 - 0 4 —£10
7 17
0 3 = -1 0 0 5 | -1
Ce qui conduit au systéme linéaire suivant
-5 0 —1 x -5
A= 0 4 -2 y | =1 0
17
dont la solution est:
w:}_'?7y:_1i'77zz_%

Remarque 21 Parfois, la méthode du pivot total impose un travail sur les colonnes,
alors si on fait des échanges de colonnes cela modifie l’ordre des composantes du vecteur
solution x donc il faut penser a rétablir le bon ordre des composantes a la fin.
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2.3 Calcul du nombre d’opérations de la méthode de Gauss

Pour passer de I’étape A®) vers A®+Y il faut (n— k) divisions, (n—k)(n—k+1) additions
et (n — k)(n — k 4 1) multiplictions, soit au total il faut, 37— (n — k) + 23 7—1(n —
E)Yn—k+1) = % + ”72 — T opérations élémentaires. Lorsque n tend vers I'infini ona
2n? :

5+ "32 — I~ %(car pour n grand, n? est négligeable devant n?), aux quelles il faut

ajouter le nombre d’opérations durant la résolution par remontée qui est de 'ordre de n?
[19].

Remarque 22 On montre que ce nombre d’opérations est pratiquement optimal pour la
résolution directe d’un systéme linéaire quelconque (c’est-a-dire sans aucune particularité).
C’est pourquoi la méthode de Gauss est souvent utilisée dans le cas des matrices pleines .
Noter qu’il faut aussi tenir compte de la stratégie du pivot qui peut prendre un temps non
négligeable dans le cas d’un pivot total.

2.4 Programme Matlab (Méthode d’élimination de Gauss)

clear all
cle
A=input(’Enter coefficient matrix A:’)

b=input(’Enter vector b:’)
m,n

—size(A)

ifm =n

disp("Mareix A must be square’)
end

nb=n+1;

Aug=[A b|

for k=1:n-1

for i=k+1:n

factor=Aug(i,k) /Aug(k.k)
Aug(i,kmb)=Aug(i,k:nb)-factor* Aug(k,k:nb);
end

end

x=zeros(n,1);

x(n)=Aug(n,nb)/Aug(n,n)

for i=n-1:-1:1
x(i)=(Aug(i,nb)-Aug(i,i+1:n)*x(i+1:n))/Aug(i,i)
end

x(1)

2.5 Elimination de Gauss-Jordan

L’élimination de Gauss visait la transformation du systéme original en un systéme triangulaire
afin qu’il puisse étre résolu plus facilement. L’élimination de Gauss-Jordan est une
variante qui transforme le systéme original en un systéme diagonal en annulant également
les éléments qui se trouvent en dessus de la diagonale. La matrice de transformation pour

21



Chapitre II: Méthodes directes de résolution des systéemes linéaires

un vecteur x donné est de la forme

1 -0 —7F 0 -0 1 0
0 -+ 1 -7, 0 -0 Th—1 0
0 -~ 0 —7f, 1 - 0 Trs1 0
0 -0 —7F 0 -1 T, 0

La transformation de Gauss-Jordan est environ 50% plus couteuse que I’élimination de
Gauss [16]. Cependant lorsqu’on applique la transformation aussi au vecteur b la solution
du systéme diagonal nécessite que n divisions. La méthode reste cependant globalement
plus co tteuse. Un autre désavantage est qu’elle ne garantit pas la stabilité numérique,
méme lorsqu’on pivote. Un systéme diagonal peut cependant étre facilement résolu en
paralléle ce qui actuellement conféreé cette méthode un certain regain d’intérét .

Example 5. Soit

2 1 —4 8
A=|33 -5 |B=| 14
4 5 =2 16
2 1 —4 1 8 L =11 11 -2 71 4
3 3 -5 z [ = 14 | P =0 -3V |0 2 1 z | =1 2
45 =2 3 16 ) LY =04’ \ 0 3 6 T3 0
R e
11 2 ) 4\ W=0P -1 (10 -1 1 L
032 1 z | =1 2 Ly =218 01 2 z | =] 4
03 6 3 0) LY =1P -3 \ oo 4 3 —4
e PR
10 -1 1 WA LW=rP+ILY (100 1 1
01 2 w | = 4 | WW=LP 2P o010 || x|=] 2
00 4 3 —4 Ly =118 00 1 3 -1
O .
et enfin :
r1=1,20=2,235=—1
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2.6 Programme Matlab (Méthode de Gauss-Jordan)

clear all

cle

%:ninput(’Enter coefficient matrix A:")
—=size(A)

for j=1:m-1

for z=2:m

if A7)0

- AGAG) —A);

A(z,:)=t

end

end

for i=j+1:m

AL =AG)-AG)HAGH/AG)
end

end

for s=1:m

A(s,:)=A(s,:) /A(s,8);
x(s)=A(s,n)

end

disp("Méthode de Gauss-Jordan’)
A

X?

3 Méthode de Facorisation LU

La décomposition de LU est une autre approche visant a exploiter les systémes triangulaires.
Le principe de cette méthode est de se ramener a deux systémes triangulaires.

Dans une décomposition LU , la permutation de lignes s’effectue toujours apres le calcul
de chaque colonne de L.

On place en position de pivot le plus grand terme en valeur absolue de cette colonne (sous
le pivot actuel), pour des raisons de précision que nous verrons plus loin. Soit alors le
systéme linéaire suivant :

Az =10

ol A est une matrice carrée d’ordre n dont tous les mineurs fondamentaux sont non nuls,
alors pour sa résolution on procéde par les étapes suivantes:

1. décomposition de A : Dans cette étape on décompose la matrice A en A = LU
ou L est triangulaire inférieure a diagonale unité et U triangulaire supérieure, ainsi:
résoudre Az = b revient a résoudre LUx = b.

2. résolution du systéme triangulaire inférieur: On pose y = Ux, on aura Ly = b
que l'on résout facilement (par descente).

3. résolution du systéme triangulaire supérieur : Uz = y ( par remontée) [20].
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Example 1. [11] Pour illustrer la non-unicité de la décomposition LU, il suffit de
vérifier les égalités:

2 -1 -1 2 0 0 1 -0.5 -0.5
0 4 2 |=]1]0 420 0 1 -05
6 -3 1 6 0 4 0 0 1

2 -1 -1 1 0 0 2 -1 -1

0 4 2 |=10120 0 -4 2

6 -3 1 3 0 1 0 0 4

Theorem 23 [14] Etant donnée une matrice carrée et inversible A d’ordre n et a coéfficient
dans K, dont tous les mineurs fondamentaux sont non nuls, alors Il existe un unique couple
de matrices (L,U), avec U = (u;j)1<i j<n triangulaire supérieure (comme "UPPER", et
L = (l;j)1<ij<n triangulaire inférieure (comme "LOWER") a diagonale unité (appelée
décomposition de Doolittle), tel que A = LU .

Preuve. [14]

1. Unicité: Supposons qu'il existe deux décompositions LU de A telles que
A = L1U1 - L2U2

avec L1 et Lo sont des matrices carrées triangulaires inférieures et U; , Uy sont des
matrices carrées triangulaires supérieures, alors

LU, = LUy <= U, U, = L' Ly

qui est & la fois triangulaire supérieure (U;U; ") et triangulaire inférieure (L;'Ls).
La seule possibilité pour que ces deux matrices soient égales est donc U U, ' =
Li'Ly = 1, avec (I, est la matrice unité d’ordre n), ce qui implique L; = Ly et
U, = U,. D’ou 'unicité.

2. Existence: On montre I'existence de cette décomposition en utilisant le raisonnement
par récurrence sur n comme suit:

e Pour n =1 la décomposition est évidente
On suppose que cette décomposition existe jusqu’a 'ordre n — 1.

On décompose la matrice A par blocs sous la forme

ou A,_1 est la matrice carrée d’ordre n — 1 formée des n — 1 premiéres lignes et
t

colonnes de A, b et ¢ sont des vecteurs colonnes tels que b = (an1, an2, - - -, Gpn-1) (

. L . t

i.e.la transposée du vecteur donné) et ¢ = (ayy, aon, - - -, Gy_1n)

24



Chapitre II: Méthodes directes de résolution des systéemes linéaires

Alors ona A, 1 = L, 1U,_1 (d’aprés I'hypothése de récurrence), on cherche alors L
et U décomposées par blocs sous la forme

L, O U._.1 u
L= et U =

En effectuant le produit matriciel par blocs on obtient et en identifiant a la décompostion
de A, on obtient le systéme d’équations suivant

¢

An—l = Ln—lUn—l
bt =1'U,_,

c=L,_1u

pn = U+ Upy,
on aurra donc
=" (Upq) ™
u=(L,_1) "¢
Upp = Qpp, — b (An,l)_1 c
]

Propriété 3.1 [17] La factorisation LU de la matrice carrée A d’ordre n existe si et
seulement si les sous-matrices principales A; = (ank)ng=1,. 4, sont inversibles. Cette
propriété est satisfaite en particulier dans les cas qui suivent:

a- Si A est une matrice symétrique définie positive (voir définition 7 et théoréme 20)

b- Si A est une matrice a diagonale strictement dominante par lignes, c’est-a-dire

n
la;| > Z lai;| pour touti=1,...,n
j=1
j#i

c- Si A est une matrice a diagonale strictement dominante par colonnes, c’est-a-dire

n

|aj;| > Z |aij| pour touti=1,...,n
ijiil

Si1 A est inversible, sa factorisation LU est unique.

3.1 La méthode LU (décomposition de Doolitle)

Etant donné une matrice carrée A = (a;;), <ijen d'ordre n, admettant une décomposition
LU avec U = (u;j)1<i,j<n triangulaire supérieure et L = (I;;)1<; j<, triangulaire inférieure
a diagonale unité, alors

Pour tout k=1,...,n

up; = (=) (ap; — Zf;ll lgjuj;) pour m =k, k+1,...,n ce qui définit la k™ rangée de U

ik

Lip = i, — Zf;ll lijuj, pour i =k+1,... netl; =1 ce qui définit la k™™ colonne de L [13]
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Example 2. On suppose qu’on veut trouver une factorisation LU de la matrice

2 3 2
A=11 3 2
3 41

On suppose d’abord qu’il existe une factorisation de LU de A. Ensuite, on a ceci:

2 3 2 1 0 0 Uy Uiz U3
A= 132 |=|1; 1 0 0wy g3
3 4 1 l31 l32 1 0 O Uss

on a alors
upg =2, up =3, uz=2

en passant a la deuxiéme rangée de A, on a:
201 =1, 3la1 +ue =3, 2l +ugz =2

ainsi, on a ly; = %, U9y = g, o3 = 1 et puis en passant a la troisiéme rangée de A on trouve

3
231 =3, 3ls1 + 5532 =4, 2 +lpt+ugz=1

ainsi, on a l3; = %, 39 = —% et usz = —g. Finalement
2 3 2 1 0 0 2 3 2
A=l132|=|1L 1 0 02 1 |=LU
3 1 5
3 41 5 —3 1 00 —3

Remarque 24 [13] La décomposition LU permet de calculer facilement le déterminant
de A, qui est égal au produit des éléments diagonaux de la matrice U.

Bn effet - det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = 1 x det(U) = ﬁlu

4 Calcul de 'inverse de A

Remarque 25 [17] La décomposition LU permet aussi de calculer l’inverse de la matrice

A, si A est une matrice carrée d’ordre n inversible, on note par VW, ... V™ les vecteurs
colonnes de sa matrice inverse, i.e. A=t = (VW . V™) La relation AA™' =1, (ou 1,
est la matrice identité d’ordre n) se traduit par les n systémes suivants

AVHE —e®) k=1 .. .. n (IL.5)
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ot ) est le vecteur colonne ayant tous les éléments 0 sauf celui sur la ligne k qui est
égal a 1, 1.e.

— k™€ ligne

Une fois connues les matrices L et U qui factorisent la matrice A, résoudre les n systéemes
(IL.5).

Example 1. [1] Résolution du systéme linéaire Ax =y

1 11
A= 1 2 3
010
T1+To+ 23 =11 T1+x3=Y1 — Y3
(BE): Az =y <= (a1 +212+303=1y, (F) <= Ty = Y3
+rot+ = y3 Ty + 3x3 = Yo — 2y3
(x1+a:3:y1—y3 T1+ T3 =Y — Y3
(B) = To = Y3 (B) = To = Y3
(221 = Y2 — 2y3 — 3(y1 — y3) =221 = —3y1 + Y2 + Y3
(21 = 3y — y2 — s 1 3o -1 -l Z
(B) <= qz2=1ys (E) <= | o [=3] 0 0 2 Y2
1 1 1
(T3 = =31+ 3%2 + —3¥3 T3 1 1 -1 s
On a donc
T 3 -1 -1 U1
1
T9 =5 0 O 2 Yo
s 11 -1 "

De Ax = y, en multipliant par A~! & gauche, on obtient :

r=Aly
d’ou
-3 1 1
R B
2
1 -1 1
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4.1 Calcul du nombre d’opérations de la méthode de
décomposition de LU

12| Une décomposition LU requiert exactement n’=n multiplications/divisions et 2n’=3n+n
3 6

additions/soustractions a l'étape de décomposition en un produit LU . De plus, les
remontée et descente triangulaires nécessitent n? multiplications/divisions et (n? — n)
additions/soustractions, il faut % opérations élémentaires qui égale au cotit de la méthode
d’élimination de Gauss .

4.2 Programme Matlab (Méthode de décomposition de LU)

clear all

cle

A=input(’Enter coefficient matrix A:’)
b=input(’Enter vector b:’)

s=0;

m,n’

—size(A)

for j=1:n

for i=s+1:m-1
t=A(+1,j)/AG.));
A(i+1,)=A®+1,:)-t*A(j,:)
b(i+1)=b(i+1)-t*b(j)
fi+1,j)=t;

end

s=s+1;

end

U=A
L=f;L(:,n)=zeros(n,1);
for i=1:n

L(i,i)=1;

end

L

5 Méthode Factorisation de CHOLESKY

Dans ce paragraphe on va traiter le cas particulier des matrices symétriques défénies
positives. Pour de telles matrices, la factorisation de Cholesky consiste & décomposer A
sous la forme LL! on L est une matrice triangulaire inférieure.

La matrice triangulaire supérieure U de la décomposition LU est ainsi remplacée par la
matrice transposée de L. Si on souhaite résoudre un systéme linéaire, on procéde encore
ici en deux étapes. On résout d’abord le systéme triangulaire inférieur Ly = b et ensuite
le systéme triangulaire supérieur Liz =y [12].

5.1 La méthode de décomposition de Cholesky

On va maintenant présenter un algorithme permettant d’obtenir la décompostion de

cholesky de la matrice A. On considére, alors, une matrice carrée A = (a;;),, ;,, d’ordre
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n, symétrique définie positive admettant une décomposition LL! de Cholesky tel que

aip Gz - Qg l,y 0 --- 0 Iy lip - Ly
A= &_21 a'22 o a?n = v bz -+ 0 0 lag -+ oy
Apl Qpa - Gpn lon loa -+ lon 0 - - Iy

on obtient donc I'algorithme de factorisation de Cholesky comme suit

p
lj1 = Vv aii,

Premiére colonne: pour ¢ allant de 2 & n: li1 = %,

k-1
Pour £ allant de 2 & n : Terme diagonal: b = ¢ Jage — > l,%,j,
\/ =1

k—1
aip=>_ lijlk;
=1

lkk

Reste de la colonne : [;;, = pour ¢ allant de k 4+ 1a n [12].

\

Example 1. On considére la matrice symétrique

4 6 2
A=16 10 5
2 5 14

En suivant l'algorithme précédent on aura:

p
L = Va1l = 2,
az

Premiére colonne: pour ¢ allant de 2 a 3: [y = Tll =3 et I3 = ‘l‘lill =1

Pour k allant de 2 a 3 : Terme diagonal: lyg = \/a22 — 13, = V10 -32 =1,

| enfin l32 = “3212131[21 = 57(})(3) =2, lp=+ap -5 -5 =y14-(1)-(2?=3.

Ce qui revient a écrire

Y

4 6 2 2 0 0 2 31
A=16 10 5 | =131 0 01 2
2 5 14 1 2 3 0 0 3

5.1.1 Calcul du nombre d’opérations de la méthode de décomposition de
Cholesky

Pour la décomposition de la matrice carrée A d’ordre n par la méthode de Cholesky il faut
n extractions de racines carrés, 2n divisions, n(n — 1) de multiplications et d’additions
soit au total %,5 de multiplications %- et d’additions dans les racines carrés [19].
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5.2 Programme Matlab (Méthode de CHOLESKY)

clear all
cle
A=input(’Enter coefficient matrix A:’)

[m,n|=size(A)

ifm =n

disp(’Mareix A must be square’)

end
b—[sum(A(L,:))sum(A(2,0))sum(A(3,)
U=chol(A);

disp("U=");disp(U)

d=U"

x=U;

disp("x=");disp(x)

6 Conditionnement d’une matrice

Dans ce paragraphe, on va définir la notion de conditionnement d’une matrice, qui peut
servir a établir une majoration des erreurs d’arrondi dues aux erreurs sur les données. On
dit qu’une matrice est mal conditionnée si une petite variation sur les données du systéme
entrainent une grosse variation de la solution. Pour I’étude du conditionnement comme
pour I’étude des erreurs , on a besoin d’aborder la notion de norme vectorielle et de rayon
spectral(voir définition 12, définition 17).

Example 1. [8] On considére le systéme linéaire Az = b avec

107 8 7 32

7 5 6 5 23
A == b =

8 6 10 9 33

75 9 10 31

On remarque tout d’abord que la matrice A est symétrique, que det A = 1 et que la
solution du systéme Az = b est donnée par z = (1,1,1,1)" .

e Premier cas (ou b est perturbé)

Dans ce cas, on va perturber le second membre b légérement tel que
32,1
22,9
33,1
30,9

Si on résout le systéme Az’ =V on trouve 2’ = (9.2, —12.6, 4.5, —1.1)". La petite
perturbation sur le second membre b entraine donc une forte perturbation sur la
solution du systeme.
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D’une fagon générale, on considére les deux systémes
Ax=b et A(x + dx) = (b+ 0b)

On a donc Adx = 0b par suite dx = A~16b, alors, on obtient la majoration suivante de
I’erreur absolue sur la solution

loz]] < [|ATH[ [lob]

et comme Az = b, alors ||b]] < ||A]| ||z||. Finalement, on obtient une majoration de
Ierreur relative sur la solution en fonction de l'erreur relative sur la donnée comme suit

9z 160]]
el — el

On note que cette majoration est optimale dans le sens ot il n’existe pas de borne plus
petite qui soit valable pour tout systéme. En effet, si on prend

< A7l

1 0 1
A= b=(1,0)) et ob=(0,-)
0

N =

La solution de Az = b est alors z = (1,0)" et celle de Adz = 0b est dz = (1,0)". On a

donc ”HM”H =1let ”H‘Sbe” = 1. Comme ||[A7!||||A]| = 2 alors la borne est atteinte.

e Premier cas (ou A est perturbé)

De la méme facon, si on perturbe légérement la matrice A et que I'on considére

10 7 81 7,2
7,08 5,04 6 5
8 5,98 9,80 9
6,99 4,99 9 9,08

A// —

alors la solution du systeme A”z” = b est " = (—81,107, —34,22)" .
D’une maniére générale, on consideére les deux systémes
Ax =b et (A4 AA)(z+ ox) =b,
alors, 6x = A7*AA(x + dz), ainsi

[0|]
|z + ox| —

[aaj

_1 A
< 470 Al S

18]

Remarque 26 Ce nombre mesure la « sensibilité » de la solution par rapport auz données
du probleme [19]. Une matrice est dite bien conditionnée si Cond(A) ~ 1 et mal conditionnée

si Cond(A) >> 1.
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Example 2. On considére la matrice

A—

dont on veut trouver le conditionnement en norme |||, .

3
2

|All, =5 et comme A™! = , ensuite [|[A™!||, =5, ainsi Cond, (A4) = 25.

Propriété 6.1 [15] propriétés générales du conditionnement:
On consideére une matrice carrée A d’ordre n, alors les proprités suivantes sont vérifiées

e Si A est une matrice inversible, alors Cond(A) > 1.

e Soit a € R, alors Cond(aA) = aCond(A).
e Soit B une matrice carrée d’ordre n, alors Cond(AB) < Cond(A)Cond(B).

Propriété 6.2 [19] propriétés du conditionnement pour la norme|.||,:
Soit ||.||, la norme définie précédement sur M,(R) subordonnée a la norme euclidienne

sur R™, donc

Condy(A) = || Al ||All;"

alors, si de plus A est une matrice symétrique définie positive et si Amax (T€SP Amin) SONL
sa plus grande (resp. petite) valeur propre, on a

>\max —
Condy(A) = 2 = p(A)p(A)
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Chapitre III:Méthodes itératives

Les méthodes directes atteignent leurs limites dans le cas de problémes a grande
largeur de bande et grand nombre de degrés de liberté et sont tres efficaces : elles
donnent la solution exacte (aux erreurs d’arrondi prés) du systéme linéaire considéreé.
Les méthodes itératives sont utilisées soit pour la résolution de systémes linéaires de tres
grande taille par exemple de 'ingénierie (calcul des structures, mécanique des fluides ,

..), soit lorsque l'on dispose d’une estimation de la solution que l'on veut améliorer.
Ces méthodes donnent, en théorie, la solution x d’'un systéme linéaire (I1.2) aprés un
nombre infini d’itérations. Ces méthodes ne font appel qu’a des produits matrice vecteur
. Ces méthodes itératives de résolution de systémes linéaires consistent alors a calculer
les valeurs successives d'une suite de vecteurs 2" convergeant vers la solution x quand
n — 400, il est souvent avantageux d’utiliser des méthodes itératives qui ne donnent pas
toujours la solution exacte du systéme en un nombre fini d’itérations, mais qui donnent
une solution approchée & cotit moindre qu'une méthode directe, car elles ne font appel
qu’a des produits matrice vecteur.

1 Méthodes itératives

1.1 Principe:

Etant donné le systéme (I1.2) a résoudre. Le principe des méthodes itératives est de
transformer le systéme (I1.2) en une équation de point fixe en décomposant la matrice A
en A = M — N, ou les matrices M, N sont des matrices carrées d’ordre n convenablement
choisies et M est inversible(facile & inverser). On peut alors récrire le systéme Az = b
sous la forme x = M~'(Nz + b) et utiliser, si elle converge, la méthode itérative suivante

g5 = MY (N2® +b), k>0
(I11.1)

0)

2 un vecteur initial

M™'N s’appelle la matrice d’itération [19], on peut aussi écrire (IT1.1) sous la forme

x(k+1) — .T(k) _|_ M_lr(k) Ofl

Oy s (I11.2)

la relation (III.1) montre qu’on doit résoudre un systéme linéaire de matrice M a chaque
itération [23].

Définition 27 On dit que la méthode itérative (II1.1) est convergente si quel que soit
le vecteur initial x© € R™ et quel que soit le second membre b € R, la suite (I(k))lpo

définie par la méthode (II1.1) converge vers x = A~'b.

1.2 Critére de Convergence

Remarquons que x(k) — = représente l'erreur a la k — ime itération de sorte que la formule
ci-dessus permet d’estimer cette erreur en fonction de l'erreur initiale. Le résultat suivant
nous donne des critéres pour tester la convergence de la méthode itérative.

Lemme 28 /8] Si la méthode itérative (II1.1) est convergente et si on note x = A~'b la
solution, alors
e®) — = (MIN)E (O - 2)
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Preuve. [8] On a
c=0,—M ' 'N)A =1, - M 'N)x
d’ou
2 D) = MAN® (1, — M7IN)z
ou encore
e ) — g = MIN(z® — z)
d’ou le résultat. m

Theorem 29 /8] Les assertions suivantes sont équivalentes:
1. La méthode itérative (II1.1) est convergente,

2. Pour tout y € k*, lim (M~'N)¥y =0,
k——+o0
3. p(M7'N) <1, oup (M~'N) désigne le rayon spectral (1.5) de la matrice M~'N,
i.e., le mazimum des modules des valeurs propres de M~'N.

En pratique, les caractérisations précédentes de la convergence d'une méthode itérative
ne sont pas faciles a vérifier. On utilise plutot le résultat suivant:

Theorem 30 /8] S’il existe une norme matricielle ||.| sur M,(k), subordonnée a une
norme vectorielle sur K" telle que |M~'N| < 1 alors la méthode itérative (I11.1) est
convergente.

Il y a une infinité de choix possibles pour M et N vérifiant A = M — N, on va en
donner trois a titre d’exemples classiques : les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et de
relaxation. Le point de départ de chacune de ces méthodes est I'unique décomposition de

la matrice A = (a;;),; <, d’ordre n sous la forme A =D — E — F avec:

1. D= (dij)1<”<n diagonale, tel que d;; = a;; et d;; = 0 pour ¢ # 7,

2. E = (ey), <ii<n triangulaire inférieure stricte telle que e;; = —a;; sii > jet e;; =0
sii<j,

3. F= <fij)1<ij<n triangulaire supérieure stricte telle que f;; = —a;;sit < jet f;; =0
sii>j.

Example 1. [8] On considére la matrice

2 —-11
A= 2 2 2 (IIL.3)
-1 -1 2

La décomposition de A sous la forme A = D — E — I décrite ci-dessus s’écrit alors

2 -1 1 2 00 0O 00 01 -1

A= 2 2 2 = 0 2 0 — -2 0 0 - 0 0 =2

-1 -1 2 0 0 2 1 10 00 0
Y T ¥

On supposera de plus que D est inversible et on distingue les trois méthodes suivantes:
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2 Méthode de Jacobi

On remarque que si les éléments diagonaux de sont non nuls, le systéme linéaire (11.2)
(Ax = b) est équivalent a:

Pour un vecteur initial z(® choisi, on calcule z**+Y par

kﬂ) (b— Z Qijx; ) 1=1,...,n

Jj=1,g#1

Cela permet d’identifier la décomposition suivante de A:
M=D et N=F+F.

L’avantage de cette méthode est que dans ce cas la, M est trés facile & inverser. On
considére le systéme linéaire (I1.2) avec A inversible, le schéma itératif s’écrit:
Dz*Y = (E4+ F)2® +b pour k>0
<~
5D = DYE+ F)z® + D7 pour k>0 (I11.4)
On appelle la matrice By = D™'(E + F),matrice de Jacobi associée a A [19)].

Example 1. Pour la matrice A donnée par (I11.3), on obtient

0
Byj=DNE+F)=| -1

1

2

N O NI
=
—_

Les valeurs propres de la matrice B; sont 0 et j:%g. D’aprés le théoréme 30, la méthode

de Jacobi diverge car p(By) = ‘f > 1.

2.1 Algorithme de Jacobi

Algorithm 1 Algorithme de Jacobi

1: Donner un point de départ 2° € R”

2: for £k =1,2,3,... until convergence do
33 fori=1:ndo

4: xEkH) = (bz- — Z#Z i > Jai

5: end for

6: end for
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2.2 Programme Matlab (Méthode de Jacobi)

On va maintenant examiner une autre méthode connue sous le nom de méthode d’itération
de Gauss-Seidel qui est en quelque sorte une amélioration de la méthode d’itération de
Jacobi, en effet; la méthode de Gauss-Seidel difféere de la méthode de Jacobi par le fait
qu'ala (k + 1)ieme étape les valeurs g déja calculées sont utilisées pour mettre a jour

i
la solution, i.e. dans la méthode de Gauss-Seidel les valeurs calculées sont utilisées au fur
et & mesure du calcul et non a l'issue d’une itération comme dans la méthode de Jacobi.

Ainsi,
i—1 n
k1) 1 (k+1) (k) .
x, —a_ﬂ<bi_zaij$]‘ —Zaija:j>, 1=1,....n

j=1 j=i+1

Cette méthode revient a effectuer la décomposition suivante de la matrice A:
M=D-FE e N=F
Le schéma itératif s’écrit alors
(D — E)2** = F2® 15 pour k >0
Autrement dit
2* ) = (D — ) Fz® 4 (D - E)™b

On appelle la matrice Bgs = (D — E)~'F, matrice de Gauss Seidel associée a A [19)].

Example 1. Pour la matrice A donnée par (II1.3), on obtient

05 -

—1 -
(D-E)'"F=|0 -1 —1
0 0 -1

Les valeurs propres de la matrice Bgg sont 0 et —% (de multiplicité 2). D’aprés le théoréme
30, la méthode de Gauss Seidel converge car p(By) = 5 < 1.

3.1 Algorithme de Gauss Seidel (Calcule de Nombre
d’opération)

Algorithm 2 Algorithme de Gauss Seidel

1: Donner un point de départ 2° € R”

2: for k =1,2,3, ... until convergence do
3: fori=1:ndo

1: r Y = (bz‘ — D aijffg'k)) i

5:  end for

6: end for
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3.2 Calcul du nombre d’opérations des méthodes itératives

Le nombre d’opérations élémentaires requises a chaque itération pour un systéme linéaire
d’ordre n se décompose en n? multiplications 2n additions et pour le calcul du résidu,
n divisions (pour la méthode de Jacobi) ou % additions, @ multiplications et n
divisions (pour la méthode de Gauss-Seidel) [19].

3.3 Programme Matlab (Méthode de Gauss Seidel)

On considére le systéme linéaire (I1.2) ou A est inversible. Soit w un nombre réel non nul,
appelé par la suite parameétre de la méthode de relaxation. La décomposition de la matrice
A se fait de la maniére suivante M = 1(D —wE) qui est inversible et N = (:=2) D+ F.
La méthode de relaxation s’exprime alors par la suite itérative

1 1—w
= |(—=)D+F|2® 40
w(D = wE)z+1) K ¥ ) i } *

pour k£ > 0
=
2% ) — (D — WwE)Y M (1 —w)D +wl 2™ + w(D - wE) '
( ) ( ) ( )

. La matrice Br(w) = (D — wE) ' [(1 —w) D + wF] s’appelle la matrice de relaxation
associée a A et w est le facteur ou parameétre de relaxation

e Si w < 1, on dit sous-relaxation,
e Siw =1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel,

e Siw > 1, on parle de sur-relaxation |7].
Example 1. Pour la matrice A donnée par (I11.3), on obtient

l1-w %w —sw
Br(w) = w(l—w) —swi+1l—w 10t —w

1 1) i3 1,241, 1,3 3.2 _
sw (w—1) W — Wit sw qw w1l —w

Il est évident que la convergence de la méthode de relaxation dépendra de la valeur de w,
du fait que les valeurs propres de la matrice Bg(w) dépendent en général de w .

Theorem 31 [7] La condition nécessaire de convergence de la méthode de relaxation est
O<w<?2.

Preuve. [7] On a

Br(w) = é(D —wk)™! (“T“D + F)

38



Chapitre III:Méthodes itératives

On note par \;(w), les valeurs propres de Br(w), on a

det (242D + F)

= Qe i(p—wp) T

det (Bp(w)) = [[i = 1nXi(w)

D’ou )
p(Br(w)) > (1 —w|")" =1 -w

Pour que la méthode converge, il est nécessaire d’avoir |1 —w| <1 dou0<w <2 m

Ces trois méthodes convergeront donc si le rayon spectral de la matrice d’itérations
associée pour chaque méthode est inférieur a 1(voir theorem 30). Cependant, on sait que
le calcul du rayon spectral d’'une matrice est un probléme difficile, surtout si la matrice
est de grande taille. Il existe alors des types de matrices qui vérifient automatiquement la
condition de convergence de la méthode correspondante, autrement dit, il existe des types
spéciales de matrices pour lesquelles il est possible de préciser a priori quelques résultats
de convergence pour les méthodes itératives examinées précédement. Le premier résultat
dans cette direction est le suivant.

Theorem 32 [2/ Si A est une matrice 4 diagonale dominante stricte, alors les méthodes
de Jacobi et de Gauss Seidel sont convergentes (donc en particuler la méthode de relazation
pour w =~ 1)

Preuve. [2] On va montrer ce théoréme pour la méthode de Jacobi et on laisse a traiter
la suite pendant les travaux dirigés.
D’aprés (I11.4) la méthode de Jacobi s’écrit

e ) = DY E 4+ F)2® + D1
et donc la matrice d’itération est By = (Bjj),, ;, tel que
By =D YE+F)

avec

Bij = (_aij) Sit 7é] et Bu =0

|ail

Puisque A est a diagonale dominante, on a

1<isn ’aii|j:1,j;ﬁi

|D~HE+ F)|| = max <; |aij|> <1

p(DHE+F) <|DNE+F)|_ <1
finalement la méthode de Jacobi est convergente . m
Theorem 33 [19] Etant donnée une matrice A = (aij),; ;<, d’ordre n, a diagonale

strictement dominante, alors le facteur w de la méthode de relaxation est tel que 0 < w <1
et elle converge .

Un autre résultat intéressant pour les applications, concerne les matrices symétriques
définies positives.
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Theorem 34 [19] Soit A = (i), ;<, une matrice hermitienne définie positive et d’ordre
n, décompose sous la forme A= M — N, ou M est inversible. Alors,
si la matrice hermitienne est définie positive M* + N alors, p(M~'N) < 1.

Preuve. [19] La matrice A (que I'on suppose d’ordre n) étant hermitienne, la matrice
M* + N est effctivement hermitienne puisque

M A N=M'+M-A=M+M"—-—A*"=M+ N*

. La matrice A étant par ailleurs définie positive, 'application ||.|| de C™ dans R définie par

[o]] = (v"Av)"2

définit une norme vectorielle, et on note également ||.|| la norme matricielle qui lui est
subordonnée. On va maintenant établir que ||[M~'N|| < 1. Par définition, on a

IM7IN|| < 1=, - M *A|| = sup v — M~ Av||

llvf|=1

D’autre part, pour tout vecteur v de C" tel que ||v|| = 1, on vérife que

llv = M~ Av||* = (v — Mt Av)*A(v — M~ Av)

=v*Av — v A(M 1 Av) — (M1 Av)* Av + (M1 Av)* A(M ! Av)

= |[v||> = (M7t Av)*M* (M1 Av) — (M~ Av)* M (M~ Av) + (M~ Av)* A(M 1 Av)

=1— (M 1tAv)*(M*+ N)(M~*Av) < 1,

puisque la matrice M* + N est définie positive par hypothése. La fontion de C" dans
R qui & v associe |[v — M1 Av|| étant continue sur le compact v € C* | ||v]| =1, elle y
atteint sa borne supérieure, ce qu’il fallait démontrer . m
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Chapitre IV:Application sur un réseau électrique

On présente dans ce chapitre une application des matrices pour ’analyse des circuits
électriques. On commence d’abord par donner les définitions et les notations utilisées
dans les circuits électriques, on utilise par la suite, dans des ciruits pris comme exemple,
les lois de kirchhoff pour établir un systéme d’équations linéaires. Aprés résolution on
vérifie les résultats obtenus sur le circuit étudié.

1 Généralités Sur Les Circuits Electriques

1.1 Définitions
Définition 35 [/

1. Un circuit électrique est un ensemble d’éléments (sources de courant, sources de
tensions, résistances...) reliés par des conducteurs.

2. On appelle branche d’un circuit une partie d’un circuit constituée d’un ou de plusieurs
éléments compris entre deux noeuds successifs.

3. Tout trajet fermé et conducteur est dit maille d’un circuit électrique.

4. Un noeud d’un circuit est un point ou un conducteur auquel sont reliées plus de deux
branches.

1.2 Loi d’ohm

La différence de potentiel U aux bornes d’une résistance est égale au produit de la
résistance R par le courant I qui la traverse.

U = Ri (IV.1)

La résistance est considérée comme un dipole tel que U = V4 — Vg = Ri. Le pole positif
doit étre en face du sens de parcours du courant. Le dipole est représneté soit par les
signes + et - ou bien par une fleche tel que la pointe représente + et le plat c’est le -.

R

*

-+ u -

1.3 Potentiel et sens conventionnel

On observe une augmentation de potentiel en traversant une source de — au +.
Le sens conventionnel du courant est le sens inverse du déplacement des électrons, ceci
revient a dire que le courant va de la borne positive de la source vers la borne négative .
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1.4 Lois de Kirchhoff
1.4.1 Premiére loi de Kirchhoff

La somme des courants entrants dans un noeuds est égale a la somme des courants sortants
du méme noeuds.
11+t =13+ 1y

Ut neend

%)

1.4.2 Deuxiéme loi de Kirchhoff

La somme des différences de potentiels dans une boucle férmée est nulle.
Cette loi stipule que « dans une maille d'un réseau électrique, la somme des tensions
(des différences de potentiels) le long de cette maille est toujours nulle ».

a) La méthode utilisée
e On trace le sens de parcours du courant et les tensions associées a chaque dipoéle.

e On fait le tour de la maille et on additionne toutes les tensions de celle-ci en faisant
attention au sens(si le sens du courant se trouve devant le pole négatif de la tension
associée au dipole, il faut soustraire cette tension).

e La somme sera égale a zéro.

43



Chapitre IV:Application sur un réseau électrique

D.

I1 faut noter que les points A, B, C' et D ne sont pas de noeuds. D’aprés (IV.1) on a:

U1 - VA—VB:Rli
Uy = Vp—Vo=Rxu

On a aussi

by o= Va=Vp
E2 - VC—VD

La difféerence de potentiel entre le point A et le méme point A est nulle.

Va—Va=0
Rien n’empéche de I’écrire sous la forme:
Va=Ve+ Vg —Vo+Ve—=Vp+Vp—=V4y=0
—_——— e — ——— N———
Rli + RQZ — E2 + E1 =0

1.5 Analyse de circuit

L’analyse d'un circuit est de trouver les inconnus de celui-ci qui peuvent étre des courants
ou des tensions.
Dans ce qui suit on considére les circuits dont les inconnus sont les courants.
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1.5.1 Analyse par les branches

L’analyse par les branche consiste a attribuer un courant a chaque branche et a établir les
équations de noeuds et de mailles en utilisant les lois de Kirchhoff. On transforme alors
les équations de mailles en utilisant la loi d’ohm puis on résout le systéme d’équations
obtenu.

Example 1. Faire 1"analyse par les branches du circuit illustré en considérant les
sens indiqués pour les courants

Lencud N,

R1=3ﬂ / R3=4Q i3

+ < -

1

R2=3Q

iz La maille M,

E=6V ==+

Preuve. Equation du noeud N;
1+ 19 — i3 =0,
Equation de la premiére maille M;
311 — 3iy = 18,
Equation de la deuxiéme maille My
31y + 413 = 4.

La matrice associée a ce systéme est donc

1 1 -1 i 0
3 -3 0 i [ =1 18 |, (IV.2)
0 3 4 i 4
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Pour la résolution de (IV.2) , on utilise la méthode de gauss

11 -1\ (i 0
3 -3 0 i | = | 18
0 3 4 ia 4
11 -1\ (i 0
0 —6 3 i | = | 18
0 3 4 ia ]
11 -1\ (i 0
0 -6 3 i | = | 18
0 0 L is 13 ) By - LB,

le vecteur solution alors est donné par(iy, i, is)’ = (4.18, —1.82,2.36)" .Pour vérifier ces
résultats, on va utiliser la loi des mailles sur M;.La somme des différences de potentiels
sur M;doit étre nulle. On aura

-12 + 3(4.18) -3(-1.82) - 6 = 0. Les résultats sont donc vérifiés. Le sens du courant is
doit donc étre inversé sur le cirsuit. m

1.5.2 Analyse par les mailles

L’idée de I'analyse par les mailles est d’isoler dans 1’équation de noeud le courant de la
branche commune a deux mailles et de substituer dans les équations de ces mailles.

Example 2. Construire la matrice des mailles du circuit suivant:

R;=4Q Rs=2Q

I

+
+

- TE2=5V

Preuve. L’équation de noeud est donnée par
i1 +1i3—13=0
en isolant le courant de la branche commune on obtient:

iy = iy — i
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Les équations de mailles sont données par:
Equation de maille 1 M; :

Equation de maille 2 M :
Dig + 219 = 23 (IV.4)

substituons dans (IV.3) et (IV.4),on obtient:

AL —5(Iy— L) = 10
5(1, — I) + 21, = 23

Pour résoudre ce systéme, on considére les deux courants de maille I1et Irtout deux de sens
horaire et le courant de branche commune est soit (I; — I3) ou (Is — I1).En appliquant
(IV.1), on aura alors:

91, — 51, =10

On utilise la méthode de Gauss pour résoudre le systéme on obtient Iy = 4.87A et I, =
6.76A. Les courants de maille sont les courants de branche sauf dans la maille commune.
Dans la maille commune le courant est soit (I3 — I3)ou soit (I3 — I;), mais comme I >
I; alors le sens du courant dans la branche commune est le méme que le courant de la
maille 5 et sa valeur est:lo — [; = 1.89A. m

1.6 Généralisation

En utilisant le circuit suivant, on présente dans un cas général la forme et les composant
de la matrice des mailles:

Le systéme est donné par:
Rl + Ry (I — 1) — By, =0,

Ry (I — I) + Rsly + Ry(I, — I3) — Ey = 0,
R4(I3 - IQ) + R513 - Eg.
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En regroupant on obtient :

(Ry + Ro) I, — Rolr + 0I5 = Ej,
—Roly 4+ (Ry + Rs + Ry) Iy — Ryl3 = E»,
0L, — Ryl + (Ry + R5) I3 = Es.

La matrice associée a ce systéme est alors donnée par:

R+ Ry —Rs 0 I By
—RQ RQ + R3 + R4 —R4 Ig = E2
0 —Ry R4+ Rs I3 By
Remarque 36 e Chaque maille est représentée par une ligne.

o L’élément sur la diagonale est la somme des résistances de la maille.

e Les éléments hors diagonale sont les résistances communes entre les branches munies
d’un signe —.

1.6.1 Exemple d’un ciruit sous la forme d’un réseau carré ou rectangulaire

Le schéma suivant représente un cas plus général. On se trouve devant un réseau carré
de résistances. Dans ce cas, chaque maille a des résistances communes avec les mailles
adjacentes en haut, en bas, & gauche et a droite. Sauf le cas les mailles se trouvant aux
extrémités.

Le systéme regroupé dans ce cas d’exemple est présenté sous la forme matricielle
suivante:
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a1 a2 0 ay O 0 0 0 O I FE;
Qo1 Q2 a3 0 ay O O O O I 0
0O asp as3 asa 0 azg O O O I3 0
a0 ay3 as ags 0 agr O 0 I Es
0 a2 0 ass ass ase 0 azs 0 I | =1 O (IV.5)
0 0 a3 0 ags aes asr 0  ag Ig 0
0 0O 0 ay 0 awp arpp ag O I FEs
0 0 O 0 ags O agy ags agg Ig 0
0O 0 0 0 0 agg 0O aggs agg Iy 0

avec
an=Ri+Ry+R; ,a2=—-Ry ,au=—-R; ,a=—-Ry

ap =Ry+Ry+Rs+Rg ,a3=—Rs ,aps=—Rg ,a3=—R;s

a3 = R3+ Rs+ Rg + Ry ,a34=—Rs ,a3s=—Ry ,au=—R; ,as3=—Rg

age = R+ Riyo+ Ry, a5 =—Ry ,asr=—Riyg ,a50=—Rg ,a5a=—Ry

ass = Rg + Ryo+ Riy + Ry, as6 = —Rg  , ass = —Ri1 , a3 = —Ryg , ags = — Ry
ags = Rg+ Ri1+Rip+Ris a7 =—Ry ,a69=—Ri2 ,apu=—Riyy ,a=—IRy
arr = Rz + Rig + Rig , ars = —Rig , a5 = —Ry1 , agr = Riz + Rig + Ry

agg = —Rig , ags = —Ri2 , ags = — R ,a99 = Ri5 + Rz + Rig + Ry

T
etXT:([17[2a[37[47157[67[7’[8’19>7

T
bT=<E1,O,0,E2,O,O,E3,0,0>

La matrice (IV.5) est dite matrice sparse, qui a une forme bien particuliére. Elle est
tridiagonale, avec en plus deux diagonales non nulles symétriques plus loin en haut et en
bas de la diagonale principales appelées par certains chercheurs des ailes. Si la taille du
réseau électrique est trés grande, la taille de la matrice a résoudre ne sera pas supportée
par ’espace mémoire de l'ordinateur. Un travail publié en 2004, résout ce systéme en le
considérant comme une matrice tridiagonale par blocs. Dans notre exemple, la matrice
de taille 9 x 9 sera considérée comme une matrice tridiagonale de taille 3 x 3 et chaque
élément est une matrice 3 x 3. La résolution se fera donc par blocs.
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Conclusion générale

Les systemes d’équations linéaires apparaissent souvent au coeur des simulations numériques
scientifiques ou industrielles. Ils permettent de modéliser de nombreux problémes complexes
dans différents domaines, tels que 1’électronique, la physique ou la climatologie. Le choix
d’une méthode de résolution est généralement guidé par les propriétés du systéme a
résoudre, la précision de calcul et la vitesse de résolution souhaitées. Les méthodes directes
ont souvent été préférées aux méthodes itératives, en raison de leur robustesse et de leur
comportement prévisible. Cependant, la résolution des systémes de grandes tailles est
un processus tres coliteux en termes de temps d’exécution et de consommation d’espace
mémoire ce qui a rendu les méthodes itératives plus utilisées. En général ces systémes
traités possédent beaucoup de coefficients nuls. Cet aspect creux de la matrice engendre
des accés inutiles a la mémoire pour la lecture des coefficients non nuls. Dans I'application
présentée dans ce travail, la matrice creuse de taille 9 x 9 a une forme bien particuliére.
En la divisant en blocs de taille 3 x 3, elle aura la forme d’une matrice tridiagonale par
blocs (les coefficients de cette matrices tridiagonale sont des matrices de tailles réduites).
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