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0.1 Résumé:

Dans ce mémoire, on s’intéresse a résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire au sens de Hadamard, pour cela nous présentons quelques résultats
d’existence et 'unicité des solutions du probleme aux limites concernant les équations
différentielles de Langevin qui sont engendrées par les dérivées de Hadamard. Ces résultats
ont été obtenus par I'utilisation du théoréme de point fixe en particulier on a utilisé le
théoréme de points fixe de Banach ainsi que Schaefer.

0.1.1 Mots clés :

Equations Différentielles Fractionnaire, Points fixe, Probléme aux limites de Langevin.



0.2 Introduction :

Le calcul fractionnaire est un domaine de l’analyse mathématique qui traite la notion
d’intégration et dérivation d’ordre fractionnaire et ses applications. Le terme fractionnaire
est un terme impropre, mais il est conservé a la suite de 1'usage courant. Les applications de
la théorie du calcul fractionnaire aussi bien dans la séance fondamentales qu’en ingénieries
sont tres diverses. Ils s’apparaissent de plus en plus fréquemment dans les différents domaines
de recherches.

Les auteurs Z. Dahmani et M. Houas (voir [27]) se sont intéressés a system d’équation
différentielle fractionnaire :

D*va(t) = fu(t,y(t), D*?y(t), D*y(t), ..., D*y(t)), t€[0,T],
DPhva(t) = fi(t,y(t), DP2y(t), Dy(t), ..., DPry(t)), te[0,T],
z(0) = z*, 2/(0) = 2”(0) = ... = z(»~1V(0) = 0,
y(0) =y, ¥'(0) =y"(0) = ... = y"~1(0) = 0,
DPz(1) = A\ DPx(n), Diy(1) = A\ D%(E),

ou D%, DB i =1,.. nreprésentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre
«;, [3; respectevement.

En 2016 et 2017, les auteurs C. Kiataramkul et al (voir [20], [26]) ont étudié 'existence
et I'unicité de solution pour le probléme différentielle fractionnaire suivant :

{ D?([p(t)D* + r(t)]=(t)) = g(t, x(t)), t€[1T],
z(1) = —x(T), D%*x(1)=—-D%(T).

Cette mémoire s’organise en trois chapitres. Chapitre un fournit une base théorique
du calcul fractionnaire nécessaire pour la bonne compréhension et le développement d’autre
chapitres qui suivant. Les concepts de base et les principales propriétés des opérateurs d’ordre
fractionnaire il ya sont répertoriés.

Dans le chapitre deux, nous utilisons le type Hadamard de la dérivée fractionnaire pour
résoudre des équations différentielles fractionnaires linéaire avec conditions aux limites de
Langevin, c’est-a-dire :

{ DP (D> + g(t))x(t) = f(t,z(t), D x(t), D2x(t), ..., Dz(t)), 1<t<T, (1)
(1) +x(T)=0, D(1)+ D*«(T) =0,

ou D7 est la dérivée fractionnaire d’ordre v € {«,5,0;} tel que i = 1,..,n au sens
d’Hadamard avec 0 < v < 1 et ¢; < a. En plus f : [1,7] x R® — R est une fonction
continues donnée et aussi g est une fonction continues sur [1, 7.

Dans derniér chapitre, on donne quelques exemples pour illustrer les résultats obtenus
et ce mémoire s’achéve par une conclusion.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhension
de cette mémoire telles que, la fonction spéciale comme fonction Gamma, intégration frac-
tionnaire au sens de Hadamard, la dérivation fractionnaire au sens de Hadamard. On conclut
le chapitre par une section réservée aux différents théorémes de point fixe utilisés dans ce
travail.

1.1 Espace des fonctions Absolument Continues :

Définition 1.1 On note par AC(|a, b)) l’espace des fonctions absolument continues sur |a, b
constitué des fonctions [ qui sont des primitives de fonctions Lebesgue sommables i.e. :

f € AC([a,b]) <= 3¢ € L'([a,b]),
Tel que

flx)=c+ /x o(t)dt.

Définition 1.2 Pour n € N, on note par AC™(|a,b]) l’espace des fonctions a valeurs com-
plexe f(z) ayant des dérivées jusqu’a Uordre (n — 1) continues sur [a, b] telle que f™~Y(z) €
AC([a, b)), c’est -a-dire :
AC"[a,b] = {f :[a,b] = Cet f " V(z) € ACa,b]} .
En particulier on a AC[a,b] = AC|[a,b).

Définition 1.3 L’espace noté AC§|a, b]défini par :

AC?[a,b] = {f :[a,b] = C et 6"V f(z) € AC[a,b),6 = xdi} ,

Xz

Est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égalel.



1.2 Intégration fractionnaire au sens de Hadamard :

Définition 1.4 Soit f une fonction continues sur [a,b] & valeurs dans R avec 0 < a < b <
et a > 0. Alors, l'intégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Hadamard de f définie

JSf(x) = ﬁ /x(log %)alydt; a<z<b,

ou I' est une fonction Gamma d’Euler.

o0
par

Définition 1.5 : Soit = € R%  on appelle fonction Gamma d’Euler la fonction par :
I'(2) :/ t*~tetdt.
0

Propriété: On a

1.
I'(z+1) = 2I'(2).
2.
I(1)=T(2) =1
3.
I'(n+1)=n!

1.2.1 Fonction Béta

Définition 1.6 sotent z,y € RY on appelle fonction béta d’Euler la fonction donner par :
B(z,y) = / u” (1 — )Yt
0

Propriété : Nous avons

B(z,y) = B(y, x).
et

['(z)l'(y)

P = by

Exemple 1.1 Considérons la fonction

ot 3>0eta>t>0. Alors

2(tog Lyt = LB 1o Ty (1.1)



On a

t
Jaf(z) = Jg(log—)
a
1 v x t dt
- 1 “ya—1 l \B8-17""
| e tos 0
En effectuant le changement de variable suivant :
_logt/a
v logx/t’

on obtient

v gy _ (logg)ato=t ot g
a(] ZN\8-1 a 1—
Ja ( 0og t) F(O./) A ( y) Yy ’

Et d’apreés la définition de fonction Béta, il vient
o _ B(B,a) Lyat+p-1

Ja f(CL’) - F(OZ) (log t)
F(ﬁ) T )D‘JfB*l

I'(a+pB) (log t

)

D’ou le résultat.

1.2.2 Quelques propriétés :

Propriété : Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] & valeurs dans R, \; et
X ER,Va>0ona:

Jo Mf(@) + dog(e)) = MJg f(2) + A7 g(x).

Propriété :  Soit f : [a,0] — R (log £) une fonctions continues ,f € L¥([a,b]).Va, 5 €
R’ , on a:
ds dt

N B 1 T t T o1 t .
Janfiﬁ)—W/a /a(log?) (logg)ﬁ f(S)? o

Proposition 1.1 Telle que a <t < z;a < s <t.

Propriété : (propriétés de semi groupe) Soit f : [a,b] — R une fonction continues, f
€ L([a,b]),V a,B€R,, ona:

Jodi fo) T fe) = It f(x)
= JJIf (=)



1.3 Dérivation fractionnaire au sens d’Hadamard :
Définition 1.7 La dérivée fractionnaire au sens Hadamard de la fonction f est définie par :

Bpof(z) = o"J"“f(x)

d

= ()T ()

1 d * x dt

= - 7 \n l “\n—a—1 t)—

e | s
oun—1<a<n, n=|al+1.

Proposition 1.2 Pour a >0 et f € Cla,bl,on a :

TDRIf(t) = f(1),

Masis
JDEf(t) # f(1).

Exemple 1.2 Soient f une fonction définie comme suite :
t
f(t) = (log(=))’'  avec > 0.
a
Alors

ADof(t) = %( log(é))ﬁa1 avec o >0 .

Preuve. On a ;
D f(t) =0"(Jr*(log(=)) ),

a
D’apres (1.1), on trouve

t
J" (oo — p-1 _
o “(log )

D’ou le résultat. m

Remarque 1.1 En particulier, si
b=1 e a>0.

Alors la dérivée fractionnaire de Hadamard d’une fonction constante est en général non
nulle, c’est-a-dire

(log(L)).

HDa - - e
a® 'l - a) a
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1.4 Lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto et celle au sens de Hadamard

Pour tout y € AC}[a, b], Nous avons :

n—1 (52
‘Dyy(r) = { y 10g 2 }
=0 !

1.5 Lemmes auxiliaires :

oun=[a|+ 1

Lemme 1.1 Soient f € AC}([a,b],R) et a >0, on a :

n—1
JDf(x chlogx
k=1
o Cr eR, k=1,2......... n—1letn—1<a<n,n=la+1

1.6 Quelques théorémes de point fixe :
Pour I'application ultérieure, nous avons besoin des théorémes de point fixe suivants :

Définition 1.8 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé et ¢ une application d’un élément
de X dans lui méme. On appelle point fize de ¢ tout point x € X tel que :

pr = .

Définition 1.9 Soit (X, |.||) un espace vectoriel normé. Une application f de X dans X
dite Lipchitzienne de constante L > 0 si elle vérifie :

Ve, y e X, |lf(x) = fW)ll < Lllz —yllx.

Définition 1.10 L’application Lipchitzienne f est dite une contraction si L €]0,1].

Définition 1.11 Soit Q un sous ensemble de X = C([a,b], E). On dit que S est équi-
continue si pour tout € > 0, il existe 0 > 0 Tel que :

|ty = o] 0= () = Y(ta)[ <&, Vi, 13 € a, 0], P € Q.

Définition 1.12 soient A et B deux espaces de Banach .un opérateur ¢ : A — B est
complétement continues s’il transforme tout borné de A en une partie relativement compact

de B .

Définition 1.13 on dit que l'opérateur ¢ est complétement continues s’il est continues et
compact .
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Définition 1.14 un espace de Banach est un espace vectoriel normé et compact

Théoréme 1.1 (Banach) Soit (U;d) un espace métrique non vide complet et T : U — U
une application contractante. Alors, il existe un point unique u € U tel que T'(u) = u.

Théoréme 1.2 soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur complétement
continues
Si l’ensemble
A ={z e X :x = \Azx),pour un certain \ € [0,1]}
Est borné ,A alors posséde au moins un point fixe dans X.

Théoréme 1.3 (Ascoli-Arzel) Soit A C C(J;E), A est compact dans C(J; E) si et seule-
ment s :

1. A est fermé.
2. A est borné.

3. A est équi-continue.



Chapitre 2

Equations Diftférentielles Fractionnaire
avec Conditions aux Limites de type
Langevin

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons le type Hadamard de la dérivée fractionnaire pour ré-
soudre des équations différentielles fractionnaires linéaire avec conditions aux limites de
Langevin, c’est-a-dire le probléme suivante :

{ DP (D™ + g(t))z(t) = f(t,(t), D x(t), D*x(t), ..., D"z(t)), 1<t <T,

z(1) +a(T) =0, D°x(1)+ D*x(T) =0, (2.1)

ou D7 est la dérivé fractionnaire d’ordre v € {a, 3,d;} tel que i = 1,..,n au sens d’Ha-~
damard avec 0 <y < 1 et §; < a. Ainsi que f: [1,7T] x R™ — R est une fonction continues
donnée et aussi g est une fonction continues sur [1, 7.

2.2 Probléme intégrale :

Lemme 2.1 Soient 0 < o, 3 < 1. La représentation intégrale du probléme aux limite frac-
tionnaire (2.1) est donnée par :

1 Nog Lyatst 5 5 b
x(t) = m/l(logg) F=1f(s,2(s), D' x(s), D*?x(s), ..., D" x(s))

1 ! bt ds
i [ oD ae)e(9) (2.2

ds

S

_;)/1 (10g g)%rﬁlf(s,x(s),pélx(s)’ D(SQQ}(S), - D‘S”x(s))ﬁ

S

1 r T .1 ds
3 [ (or ) a(s)a) S

Preuve. Soit l’équation différentielle suivante :

DP (D* + g(t))z(t) = f(t,z(t), D"z (t), D?x(t), ..., D’ x(t)) . (2.3)

12
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Posons
o(t) = f(t,z(t), D z(t), D*?x(t), ..., D" x(t)).

En appliquant Uopérateur J? & léquation (2.8), on trouve
JPDA(D* 4 g(0)a(t) = T(t),
Et on utilise le Lemme 1.1, il vient
(D* +g(t))a(t) = JPp(t) +co,  (n=[8]+1=1).
Ou ¢y est une constante. Alors
Dx(t) = JPp(t) — g(t)x(t) + co. (2.4)
Maintenant, en utilisant la condition D*x(1) + D*x(T') = 0, on obtient

{ Dex(1) = J%(1) = g(1)z(1) + co,
Dex(T) = J7o(T) — g(T)x(T) + co,

Par addition, on trouve
TP(1) = g(1)a(1) + 2¢0 = = J?(T) + g(T)(T),
On sait que z(1) + z(T) = 0, nous avons
TP(1) + g(V)2(T) +2co = =J7(T) + 9(T)a(T),
Et puisque JPp(1) =0, on a
2Cy = —J7%(T) + g(T)2(T) — 9(1)2(T),

Enfin
Co = —3l7(T) + (o(T) — g(1))a(T)
= —S(T) = S(o(T) — g(1)a(T).

En remplagant Cy par leur expression dans l’équation (2.4), on obtient

1 1

Da(t) = Jp(t) — g(t)x(t) — §Jﬁ¢(T) = 59(T) = g(1))a(T). (2.5)

Maintenant, En appliquant l'opérateur J* a 'équation (2.5), on trouve

1 1
JOD%a(t) = IS e(t) = Jg(t)a(t) — 5T e(T) = 5T%(g(T) — g(1)(T) + Ci
1 1
= () — Sg(t)alt) — 5 JPR(T) — S Jg(T) — g(1)(T) + Ci,
Ou C est une constante, c’est-a-dire

w{t) = T () — Tg(t)a(t) — 5 JP(T) — LI(G(T)  g()H(T) + G (26)
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Pour déterminer le constante Cy, on utilise encore une fois la condition initiale x(1) +
z(T) =0, il vient

{ x(1) = J (1) = Jog(1)x(1) — § J*Pp(T) — 3J%(g(T) — g(1))2(T) + C4,
w(T) = JP(T) — Jog(T)x(T) — 5 J*Pp(T) — 3 J%(g(T) — g(1))z(T) + C4,

Ou bien

{ (1) = =3 JP(T) = 5J%(g(T) — 9(1)
o(T) =5 J*p(T) — Jg(T)a(T

|
N =
g
N
—~
3
|
=
=
i
=
+
Q

Et par additionner les deux équations précédentes, on obtient
20, = Jg(T)x(T) + J*(9(T) — g(1))x(T),
Or

Oy = 5 *g(T)(T) + 51°(9(T) — g(1)(T).

En remplacant Cy par leur formule dans Uéquation (2.6), on a
w(t) = Tt) — Fg(e)e(r) — 5 T(T) — I (g(T) — g(1))a(T)
5T g(T)a(T) + 31(0(T) — g(1)a(T).
Or
K1) = T — Tg(t)a(t) - 5 TU(T)
45T g(T)a(T),

Et d’apreés la définition 1.4, il vient

2.3 Probléme de point fixe :

En se basant sur le principe de contraction de Banach, I'unicité de la solution du probleme
(2.1) sera prouvée.
On introduit ’espace de Banach X défini par :

X ={z/z € O(1,T],R); D"z, D%z, ..., D"z €€ O([1,T],R)},
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Muni de la norme :

Izl = |2l + [| D% 2| + || D%x||  + .. + || D] . (2.7)
Ou
lzlle = sup [a(®)], [[D"a] = sup |[D™a(t)],
z€[1,T) xz€[1,T)
HD52xHOO = sup ‘D‘Szx(t) ,...,HD‘S”x| = sup }D‘S"x(t)‘.

z€[L,T]  zenm
On considére 'opérateur ‘H défini par :

X

-
— Hzx

H: X
T

tel que, pour tout ¢ € [1,7T], nous avons

Hz(t) = m/lt(log§)a+5—1f(s,x(s),D51x(s),D‘SQx(s),...,D‘S"x(s))%
s [ oty ()2
2F(&1+ : /1T(10g D)ot £, a(s), DM (s), D*a(s),. Danx(s))%
+%@ /1T(1 &) g (s)a(s)

2.4 Existence et unicité :

Pour établir l'existence et I'unicité de la solution du probléme (2.2), on considére les
hypothéses suivantes :

— (Hy): Lafonction f:[1,7] x R™ — R est une fonction continues.

— (H3) : Pour tout t € [1,T] et x1, o, ..., Tp, Y1, Y2, ---, Yn € R, On a

|f(t,I1,l'2, 73771) - f(t7y17y27 ,yn)| < ZLZ |£L’Z - T,
k=1

Et
L =max(L;), i=1,..,n.
Théoréme 2.1 Sous ’hypothése Hy, le probléme (2.1) posséde une solution unique si

0< <1,

Tel que € = Q1+ Qy et

*

> (log T)* + ﬁ) (log T')“.

L
o= (e
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bt

L g* | |
Q, = 1 T,B I 1 T“_‘SZ -1 n
2 (F(1+a+ﬁ_5i)(0g ) +F(1+a—5i)>(0g ) , 7 )
Ainsi

g = sup [g(s)].
te[1,T)

Etape 1 : Soient z, y € X. Pour tout ¢t € [1,7], on a

[Hx(t) — Hy(t)]
_ 1 t . tiats-1 s 2(s). DO a(s). D2 (s 5 (s ds
)| e D e (8) D), D), D)

S

1 t tatp-1 51 5o o ds
—mfldogg) B f(s,y(s), D°'y(s), D?y(s), ..., D’ry(s))—

1 ! to1 ds 1 t towt ds
_m/l (log g) 9(3)$(8)?+m/1 (log;) g(s)y(s)?
1 ds

m/l (logg)a+61f(s7a:(s), Délx(S)7D62$(S), ...,D(S";E(S))?
‘f‘m/l (10g g)o“rﬂ—lf(&y(s), D‘hy(s),D‘hy(s), ,D(S"y(S))@

S

1 T T, .1 ds 1 T T, ds
“ara [, Qom0 T = s [ toe L tate) .

S S s

Alors, on a

|Hx(t

)_
a g—1 01 d2 on @
< ti‘i%{‘ o 715, 2(s), DVa(s), Da(s), .. D(s)) S
1

L(a+f) /1 (logé)a%_lf(say(S)aD‘sly(S),D‘hy(s),...,D%y(s))@

1 ! L\ao1 ds 1 t tewt ds
—mfl (log ) 9(8)%(8);+m/1 (log =)**g(s)y(s)—

S S

’ T a+pB-1 1 5 . as
_ZF(a+5)/1 (log;) F=1f(s,2(s), D x(s), Dx(s), ..., D’ x(s))

/ (o6 D57 (5,359, D*y(), D*5(5), o D5

S

( + )
P 22 ot sl
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Ce qui implique

[Hx(t) — Hy(t)]

1 T tatsot f(s,z(s), D x(s), D%2x(s), ..., D‘S"x( )
: —r<a+5>/1 (og ™ S0 |~ F(s,y(s), Dory(s), D*2y(s), .., Dory(s))
1 T t ds
— log =)*~1 — -
iy /. QoS s Lo [a(e) —pte)] 4
1 r T\ ois1 f(s,2(s), D x(s), Dx(s), ..., D'ra(s)) | ds
+2F(a+ﬁ)/1 (og 20" 500 | 2 55, y(s), DPrg(s), DPy(s), ., Dovy(s)) | s
1 T T a—1 . @
oy ), Ge8 )" s la(o)l ) ~ (o)) T
Donc
(M (t) — Hy(1)
1 T T\ aip f(s,2(s), D x(s), Dx(s), ..., D*rx(s)) |ds
: F(a+ﬁ)/1 (og )77 S0 | f(s, y(s), Dory(s), D¥2y(s), .., Dony(s)) | s
1 r T a—1 o @
o) (i}i%]‘g(s”tiﬁ%‘x(s) y<s>\> ° 4
1 T T s f(s,2(s), D" (s), D%x(s), ... Danx( ) | ds
+2F(a+5)/1 (og 2)™ SUB | Z f(s,y(s), Dry(s), D2y(5), .. Dy(s)) | s
1 T T a—1 - @
g [ ee ) (ﬁ% 9(5) smp_ () y(s)\) =
Posons :
g" = sup [g(s)].
te[1,7T)
Alors, d’apres 'hypothése (H,), on obtient
(M (t) — Hy(1)
1 r T, (15 & _ _ ds
< F(a——kﬁ)/l' (10g§) +8-1 (Ll |aj—y| +;L1‘D‘Szx(s) —Ddly(8)|> ?
g* r T, ds
ey [, Qo5 ) s Ja(e) —(e) T+
1 r T g = , , ds
G TH / (log —) 7! <L1 & —y| + ZL | D% (s) - D‘”y(s)\) —

gy [ Gor ) sup fate) =) 5

S s€[1,T] &)
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Donc
[Hax(t) — Hy(t)|
3 ‘ T\ oip - 5 8i ds
m/l (log;) L1|$—y|+;Li}D z(s) — D’'y(s)] o
@*/T T ds
+— log —)*"" sup |x(s) —y(s)| —,
Sty 008" s [ols) ~y(o)1
Alors
[Ha(t) — Hy(t)|
3 roT & ds
—_ log =)*A=1 gu Lilz —yl+ Y L;|D%x(s) — D%y(s)| | =
s ) (o) se[fﬂ< eyl + 3 B[P - D) )
3¢+ (. T ..., ds
+ams | Gog ) e =yl 5
C’est-a-dire
[Hax(t) — Hy(t)]
3( Lillw =yl + > Li||Dax— Doyl ;
< i=2 1 / (lo Z)a+6—1§
- 2 Ma+6) )k & s

39" |l — y|| 1 /T T, ., 1ds
o 1 el -
* 2 (o) Sy (Ogs) s )’

Ce qui implique

[Ha(t) — Hy(t)]

< = 1))
39" ||z —
I g ” 5 y”oo]oc(l)(T)7
D’apres I'exemple 1.1, nous avons
I'(1) T, (logT)"

FOD =) = taray
Aussi (log T+

[P(1)(T) = Tl+ath)
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I1 vient
[Hx(t) — Hy(?)]

3L <||a: —yllo + D || D%z — Doy !oo)
=2 (log T)*+F

= (1 + a + f)

39" |z — vyl
— (] TO‘
T Ta) tesT)

On utilise (2.7), nous avons

[Hx(t) — Hy(t)|
_ 3Ll -yl
- 21+ a+p)

39" |z — yl|
log T)**? = (log T)"

*

3 L g
< S |— (logT)*P + —Z— (log T)* —
< 3 (Fra e T + s o) ) o =l
< Qflz -yl
C’est-a-dire
(Ha(t) — Hy(t)| < Q llz -yl 5,
Ou bien

IHe = Hyllo <z —yllx- (2.8)

Etape 2 : Maintenant, On va calculer D% Hx, i = 1,...,n. Pour tout ¢ € [1,¢] on a

D’ "Ha(t)
= 0 —1 t 0 Eaﬂa*l s x(s), DMz (s %20(s Snp(s @
= 0 (it Qos e (s, D a(6), D (), o D)

S

—_

Alors
DP"Ha(t)

_ D (m / 1o 1)1 (s, 0(s). DPa(s), Da(s). ---,Dﬁnm<s>>—>

0 (s [ g by tg(01e(9)2).
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Ce qui implique

DYHa(t)
— m/l (log é)aw—ai—lf(S,x(s),Délx(s),Dagx(s)7W’D(snx(s))%
_ffa%fgﬁlzmU0g§>wdrﬂgO0x@$%§,

En utilisant les mémes techniques d’étape un, il vient

| D% Haz(t) — D Hy(t)|

“ 1 K o tiaspsi—1 [ [(s,x(s), Da(s), D?x(s),..., D x(s)) | ds
= i | T(a+ B—6,) /1 (log 2) { —[(s,y(s), D*y(s), D*y(s), ..., Dy(s)) } s
1 L tiasi ds
= [ oD s o) — () |

On trouve

| D%Ha(t) — D Hy(t)|
1 roT
< log —)*+FA=0i71 gy
N F(a+ﬁ—5i)/1 ( gS) se[1,pT}
@

1 /T T s 1
F log —)* % su s) sup |x(s) —y(s ,
sy J, (om0 { s (o) sup fats) —w()] )

f(s,z(s), D a(

s), D2x(s), ..., D’x(s)) |ds
—f(s,y(s), D™y(s s

), D%2y(s), ... D™y(s)) | s

Donc

| D%Hz(t) — D Hy(t)|

< (Ll |z —y|+ Z L; ‘D‘Six(s) — D(Siy(s)o <—F(a +15 5 /1 (log g)a+ﬁ—6i—1%)

. 1 T T, 5_1ds
+9" lz =yl (m/l (10g§) g 1?>,

Ou bien
| D% Ha(t) — D Hy(t)|
< L <\:v —yl+ > [DVa(s) - D‘Siy(S)}) [F70(T)(1)
i=2
+g" |z =yl 1°77(T)(1).
Nous avons 0 ) b
TH)ot+P—0d
[aJrBf(Si TY(1) = 0g
(T){1) Fl+a+p-10;)
Et

(log T)>

I*7H(T)(1) = T(1+a—206)
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I1 vient

| D*Ha(t) — DHy(t)]

L (Hx =yl + D_[1D%a(s) - Dﬁiy(s)\@)

(lOgT)a+B—5,-+ g ||$—y||oo (logT)oc—&-

<
- Fl+a+p5-4) I(1+a—46)
Lz —yllx 5. . 9z —yl s,
log T)otB=0i o 2 117 7 Jlloo (145 )00
F(1+0z+ﬁ—5i)(og ) +F(1—|—oc—6i)(0g )
L _ g* _
< loec T a+B—46; 9 (looT a—8; B
B <F(1+a+5—5i)<og) +F(1+a—5i)(0g) Iz =yl
L g*

(log T) + ) (log T)*~2 ||z — gl

= (F(1+a+6—(5i) Tlta—d)

< Dl —ylx,

C’est-a-dire
sup] ‘DéiHaf(t) - DéiHy(t)‘ <Dflz—ylly,

te(1,T

Or
[(D*Haz) — (D**Hy)| , < Q2 le—yllx- (2.9)

De (2.8) et (2.9), on trouve

|Hz — Hyl, + || (D" Hax) — (D*Hy) || (1 + Q) lz —yllx

<
S Q”x_/yHX?

D’ou le résultat.

2.5 Existence sans unicité :

Notre deuxiéme résultat de l'existence des solutions du probléme (2.1) est basé sur le
théoréeme du point fixe de Schaefer.

Théoréme 2.2 On suppose que U’hypothése (Hy) est vérifie et ’hypothése suivante :
(Hs) : 1l existe une constante N > 0 tel que la fonction f est borné par N.
Done, notre probléme admet au moins une solution sur [1,T]
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Preuve. Tout d’abord, on montre que H est continues. Alors, soit (z,),eny une suite de
X tel que cette suite converge vers x € X. On a pour tout ¢t € [1,7] ona :

[Hn(t) — Ha(t)]

B ' m/f<1°g§>“+“f (S’x"(s)’Délxn(s)aD(szxn(S),...,D‘S”xn(S))%
_m /:(bg é)aw_lf(s’ w(s), D™ x(s), D*x(s), ..., D‘S"x(S))%
: ! ds 1 t ds

e [ o8 a2+ s [ tog Dy g1t

I'() S
! d
21_‘(0:1+ 6)/1 (10g )a+ﬁ 1f(87xn(8)’Ddlxn(S)7D62fEn(S)7 ,D‘s"a?n(s))—s
1 ! a+p-1 51 5o 5 ds
s, (o8 ) (). D). D). o D) S
1 T T a—1 ds 1 T T a1 ds
+r@<)/1 (log —) g(S)xn(s)?—r@/1 (log —)*"g(s)x(s)— .
D’ou
[Ha,(t) — Ha(t)|
1 ! T\aip J(s,20(5), D2y (5), D2y (5), ..., D"y (s)) | ds
= F(aﬂa)/l (og )™ Sp |7 2 ¥ (s, 2(s), D¥a(s), D¥a(s), .. Dva(s) | s
1 g T a— dS
+W/1 (log Z) 1 (Szﬁ% \g(s)\t:ﬁ% |z, (s) — x(s)|> - +
v T Tarsa £(5,20(s), D7 (), D22y (s), ..., Do, (s5)) | ds
+2F(a—|—5)/1 (log )™ ot | (s a(s), Da(s), D2a(s), ..., D7a(s)) | s

ds
S

+%“)/1 (1og§)a1 ( sup |g(s)| sup Ixn(S)—x(s)O

s€[1,T) s€[1,T]

D’aprés notre hypotheése, la fonction f est continues, donc comme est une fonction continues

,alors
| Han(t) — Ha(t) [[oo— 0, quand n — 0. (2.10)

En plus, nous avons
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| DYMa,(t) — DS Ha(t) |

t ds
= m /1 <10gé)“ﬂ“”‘lf(s,:cn(s),D51:cn(s),D52xn(s),...,Dénxn(s»?
t d
_ﬁ\/l(1Og§>a—5i—1g(s)$n(s)§.
_m/l (log é)a+55i1f(3’x($)’D6137(5)’DéQm(s),...,Dé”x(s))%
' ds
+ﬁ/l (logg)a_éi_lg(s)x(s)?

Ce qui implique

}D‘S"’Hxn(t) — D‘Sf’Hx(t)’

1 ¢ tasgosio1 | F(8,20(8), Dxy(s), D2, (), ..., Dz, (s)) | ds
= t:ﬁ% Do+ B —6;) /1 (log g) v { —f(s,2(s), D1 x(s), D*2x(s), ..., D" x(s)) }?
1 ¢ tyabi1 ds
e /| G D e (o) (o)
On trouve

}D‘”Hxn(t) — D°"Ha(t) |

1 T T \igs.— s, 2n(s), D2,
)/ (log—) +6—98; 1Sup f( () (
1

—f(s,2(s), Dora(

Lla+ B —0d; s s€[L,T]
1 /T T s 1 ds
Y log —)* % sup ¢g(s) sup |z,(s) —z(s)| | —,
I(a—6) )y ( S) s€[1,T) ( >s€[17T]| (s) (#) S
Encore fois, puisque f est une fonction continues, on trouve
| D%Hx,(t) — D*Ha(t) ||oo— 0, quand n — 0. (2.11)

D’autre part, on a
| Han(t) = Ha(t) |x=[| Han(t) = Ha(t) oo + Y || D*Haa(t) — D Ha(t) ||oo,
i=1

De les formules (2.10) et (2.11), il vient
| Hz,(t) — Ha(t) [x— 0, quand n— 0,

D’ou le résultat. Maintenant , on montre que l'opérateur H est borné. Alors, on définit
I’ensemble

Be={reX, |zlly<¢ £€>0}.
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Nous avons
| a0) =) gy [ om0 (s (), D), D), D ()
F(a +/8) 1 S Y ) Y ) Y 8
1 K T\ ds
i /| T D))
st [ 08 D) 1 0(6), D5 (5), D), D)
2F(O{+/8) 1 g Y ) ) b ) 8
1 T ds
1 a—1 -
g [ Goe ) o))
On peut écrire
| Hz(t) | 1 /T(log )0 sup | f(s,x(s), D a(s), D*u(s), ..., D™ a(s)) | d
B F(Oé‘Fﬂ) 1 s€[1,T] ’ ’ ’ Y S
1 /T T o ds
+— log —)* " (sup | g(s)| sup |z(s)]|)—
o) /. (log ) (Seml ( )!se[ml (s) 1))
1 r T atf—1 51 d2 on ds
Foitag ) 008 ) s | F(en(s), Da(s), D). .. D a(s) |
1 T T ds
+— log —)*7Y( su s)| su z(s) |)—.
Sy Qo8 (s (o) | s |a(s) )
D’aprés notre hypothese (Hj), il vient
| Ha(t) |
N r T ds &g (T T . _.ds N r T
- - log — a+pB-122 / log — a—17"7 —/ log — a+B-1
F(oz—l—ﬁ)/l(Ogs) 3+I‘(oz) 1 (Ogs) s+2F(0z+5) 1 (Ogs)
§g* /T T\
1 . 0%
Tor( /), doey)
3N T Toaipads 3 [T T .,
2r(a+,3)/1 (log ) ?+2r(a)/1 (log )

D’apres des simplifications, on a
| Ha(t) |

3N(log T)*+8  3¢g*(log T)™
- A'(l+a+p) 2(l+4+a)’

Enfin
Rl < NMy + M,
ot (log T)**# 9" (log T)
3(logT)* 3€g*(log T)“
My = V082 o gy = NI 08T)
T ta+p) 0 TPT a1+ a)
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)

En utilisant les méme techniques pour Uopérateur (D%, i = 1,..,n) on trouve

| DYHa(t) |

C’est-a-dire

| D Ha(t)|
< sup ;/t(logz)a+ﬁ—5i—1f(s q}(s) D(Sl[)?(s) Dézx(s) Dénl’(S))@
el Lo+ B —6;) Jx S ’ ’ ) y s S
1 ' t a—6;—1 ds
el L A Ok
Ou bien
|D5"Hm(t)‘

1 T T a+p—6;—1 61 55 5 ds
S Tlats—d) / (10g )75 sup. |f(s,a(s), D'a(s), D*a(s), .. D™a(s))|

1 /T T s, ds
+— log —)*% sup ¢(s) sup |z(s)| | —.
Fa—4) )i ( S> s€[1,T] ( )se[l,T]’ v 5

Encore une fois d’aprés ’hypothése (Hj3),il vient

N t t d * T T d
|D5in(t)| < F—)/ (log g)OH‘/B_(Si_l_S + L/ (log _)a—éi—l_s’
1 1

(a+ B8 -4, s T(a—9;) s s
Ou bien Nilog Tyt s
F'l+a+6-6) Td+a-—46)
Finalement
5] < N M+ M,
Ou

(log T)Okl’ﬁ*(;i

g*f(log T)aféi

M3: et M4:

On conclure
| Ha [|x]| He |l + || D¥Ha [0< €,
Tel que

6/ = NM3+M47+NM1+M27
N(M; + M3) + My + M;.
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Concernant 1’équin-continues. Soient t1,ts € [1,T] tel que t; < to, alors

| Hax(ty) — Ha(ty) |=| m/ (log )“+ﬁ "f(s,x(s ),D51x(s),D529:(s),...,D‘S"g;(s))%
+m /: (log 75;2)“%1]‘(3, z(s), D x(s), D*?x(s), ..., D‘%(s))%
F(a1+ B) /jl (log 7%)C“+B‘1J‘(=s, x(s), D**x(s), D*x(s), ..., D‘s”x(s))%
F(104) /:1 (log %)a_19<3)x( )% - ﬁ /j(log %)“‘19(5)95(5)%
ey ), Qs Dt
2r(03+5) /1T(log )a 81 £ (s, 2(s), DM a(s), D?x(s), ..., D" ())%
bortar [ Gos Ty e |

L’hypothese (Hj) donne

| Ha(ts) — Halh) |< ﬁ| / (log )49 — (log ")+
o 1ds
a+5 ’/ " s |
30 [0 aog%) U5 s | [ ey

ds
o 1 a+p—-17"7
+2F(a + ) | / 8 ) s |

r/ “.

On obtient
| ol ot
rarm | [ S e [ e e
2?(]@ / (og g)a_l
s [ o by B[ o Ly

Ce qui implique

ds

dsl

S

S

[ ogye
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| Hx(ty) — Hx(ty) |

N * t t d
[(log tl)‘”ﬁ — (logts) Py (log ty — log tl)o‘+5 + _fg / (log —)0‘_1—5
1 S s

< N
= T(a+75) ()

N bt g [Tt
o 1 “ya+8-1 —/ 1 - afll
+2r(a+5)/1(°gs) T or@ J, s )
Quand t;__, to, il vient
| Ha(tz) — Ha(t1) |loo— 0.

On a aussi

| DéZHl’(tg) — DélHﬂf(tl) |
1 ds

= m ZtQ(lOg%>a+ﬁ6i1f<3737(5>,D51x(8), D62ZL’(S), . DénSL’(S))?
ds

1 t2 tas_1
—m/l (10gg) ° 9(5)1’(8)8

t1
—m /1 (log %)W—&i—l f(s,a;(s),Délx(s),pfbx(s),...,Dénx(s))g
t1
ey [ o a(e)e)
Or
| DY Hax(ts) — D" Ha(ty)|
< sup ;/t(logz)awéi1f(s,x(s),D5la:(s),D52x(s),...,D‘s”x(s))@
te[1,T) F(Oé + ﬁ — 51) 1 S S
t
s [ Ger D am (0T,
Ou bien
‘D‘;”Hx(tg) - D‘Sin(tl)}
;/T(logz)aﬂi_‘s"_l sup | f(s,x(s), D*x(s), D*x(s), ... D‘S":E(s))§
F(Oé + 6 — 52) 1 S te[1,T] ’ ’ ’ T S
T
gy /08D s o(s) swp () ),
Enfin

| D%Ha(ty) — D Ha(t)]
2 f(s,2(s), Dz (s), D2x(s), ..., Do x(s)
1 S

_/tl f(s,z(s), D1 x(s), D%2x(s), ..., D°"x(s))

< ds

5 ds|,
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Ou bien
|D61H$(t2) — DJZH.f(tl)‘
t1 01 02 on
< f(s,z(s), D x(s), D*?x(s), ..., D x(s)ds
1 S
[ Fs.x(s), DPa(s), DPals)., . Da(s)) |
1 S
L [ fs.al), Da(s), DPa(s), . Dals) | |
1 S
On trouve

to N
|D5in<t2) — DéiH~T(t1)‘ §| / gds ‘
t1

C’est-a-dire
}D‘siH:L'(tg) - D‘;iH:c(tlﬂ <| N(logts — logty) |

Aussi. Quand t1__, to, on a
| D%Hx(ty) — D%Hax(ty) ||eo— 0.
Par conséquent, quand ¢;__, t,
| Hao(tz) = Ha(ty) lloo + || D Ha(tz) — D Ha(t) loe— 0,

Or
| Ha(ty) — Ha(ty) [[x— O,

D’oul le résultat. Maintenant, soit I’ensemble suivant :
Q:={reX;, r=0Hz, 0<0<1}.

Pour x € A, ona Alors
r =0Hx, 0<0<I1,

Aussi, pour tout ¢ € [1,7] , nous avons

z(t) = 9[@/1 <log§)a+5lf(sax(5)7D51x(8),D52x(5),_,_7D5nx(5))%
1 ! 14 a—1 dS
F(a)/l(log;) g(s)x(s)?
m/l (log g)a+51f<87x(8)7D61x<5)7D62x(5)7 ---,Dénx(s))%
1 g T a—1 dS
+2F(04)/1 (IOg _) g(S)IE(S)?]

L’hypothese (H3), donne
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| x(t)

aﬁ &9 T\ a-1ds N " log Dyato-
a+ﬁ/ ) 15+F<a)/1<10g8> ls+2r<a+ﬁ>/1<1°gs)+ 1
T

T ds  3&g* T ..
1 a+B 1 / log —)@ 1
2Foz+[3/ Ogs s+2F(a) 1 (Ogs)

C’est-a-dire

|~

1 3N(logT)*+#  3¢g*(log T)™
g1 "Wl orarayp T arr )
Or
| 2(t) |< O(NM; + M),
Tel que ( Jors : )
3(log T)“ 3¢g* (log 1)~
M1:2P(1+a+5) Ma = or(1+a)
En plus
()
< sup _ /t(logz)aﬂj‘s"lf(s,x(s),D61x(s), D%z (s), ..., D‘;”x(s))ﬁ
e | Da+B8—46:) )y s s

1 t b ars,—1
e [, Goe D gt

Ce qui implique

1 ,
5 }D(SZ%(t)‘

1 T T ds
— log —)otA=0i—1 gy s, 2(s), D x(s), D2x(s), ..., D" x(s))| —
R Goe ) s [f(s, (), Da(s), Da(s). .., DPa(e)|

1 r T ds
+ = log =) %1 | su s) sup |z(s —.

ey ) s (Se[l;)ﬂm ) st [ >|> S
11 vient
1 N oot ds g*€ r T ds
Z Déi Hl< ——— log — a+p—86;—12"°2 —/ log — a—§;—19°
9‘ x()’_r(a‘i‘ﬁ—&@)/l(ogs) S+1—\<a_5i) 1(0g8) S’
Ou bien ' Nilog Ty el T
- ’Déll’(t” < (Og ) g é( 0g ) 7

Par conséquent
|D%(t)| < O(NMs + My),
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(log T)*+F~0 ot M, — g*&(log T~

M3:P(1+a+6—52-) C T(l+a-6)

Enfin
1% [loo + || D% ||loo< O[N (My + Ms) + M + My],

C’est-a-dire
| 2 [|x< O[N(My + Ms) + My + My],

On conclure

I [l x< oo

D’apres le théoréme des points fixes de Schaefer, on déduit que H admet un point
fixe. m



Chapitre 3

Exemple

On considére le probléme suivant :

D¥Y(DY? + g(t))x(t))
N 1 Iz(t) §
= t2+5(4(1+|1‘(t)|+|D1/3x(t)|+|D1/4z(t)’+|D1/5$(t)‘+_._+‘D1/nx(t)|) + 8)7 I<t< €,

z(1) = —x(e), DY%x(1) = —DY2x(e).

Ici

ainsi que

f(t,z(t), D**x(t), D2x(t), ..., D’ x(t)

1 ( 22(t) N §)
2+ 5 4(1 + |z(t)| + | DY3z(t)| + | DYz (t)| + | DYox(t)| + ... + [ DYz (t)|) 87

oud; =1,...ntelque n>3 et T =e, on a aussi

3.2+t 1
t)=2(—— t4 =
g(t) 4(|t|+1)cos7r—|—

5

31
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Conclusion

Cette étude s’inscrit dans la démarche de 'application des outils d’analyse aux d’équa-
tions différentielles fractionnaires. Le premier chapitre nous a permis de nous familiariser
avec l'outil fractionnaire et a fourni quelques résultats élémentaires qui sont utiles pour notre
étude. Ensuite, dans le deuxieme chapitre on utilise le type Hadamard de la dérivée fraction-
naire pour résoudre des équations différentielles fractionnaires linéaire avec conditions aux li-
mites de Langevin, I’établissement de conditions nécessaires et suffisantes assurant 1’existence
et I'unicité de la solution.
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