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0.1 Résumé :

Dans ce mémoire, on s�intéresse à résoudre des équations di¤érentielles d�ordre
fractionnaire au sens de Hadamard, pour cela nous présentons quelques résultats

d�existence et l�unicité des solutions du problème aux limites concernant les équations
di¤érentielles de Langevin qui sont engendrées par les dérivées de Hadamard. Ces résultats
ont été obtenus par l�utilisation du théorème de point �xe en particulier on a utilisé le

théorème de points �xe de Banach ainsi que Schaefer.

0.1.1 Mots clés :

Equations Di¤érentielles Fractionnaire, Points �xe, Problème aux limites de Langevin.
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0.2 Introduction :

Le calcul fractionnaire est un domaine de l�analyse mathématique qui traite la notion
d�intégration et dérivation d�ordre fractionnaire et ses applications. Le terme fractionnaire
est un terme impropre, mais il est conservé à la suite de l�usage courant. Les applications de
la théorie du calcul fractionnaire aussi bien dans la séance fondamentales qu�en ingénieries
sont très diverses. Ils s�apparaissent de plus en plus fréquemment dans les di¤érents domaines
de recherches.

Les auteurs Z. Dahmani et M. Houas (voir [27]) se sont intéressés à system d�équation
di¤érentielle fractionnaire :8>>>><>>>>:

D�1x(t) = f1(t; y(t); D
�2y(t); D�3y(t); :::; D�ny(t)); t 2 [0; T ] ;

D�1x(t) = f1(t; y(t); D
�2y(t); D�3y(t); :::; D�ny(t)); t 2 [0; T ] ;

x(0) = x�; x0(0) = x00(0) = ::: = x(n�1)(0) = 0;
y(0) = y�; y0(0) = y00(0) = ::: = y(n�1)(0) = 0;
Dpx(1) = �1D

px(�); Dqy(1) = �2D
qy(�);

où D�i ; D�i ; i = 1; ::; n représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d�ordre
�i; �i respectevement.

En 2016 et 2017, les auteurs C. Kiataramkul et al (voir [20], [26]) ont étudié l�existence
et l�unicité de solution pour le problème di¤érentielle fractionnaire suivant :�

D�([p(t)D� + r(t)]x(t)) = g(t; x(t)); t 2 [1; T ] ;
x(1) = �x(T ); D�x(1) = �D�x(T ):

Cette mémoire s�organise en trois chapitres. Chapitre un fournit une base théorique
du calcul fractionnaire nécessaire pour la bonne compréhension et le développement d�autre
chapitres qui suivant. Les concepts de base et les principales propriétés des opérateurs d�ordre
fractionnaire il ya sont répertoriés.

Dans le chapitre deux, nous utilisons le type Hadamard de la dérivée fractionnaire pour
résoudre des équations di¤érentielles fractionnaires linéaire avec conditions aux limites de
Langevin, c�est-à-dire :

�
D�
�
D� + g(t))x(t) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t)

�
; 1 < t < T;

x(1) + x(T ) = 0; D�x(1) +D�x(T ) = 0;
(1)

où D est la dérivée fractionnaire d�ordre  2 f�; �; �ig tel que i = 1; ::; n au sens
d�Hadamard avec 0 <  < 1 et �i < �. En plus f : [1; T ] � Rn ! R est une fonction
continues donnée et aussi g est une fonction continues sur [1; T ]:
Dans dernièr chapitre, on donne quelques exemples pour illustrer les résultats obtenus

et ce mémoire s�achève par une conclusion.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhension
de cette mémoire telles que, la fonction spéciale comme fonction Gamma, intégration frac-
tionnaire au sens de Hadamard, la dérivation fractionnaire au sens de Hadamard. On conclut
le chapitre par une section réservée aux di¤érents théorèmes de point �xe utilisés dans ce
travail.

1.1 Espace des fonctions Absolument Continues :

Dé�nition 1.1 On note par AC([a; b]) l�espace des fonctions absolument continues sur [a; b]
constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue sommables i.e. :

:f 2 AC([a; b])() 9' 2 L1([a; b]);
Tel que

f(x) = c+

Z x

a

'(t)dt:

Dé�nition 1.2 Pour n 2 N; on note par ACn([a; b]) l�espace des fonctions à valeurs com-
plexe f(x) ayant des dérivées jusqu�à l�ordre (n� 1) continues sur [a; b] telle que f (n�1)(x) 2
AC([a; b]); c�est -à-dire :

ACn[a; b] =
�
f : [a; b]! C et f (n�1)(x) 2 AC[a; b]

	
:

En particulier on a AC1[a; b] = AC[a; b]:

Dé�nition 1.3 L�espace noté ACn� [a; b]dé�ni par :

ACn� [a; b] =

�
f : [a; b]! C et �(n�1)f(x) 2 AC[a; b]; � = x

d

dx

�
;

Est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égale1.

6
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1.2 Intégration fractionnaire au sens de Hadamard :

Dé�nition 1.4 Soit f une fonction continues sur [a; b] à valeurs dans R avec 0 < a < b �
1 et � > 0: Alors, l�intégrale fractionnaire d�ordre � au sens de Hadamard de f dé�nie
par :

J�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(log
x

t
)��1

f(t)

t
dt; a < x < b;

où � est une fonction Gamma d�Euler.

Dé�nition 1.5 : Soit z 2 R�+ on appelle fonction Gamma d�Euler la fonction par :

�(z) =

Z 1

0

tz�1e�tdt:

Propriété : On a

1.
�(z + 1) = z�(z):

2.
�(1) = �(2) = 1:

3.
�(n+ 1) = n!:

1.2.1 Fonction Bêta

Dé�nition 1.6 soient x; y 2 R�+ on appelle fonction bêta d�Euler la fonction donner par :

B(x; y) =

Z 1

0

ux�1(1� u)y�1dt:

Propriété : Nous avons
�

B(x; y) = B(y; x):

et

B(x; y) =
�(x)�(y)

�(x+ y)
:

Exemple 1.1 Considérons la fonction

f(t) = (log
t

a
)��1;

où � > 0 et a > t > 0: Alors

J�a (log
t

a
)��1 =

�(�)

�(�+ �)
(log

x

t
)
�+��1

: (1.1)
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On a

J�a f(x) = J�a (log
t

a
)��1

=
1

�(�)

Z x

a

(log
x

t
)��1(log

t

a
)��1

dt

t
;

En e¤ectuant le changement de variable suivant :

y =
log t=a

log x=t
;

on obtient

J�a (log
x

t
)��1 =

(log t
a
)�+��1

�(�)

Z 1

0

(1� y)
��1
y
��1
;

Et d�après la dé�nition de fonction Béta; il vient

J�a f(x) =
B(�; �)

�(�)
(log

x

t
)�+��1

=
�(�)

�(�+ �)
(log

x

t
)
�+��1

;

D�où le résultat.

1.2.2 Quelques propriétés :

Propriété : Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b] à valeurs dans R, �1 et
�2 2 R, 8� > 0 on a :

J�a (�1f(x) + �2g(x)) = �1J
�
a f(x) + �2J

�
a g(x):

Propriété : Soit f : [a; b] ! R (log x
t
) une fonctions continues ,f 2 LP ([a; b]):8�; � 2

R�+; on a :

J�a J
�
a fx) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

Z t

a

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

ds

s

dt

t
;

Proposition 1.1 Telle que a � t � x; a � s � t:

Propriété : (propriétés de semi groupe) Soit f : [a; b]! R une fonction continues,f
2 LP ([a; b]); 8 � , � 2 R�+, on a :

J�a J
�
a fx)J

�
a fx) = J�+�a f(x)

= J�a J
�
a f(x)
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1.3 Dérivation fractionnaire au sens d�Hadamard :

Dé�nition 1.7 La dérivée fractionnaire au sens Hadamard de la fonction f est dé�nie par :

HD�
a f(x) = �nJn��a f(x)

= :(x
d

dx
)nJn��a f(x)

= :
1

�(n� �)
(x

d

dx
)n
Z x

a

(log
x

t
)n���1f(t)

dt

t
;

où n� 1 < � < n; n = [�] + 1:

Proposition 1.2 Pour � > 0 et f 2 C[a; b];on a :

HD�
aJ

�f(t) = f(t);

Mais
J�HD�

a f(t) 6= f(t):

Exemple 1.2 Soient f une fonction dé�nie comme suite :

f(t) = (log(
t

a
))��1 avec � > 0:

Alors
HD�

a f(t) =
�(�)

�(� � �)
( log(

t

a
))����1 avec � > 0 :

:

Preuve. On a
HD�

a f(t) = �n(Jn��a (log(
t

a
))��1);

D�après (1.1), on trouve

Jn��a (log
t

a
)��1 =

�(�)

�(n� �+ �)
(log(

t

a
))n��+��1;

D�où le résultat.

Remarque 1.1 En particulier, si

� = 1 et � > 0:

Alors la dérivée fractionnaire de Hadamard d�une fonction constante est en général non
nulle, c�est-à-dire

HD�
a c =

1

�(1� �)
(log(

t

a
))��:
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1.4 Lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto et celle au sens de Hadamard

Pour tout y 2 ACn� [a; b]; Nous avons :

cD�
a y(x) = D�

a

(
y(x)�

n�1X
i=0

�iy(a)

i!
(log

x

a
)

)
;

où n = [�] + 1:

1.5 Lemmes auxiliaires :

Lemme 1.1 Soient f 2 ACn� ([a; b];R) et � > 0; on a :

J�D�f(x) = f(x)�
n�1X
k=1

ck(log x)
k:

où Ck 2 R; k = 1; 2:::::::::n� 1 et n� 1 < � < n; n = [�] + 1:

1.6 Quelques théorèmes de point �xe :

Pour l�application ultérieure, nous avons besoin des théorèmes de point �xe suivants :

Dé�nition 1.8 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé et ' une application d�un élément
de X dans lui même. On appelle point �xe de ' tout point x 2 X tel que :

'x = x:

Dé�nition 1.9 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé. Une application f de X dans X
dite Lipchitzienne de constante L � 0 si elle véri�e :

8x; y 2 X; kf(x)� f(y)k � Lkx� ykX :

Dé�nition 1.10 L�application Lipchitzienne f est dite une contraction si L 2]0; 1[.

Dé�nition 1.11 Soit 
 un sous ensemble de X = C([a; b]; E). On dit que 
 est équi-
continue si pour tout " > 0, il existe � > 0 Tel que :

jt1 � t2j � � =) j (t1)�  (t2)j � "; 8t1; t2 2 [a; b];  2 
:

Dé�nition 1.12 soient A et B deux espaces de Banach .un opérateur ' : A �! B est
complètement continues s�il transforme tout borné de A en une partie relativement compact
de B .

Dé�nition 1.13 on dit que l�opérateur ' est complètement continues s�il est continues et
compact .
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Dé�nition 1.14 un espace de Banach est un espace vectoriel normé et compact

Théorème 1.1 (Banach) Soit (U ; d) un espace métrique non vide complet et T : U ! U
une application contractante. Alors, il existe un point unique u 2 U tel que T (u) = u:

Théorème 1.2 soient X un espace de Banach et A : X �! X un opérateur complètement
continues
Si l�ensemble

� = fx 2 X : x = �(Ax);pour un certain � 2 [0; 1]g
Est borné ,A alors possède au moins un point �xe dans X.

Théorème 1.3 (Ascoli-Arzel) Soit A � C(J ;E), A est compact dans C(J ;E) si et seule-
ment si :

1. A est fermé.

2. A est borné.

3. A est équi-continue.



Chapitre 2

Equations Di¤érentielles Fractionnaire
avec Conditions aux Limites de type
Langevin

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons le type Hadamard de la dérivée fractionnaire pour ré-
soudre des équations di¤érentielles fractionnaires linéaire avec conditions aux limites de
Langevin, c�est-à-dire le problème suivante :�

D�
�
D� + g(t))x(t) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t)

�
; 1 < t < T;

x(1) + x(T ) = 0; D�x(1) +D�x(T ) = 0;
(2.1)

où D est la dérivé fractionnaire d�ordre  2 f�; �; �ig tel que i = 1; ::; n au sens d�Ha-
damard avec 0 <  < 1 et �i < �. Ainsi que f : [1; T ]� Rn ! R est une fonction continues
donnée et aussi g est une fonction continues sur [1; T ]:

2.2 Problème intégrale :

Lemme 2.1 Soient 0 < �; � < 1: La représentation intégrale du problème aux limite frac-
tionnaire (2.1) est donnée par :

x(t) =
1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
(2.2)

� 1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
:

Preuve. Soit l�équation di¤érentielle suivante :

D�
�
D� + g(t))x(t) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t)

�
: (2.3)

12
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Posons
'(t) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t)):

En appliquant l�opérateur J� à l�équation (2.3), on trouve

J�D�(D� + g(t))x(t) = J�'(t);

Et on utilise le Lemme 1.1, il vient

(D� + g(t))x(t) = J�'(t) + c0; (n = [�] + 1 = 1):

Où c0 est une constante. Alors

D�x(t) = J�'(t)� g(t)x(t) + c0: (2.4)

Maintenant, en utilisant la condition D�x(1) +D�x(T ) = 0, on obtient�
D�x(1) = J�'(1)� g(1)x(1) + c0;
D�x(T ) = J�'(T )� g(T )x(T ) + c0;

Par addition, on trouve

J�'(1)� g(1)x(1) + 2c0 = �J�'(T ) + g(T )x(T );

On sait que x(1) + x(T ) = 0; nous avons

J�'(1) + g(1)x(T ) + 2c0 = �J�'(T ) + g(T )x(T );

Et puisque J�'(1) = 0; on a

2C0 = �J�'(T ) + g(T )x(T )� g(1)x(T );

En�n

C0 = �1
2
[J�'(T ) + (g(T )� g(1))x(T )]

= �1
2
J�'(T )� 1

2
(g(T )� g(1))x(T ):

En remplaçant C0 par leur expression dans l�équation (2.4), on obtient

D�x(t) = J�'(t)� g(t)x(t)� 1
2
J�'(T )� 1

2
(g(T )� g(1))x(T ): (2.5)

Maintenant, En appliquant l�opérateur J� à l�équation (2.5), on trouve

J�D�x(t) = J�J�'(t)� J�g(t)x(t)� 1
2
J�J�'(T )� 1

2
J�(g(T )� g(1))x(T ) + C1

= J�+�'(t)� J�g(t)x(t)� 1
2
J�+�'(T )� 1

2
J�(g(T )� g(1))x(T ) + C1;

Où C1 est une constante, c�est-à-dire

x(t) = J�+�'(t)� J�g(t)x(t)� 1
2
J�+�'(T )� 1

2
J�(g(T )� g(1))x(T ) + C1: (2.6)
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Pour déterminer le constante C1, on utilise encore une fois la condition initiale x(1) +
x(T ) = 0; il vient�

x(1) = J�+�'(1)� J�g(1)x(1)� 1
2
J�+�'(T )� 1

2
J�(g(T )� g(1))x(T ) + C1;

x(T ) = J�+�'(T )� J�g(T )x(T )� 1
2
J�+�'(T )� 1

2
J�(g(T )� g(1))x(T ) + C1;

Ou bien�
x(1) = �1

2
J�+�'(T )� 1

2
J�(g(T )� g(1))x(T ) + C1;

x(T ) = 1
2
J�+�'(T )� J�g(T )x(T )� 1

2
J�(g(T )� g(1))x(T ) + C1;

Et par additionner les deux équations précédentes, on obtient

2C1 = J�g(T )x(T ) + J�(g(T )� g(1))x(T );

Or
C1 =

1

2
J�g(T )x(T ) +

1

2
J�(g(T )� g(1))x(T ):

En remplaçant C1 par leur formule dans l�équation (2.6), on a

x(t) = J�+�'(t)� J�g(t)x(t)� 1
2
J�+�'(T )� 1

2
J�(g(T )� g(1))x(T )

+
1

2
J�g(T )x(T ) +

1

2
J�(g(T )� g(1))x(T ):

Or

x(t) = J�+�'(t)� J�g(t)x(t)� 1
2
J�+�'(T )

+
1

2
J�g(T )x(T );

Et d�après la dé�nition 1.4, il vient

x(t)

=
1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1'(s)

ds

s
� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s

� 1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1'(s)

ds

s
+

1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
:

2.3 Problème de point �xe :

En se basant sur le principe de contraction de Banach, l�unicité de la solution du problème
(2.1) sera prouvée.
On introduit l�espace de Banach X dé�ni par :

X =
�
x=x 2 C([1; T ] ;R); D�1x;D�2x; :::; D�nx 22 C([1; T ] ;R)

	
;
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Muni de la norme :

kxkX = kxk1 +
D�1x


1 +

D�2x

1 + :::+

D�nx

1 ; (2.7)

Où

kxk1 = sup
x2[1;T ]

jx(t)j ;
D�1x


1 = sup

x2[1;T ]

��D�1x(t)
�� ;D�2x


1 = sup

x2[1;T ]

��D�2x(t)
�� ; :::;D�nx


1 = sup

x2[1;T ]

��D�nx(t)
�� :

On considère l�opérateur H dé�ni par :

H : X ! X
x ! Hx

tel que, pour tout t 2 [1; T ] ; nous avons

Hx(t) =
1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s

1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
:

2.4 Existence et unicité :

Pour établir l�existence et l�unicité de la solution du problème (2.2), on considère les
hypothèses suivantes :
� (H1) : La fonction f : [1; T ]� Rn ! R est une fonction continues.
� (H2) : Pour tout t 2 [1; T ] et x1; x2; :::; xn; y1; y2; :::; yn 2 R; on a

jf (t; x1; x2; :::; xn)� f (t; y1; y2; :::; yn)j �
nX
k=1

Li jxi � xij ;

Et
L = max(Li); i = 1; ::; n:

Théorème 2.1 Sous l�hypothèse H2; le problème (2.1) possède une solution unique si

0 < 
 < 1;

Tel que 
 = 
1 + 
2 et


1 =
3

2

�
L

�(1 + �+ �)
(log T )� +

g�

�(1 + �)

�
(log T )�:
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Et


2 =

�
L

�(1 + �+ � � �i)
(log T )� +

g�

�(1 + �� �i)

�
(log T )���i ; i = 1; :::; n:

Ainsi
g� = sup

t2[1;T ]
jg(s)j :

Etape 1 : Soient x; y 2 X: Pour tout t 2 [1; T ] ; on a

jHx(t)�Hy(t)j

=

���� 1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

ds

s

� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
+

1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)y(s)

ds

s

� 1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
� 1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)y(s)

ds

s

���� ;
Alors, on a

jHx(t)�Hy(t)j

� sup
t2[1;T ]

����� 1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

ds

s

� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
+

1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)y(s)

ds

s

� 1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
� 1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)y(s)

ds

s

����� ;
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Ce qui implique

jHx(t)�Hy(t)j

� 1

�(�+ �)

Z T

1

(log
t

s
)�+��1 sup

s2[1;T ]

���� f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

���� dss
+

1

�(�)

Z T

1

(log
t

s
)��1 sup

s2[1;T ]
jg(s)j jx(s)� y(s)j ds

s
+

+
1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1 sup

s2[1;T ]

���� f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

���� dss
+

1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1 sup

t2[1;T ]
jg(s)j jx(s)� y(s)j ds

s
;

Donc

jHx(t)�Hy(t)j

� 1

�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1 sup

s2[1;T ]

���� f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

���� dss
+

1

�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

 
sup
s2[1;T ]

jg(s)j sup
t2[1;T ]

jx(s)� y(s)j
!
ds

s
+

+
1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1 sup

s2[1;T ]

���� f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

���� dss
+

1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

 
sup
s2[1;T ]

jg(s)j sup
s2[1;T ]

jx(s)� y(s)j
!
ds

s
;

Posons :
g� = sup

t2[1;T ]
jg(s)j :

Alors, d�après l�hypothèse (H2); on obtient

jHx(t)�Hy(t)j

� 1

�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

 
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��! ds

s

+
g�

�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1 sup

s2[1;T ]
jx(s)� y(s)j ds

s
+

+
1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

 
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��! ds

s

+
g�

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1 sup

s2[1;T ]
jx(s)� y(s)j ds

s
;
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Donc

jHx(t)�Hy(t)j

� 3

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

 
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��! ds

s

+
3g�

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1 sup

s2[1;T ]
jx(s)� y(s)j ds

s
;

Alors

jHx(t)�Hy(t)j

� 3

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1 sup

s2[1;T ]

 
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��! ds

s

+
3g�

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1 kx� yk1

ds

s
;

C�est-à-dire

jHx(t)�Hy(t)j

�
3

 
L1 kx� yk1 +

nX
i=2

Li
D�ix�D�iy


1

!
2

�
1

�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

ds

s

�
+
3g� kx� yk1

2

�
1

�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

ds

s

�
;

Ce qui implique

jHx(t)�Hy(t)j

�
3

 
L1 kx� yk1 +

nX
i=2

Li
D�ix�D�iy


1

!
2

I�+�(1)(T )

+
3g� kx� yk1

2
I�(1)(T );

D�après l�exemple 1.1, nous avons

I�(1)(T ) =
�(1)

�(1 + �)
(log

T

1
)� =

(log T )�

�(1 + �)
:

Aussi

I�+�(1)(T ) =
(log T )�+�

�(1 + �+ �)
:
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Il vient

jHx(t)�Hy(t)j

�
3L

 
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

!
2�(1 + �+ �)

(log T )�+�

+
3g� kx� yk1
2�(1 + �)

(log T )�;

On utilise (2.7), nous avons

jHx(t)�Hy(t)j

� 3L kx� ykX
2�(1 + �+ �)

(log T )�+� +
3g� kx� yk1
2�(1 + �)

(log T )�

� 3

2

�
L

�(1 + �+ �)
(log T )�+� +

g�

�(1 + �)
(log T )�

�
kx� ykX

� 
1 kx� ykX ;

C�est-à-dire
jHx(t)�Hy(t)j � 
1 kx� ykX ;

Ou bien
kHx�Hyk1 � 
1 kx� ykX : (2.8)

Etape 2 : Maintenant, On va calculer D�iHx; i = 1; :::; n. Pour tout t 2 [1; e] on a

D�iHx(t)

= D�i

�
1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s

+
1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s

�
:

Alors

D�iHx(t)

= D�i

�
1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

�
�D�i

�
1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s

�
;
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Ce qui implique

D�iHx(t)

=
1

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�� �i)

Z t

1

(log
t

s
)���i�1g(s)x(s)

ds

s
:

En utilisant les mêmes techniques d�étape un, il vient��D�iHx(t)�D�iHy(t)
��

� sup
t2[1;T ]

���� 1

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1

�
f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

�
ds

s

� 1

�(�� �i)

Z t

1

(log
t

s
)���i�1g(s) [x(s)� y(s)]

ds

s

���� ;
On trouve��D�iHx(t)�D�iHy(t)

��
� 1

�(�+ � � �i)

Z T

1

(log
T

s
)�+���i�1 sup

s2[1;T ]

���� f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s))

���� dss
+

1

�(�� �i)

Z T

1

(log
T

s
)���i�1

 
sup
s2[1;T ]

g(s) sup
s2[1;T ]

jx(s)� y(s)j
!
ds

s
;

Donc ��D�iHx(t)�D�iHy(t)
��

�
 
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��!� 1

�(�+ � � �i)

Z T

1

(log
T

s
)�+���i�1

ds

s

�
+g� kx� yk1

�
1

�(�� �i)

Z T

1

(log
T

s
)���i�1

ds

s

�
;

Ou bien ��D�iHx(t)�D�iHy(t)
��

� L

 
jx� yj+

nX
i=2

��D�ix(s)�D�iy(s)
��! I�+���i(T )(1)

+g� kx� yk1 I���i(T )(1):

Nous avons

I�+���i(T )(1) =
(log T )�+���i

�(1 + �+ � � �i)
;

Et

I���i(T )(1) =
(log T )���i

�(1 + �� �i)
:
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Il vient��D�iHx(t)�D�iHy(t)
��

�
L

 
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix(s)�D�iy(s)

1

!
�(1 + �+ � � �i)

(log T )�+���i +
g� kx� yk1
�(1 + �� �i)

(log T )���i

� L kx� ykX
�(1 + �+ � � �i)

(log T )�+���i +
g� kx� yk1
�(1 + �� �i)

(log T )���i

�
�

L

�(1 + �+ � � �i)
(log T )�+���i +

g�

�(1 + �� �i)
(log T )���i

�
kx� ykX

�
�

L

�(1 + �+ � � �i)
(log T )� +

g�

�(1 + �� �i)

�
(log T )���i kx� ykX

� 
2 kx� ykX ;

C�est-à-dire
sup
t2[1;T ]

��D�iHx(t)�D�iHy(t)
�� � 
2 kx� ykX ;

Or �D�iHx
�
�
�
D�iHy

�
1 � 
2 kx� ykX : (2.9)

De (2.8) et (2.9), on trouve

kHx�Hyk1 +
�D�iHx

�
�
�
D�iHy

�
1 � (
1 + 
2) kx� ykX

� 
 kx� ykX ;

D�où le résultat.

2.5 Existence sans unicité :

Notre deuxième résultat de l�existence des solutions du problème (2.1) est basé sur le
théorème du point �xe de Schaefer.

Théorème 2.2 On suppose que l�hypothèse (H1) est véri�e et l�hypothèse suivante :
(H3) : Il existe une constante N > 0 tel que la fonction f est borné par N:
Donc, notre problème admet au moins une solution sur [1; T ]
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Preuve. Tout d�abord, on montre que H est continues. Alors, soit (xn)n2N une suite de
X tel que cette suite converge vers x 2 X: On a pour tout t 2 [1; T ] ona :

jHxn(t)�Hx(t)j

=

���� 1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s))
ds

s

� 1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)xn(s)

ds

s
+

1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s

� 1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s))
ds

s

+
1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)xn(s)

ds

s
� 1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s

���� ;
D�où

jHxn(t)�Hx(t)j

� 1

�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1 sup

s2[1;T ]

���� f(s; xn(s); D�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s))
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

���� dss
+

1

�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

 
sup
s2[1;T ]

jg(s)j sup
t2[1;T ]

jxn(s)� x(s)j
!
ds

s
+

+
1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1 sup

s2[1;T ]

���� f(s; xn(s); D�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s))
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

���� dss
+

1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

 
sup
s2[1;T ]

jg(s)j sup
s2[1;T ]

jxn(s)� x(s)j
!
ds

s
:

D�après notre hypothèse, la fonction f est continues, donc comme est une fonction continues
,alors

k Hxn(t)�Hx(t) k1�! 0; quand n �! 0: (2.10)

En plus, nous avons
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j D�iHxn(t)�D�iHx(t) j

=
1

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s))
ds

s

� 1

�(�� �i)

Z t

1

(log
t

s
)���i�1g(s)xn(s)

ds

s
:

� 1

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

�(�� �i)

Z t

1

(log
t

s
)���i�1g(s)x(s)

ds

s

Ce qui implique

��D�iHxn(t)�D�iHx(t)
��

� sup
t2[1;T ]

���� 1

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1

�
f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s))
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

�
ds

s

� 1

�(�� �i)

Z t

1

(log
t

s
)���i�1g(s) [xn(s)� x(s)]

ds

s

���� ;
On trouve��D�iHxn(t)�D�iHx(t)

��
� 1

�(�+ � � �i)

Z T

1

(log
T

s
)�+���i�1 sup

s2[1;T ]

���� f(s; xn(s); D�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s))
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

���� dss
+

1

�(�� �i)

Z T

1

(log
T

s
)���i�1

 
sup
s2[1;T ]

g(s) sup
s2[1;T ]

jxn(s)� x(s)j
!
ds

s
;

Encore fois, puisque f est une fonction continues, on trouve

k D�iHxn(t)�D�iHx(t) k1�! 0; quand n �! 0: (2.11)

D�autre part, on a

k Hxn(t)�Hx(t) kX=k Hxn(t)�Hx(t) k1 +
nX
i=1

k D�iHxn(t)�D�iHx(t) k1;

De les formules (2.10) et (2.11), il vient

k Hxn(t)�Hx(t) kX�! 0; quand n �! 0;

D�où le résultat. Maintenant , on montre que l�opérateur H est borné. Alors, on dé�nit
l�ensemble

B� = fx 2 X; kxkX � �; � > 0 g :
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Nous avons

j Hx(t) j=j 1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s

� 1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
j;

On peut écrire

j Hx(t) j� 1

�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1 sup

s2[1;T ]
j f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)) j ds

s

+
1

�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1( sup

s2[1;t]
j g(s) j sup

s2[1;T ]
j x(s) j)ds

s
)

+
1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1 sup

s2[1;T ]
j f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)) j ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1( sup

s2[1;T ]
j g(s) j sup

s2[1;T ]
j x(s) j)ds

s
:

D�après notre hypothèse (H3); il vient

j Hx(t) j

� N

�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

ds

s
+

�g�

�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

ds

s
+

N

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

+
�g�

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

� 3N

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

ds

s
+
3�g�

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

D�après des simpli�cations, on a

j Hx(t) j

� 3N(log T )�+�

2�(1 + �+ �)
+
3�g�(log T )�

2�(1 + �)
;

En�n
kHxk1 � NM1 +M2;

Où

M1 =
3(log T )�+�

2�(1 + �+ �)
et M2 =

3�g�(log T )�

2�(1 + �)
:



25

En utilisant les même techniques pour l�opérateur (D�i ; i = 1; ::; n) on trouve

j D�iHx(t) j

= j 1

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�� �i)

Z t

1

(log
t

s
)���i�1g(s)x(s)

ds

s
j;

C�est-à-dire

��D�iHx(t)
��

� sup
t2[1;T ]

���� 1

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�� �i)

Z t

1

(log
t

s
)���i�1g(s)x(s)

ds

s

����
Ou bien��D�iHx(t)

��
� 1

�(�+ � � �i)

Z T

1

(log
T

s
)�+���i�1 sup

s2[1;T ]

��f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))
�� ds
s

+
1

�(�� �i)

Z T

1

(log
T

s
)���i�1

 
sup
s2[1;T ]

g(s) sup
s2[1;T ]

jx(s)j
!
ds

s
:

Encore une fois d�après l�hypothèse (H3);il vient��D�iHx(t)
�� � N

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1

ds

s
+

g��

�(�� �i)

Z T

1

(log
T

s
)���i�1

ds

s
;

Ou bien ��D�iHx(t)
�� � N(log T )�+���i

�(1 + �+ � � �i)
+
g��(log T )���i

�(1 + �� �i)
;

Finalement D�iHx

1 � NM3 +M4;

Où

M3 =
(log T )�+���i

�(1 + �+ � � �i)
et M4 =

g��(log T )���i

�(1 + �� �i)
.

On conclure

k Hx kXk Hx k1 + k D�iHx k1� �0;

Tel que

�0 = NM3 +M4;+NM1 +M2;

= N(M1 +M3) +M2 +M3:
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Concernant l�équin-continues. Soient t1; t2 2 [1; T ] tel que t1 < t2, alors

j Hx(t2)�Hx(t1) j=j
1

�(�+ �)

Z t1

1

(log
t2
s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

�(�+ �)

Z t2

t1

(log
t2
s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�+ �)

Z t1

1

(log
t1
s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�)

Z t1

1

(log
t2
s
)��1g(s)x(s)

ds

s
� 1

�(�)

Z t2

t1

(log
t2
s
)��1g(s)x(s)

ds

s

+
1

�(�)

Z t1

1

(log
t1
s
)��1g(s)x(s)

ds

s

� 1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
j :

L�hypothèse (H3) donne

j Hx(t2)�Hx(t1) j6
N

�(�+ �)
j
Z t1

1

[(log
t2
s
)�+��1 � (log t1

s
)�+��1]

ds

s
j

+
N

�(�+ �)
j
Z t2

t1

(log
t2
s
)�+��1

ds

s
j

+
�g�

�(�)
j
Z t1

1

[(log
t1
s
)��1 � (log t2

s
)��1]

ds

s
j + �g�

�(�)
j
Z t2

t1

(log
t2
s
)��1

ds

s
j

+
N

2�(�+ �)
j
Z T

1

(log
T

s
)�+��1

ds

s
j

+
�g�

2�(�)
j
Z T

1

(log
T

s
)��1

ds

s
j :

On obtient

j Hx(t2)�Hx(t1) j

� N

�(�+ �)
j
Z t

1

(log
t

s
)�+��1

ds

s
+

�g�

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

ds

s
+

N

2�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1

+
�g�

2�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

� 3N

2�(�+ �)

Z T

1

(log
t

s
)�+��1

ds

s
+
3�g�

2�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

Ce qui implique
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j Hx(t2)�Hx(t1) j

� N

�(�+ �)
[(log t1)

�+� � (log t2)
�+�

+ (log t2 � log t1)�+� +
�g�

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

ds

s

+
N

2�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1 +

�g�

2�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1:

Quand t1�! t2; il vient
k Hx(t2)�Hx(t1) k1�! 0:

On a aussi

j D�iHx(t2)�D�iHx(t1) j

=
1

�(�+ � � �i)

Z t2

1

(log
t2
s
)�+���i�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�� �i)

Z t2

1

(log
t

s
)���i�1g(s)x(s)

ds

s
:

� 1

�(�+ � � �i)

Z t1

1

(log
t1
s
)�+���i�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

�(�� �i)

Z t1

1

(log
t1
s
)���i�1g(s)x(s)

ds

s

Or ��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)
��

� sup
t2[1;T ]

���� 1

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�� �i)

Z t

1

(log
t

s
)���i�1g(s)xn(s)

ds

s

���� ;
Ou bien��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)

��
� 1

�(�+ � � �i)

Z T

1

(log
t

s
)�+���i�1 sup

t2[1;T ]
j f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

�(�� �i)

Z T

1

(log
t

s
)���i�1( sup

t2[1;T ]
g(s) sup

t2[1;T ]
j x(s) j)ds

s

����� ;
En�n

��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)
��

�
����Z t2

1

f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

S
ds

�
Z t1

1

f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

S
ds

���� ;
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Ou bien ��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)
��

�
����Z t1

1

f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

S
ds

�
Z t1

1

f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

S
ds

+

Z t2

1

f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

S
ds

���� :
On trouve ��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)

�� �j Z t2

t1

N

S
ds j

C�est-à-dire ��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)
�� �j N(log t2 � log t1) j

Aussi. Quand t1�! t2; on a

k D�iHx(t2)�D�iHx(t1) k1�! 0:

Par conséquent, quand t1�! t2

k Hx(t2)�Hx(t1) k1 + k D�iHx(t2)�D�iHx(t1) k1�! 0;

Or
k Hx(t2)�Hx(t1) kX�! 0;

D�où le résultat. Maintenant, soit l�ensemble suivant :


 := fx 2 X; x = �Hx; 0 < � < 1g:

Pour x 2 � , on a Alors
x = �Hx ; 0 < � < 1;

Aussi, pour tout t 2 [1; T ] , nous avons

x(t) = �[
1

�(�+ �)

Z t

1

(log
t

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1g(s)x(s)

ds

s

1

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

+
1

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1g(s)x(s)

ds

s
]:

L�hypothèse (H3); donne
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1

�
j x(t) j

� N

�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

ds

s
+

�g�

�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

ds

s
+

N

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

+
�g�

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

� 3N

2�(�+ �)

Z T

1

(log
T

s
)�+��1

ds

s
+
3�g�

2�(�)

Z T

1

(log
T

s
)��1

C�est-à-dire
1

�
j x(t) j� 3N(log T )�+�

2�(1 + �+ �)
+
3�g�(log T )�

2�(1 + �)
;

Or
j x(t) j� �(NM1 +M2);

Tel que

M1 =
3(log T )�+�

2�(1 + �+ �)
et M2 =

3�g�(log T )�

2�(1 + �)
:

En plus

1

�

��D�ix(t)
��

� sup
t2[1;T ]

���� 1

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

ds

s

� 1

�(�� �i)

Z t

1

(log
t

s
)���i�1g(s)x(s)

ds

s

���� ;
Ce qui implique

1

�

��D�ix(t)
��

� 1

�(�+ � � �i)

Z T

1

(log
T

s
)�+���i�1 sup

s2[1;T ]

��f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))
�� ds
s

+
1

�(�� �i)

Z T

1

(log
T

s
)���i�1

 
sup
s2[1;T ]

g(s) sup
s2[1;T ]

jx(s)j
!
ds

s
:

Il vient

1

�

��D�ix(t)
�� � N

�(�+ � � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�+���i�1

ds

s
+

g��

�(�� �i)

Z T

1

(log
T

s
)���i�1

ds

s
;

Ou bien
1

�

��D�ix(t)
�� � N(log T )�+���i

�(1 + �+ � � �i)
+
g��(log T )���i

�(1 + �� �i)
;

Par conséquent ��D�ix(t)
�� � �(NM3 +M4);
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Où

M3 =
(log T )�+���i

�(1 + �+ � � �i)
et M4 =

g��(log T )���i

�(1 + �� �i)
.

En�n
k x k1 + k D�ix k1� �[N(M1 +M3) +M2 +M4];

C�est-à-dire

k x kX� �[N(M1 +M3) +M2 +M4];

On conclure

k x kX� 1:

D�après le théorème des points �xes de Schaefer, on déduit que H admet un point
�xe.



Chapitre 3

Exemple

On considère le problème suivant :

8><>:
D3=4(D1=2 + g(t))x(t))

= 1
t2+5

( x2(t)

4(1+jx(t)j+jD1=3x(t)j+jD1=4x(t)j+jD1=5x(t)j+:::+jD1=nx(t)j) +
3
8
); 1 < t < e;

x(1) = �x(e); D1=2x(1) = �D1=2x(e):

Ici

� =
1

2
et � =

3

4
;

ainsi que

f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t)

=
1

t2 + 5
(

x2(t)

4(1 + jx(t)j+ jD1=3x(t)j+ jD1=4x(t)j+ jD1=5x(t)j+ :::+ jD1=nx(t)j) +
3

8
);

où �i = 1; :::; n tel que n � 3 et T = e, on a aussi

g(t) =
3

4
(
t2 + jtj
jtj+ 1 ) cos

2 �t+
1

2
:

31
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Conclusion
Cette étude s�inscrit dans la démarche de l�application des outils d�analyse aux d�équa-

tions di¤érentielles fractionnaires. Le premier chapitre nous a permis de nous familiariser
avec l�outil fractionnaire et a fourni quelques résultats élémentaires qui sont utiles pour notre
étude. Ensuite, dans le deuxième chapitre on utilise le type Hadamard de la dérivée fraction-
naire pour résoudre des équations di¤érentielles fractionnaires linéaire avec conditions aux li-
mites de Langevin, l�établissement de conditions nécessaires et su¢ santes assurant l�existence
et l�unicité de la solution.
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