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Systèmes d’Ordre Fractionnaire dans le Domaine de 

l’Astrophysique 

Résumé 

     Les équations différentielles fractionnaires jouent un rôle important dans la résolution 

de problèmes concrets, en particulier ceux relatifs à l’astrophysique et la physique.  Les 

différents modèles de Lane-Emden sont importants en mathématiques appliquées, en 

physique mathématique et en astrophysique. 

 

     Dans ce manuscrit : 

 

1- On a étudié une classe d'équations fractionnaires non linéaires de Lane-Emden  .On 

a donc présenté une étude sur l'existence et l'unicité de la solution du système 

considéré. La démonstration du résultat obtenu est basée sur le Théorème du point 

fixe de Banach. Pour illustrer le résultat obtenu, on a présenté une application. 

 

2- On a présenté d’autre résultat qui porte sur l'existence d'une solution au moins du 

problème considéré. Une application démonstrative a été présentée  pour illustrer le 

résultat. 

 

 

Mots-clés: Dérivée au sens de Caputo, point fixe, équation de Lane-Emden, existence et 

unicité, existence d’une solution au moins. 
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Fractional Order Systems in the Field of Astrophysics  

Abstract 

      The arbitrary order of the derivatives provides an additional degree of freedom to fit a 

specific behavior. It provides several potentially useful tools for solving differential and 

integral equations and various other problems. The different Lane-Emden models are 

important in applied mathematics, mathematical physics and astrophysics. 

 

     In this paper: 

 

1- We consider a fractional Lane-Emden system with nonlinear. Using Banach fixed 

point theorem, we obtain the existence and uniqueness of solution. An example is 

provided to illustrate the application of  the result. 

 

2- We also study the existence of at least one solution, using Shauder fixed point 

theorem. An application is presented to illustrate the result. 

 

Key  words and phrases. Caputo derivative, fixed point, existence and uniqueness, 

existence of at least one solution. 
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une théorie des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire
(fractionnaire) réel ou même complexe. C’est une généralisation du calcul classique et
par conséquent, conserve de nombreuses propriétés de base. Voir [2]
Il y a un grand nombre de mathématiciens qui ont contribué au développement du calcul
fractionnaire, dont on peut citer : J.Liouville (1832-1837), B.Riemann (1847), H.Laurent
(1884), M.Caputo (1967), Hadamard (1892) et M.Riesz (1949).

Les équations différentielles fractionnaires jouent un rôle important dans la résolu-
tion de problèmes concrets, en particulier ceux relatifs à la mécanique, l’astrophysique et
l’économie.

La théorie des dérivées de l’ordre non-entier ne soit pas nouveau, ces origines re-
montent à la fin du 17ème sciècle, le moument où Newton et Leibniz ont développé les
fondements du différentiel calcule intégral. Leibniz a introduit le symbole d n

d xn f (x) pour
désigner la ni ème dérivée d’une fonction f . Quand il a signalé cela dans une lettre a l’Hô-
pital, qui posa la question si n = 1

2 ? Leibniz réponds qu’il s’agit là d’un pardoxe, mais qu’un
jour. Voir [1]
Les avantages des dérivés fractionnaires deviennent apparents dans la modélisation des
propriétés mécaniques et éléctriques des matériaux réels et dans de nombreux autres do-
maines. Voir [1]

D’autre part, l’astrophysique (du grec astêr : étoile, astre et physis : science de la na-
ture, physique) est une branche interdisciplinaire de l’astronomie qui concerne princi-
palement la physique et l’étude des propriétés des objets de l’Univers (étoiles, planètes,
galaxies, milieu interstellaire...), comme leur luminosité, leur densité, leur température et
leur composition chimique. Voir [9]

Au XXIe siècle, les astronomes ont une formation en astrophysique et leurs observa-
tions sont généralement étudiées dans un contexte astrophysique, de sorte qu’il y a moins
de distinction entre ces deux disciplines qu’auparavant. Voir [9]

Ce mémoire se base sur trois chapitres de la manière suivante :
Chapitre 01 : Préliminaires
Ce chapitre fournit quelques notions préliminaires essentielles, utilisées dans la théo-

rie du calcul fractionnaire et quelques théorèmes des points fixe.
Chapitre 02 : Existence et Unicité
Dans ce chapitre, on traiter une classe de systèmes fractionnaires de type Lane-Emden,

utilisée en astrophysique. D’abord, on va chercher la solution intégrale de système pro-
posé, pour établir ensuite un résultat de l’existence et l’unicité de la solution. Enfin, on
donne une application pour illustrer ce résultat.

Chapitre 03 : Existence d’au moins une solution
Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence d’une solution au moins. Pour illustrer

le résultat obtenu, on donne une application.

1



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques notions et des rappels de la théorie du calcul
fractionnaire et les théorèmes des points fixes. Voir [8, 22]

1 Définitions et notions de base

Dans cette partie, on va s’intéresser à quelques fonctions utiles trés utilisées en calcul
fractionnaire.

1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma d’EulerΓ (.) est une fonction spéciale, considérée également comme
l’une des fonctions de base du calcul fractionnaire, elle prolonge le factoriel aux valeurs
non entières. En effet, la fonction Gamma est la généralisation aux nombres réels de la
fonction factorielle définie pour les nombres entiers positifs .

Elle définie par l’intégrale suivante :

Γ (x) =
∫ +∞

0
e−t t x−1d t , x > 0,

(1.1)

avec Γ (1) = 1,Γ (0+) = +∞, pour 0 < x ≤ 1, x 7→ Γ (x) est une fonction monotone et
strictement décroissante.

Proposition 1.1 Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récur-
rence suivante :

1. ∀x > 0, on a :

Γ (x +1) = xΓ (x) .

(1.2)

2. ∀n ∈N∗ :

Γ (n +1) = n!.

(1.3)

Preuve.
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1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

1. On peut démontrer par intégration par partie

Γ (x +1) =
∫ +∞

0
e−t t xd t

=
[−e−t t x]+∞

0 +x
∫ +∞

0
e−t t x−1d t

= xΓ (x) .

(1.4)

La relation de récurrence (2.2) permet de définir x 7−→ Γ (x) pour les valeurs néga-
tives de x, tel que −1 < x < 0, aura 0 < x+1 < 1. Alors, Γ (x +1) est bien définie par la
formule (2.1), mais pas Γ (x) . On peut définir Γ (x) par la relation

Γ (x) =
Γ (x +1)

x
.

(1.5)

Dans le cas, −(n +1) < x <−n,n ∈N∗, on a :

Γ (x) =
Γ (x +n +1)

x(x +1).....(x +n)
.

(1.6)

1.2 Fonction Béta

Définition 1.1 On appelle fonction Béta d’Euler la fonction donnée par :

B(x, y) =
∫ 1

0
(1− t )x−1t y−1d t , x > 0, y > 0.

(1.7)

Proposition 1.2

1. ∀x, y ∈ R∗+ :

B(x, y) = B(y, x).

(1.8)

2. ∀x, y ∈ R∗+ :

B(x, y) =
Γ (x)Γ

(
y
)

Γ(x + y)
.

(1.9)

Maintenant, on présente l’unique définition de l’intégrale d’ordre arbitraire (fraction-
naire) au sens de Riemann-Liouville, cette approche sera basée sur la fonction Gamma
d’Euler.

3



1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

1.3 Définition de l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f ∈ C((a,b];R), on appelle intégrale fractionnaire d’ordreα ∈R∗+ au sens de Riemann-
Liouville de f la fonction suivante :

Iαa f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t )α−1 f (t )d t ,α> 0,

(1.10)

où x ≥ 0, et Γ (α) =
∫ +∞

0 e−t tα−1d t .

Proposition 1.3 Soient α> 0,β> 0 et f ∈ C([a,b];R), on a :

1.

IαaIβa f (x) = Iα+βa f (x).

(1.11)

2.

IαaIβa f (x) = IβaIαa f (x).

(1.12)

Preuve. Soient α> 0, β> 0 et f ∈ C([a,b];R), on a :
Pour démontre (2.11) en utilisant la fonction Béta. En effet,

Iαa(Iβa f )(x) =
1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t )α−1(Iβa f )(t )d t

=
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ x

a
(x − t )α−1(

∫ t

a
(t −τ)β−1 f (τ)dτ)d t ,

comme a ≤ t ≤ x, a ≤ τ≤ t ,
donc on prend a ≤ τ≤ t ,τ≤ t ≤ x,

Iαa(Iβa f )(x) =
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ t

a
f (τ)

(∫ x

τ
(x − t )α−1(t −τ)β−1d t

)
dτ.

(1.13)

Si on prend

u =
t −τ
x −τ .

(1.14)

Alors, on obtient :∫ x

τ
(x − t )α−1(t −τ)β−1d t = (x −τ)α+β−1

∫ 1

0
(1−u)α−1uβ−1du

= (x −τ)α+β−1B(α,β)

= (x −τ)α+β−1Γ (α)Γ
(
β
)

Γ
(
α+β) .

(1.15)

4



1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

En remplaçant (2.15) dans (2.13), on aura :

Iαa(Iβa f )(x) =
1

Γ
(
α+β)

∫ x

0
(x −τ)α+β−1 f (τ)dτ = Iα+βa f (x).

(1.16)

D’où le résultat.
Pour démontrer (2.12), en utilisant la propriété précédente (2.11). Alors,

IαaIβa f (x) = Iα+βa f (x)

= Iβ+αa f (x)

= IαaIβa f (x).

(1.17)

Lemme 1.1 Soient f ∈ C([a,b];R) et α> 0. Alors,

lim
>

x→a

Iαa f (x) = 0.

(1.18)

Preuve. On a ∣∣Iαa f (x)
∣∣ ≤ 1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t )α−1

∣∣ f (t )
∣∣d t

≤
∥∥ f

∥∥∞
Γ (α)

∫ x

a
(x − t )α−1d t

≤
∥∥ f

∥∥∞
Γ (α)

(x −a)α

α

≤
∥∥ f

∥∥∞
Γ (α+1)

(x −a)α.

(1.19)

Comme le second membre de l’inégalité précédente tend vers 0 lorsque t tend vers a.
On déduire que :

lim
>

x→a

Iαa f (x) = 0.

Soit la fonction suivante :

f (t ) = (t −a)β, t ≥ a,β ∈N∗.

(1.20)

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville s’écrit comme suit :

Iαa(t −a)β =
1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t )α−1(t −a)βd t .

(1.21)

5



1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

On pose :

v =
t −a

x −a
.

(1.22)

On trouve,

Iαa(t −a)β =
1

Γ (α)

∫ 1

0
(x −a)α−1(1− v)α−1(x −a)βvβ(x −a)d v

=
(x −a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0
(1− v)α−1vβd v

=
(x −a)α+β

Γ(α)
B(α,β+1).

(1.23)

En utilise l’expression donnée par (2.9), on trouve :

Iαa(t −a)β =
(x −a)α+β

Γ(α)

(
Γ (α)Γ

(
β+1

)
Γ

(
α+β+1

) )

=
Γ

(
β+1

)
Γ

(
α+β+1

) (x −a)α+β.

(1.24)

Pour α = 2 et β = 3
2 ,la relation (3.1) devient :

I2
a(t −a)

3
2 =

Γ
(3

2 +1
)

Γ
(
2+ 3

2 +1
) (x −a)2+ 3

2

=
3
2Γ

(3
2

)
7
2Γ

(7
2

) (x −a)
7
2

=
3
2

1
2Γ

(1
2

)
7
2

5
2Γ

(5
2

) (x −a)
7
2

=
3
2

1
2Γ

(1
2

)
7
2

5
2

3
2Γ

(3
2

) (x −a)
7
2

=
3
2

1
2Γ

(1
2

)
7
2

5
2

3
2

1
2Γ

(1
2

) (x −a)
7
2

=
4

35
(x −a)

7
2 .

(1.25)

1.4 Dérivation Fractionnaire

Cette section sera consacrée aux définitions élémentaires pour les dérivées fraction-
naires de Riemann-Liouville et de Caputo, et quelques propriétés de ces notions.
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1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

1.5 Dérivée au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2 Soient α ∈ R∗+,m ∈ N∗,m − 1 < α < m, a ∈ R et f ∈ C([a,b];R), on appelle
dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α de f la quantité :

RLDα
a f (x) = DmIm−α

a f (x)

=
d m

d t m

(
1

Γ(m −α)

∫ x

a
(x −τ)m−α−1 f (τ)dτ

)
,m −1 < α< m.

(1.26)

On rappeler l’expression de dérivation classique :

d m

d t m
(t −a)γ = γ(γ−1)......(γ−m +1)(t −a)γ−m

=
Γ(γ+1)

Γ(γ+1−m)
(t −a)γ−m .

(1.27)

Exemple 1.1 On prend la fonction suivante :

f (x) = xβ, x ≥ 0,β> 0. (1.28)

Par définition, on a :

RLDα
0 xβ = DmIm−α

0 xβ

= Dm
(

Γ(β+1)

Γ(β+1+m −α)
xβ+m−α

)
.

(1.29)

En utilisant la relation de dérivation classique (3.4), on trouve :

RLDα
0 xβ =

Γ(β+1)

Γ(β+1+m −α)

(
Γ(β+m −α+1)

Γ(β+m −α+1−m)
xβ+m−α−m

)

=
Γ(β+1)

Γ(β−α+1)
xβ−α.

(1.30)

On pose α = 3
2 , β = 2. Alors,

RLD
3
2
0 x2 =

Γ(2+1)

Γ(2− 3
2 +1)

x2− 3
2

=
2Γ(2)

Γ( 3
2 )

p
x

=
2Γ(2)
1
2Γ( 1

2 )

p
x

=
4p
π

p
x.

(1.31)
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1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

Remarque 1.1 La dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une fonction constante n’est pas
nulle.

En effet, dans la formule (3.7) pour α> 0 et β = 0, on obtient :

RLDα
0 x0 = RLDα

0 (1)

=
Γ(1)

Γ(1−α)
x−α 6= 0, x > 0.

(1.32)

Proposition 1.4 Soient f , g ∈ [a,b] →R,α ∈R∗+ et m−1 < α< m, m ∈N∗. Alors, l’opérateur
de dérivation de Riemann-Liouville RLDα

a possède les propriétés suivantes :

1. ∀λ1,λ2 ∈R,RL Dα
a(λ1 f +λ2g )(x) = λ1(RLDα

a f )(x)+λ2(RLDα
a g )(x),

2.
(

RLDα
a

)(
Iαa f

)
(x) = f (x),

3. Si
(

RLDα
a f

)
(x) = 0, alors :

f (x) =
m−1∑
i =0

Ci
Γ (i +1)

Γ (i +α+1−m)
(x −a)i+α−m ,

où (Ci )i =0,...,m−1 ∈R.

Preuve. Soient f , g ∈ [a,b] →R,α ∈R∗+ et m −1 < α< m,m ∈N∗.

1. Elle est évidente.

2. En utilisant la propriété classique

Dm(Im
a f )(x) = f (x),

(1.33)

on trouve : (RLDα
a

)(
Iαa f

)
(x) = Dm(Im−α

a )
(
Iαa f

)
(x)

= Dm(Im−α+α
a f )(x)

= Dm(Im
a f )(x)

= f (x).

(1.34)

3. Comme (RLDα
a f )(x) = 0, alors par définition, on a :

(RLDα
a) f (x) = Dm(Im−α

a f )(x) = 0.

(1.35)

Alors la dérivée d’ordre m de (Im−α
a f ) est nulle. Donc,

(Im−α
a f )(x) =

m−1∑
i =0

Ci (x −a)i , (Ci )i =0,...,m−1 ∈R.

(1.36)
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1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

Par application Iαa à (1.36), on obtient :

Iαa(Im−α
a f )(x) = (Im+α−α

a f )(x)

= (Im
a f )(x)

= Iαa

(
m−1∑
i =0

Ci (x −a)i

)

=
m−1∑
i =0

Ci

(
Iαa(x −a)i

)

=
m−1∑
i =0

Ci

(
Γ (i +1)

Γ (i +1+α)

)
(x −a)i+α.

(1.37)

Puis, on applique Dm à (1.37), on obtient :

Dm(Im
a f )(x) =

m−1∑
i =0

Ci

(
Γ (i +1)

Γ (i +1+α)

)
Dm(x −a)i+α

=
m−1∑
i =0

Ci

(
Γ (i +1)

Γ (i +1+α)

)(
Γ (i +α+1)

Γ (i +α+1−m)
(x −a)i+α−m

)

=
m−1∑
i =0

Ci

(
Γ (i +1)

Γ (i +α+1−m)
(x −a)i+α−m

)
.

(1.38)

D’où,

f (x) =
m−1∑
i =0

Ci

(
Γ (i +1)

Γ (i +α+1−m)
(x −a)i+α−m

)
.

(1.39)

1.6 Dérivée au sens de Caputo

L’approche des dérivées au sens de Riemann-Liouville. On l’avait définit comme étant
une intégrale fractionnaire d’ordre m −α suivie d’une dérivation classique d’ordre m .
Tandis que la dérivée au sens de Caputo est l’inverse de ces deux opérations.

Définition 1.3 Soient m−1 < α< m,m ∈N∗, a ∈R et f ∈ Cm([a,+∞[), La dérivée d’ordre α
au sens de Caputo de f est donnée par :

CDα
a f (x) = Im−α

a Dm f (x) =
1

Γ(m −α)

∫ x

a
(x −τ)m−α−1 d m

d sm
f (τ)dτ, m −1 < α< m.

(1.40)
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1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

Exemple 1.2 On prend la fonction f (x) = xβ avec β = 7
2 , et on calcule CD

3
2
0 f (x). Alors,

CD
3
2
0 (x

7
2 ) =

(
I

2− 3
2

0

)(
d 2

d x2
x

7
2

)

=

(
I

1
2
0

)(
d 2

d x2
x

7
2

)
.

(1.41)

D’aprés la relation (3.4), on aura :

CD
3
2
a (x

7
2 ) =

(
I

1
2
0

)(
Γ

(7
2 +1

)
Γ

(7
2 +1−2

)x
7
2−2

)

=

(
I

1
2
0

)(
7
2Γ

(7
2

)
3
2Γ

(3
2

)x
3
2

)

=

(
I

1
2
0

)(
7
2

5
2Γ

(5
2

)
3
2

1
2Γ

(1
2

)x
3
2

)

=

(
I

1
2
0

)(
7
2

5
2

3
2Γ

(3
2

)
3
2

1
2Γ

(1
2

) x
3
2

)

=

(
I

1
2
0

)(
7
2

5
2

3
2

1
2Γ

(1
2

)
3
2

1
2Γ

(1
2

) x
3
2

)

=
35

2

(
I

1
2
0

)(
x

3
2

)

=
35

2

Γ
(3

2 +1
)

Γ
(3

2 + 1
2 +1

)x
3
2+ 1

2

=
35

2

3
2

1
2Γ

(1
2

)
2Γ (2)

x2

=
105

p
π

4
x2.

(1.42)

La dérivée au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle.
En effet, dans la formule (1.41) pour α> 0 et β = 0, on obtient :

CD
3
2
0 (x0) =

(
I

2− 3
2

0

)(
d 2

d x2
(1)

)

=

(
I

1
2
0

)
(0)

= 0.

(1.43)
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1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

1.7 La relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et celle de
Caputo

Pour m − 1 < α < m, m ∈ N∗, a ∈ R et f ∈ Cm([a,+∞[), la relation entre Riemann-
Liouville et Caputo est :

(RLDα
a

)
f (x) =

(CDα
a

)
f (x)+

m−1∑
i =0

(x −a)i−α

Γ (i −α+1)
f (i )(a).

(1.44)

Cette dernière relation peut aussi s’écrire :

(CDα
a

)
f (x) =

(
RL

Dα
a

)(
f (x)−

m−1∑
i =0

(x −a)i

Γ (i +1)
f (i )(a)

)
.

(1.45)

A partir de (1.44) et (1.45), si a est un point zéro d’ordre m de f alors, on déduit que la
dérivée au sens de Riemann-Liouville coïncide avec celle de Caputo.

Donc, on a :(
f (i )(a) = 0, i = 0,1, ...,m −1

)
=⇒ ((RLDα

a

)
f (x) =

(CDα
a

)
f (x)

)
.

(1.46)

Preuve. On sait que :

f (x) =
m−1∑
i =0

(t −a)i

Γ (i +1)
f (i )(a)+ Im

a Dm f (x).

(1.47)

Par application de Im−α
a , on trouve :

Im−α
a f (x) =

m−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (i +1)

(
Im−α

a (x −a)i
)
+ Im−α

a Im
a Dm f (x)

=
m−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (i +1+m −α)
(x −a)i+m−α+ I2m−α

a Dm f (x).

(1.48)

Puis, on applique Dm à la formule obtenue, on obtient :

DmIm−α
a f (x) =

m−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (i +1+m −α)
Dm (x −a)i+m−α+DmI2m−α

a Dm f (x)

=
m−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (i +1+m −α)

Γ (i +m −α+1)

Γ (i +m −α+1−m)
(x −a)i+m−α−m +DmImIm−α

a Dm f (x)

=
m−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (i −α+1)
(x −a)i−α+ Im−α

a Dm f (x).

(1.49)
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1. DÉFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

En utilisant le fait que :(RLDα
a

)
f (x) = DmIm−α

a f (x),
(CDα

a

)
f (x) = Im−α

a Dm f (x),

on trouve :

(RLDα
a

)
f (x) =

(CDα
a

)
f (x)+

m−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (i −α+1)
(x −a)i−α .

(1.50)

Proposition 1.5 Soient m −1 < α < m, m ∈ N∗, et f ∈ Cm([a,b]), avec CDα
a l’opérateur de

dérivation de Caputo :

1. (CDα
a) est un opérateur linéaire.

2. (CDα
a)(Iαa f )(x) = f (x).

3. Si (CDα
a f )(x) = 0, alors f (x) =

m−1∑
i =0

ci (x −a)i , (ci )i =0,...,m−1 ∈R.

4. Iαa(CDα
a f )(x) = f (x)+

m−1∑
i =0

ci (x −a)i , (ci )i =0,...,m−1 ∈R.

Preuve. Soient m −1 < α< m, m ∈N∗, et f ∈ Cm([a,b]) :

1. La linéarité est évidente.

2. D’aprés la relation (1.45) on obtient le résultat suivant :

(CDα
a)(Iαa f )(x) =

(
RL

Dα
a

)(
Iαa f (x)−

m−1∑
i =0

(x −a)i

Γ (i +1)

((
d i

d t i
(Iαa f )

)
(a)

))

= f (x)−
(

Γ(i +1)

Γ(i +1−α)

m−1∑
i =0

(x −a)i−α

Γ (i +1)

)((
d i

d t i
(Iαa f )

)
(a)

)

= f (x)−
(

m−1∑
i =0

(x −a)i−α

Γ (i +1−α)

)((
d i

d t i
(Iαa f )

)
(a)

)
.

(1.51)

Et comme i ≤ m −1 < α, pour i = 0, ...,m −1, alors, les dérivées
(

d i

d t i (Iαa f )
)

(a) = 0.

On obtient :(CDα
a)(Iαa f )(x) = f (x).

3. Par définition, on a :

(CDα
a f )(x) = 0 =⇒ Im−α

a f (m)(x) = 0.

(1.52)

On applique (CDm−α
a ), on obtient :

(CDm−α
a )Im−α

a f (m)(x) = 0.

(1.53)
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2. QUELQUES THÉORÈMES DU POINTS FIXES

D’aprés la propriété précédente (b), on obtient :

(CDm−α
a )(Im−α

a ) f (m)(x) = f (m)(x) = 0,

(1.54)

donc,

f (x) =
m−1∑
i =0

ci (x −a)i ,

(1.55)

où (ci )i =0,...,m−1 ∈R.

2 Quelques théorèmes du Points Fixes

Les théorèmes du points fixes sont les outils mathématiques de base dans la réso-
lution des équations différentielles. En effet, ces théorèmes fournissent des conditions
suffisantes pour lesquelles une fonction donnée admet un point fixe, aussi nous assurent
l’existence de la solution d’un problème donné en le transformant en un problème du
point fixe, et on détermine éventuellement ces points fixes qui sont les solutions du pro-
blème posé.

2.1 Principe de Contraction de Banach

Théorème 1.1 Soit (E,d) un espace métrique complet et soit f : E → E une contraction.
Alors, f admet un point fixe unique.

Définition 1.4 Soient B1 et B2 deux espaces de Banach. L’opérateur continue T : B1 → B2 est
complètement continu s’il transforme tout borné de B1 en une partie relativement compact
dans B2.

2.2 Théorème du Point Fixe de Schaefer

Notre deuxième résultat du point fixe est le Théorème du point fixe de Schaefer.

Théorème 1.2 Soient B un espace de Banach et T : B → B un opérateur complètement
continu. Si l’ensemble

Ω : = {u ∈ B : u =µTu, µ ∈]0,1[},

(1.56)

est borné, alors T possède au moins un point fixe.

2.3 Théorème du pont fixe de Schauder

Notre troisième résultat du point fixe est le Théorème du point fixe de Schauder.

Théorème 1.3 Soient B un espace de Banach, U un fermé, borné, convexe et non vide de
B et T : U → U une application telle que l’ensemble {Tu : u ∈ U} est relativement compact
dans B. Alors, T possède au moins un point fixe dans U.
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2. QUELQUES THÉORÈMES DU POINTS FIXES

2.4 Théorème de Arzela-Ascoli

Théorème 1.4 Soit F ⊆ C([a,b]), supposons que l’ensemble F est équipé de norme ‖.‖∞ .
Alors, F est relativement compact dans C([a,b]) si F est equicontinu (c’est-à-dire pour tout
ε> 0 il existe δ> 0 tel que f ∈ F et pour tous x1, x2 ∈ [a,b] avec |x1 −x2| < δ on a :

∣∣ f (x1)− f (x2)
∣∣<

ε) et uniformément borné (c’est-à-dire il existe une constante C > 0 telle que
∥∥ f

∥∥∞ ≤ C,pour
tout f ∈ F).
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Chapitre 2

Existence et Unicité

1 Représentation intégrale

Des travaux considérables on traité l’existence et l’unicité de la solution des EDFs, voir
[3, 4, 5, 10, 11, 12, 14, 18]. Dans ce chapitre, on a étudié l’existence et l’unicité de la solution
du système de la forme suivante :

Dβ1
(
Dα1 +b1g1 (t )

)
x1 (t )+ f 1

1

(
t , x1 (t ) , x2 (t ) ,Dδ1 x1 (t ) ,Dδ2 x2 (t )

)
= λ1 f 2

1

(
t , x1 (t ) , x2 (t ) ,Dδ1 x1 (t ) ,Dδ2 x2 (t )

)
,

Dβ2
(
Dα2 +b2g2 (t )

)
x2 (t )+ f 1

2

(
t , x1 (t ) , x2 (t ) ,Dδ1 x1 (t ) ,Dδ2 x2 (t )

)
= λ2 f 2

2

(
t , x1 (t ) , x2 (t ) ,Dδ1 x1 (t ) ,Dδ2 x2 (t )

)
,

xk (0) = a0
k , xk (1) = a1

k , t ∈ J,

(2.1)

où on considère J = [0,1] , 0 < αk ,βk < 1, 0 < δk < αk < 1, bk ≥ 0, 0 ≤ λk <∞, k = 1,2. Les

fonctions f j
k : [0,1]×R4, j ,k = 1,2, sont continues, gk : (0,1] → [0,+∞) sont des fonctions

continues, singulières à t = 0, et lim
t→0+

gk (t ) = ∞. Les opérateurs Dβk , Dαk et Dδk ,k = 1,2,

sont les dérivés au sens de Caputo, définis par :

Dγx(t ) =
1

Γ
(
m −γ) ∫ t

0
(t − s)m−γ−1 x(m) (s)d s = Jm−γx(m)(t ), (2.2)

avec m − 1 < γ < m, m ∈ N− {0} . On rappelle que l’intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville Jα d’ordre α≥ 0 pour une fonction continue f sur [0,+∞) est défini par :

Jα f (t ) =
1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1 f (s)d s, α> 0, t ≥ 0, (2.3)

où Γ (α) :=
∫ ∞

0 e−x xα−1d x.
En outre, on énuméré quelques propriétés bien connues de la théorie du calcul frac-

tionnaire qui peut être trouvé dans [9, 11].

(i ) : Pour α,β > 0; n − 1 < α < n, on a Dαtβ−1 =
Γ(β)
Γ(β−α)

tβ−α−1, β > n, et Dαt j = 0, j =

0,1, ...,n −1,
(i i ) : Dp Jq f (t ) = Jq−p f (t ), où q > p > 0 et f ∈ L1 ([a,b]) ,

(i i i ) : Soit n ∈N− {0} , n−1 < α< n, et Dαx(t ) = 0. Ensuite, x(t ) =
n−1∑
j =0

c j t j , et JαDαx(t ) =

x(t )+
n−1∑
j =0

c j t j ,
(
c j

)
j =0,1,...,n−1 ∈R.

Les lemmes suivants sont fondamentaux pour prouver nos résultats d’existence :
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Lemme 2.1 [9, 11] (Théorème du point fixe de Schauder) Soit U un sous-ensemble convexe
borné fermé d’un espace de Banach B. Si T : U → U est complètement continu, alors T a un
point fixe dans U.

Pour donner la représentation intégrale de (2.1),on devez prouver le résultat auxiliaire
suivant :

Lemme 2.2 Pour 0 < αk ,βk < 1, et Ψk ∈ C ([0,1];R) , k = 1,2, le problème de Lane-Emden
suivant

Dβk
(
Dαk +bk gk (t )

)
xk (t ) =Ψk (t ) , t ∈ [0,1], (2.4)

associé aux conditions
xk (0) = a0

k , xk (1) = a1
k , (2.5)

a une solution unique (xk )k=1,2 donné par :

xk (t ) = Jαk+βkΨk (t )−bk Jαk gk (t ) xk (t )

−
[∫ 1

0

(1−τ)αk−1

Γ (αk )

(
JβkΨk (τ)−bk gk (τ) xk (τ)

)
dτ+a0

k −a1
k

]
tαk +a0

k .

(2.6)

Preuve. Utilisation de la propriété (i i i ) , on obtient :

xk (t ) =

t∫
0

(t −τ)αk−1

Γ (αk )

 τ∫
0

(τ− s)βk−1

Γ
(
βk

) Ψk (s)d s −bk gk (τ) xk (τ)

dτ

−ck
0 Jαk (1)− c∗k

0 , (2.7)

où ck
0 ,c∗k

0 ∈R.
Par (2.5), on obtient :{

c∗k
0 = −a0

k ,

ck
0 =Γ (αk +1)

[∫ 1
0

(1−τ)αk−1

Γ(αk )

(
JβkΨk (τ)−bk gk (τ) xk (τ)

)
dτ+a0

k −a1
k

]
.

(2.8)

En remplaçant (2.8) dans (2.7), on recevez (2.6). Ceci complète la preuve.

On présenté l’espace de Banach

B :=
{

(xk )k=1,2 : xk ∈ C ([0,1] ,R) , Dδk xk ∈ C ([0,1] ,R)
}

,

noté de la norme :
‖(x1, x2)‖B = max

1≤k≤2

(
‖xk‖∞ ,

∥∥∥Dδk xk

∥∥∥∞

)
;

‖xk‖∞ = max
t∈[0,1]

|xk | ,
∥∥Dδk xk

∥∥∞ = max
t∈[0,1]

∣∣Dδk xk
∣∣ .

2 Conditions suffisantes pour l’existence et l’unicité de la
solution

Dans cette section, on établir des conditions suffisantes pour l’existence et l’unicité
de la solution en plus de l’existence d’une solution au moins à système (2.1).
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ DE LA SOLUTION

Théorème 2.1 Supposons que les hypothèses suivantes soient satisfaites :
(H1) : gk : (0,1] → [0,∞) , k = 1,2, sont continus, lim

t→0+
gk (t ) = ∞, il existe 0 < µk < 1;

t 7−→ tµk gk (t ) sont continus [0,1] , et Mk = max
t∈[0,1]

∣∣tµk gk (t )
∣∣ .

(H2) : Il existe des constantes non négatives
(
L j

k

)
i

, j ,k = 1,2, i = 1,2,3,4, satisfaisant

∣∣∣ f j
k (t ,u1,u2,u3,u4)− f j

k (t , v1, v2, v3, v4)
∣∣∣≤ 4∑

i =1

(
L j

k

)
i
|ui − vi | , (2.9)

pour tous t ∈ [0,1] et tout (u1,u2,u3,u4) , (v1, v2, v3, v4) ∈R4.
Ensuite, système (2.1) a une solution unique sur [0,1] , à condition que :

(Cd ) :
Θ =: max

1≤k≤2

(
AkΣk +2Bk , A∗

kΣk +B∗
k

)< 1, (2.10)

où

Σk =
4∑

i =1

(
λk

(
L2

k

)
i +

(
L1

k

)
i

)
,

Ak =
2

Γ
(
αk +βk +1

) ,

Bk =
bk MkΓ

(
1−µk

)
Γ

(
αk +1−µk

) ,

A∗
k =

1

Γ
(
αk +βk −δk +1

) + Γ (αk +1)

Γ
(
αk +βk +1

)
Γ (αk −δk +1)

,

B∗
k =

bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ

(
αk −δk +1−µk

) + bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ (αk +1)

Γ
(
αk +1−µk

)
Γ (αk −δk +1)

. (2.11)

Preuve. Tout d’abord, on définie l’opérateur non linéaire T : B → B par :

T (x1, x2) (t ) :=
(
T1 (x1, x2) (t ) ,T2 (x1, x2) (t )

)
,

tel que

Tk (x1, x2) (t ) : = λk Jαk+βk f 2
k

(
t , x1 (t ) , x2 (t ) ,Dδ1 x1 (t ) ,Dδ2 x2 (t )

)
−Jαk+βk f 1

k

(
t , x1 (t ) , x2 (t ) ,Dδ1 x1 (t ) ,Dδ2 x2 (t )

)
−bk Jαk gk (t ) xk (t )

−tαk

∫ 1

0

(1−τ)αk−1

Γ (αk )

 Jβkλk f 2
k

(
τ, x1 (τ) , x2 (τ) ,Dδ1 x1 (τ) ,Dδ2 x2 (τ)

)
− f 1

k

(
τ, x1 (τ) , x2 (τ) ,Dδ1 x1 (τ) ,Dδ2 x2 (τ)

)
−bk gk (τ) xk (τ)dτ

dτ

−(
a0

k −a1
k

)
tαk +a0

k , (2.12)

pour tous t ∈ [0,1] et k = 1,2.
On devait prouver que T est contractive sur B. Soit (x1, x2) ,

(
y1, y2

) ∈ B et t ∈ [0,1] .
Ensuite,

∥∥T (x1, x2)−T
(
y1, y2

)∥∥
B = max

1≤k≤2

( ∥∥Tk (x1, x2)−Tk
(
y1, y2

)∥∥∞ ,∥∥Dδk
(
Tk (x1, x2)−Tk

(
y1, y2

))∥∥∞

)
.

(2.13)
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ DE LA SOLUTION

On a ∥∥Tk (x1, x2)−Tk
(
y1, y2

)∥∥∞

≤ max
t∈[0,1]

λk

∫ t

0

(t − s)αk+βk−1

Γ
(
αk +βk

) ∣∣∣∣ f 2
k

(
s, x1 (s) , x2 (s) ,Dδ1 x1 (s) ,Dδ2 x2 (s)

)
− f 2

k

(
s, y1 (s) , y2 (s) ,Dδ1 y1 (s) ,Dδ2 y2 (s)

) ∣∣∣∣d s

+max
t∈[0,1]

∫ t

0

(t − s)αk+βk−1

Γ
(
αk +βk

) ∣∣∣∣∣ f 1
k

(
s, x1 (s) , x2 (s) ,DDδ1 x1 (s) ,Dδ2 x2 (s)

)
− f 1

k

(
s, y1 (s) , y2 (s) ,Dδ1 y1 (s) ,Dδ2 y2 (s)

) ∣∣∣∣∣d s

+bk max
t∈[0,1]

∫ t

0

(t − s)αk−1 s−µk

Γ (αk )

∣∣sµk gk (s)
∣∣ ∣∣xk (s)− yk (s)

∣∣d s

+λk

∫ 1

0

(1−τ)αk−1

Γ (αk )


∫ τ

0

(τ− s)βk−1

Γ
(
βk

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f 2
k

(
s, x1 (s) , x2 (s) ,
Dδ1 x1 (s) ,Dδ2 x2 (s)

)
− f 2

k

(
s, y1 (s) , y2 (s) ,
Dδ1 y1 (s) ,Dδ2 y2 (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣d s

dτ

×max
t∈[0,1]

tαk

+
∫ 1

0

(1−τ)αk−1

Γ (αk )


∫ τ

0

(τ− s)βk−1

Γ
(
βk

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f 1
k

(
s, x1 (s) , x2 (s) ,
Dδ1 x1 (s) ,Dδ2 x2 (s)

)
− f 1

k

(
s, y1 (s) , y2 (s) ,
Dδ1 y1 (s) ,Dδ2 y2 (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣d s

dτ

×max
t∈[0,1]

tαk +bk

∫ 1

0

(1−τ)αk−1τ−µk

Γ (αk )

∣∣τµk gk (τ)
∣∣ ∣∣xk (τ)− yk (τ)

∣∣ max
t∈[0,1]

tαk .

(2.14)

En utilisant l’hypothèse (H1), le 3ème terme du côté droit de Inéquation (2.14) implique

bk max
t∈[0,1]

∫ t

0

(t − s)αk−1 s−µk

Γ (αk )

∣∣sµk gk (s)
∣∣ ∣∣xk (s)− yk (s)

∣∣d s

≤ bk Mk

Γ (αk )
max
t∈[0,1]

tαk−µk
∥∥xk − yk

∥∥∞

∫ 1

0
(1−ω)αk−1ω−µk dω

≤ bk Mk Be
(
αk ,1−µk

)
Γ (αk )

∥∥xk − yk
∥∥∞

≤ bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ

(
αk +1−µk

) ∥∥xk − yk
∥∥∞ , (2.15)

où Be (., .) désigne la fonction Béta.
De même, le 6ème terme du côté droit de Inéquation (2.14) implique

bk

∫ 1

0

(1−τ)αk−1τ−µk

Γ (αk )

∣∣τµk gk (τ)
∣∣ ∣∣xk (τ)− yk (τ)

∣∣ max
t∈[0,1]

tαk

≤ bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ

(
αk +1−µk

) ∥∥xk − yk
∥∥∞ . (2.16)
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ DE LA SOLUTION

Grâce à Inéquation (2.9) donnée dans (H2) , on obtient :∥∥Tk (x1, x2)−Tk
(
y1, y2

)∥∥∞

≤ 2λk

Γ
(
αk +βk +1

)
×

( (
L2

k

)
1

∥∥x1 − y1
∥∥∞+ (

L2
k

)
2

∥∥x2 − y2
∥∥∞

+(
L2

k

)
3

∥∥Dδ1
(
x1 − y1

)∥∥∞+ (
L2

k

)
4

∥∥Dδ2
(
x2 − y2

)∥∥∞

)
+ 2

Γ
(
αk +βk +1

)
×

( (
L1

k

)
1

∥∥x1 − y1
∥∥∞+ (

L1
k

)
2

∥∥x2 − y2
∥∥∞

+(
L1

k

)
3

∥∥Dδ1
(
x1 − y1

)∥∥∞+ (
L1

k

)
4

∥∥Dδ2
(
x2 − y2

)∥∥∞

)
+2bk MkΓ

(
1−µk

)
Γ

(
αk +1−µk

) ∥∥xk − yk
∥∥∞ . (2.17)

Par conséquent, ∥∥Tk (x1, x2)−Tk
(
y1, y2

)∥∥∞

≤
[

4∑
i =1

(
λk

(
L2

k

)
i +

(
L1

k

)
i

) 2

Γ
(
αk +βk +1

) + 2bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ

(
αk +1−µk

) ]
×∥∥(

x1 − y1, x2 − y2
)∥∥

B .

Donc, ∥∥Tk (x1, x2)−Tk
(
y1, y2

)∥∥∞ ≤ (AkΣk +2Bk )
∥∥(

x1 − y1, x2 − y2
)∥∥

B . (2.18)

D’autre part, on a

Dδk Tk (x1, x2) (t ) : = λk Jαk+βk−δk f 2
k

(
t , x1 (t ) , x2 (t ) ,Dδ1 x1 (t ) ,Dδ2 x2 (t )

)
−Jαk+βk−δk f 1

k

(
t , x1 (t ) , x2 (t ) ,Dδ1 x1 (t ) ,Dδ2 x2 (t )

)
−bk Jαk−δk gk (t ) xk (t )− Γ (αk +1) tαk−δk

Γ (αk −δk +1)

×
∫ 1

0

(1−τ)αk−1

Γ (αk )


λk Jβk f 2

k

(
τ, x1 (τ) , x2 (τ) ,
Dδ1 x1 (τ) ,Dδ2 x2 (τ)

)
−Jβk f 1

k

(
τ, x1 (τ) , x2 (t ) ,
Dδ1 x1 (τ) ,Dδ2 x2 (τ)

)
−bk gk (τ) xk (τ)

dτ

−
(
a0

k −a1
k

)
Γ (αk +1) tαk−δk

Γ (αk −δk +1)
. (2.19)
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ DE LA SOLUTION

Ensuite, ∥∥∥Dδk
(
Tk (x1, x2)−Tk

(
y1, y2

))∥∥∥∞

≤ max
t∈[0,1]

λk

∫ t

0

(t − s)αk+βk−δk−1

Γ
(
αk +βk −δk

) ∣∣∣∣ f 2
k

(
s, x1 (s) , x2 (s) ,Dδ1 x1 (s) ,Dδ2 x2 (s)

)
− f 2

k

(
s, y1 (s) , y2 (s) ,Dδ1 y1 (s) ,Dδ2 y2 (s)

) ∣∣∣∣d s

+max
t∈[0,1]

∫ t

0

(t − s)αk+βk−δk−1

Γ
(
αk +βk −δk

) ∣∣∣∣∣ f 1
k

(
s, x1 (s) , x2 (s) ,DDδ1 x1 (s) ,Dδ2 x2 (s)

)
− f 1

k

(
s, y1 (s) , y2 (s) ,Dδ1 y1 (s) ,Dδ2 y2 (s)

) ∣∣∣∣∣d s

+bk max
t∈[0,1]

∫ t

0

(t − s)αk−δk−1 s−µk

Γ (αk −δk )

∣∣sµk gk (s)
∣∣ ∣∣xk (s)− yk (s)

∣∣d s

+λk

∫ 1

0

(1−τ)αk−1

Γ (αk )


∫ τ

0

(τ− s)βk−1

Γ
(
βk

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f 2
k

(
s, x1 (s) , x2 (s) ,
Dδ1 x1 (s) ,Dδ2 x2 (s)

)
− f 2

k

(
s, y1 (s) , y2 (s) ,
Dδ1 y1 (s) ,Dδ2 y2 (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣d s

dτ

× Γ (αk +1)

Γ (αk −δk +1)
max
t∈[0,1]

tαk−δk

+
∫ 1

0

(1−τ)αk−1

Γ (αk )


∫ τ

0

(τ− s)βk−1

Γ
(
βk

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f 1
k

(
s, x1 (s) , x2 (s) ,
Dδ1 x1 (s) ,Dδ2 x2 (s)

)
− f 1

k

(
s, y1 (s) , y2 (s) ,
Dδ1 y1 (s) ,Dδ2 y2 (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣d s

dτ

× Γ (αk +1)

Γ (αk −δk +1)
max
t∈[0,1]

tαk−δk

+bk

∫ 1

0

(1−τ)αk−1τ−µk

Γ (αk )

∣∣τµk gk (τ)
∣∣ ∣∣xk (τ)− yk (τ)

∣∣ Γ (αk +1)

Γ (αk −δk +1)
max
t∈[0,1]

tαk−δk .

(2.20)

Avec les mêmes arguments que précédemment, on peut montrer que∥∥∥Dδk
(
Tk (x1, x2)−Tk

(
y1, y2

))∥∥∥∞

≤


4∑

i =1

((
L1

k

)
i
+λk

(
L2

k

)
i

)(
1

Γ(αk+βk−δk+1)
+ Γ(αk+1)
Γ(αk+βk+1)Γ(αk−δk+1)

)

+ bk MkΓ(1−µk )
Γ(αk−δk+1−µk )

+ bk MkΓ(1−µk )Γ(αk+1)
Γ(αk+1−µk )Γ(αk−δk+1)


×∥∥(

x1 − y1, x2 − y2
)∥∥

B . (2.21)

Par conséquent,∥∥∥Dδk
(
Tk (x1, x2)−Tk

(
y1, y2

))∥∥∥∞ ≤ (
A∗

kΣk +B∗
k

)∥∥(
x1 − y1, x2 − y2

)∥∥
B . (2.22)

Il s’ensuit (2.13), (2.18) et (2.22), que∥∥T (x1, x2)−T
(
y1, y2

)∥∥
B

≤ max
1≤k≤2

(
AkΣk +2Bk , A∗

kΣk +B∗
k

)∥∥(
x1 − y1, x2 − y2

)∥∥
B . (2.23)

En utilisant (2.10), on en déduire que T est contractive. Par le théorème du point fixe de
Banach, on affirme T a un point fixe qui est l’unique solution de système (2.1). Ceci com-
plète la preuve.
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ DE LA SOLUTION

Théorème 2.2 Soient αk −δk −µk > 0. Supposons que les hypothèses (H1) et (H3) sont sa-
tisfait :

(H1) : gk : (0,1] → [0,∞) , k = 1,2, sont continues, lim
t→0+

gk (t ) = ∞ et il existe 0 < µk < 1;

t 7−→ tµk gk (t ) sont continues sur [0,1] ,

(H3) : Suppose que f j
k : [0,1] ×R4 → R sont continues et il existe des constantes non

négatives D j
k , j ,k = 1,2, tel que :

f j
k (t ,u1,u2,u3,u4) ≤ D j

k , (2.24)

pour chaque t ∈ [0,1] et tout (u1,u2,u3,u4) ∈R4. Alors système (2.1) a au moins une solution
sur [0,1].

Preuve. Tout d’abord, on montre que l’opérateur T est complètement continu.
La continuité des fonctions tµk gk et f j

k , j ,k = 1,2, implique que T est continu sur B.
Étape 1 : L’opérateur T mappe les ensembles bornés en ensembles bornés dans B.

On définie l’ensemble Ωr :=
{
(x1, x2) ∈ B, ‖(x1, x2)‖B ≤ r

}
, où r > 0. Pour (x1, x2) ∈Ωr , par

Inéquation (3.1)donné dans l’hypothèse (H3) , on obtient :

||Tk (x1, x2) ||∞ ≤ Ak
(
λk D2

k +D1
k

)+2r Bk +
∣∣a0

k −a1
k

∣∣+ ∣∣a0
k

∣∣ , (2.25)

et

||Dδk Tk (x1, x2) ||∞
≤ A∗

k

(
λk D2

k +D1
k

)+ r B∗
k +

∣∣a0
k −a1

k

∣∣ Γ (αk +1)

Γ (αk −δk +1)
. (2.26)

Utilisant (3.2) et (3.3), on a

||T (x1, x2) ||B

≤ max
1≤k≤2

(
Ak

(
λk D2

k +D1
k

)+2r Bk +
∣∣a0

k −a1
k

∣∣+ ∣∣a0
k

∣∣ ,

A∗
k

(
λk D2

k +D1
k

)+ r B∗
k +

∣∣a0
k −a1

k

∣∣ Γ(αk+1)
Γ(αk−δk+1)

)
. (2.27)

Par conséquent, l’opérateur T mappe les ensembles bornés en ensembles bornés dans B.
Étape 2 : Équi-continuité de T(Ωr ) :

Pour t1, t2 ∈ [0,1] ; t1 < t2, et (x1, x2) ∈Ωr , on a

||Tk (x1, x2) (t2)−Tk (x1, x2) (t1)||∞
≤

(
λk D2

k +D1
k

)
Γ

(
αk +βk +1

) (tαk+βk
2 − tαk+βk

1 )+
(
λk D2

k +D1
k

)
Γ

(
αk +βk +1

) (tαk
2 − tαk

1 )

+r bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ

(
αk +1−µk

) (tαk−µk
2 − tαk−µk

1 )+ r bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ

(
αk +1−µk

) (
tαk

2 − tαk
1

)
,

(2.28)

et

||Dδk
(
Tk (x1, x2) (t2)−Tk

(
y1, y2

)
(t1)

) ||∞
≤

(
λk D2

k +D1
k

)
(tαk+βk−δk

2 − tαk+βk−δk
1 )

Γ
(
αk +βk −δk +1

) +
(
λk D2

k +D1
k

)
Γ (αk +1)

(
tαk−δk

2 − tαk−δk
1

)
Γ

(
αk +βk +1

)
Γ (αk −δk +1)

+
r bk MkΓ

(
1−µk

)(
tαk−δk−µk

2 − tαk−δk−µk
1

)
Γ

(
αk −δk +1−µk

)
+

r bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ (αk +1)

(
tαk−δk

2 − tαk−δk
1

)
Γ

(
αk +1−µk

)
Γ (αk −δk +1)

. (2.29)
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3. APPLICATION

Les côtés droits des inégalités (3.5) et (3.6) sont indépendants de x1, x2 et tendent vers
zéro lorsque t1 tend vers t2. D’aprés le théorème d’Arzela-Ascoli, on voit que Test com-
plètement continu.

Deuxièmement, on considère l’ensemble ∆⊂ B défini par :

∆ :=
{
(x1, x2) ∈ B : ‖(x1, x2)‖B ≤ R

}
, (2.30)

où

R = max
1≤k≤2


Ak

(
λk D2

k+D1
k

)
+

∣∣∣a0
k−a1

k

∣∣∣+∣∣∣a0
k

∣∣∣
1−2Bk

,

A∗
k

(
λk D2

k+D1
k

)
+

∣∣∣a0
k−a1

k

∣∣∣ Γ(αk+1)
Γ(αk−δk+1)

1−B∗
k

 , (2.31)

Bk 6= 1
2 et B∗

k 6= 1.
On vont prouver que T :∆→∆. Soit (x1, x2) ∈∆ et t ∈ [0,1] , par Ineq. (3.1), on a :

||Tk (x1, x2) ||∞ ≤ Ak
(
λk D2

k +D1
k

)+2RBk +
∣∣a0

k −a1
k

∣∣+ ∣∣a0
k

∣∣
≤ (1−2Bk )R+2RBk

≤ R, (2.32)

et

||Dδk Tk (x1, x2) ||∞
≤ A∗

k

(
λk D2

k +D1
k

)+RB∗
k +

∣∣a0
k −a1

k

∣∣ Γ (αk +1)

Γ (αk −δk +1)
≤ (

1−B∗
k

)
R+RB∗

k

≤ R. (2.33)

En utilisant (3.9) et (3.10), on obtient : ||T (x1, x2) ||B ≤ R. Par (H1) et (H3) , les fonctions
tµk gk et f j

k , j ,k = 1,2, sont continues, ce qui implique que T est continu sur B. De plus,
pour (x1, x2) ∈∆, on a T (x1, x2) ∈∆.

D’où T (∆) ⊂∆, c’est-à-dire T :∆→∆.
D’aprés le lemme 1.1, système (2.1) a au moins une solution sur [0,1] . Le théorème 2.2

est ainsi prouvé.

3 Application

Exemple 2.1 On considère le système suivant :

D
3
4

(
D

7
8 + t−

2
9

10

)
x1 (t )+

∣∣∣∣x1(t )+x2(t )+D
1
2 x1(t )+D

1
3 x2(t )

∣∣∣∣
40π2e t

(
1+

∣∣∣∣x1(t )+x2(t )+D
1
2 x1(t )+D

1
3 x2(t )

∣∣∣∣)

= 1
20π2e

cos(x1(t ))+cos(x2(t ))+cos

(
D

1
2 x1(t )

)
+cos

(
D

1
3 x2(t )

)
t 2+1

,

D
2
3

(
D

4
5 + t−

2
5

20

)
x2 (t )+ 1

80e t2+1

sin x1 (t )+ sin x2 (t )+
∣∣∣∣D 1

2 x1(t )+D
1
3 x2(t )

∣∣∣∣(
1+

∣∣∣∣D 1
2 x1(t )+D

1
3 x2(t )

∣∣∣∣)


= 1
40

sin(x1(t ))+sin(x2(t ))+cos

(
D

1
2 x1(t )

)
+sin

(
D

1
3 x2(t )

)
(9t+1)e t+1 ,

t ∈ [0,1] , x1 (0) = −1, x1 (1) =
p
π, x2 (0) = 1, x2 (1) = 3

p
π

2 .

(2.34)
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3. APPLICATION

Ici, on peut prendre :µ1 = 1
3 etµ2 = 3

5 . Alors, pour tout t ∈ [0,1] et (x1, x2, x3, x4) ,
(
y1, y2, y3, y4

) ∈
R4, on obtient :

(
L1

1

)
i =

1

40π2e
,
(
L2

1

)
i =

1

2
,

(
L1

2

)
i =

1

80e2
,

(
L2

2

)
i =

1

10e2
, i = 1,2,3,4,

Σ1 =
1

5π2e
= 0.0074, Σ2 =

6

100e2
= 0.0081,

A1 = 1.3781, A2 = 1.5362, B1 = 0.1518, B2 = 0.1208,

A∗
1 = 1.6868, A∗

2 = 1.7491, B∗
1 = 0.3009, B∗

2 = 0.2046.

En effet,

A1Σ1 +2B1 = 0.3138, A2Σ2 +2B2 = 0.2540,

A∗
1Σ1 +B∗

1 = 0.3134, A∗
2Σ2 +B∗

2 = 0.2187.

Par conséquent, on obtient Θ < 1. Alors, d’aprés le Théorème 2.1, le système (2.34) a une
solution unique sur [0,1] .
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Chapitre 3

Existence d’une solution au moins

1 Théorème

Dans ce chapitre, on va étudier de l’existence d’une solution au moins. Lecteur inté-
ressé peut consulter les références suivantes : [6, 7, 11, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23]

Théorème 3.1 Soit αk −δk −µk > 0. Supposons que les hypothèses (H1) et (H3) sont satis-
fait :

(H1) : gk : (0,1] → [0,∞) , k = 1,2, sont continues, lim
t→0+

gk (t ) = ∞ et il existe 0 < µk < 1;

t 7−→ tµk gk (t ) sont continues sur [0,1] ,

(H3) : Supposons que f j
k : [0,1]×R4 → R sont continues et il existe des constantes non

non négative D j
k , j ,k = 1,2, tel que :

f j
k (t ,u1,u2,u3,u4) ≤ D j

k , (3.1)

pour chaque t ∈ [0,1] et tout (u1,u2,u3,u4) ∈R4. Alors système (2.1) a au moins une solution
sur [0,1].

Preuve. Tout d’abord, on montre que l’opérateur T est complètement continu.
Étape 1 : La continuité des fonctions tµk gk et f j

k , j ,k = 1,2, implique que T est continu
sur B.

Étape 2 : L’opérateur T mappe les ensembles bornés en ensembles bornés dans B.
On définit l’ensemble Ωr :=

{
(x1, x2) ∈ B, ‖(x1, x2)‖B ≤ r

}
, où r > 0. Pour (x1, x2) ∈Ωr , par

Inéquation (3.1) donné dans l’hypothèse (H3) , on obtient :

||Tk (x1, x2) ||∞ ≤ Ak
(
λk D2

k +D1
k

)+2r Bk +
∣∣a0

k −a1
k

∣∣+ ∣∣a0
k

∣∣ , (3.2)

et

||Dδk Tk (x1, x2) ||∞
≤ A∗

k

(
λk D2

k +D1
k

)+ r B∗
k +

∣∣a0
k −a1

k

∣∣ Γ (αk +1)

Γ (αk −δk +1)
. (3.3)

En utilisant (3.2) et (3.3), on obtient

||T (x1, x2) ||B

≤ max
1≤k≤2

(
Ak

(
λk D2

k +D1
k

)+2r Bk +
∣∣a0

k −a1
k

∣∣+ ∣∣a0
k

∣∣ ,

A∗
k

(
λk D2

k +D1
k

)+ r B∗
k +

∣∣a0
k −a1

k

∣∣ Γ(αk+1)
Γ(αk−δk+1)

)
. (3.4)
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1. THÉORÈME

Par conséquent, l’opérateur T mappe les ensembles bornés en ensembles bornés dans B.
Étape 3 : Équi-continuité de T(Ωr ) :

Pour t1, t2 ∈ [0,1] ; t1 < t2, et (x1, x2) ∈Ωr , on a

||Tk (x1, x2) (t2)−Tk (x1, x2) (t1)||∞
≤

(
λk D2

k +D1
k

)
Γ

(
αk +βk +1

) (tαk+βk
2 − tαk+βk

1 )+
(
λk D2

k +D1
k

)
Γ

(
αk +βk +1

) (tαk
2 − tαk

1 )

+r bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ

(
αk +1−µk

) (tαk−µk
2 − tαk−µk

1 )+ r bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ

(
αk +1−µk

) (
tαk

2 − tαk
1

)
,

(3.5)

et

||Dδk
(
Tk (x1, x2) (t2)−Tk

(
y1, y2

)
(t1)

) ||∞
≤

(
λk D2

k +D1
k

)
(tαk+βk−δk

2 − tαk+βk−δk
1 )

Γ
(
αk +βk −δk +1

) +
(
λk D2

k +D1
k

)
Γ (αk +1)

(
tαk−δk

2 − tαk−δk
1

)
Γ

(
αk +βk +1

)
Γ (αk −δk +1)

+
r bk MkΓ

(
1−µk

)(
tαk−δk−µk

2 − tαk−δk−µk
1

)
Γ

(
αk −δk +1−µk

)
+

r bk MkΓ
(
1−µk

)
Γ (αk +1)

(
tαk−δk

2 − tαk−δk
1

)
Γ

(
αk +1−µk

)
Γ (αk −δk +1)

. (3.6)

Les côtés droits des inégalités (3.5) et (3.6) sont indépendants de x1, x2 et tendent vers
zéro lorsque t1 tend vers t2.
D’apré le théorème d’Arzela-Ascoli, on voit que T est complètement continu.

Deuxièmement, on considére l’ensemble ∆⊂ B défini par :

∆ :=
{
(x1, x2) ∈ B : ‖(x1, x2)‖B ≤ R

}
, (3.7)

où

R = max
1≤k≤2


Ak

(
λk D2

k+D1
k

)
+

∣∣∣a0
k−a1

k

∣∣∣+∣∣∣a0
k

∣∣∣
1−2Bk

,

A∗
k

(
λk D2

k+D1
k

)
+

∣∣∣a0
k−a1

k

∣∣∣ Γ(αk+1)
Γ(αk−δk+1)

1−B∗
k

 , (3.8)

et Bk 6= 1
2 et B∗

k 6= 1.
On vont montrer que T : ∆ → ∆. Soit (x1, x2) ∈ ∆ et t ∈ [0,1] , par Inéquation (3.1)

donné dans l’hypothèse (H3) , on obtient :

||Tk (x1, x2) ||∞ ≤ Ak
(
λk D2

k +D1
k

)+2RBk +
∣∣a0

k −a1
k

∣∣+ ∣∣a0
k

∣∣
≤ (1−2Bk )R+2RBk

≤ R, (3.9)

et

||Dδk Tk (x1, x2) ||∞
≤ A∗

k

(
λk D2

k +D1
k

)+RB∗
k +

∣∣a0
k −a1

k

∣∣ Γ (αk +1)

Γ (αk −δk +1)
≤ (

1−B∗
k

)
R+RB∗

k

≤ R. (3.10)
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2. APPLICATION

En utilisant (3.9) et (3.10), on obtient

||T (x1, x2) ||B ≤ R.

Par (H1) et (H3) , les fonctions tµk gk et f j
k , j ,k = 1,2, sont continues, ce qui implique que

T est continu sur B. De plus, pour (x1, x2) ∈∆, on a T (x1, x2) ∈∆.
D’où T (∆) ⊂∆, c’est-á-dire T :∆→∆.
D’aprés Le lemme 1.1, système (2.1) a au moins une solution sur [0,1] . Le théorème

2.2 est ainsi prouvé.

2 Application

Exemple 3.1 On considère le système fractionnaire de Lane-Emden suivant :

D
4
7

(
D

5
6 + t−

1
9

2πe

)
x1 (t )+cos(t x1 (t )+ t x2 (t ))sin

(
D

1
6 x1 (t )

+D
1
8 x2 (t )

)
= 1

2
t sin(x1(t ))+sin(x2(t ))

e t+cos

(
D

1
6 x1(t )+D

1
8 x2(t )

) , t ∈ [0,1] ,

D
7
9

(
D

4
5 + t−

3
10

π2+4

)
x2 (t )+ t 2

e t2+1

(
sin(x1 (t ) x2 (t ))

+cos
(
D

1
6 x1 (t )+D

1
8 x2 (t )

) )

= 1
32

cos(x1(t )+x2(t ))+sin

(
D

1
6 x1(t )+D

1
8 x2(t )

)
t 2+1

, t ∈ [0,1] ,
x1 (0) = 1, x1 (1) = −π, x2 (0) =

p
2, x2 (1) = 5.

(3.11)

Dans cet exemple, pour µ1 = 2
9 et µ2 = 2

5 , toutes les hypothèses du Théorème 2.2 seront satis-
faites. Par conséquent, le système (3.11) a au moins une solution sur [0,1] .
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Conclusion

Dans le premier chapitre on a présenté des notions et des rappels de la théorie du cal-
cul fractionnaire. Ensuite, on a donné quelques théorèmes des points fixes.
Dans le deuxième chapitre, on a considéré un système fractionnaire. On a présenté la
solution intégrale puis on passe à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution. Une ap-
plication est construite pour illustrer le résultat obtenu.
Enfin, dans le triosième chapitre, on a discuté l’existence d’une solution au moins. La
démonstration du résultat est basée sur le théorème du point fixe de Schauder. On a pré-
senté aussi une application, pour illustrer le résultat.
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