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Systemes d’Ordre Fractionnaire dans le Domaine de

I’ Astrophysique

Résumé

Les équations différentielles fractionnaires jouent un réle important dans la résolution
de problémes concrets, en particulier ceux relatifs a 1’astrophysique et la physique. Les
différents modeéles de Lane-Emden sont importants en mathématiques appliquées, en
physique mathématique et en astrophysique.

Dans ce manuscrit :

1- On a étudié une classe d'équations fractionnaires non linéaires de Lane-Emden .On
a donc présenté une étude sur I'existence et l'unicité de la solution du systéme
considéré. La déemonstration du résultat obtenu est basée sur le Théoréme du point
fixe de Banach. Pour illustrer le résultat obtenu, on a présenté une application.

2- On a présenté d’autre résultat qui porte sur I'existence d'une solution au moins du
probléme considéré. Une application démonstrative a été présentée pour illustrer le
résultat.

Mots-clés: Dérivée au sens de Caputo, point fixe, équation de Lane-Emden, existence et
unicité, existence d’une solution au moins.



Fractional Order Systems in the Field of Astrophysics

Abstract

The arbitrary order of the derivatives provides an additional degree of freedom to fit a
specific behavior. It provides several potentially useful tools for solving differential and
integral equations and various other problems. The different Lane-Emden models are
important in applied mathematics, mathematical physics and astrophysics.

In this paper:

1- We consider a fractional Lane-Emden system with nonlinear. Using Banach fixed

point theorem, we obtain the existence and uniqueness of solution. An example is
provided to illustrate the application of the result.

2- We also study the existence of at least one solution, using Shauder fixed point
theorem. An application is presented to illustrate the result.

Key words and phrases. Caputo derivative, fixed point, existence and uniqueness,
existence of at least one solution.
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Index des notations

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

N* : Ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

R : Ensemble des nombres réels.

R* : Ensemble des nombres réels non nuls.

R : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

R’ : Ensemble des nombres réels positifs et non nuls.

[a, b] : Intervalle fermé de R d’extrémités a et b.

(a, b] : Intervalle semi-ouvert de R d’extrémités a et b.

(a, b) : Intervalle ouvert de R d’extrémités a et b.

C([a, b],R) : Espace des fonctions continues de [a, b] a valeurs dans R.
|.lloo : Norme infinie.

I.lx : Norme de I'’espace X.

I'() : Fonction Gamma d’Euler.

B(,,.) : Fonction Béta d'Euleur.

D™(ou ”Zi—r?) : Dérivée d’ordre m.

fU™ : Dérivée m-ieme de f.

I% : Intégrale fractionnaire de Riemann-Lioville d’ordre a > 0.

RLDY : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Lioville d’ordre a > 0.
CDY: Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une théorie des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire
(fractionnaire) réel ou méme complexe. C’est une généralisation du calcul classique et
par conséquent, conserve de nombreuses propriétés de base. Voir [2]

Il'y a un grand nombre de mathématiciens qui ont contribué au développement du calcul
fractionnaire, dont on peut citer : J.Liouville (1832-1837), B.Riemann (1847), H.Laurent
(1884), M.Caputo (1967), Hadamard (1892) et M.Riesz (1949).

Les équations différentielles fractionnaires jouent un role important dans la résolu-
tion de problemes concrets, en particulier ceux relatifs a la mécanique, ’astrophysique et
I’économie.

La théorie des dérivées de I'ordre non-entier ne soit pas nouveau, ces origines re-
montent 2 la fin du 17°™€ sciecle, le moument oi1 Newton et Leibniz ont développé les
fondements du différentiel calcule intégral. Leibniz a introduit le symbole ;l—;,, f(x) pour
désigner la n’¢™¢ dérivée d’une fonction f. Quand il a signalé cela dans une lettre a I'Ho-
pital, qui posala question si n = %? Leibniz réponds qu'’il s’agit 1a d'un pardoxe, mais qu'un
jour. Voir [1]

Les avantages des dérivés fractionnaires deviennent apparents dans la modélisation des
propriétés mécaniques et éléctriques des matériaux réels et dans de nombreux autres do-
maines. Voir [1]

D’autre part, I'astrophysique (du grec astér : étoile, astre et physis : science de la na-
ture, physique) est une branche interdisciplinaire de I’astronomie qui concerne princi-
palement la physique et I'étude des propriétés des objets de I'Univers (étoiles, planetes,
galaxies, milieu interstellaire...), comme leur luminosité, leur densité, leur température et
leur composition chimique. Voir [9]

Au XXI° siecle, les astronomes ont une formation en astrophysique et leurs observa-
tions sont généralement étudiées dans un contexte astrophysique, de sorte qu’il y a moins
de distinction entre ces deux disciplines qu’auparavant. Voir [9]

Ce mémoire se base sur trois chapitres de la maniére suivante :

Chapitre 01 : Préliminaires

Ce chapitre fournit quelques notions préliminaires essentielles, utilisées dans la théo-
rie du calcul fractionnaire et quelques théorémes des points fixe.

Chapitre 02 : Existence et Unicité

Dans ce chapitre, on traiter une classe de systemes fractionnaires de type Lane-Emden,
utilisée en astrophysique. D’abord, on va chercher la solution intégrale de systéme pro-
posé, pour établir ensuite un résultat de I'existence et I'unicité de la solution. Enfin, on
donne une application pour illustrer ce résultat.

Chapitre 03 : Existence d’au moins une solution

Ce chapitre est consacré aI’étude de I’existence d'une solution au moins. Pour illustrer
le résultat obtenu, on donne une application.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques notions et des rappels de la théorie du calcul
fractionnaire et les théorémes des points fixes. Voir [8, 22]

1 Définitions et notions de base

Dans cette partie, on va s'intéresser a quelques fonctions utiles trés utilisées en calcul
fractionnaire.

1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler /'(.) est une fonction spéciale, considérée également comme
I'une des fonctions de base du calcul fractionnaire, elle prolonge le factoriel aux valeurs
non entieres. En effet, la fonction Gamma est la généralisation aux nombres réels de la
fonction factorielle définie pour les nombres entiers positifs .

Elle définie par I'intégrale suivante :

+00
I'x) = f e 't* Ydt, x>0,
0
(1.1)

avec ['(1) =1,1'(04) = 400, pour 0 < x < 1, x — ['(x) est une fonction monotone et
strictement décroissante.

Proposition 1.1 Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récur-
rence suivante :

1. Vx>0,0ona:

I'x+1) = xI'(x).
(1.2)

2. VneN*:

I'nm+1) = n.
(1.3)

Preuve.



1. DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

1. On peut démontrer par intégration par partie

+00
f e t*dt
0
+00

[—e_ttx]goo+xf e 't lde
0

I'x+1)

xI'(x).

(1.4)

La relation de récurrence (2.2) permet de définir x — ['(x) pour les valeurs néga-
tives de x, telque —1 < x < 0,aura 0 < x+1 < 1. Alors, I'(x + 1) est bien définie par la

formule (2.1), mais pas /'(x). On peut définir /'(x) par la relation

e = F(x+1).
X

Danslecas, —(n+1)<x<-n,neN*,ona:

I'x+n+1)
XX+ 1D.(x+n)

I'x) =

1.2 Fonction Béta

Définition 1.1 On appelle fonction Béta d’Euler la fonction donnée par :

1
B(x,y) = f(l—t)x_lty_ldt,x>0,y>0.
0

Proposition 1.2

1. Vx,yeRy:
B(x,y) = B(y,x).
2. Vx,yeR}:
rory)
B(x, = —=,
(x,y) Ix+y)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Maintenant, on présente I'unique définition de I'intégrale d’ordre arbitraire (fraction-
naire) au sens de Riemann-Liouville, cette approche sera basée sur la fonction Gamma

d’Euler.



1. DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

1.3 Définition del’'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f € C((a, b];R), on appelle intégrale fractionnaire d’ordre a € R au sens de Riemann-
Liouville de f la fonction suivante :

1 X
I4f(x) = mfa(x—t)“_lf(t)dt,a>0,

(1.10)
ol x>0, et ' = [ e t*dt.
Proposition 1.3 Soienta >0, >0et f € C([a,b];R), ona:
1.
Ll = 2P rw.
(1.1D)
2.
Cerx = Birw.
(1.12)
Preuve. Soienta >0, >0et f € C([a,b];R),on a:
Pour démontre (2.11) en utilisant la fonction Béta. En effet,
1 x _
IZ(IEf)(x) = mfa (x—n* 1(IE'zf)(t)dt
! fx(x t)“‘l(ft(t P fmdodte
= — —_ _ T ,
I' (o) F(ﬁ) a a
commea<t<x,a<T=<t,
donconprenda<t<t,1<t=<x,
IIAAIE)) ! ftf( )(fx( N lr-vPtder|d
X) = ——— T X — -1 T.
ara I I'(B) Ja T
(1.13)
Si on prend
-7
u = .
X—T
(1.19)
Alors, on obtient :
X 1
f x-0*'t-0fldr = (x—T)‘“ﬁ‘lf 1-w* P ldu
T 0
= (x-1*PB(a,p)
- (x—T)‘”ﬁ_l—F(a) F(ﬁ).
Io+p)
(1.15)
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En remplacant (2.15) dans (2.13), on aura:

a P _ 1 fx a+p-1 _qot+p
1%(1 = — - =1 )
T ) (x) T(@+p) Jo (x—1) fodt=1;"f(x)

(1.16)
D’ou le résultat.
Pour démontrer (2.12), en utilisant la propriété précédente (2.11). Alors,
flaf® = 17w
_ Iﬁ“"f(x)
= 191 f ().
(1.17)
]
Lemme 1.1 Soient f € C([a, b];R) eta > 0. Alors,
11mI°‘f(x) = 0.
x—»a
(1.18)
Preuve. On a
fx)| < f x-0*tf)|de
i@l < i
1/l f 0
< —=] (x-D%dt
I'(a) Ja
1 lloo Cx— @
S _—
I'(o) «
F( +1)
(1.19)

Comme le second membre de I'inégalité précédente tend vers 0 lorsque ¢ tend vers a.
On déduire que :
hm 10 f(x) =

x—»a

Soit la fonction suivante :
f( = (t-aPr=apeN*.
(1.20)

Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville s’écrit comme suit :

1%(t-a)P = o )f x -0l (t-aldt.

(1.21)
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On pose :
t—a
v = .
x—a
(1.22)
On trouve,
Bit-aPf = Lfl(x—a)“‘l(l—v)“—l(x—a)ﬁvﬁ(x—a)du
“ I'(a) Jo
(x a)(x+ﬁ
= 1- 0 bg
@) f =v !
(x_a)(x+f)
= —Bl(aq, 1).
T (o,p+1)
(1.23)
En utilise I'expression donnée par (2.9), on trouve :
—)"P (M (P+1
o gp - E9) ( (@I (B+1)
o) Ioa+p+1)
I'p+1
L(x_a)a-'-ﬁ.
INa+p+1)
(1.24)
Poura=2etP= %,la relation (3.1) devient :
2 3 F(%+1) 2+3
L(t-a)? = T (x—a)?
r2+3+1)
_3T(9) 7
= T nx-a)?
51(3)
_ Bl
5313
_ 331G )
5330(3)
RO
= 31 (1
53531(3)
- Lo
B
(1.25)

1.4 Dérivation Fractionnaire

Cette section sera consacrée aux définitions élémentaires pour les dérivées fraction-
naires de Riemann-Liouville et de Caputo, et quelques propriétés de ces notions.



1. DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

1.5 Dérivée au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2 Soienta e R}, meN*, m—-1<a<m,acR et f € C([a,b];R), on appelle
dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre a de f la quantité :

RpAf(x) = D™ %f(x)

dm( ! fx( - f(nd ~l<a<
a0 \Ton—0 J. X—T fodt|,m a<m.

(1.26)

On rappeler I'expression de dérivation classique :

m

- - —_q)ym
T YY—D....;y—m+1)(t - a)

I(y+1)

VT (Y
F(Y+1—m)(t N

(1.27)
Exemple 1.1 On prend la fonction suivante :
f(x)=xP,x=0,p>0. (1.28)
Par définition, on a:

RLpgxP = DMIP%P

m F(ﬁ +1) ﬁ+m—0()
b (F(ﬁ+1+m—(x)x '
(1.29)

En utilisant la relation de dérivation classique (3.4), on trouve :
I'p+1) ( I'B+m—-a+1) x5+m‘°“m)
I'p+1+m-a)\IP+m-a+1-m)

_ I'p+1) Ha
I'pP-—a+1)

P‘LDS‘xﬁ

(1.30)
On pose a = %, B =2.Alors,

RLD(%XZ _ F(2-;—1) 23
re-3+1

211(2)
- VX
I3

i ?F(?) v
nd
4

= ﬁ\/}.

(1.31)
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Remarque 1.1 La dérivée au sens de Riemann-Liouville d’'une fonction constante n'est pas
nulle.

En effet, dans la formule (3.7) pour a > 0 et f =0, on obtient :

B I,
= F(l—(x)x #Z0,x>0.

(1.32)

Proposition 1.4 Soient f,g € [a,b] — R,a e R} et m—1<a < m, meN*. Alors, l'opérateur
de dérivation de Riemann-Liouville ®“D% posséde les propriétés suivantes :

1. VAL A2 € REEDE (AL £+ A22) (1) = A, (BEDE f) (x) + A (RED%g) (),
2. (B'D%) (1% ) () = f (),
3. Si (®'DYf) (x) =0, alors :

m=1 I'i+1
f@=Y C (i+1)

. X—a i+a—-m
kO’Fu+a+1—mf )

)

ot (Ci-o,.,m-1€R.
Preuve. Soient f,g€[a,b] - R,aeR etm—-1<a<m,meN*.
1. Elle est évidente.

2. En utilisant la propriété classique

D™(IZ i) = flv),

(1.33)
on trouve :
(DY (Gf) @ = D"aF™ (15f) ()
— Dm(IZ1—0(+0(f) (x)
= D" f)(x)
= f(0.
(1.34)
3. Comme (R'D¢ f)(x) = 0, alors par définition, on a:
M'DYf(x) = D™AFf)(x)=0.
(1.35)
Alors la dérivée d’ordre m de (IJ'~®f) est nulle. Donc,
m—1 .
2N = Y Cilx—a)',(Cizg,.m1€R
i=0
(1.36)
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Par application I} & (1.36), on obtient :

19(17% ) (x) I ) ()

1z ) (x)

m—1
Ig(Zci(x—a)")

i=0

m-—1 ( )
= Ci|l(x—a)
i=0 A
_ m—lc‘( I'i+1) )(x—a)”o‘
=N\ Ii+ 1+ '
(1.37)
Puis, on applique D" a (1.37), on obtient :
el Ii+1) ;
Dm Im — C; m _ 1+
(g Hx) o~ N\ Tit1t00 (x—a)
_ m—lc‘ I'i+1) I'i+a+1) (x—a)”o“m)
SN\ I+ 1+ \ M +a+1-m)
m—1 I(i+1 .
-y LD (x—a)”“"”).
par I'i+a+1-m)
(1.38)
D’o1,
m-l I'G+1) ;
_ C: _ l+(x—m).
10 = LG\ Frari—m &
(1.39)

1.6 Dérivée au sens de Caputo

Lapproche des dérivées au sens de Riemann-Liouville. On I'avait définit comme étant
une intégrale fractionnaire d’ordre m — « suivie d'une dérivation classique d’ordre m .
Tandis que la dérivée au sens de Caputo est I'inverse de ces deux opérations.

Définition 1.3 Soientm—1<a<m,meN*,aeRet f € C"([a, +ool), La dérivée d’ordre o
au sens de Caputo de f est donnée par :

Cra _ m—omm _ 1 fx _ym-oa-1 a” _
D,fx) = I,/°D f(x)_—F(m—(x) ) (x—1) —dsmf(‘t)d‘f, m-1l<a<m.
(1.40)
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3
Exemple 1.2 On prend la fonction f(x) = xP avecp = %, et on calcule CDé f(x). Alors,

Cd 7 23\ ( d*> 1
DZ(x2) = (IO gz x

) (43
- (8))

(1.41)

D’aprés la relation (3.4), on aura :

3
D2 (x2)

,
IZ N T 5—2
NG+ 1—2)x )

1l
—
[=R NI
\JEN]
—

= |12

_
NI Nw
(N1
—~

D=l ~—
N—

NI Nlw
Nl N
[\SJ o8}
—
~—

! )
= |I === —="x2
0 3
531(

I
o
S ol

(1.42)

La dérivée au sens de Caputo d’'une fonction constante est nulle.
En effet, dans la formule (1.41) pour a > 0 et 3 =0, on obtient :

2
CpI(xY) = (Iﬁ‘%) (%(1))

1
o

0.

(1.43)

10



1. DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

1.7 Larelation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et celle de
Caputo

Pour m-1<a<m, meN*, aecRet feC"(a,+o[), la relation entre Riemann-
Liouville et Caputo est :

m—1 (x— a)i—(x

RLy« _ (Cha (i)
(pa)fea = (D) W+ X o gy /@
(1.44)
Cette dernieére relation peut aussi s’écrire :
(DY) fw = (“g foo-S GO png
4 4 = Ii+1) '
(1.45)

A partir de (1.44) et (1.45), si a est un point zéro d’ordre m de f alors, on déduit que la
dérivée au sens de Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo.
Donc,ona:

(FP@=0,i=0,1,.,m-1) = ((*'D%)f=(°DY)fw).

(1.46)
Preuve. On sait que :
m— 1(t
f(x) = Z Z” f(l)( )+ImDmf(x)
i=0 (
(1.47)
Par application de I"%, on trouve :
m-1 f(i)(a)
m—-o _ m—oaymiyym
Io " flx) = ,Zof(+1)( *(x - a)) 17-41"D™ f(x)
m—1 (0)
_ f (a) _ pitm-a | 2m-apym
> F(i+1+m—(x)(x a) +1777°D" f(x).
(1.48)

Puis, on applique D™ a la formule obtenue, on obtient :

S A )

D" (x—a i+m—(x+DmIZm—(xDm X
ZIi+1+m-a r-a) “ @

MS

D™ f(x)

(x_ a)l+m—(x—m+DmImIZl—0(Dmf(x)

mz—l 9 a) TFi+m—-a+1)
S l+1+m-)I'(i+m-a+1-m)

m-1 (i) ,
Y L@ gy mapm i,

o L'i—a+1)
(1.49)
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1. DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASE

En utilisant le fait que :

(*'DY) f(x) =D™I % f(x), (“DY) f(x) =17*D™ f (%),

on trouve :
m—1 (1)
RLH = (°D“ LD g
("DY) f(x) = (Da)f(x)+;)p(i—a+l)(x o

(1.50)
|

Proposition 1.5 Soient m—1<a < m, meN*, et f € C"™([a, b)), avec “D% l'opérateur de
dérivation de Caputo :

p—

. (°DY) est un opérateur linéaire.
. CDYUGNH) = f(x).

\S)

. Si (*DYf)(x) =0, alors f(x) _'Y - ), (Ci)io.mo1 €R.
i=0

w

m—1 .
4. 13D ) (x) = f(x) + L = a)', (@iso,..m-1 €R.
1=

Preuve. Soient m—-1<a<m, meN*, et f € C"([a,b]):

1. Lalinéarité est évidente.

2. D’aprés la relation (1.45) on obtient le résultat suivant :

N———

m—1 i i
CyOy (7O RL_a) [ ya _ (x—-a) ((d a ) )
COHEEHW = (DY |18F ZO i+ gz te) @

flx) -

Ii+1) "=lx-a)t=\((d
Mi+1-0 & IG+D )((dtiﬂ“f))(“))

m-1 (x_a)i—cx di o
fx) - IZ:(:) m) ((ﬁ(laﬂ) (a)).

(1.51)

Etcommei<m—-1<aq, pouri=0,...,m-1,alors, les dérivées (;—;(I‘;f)) (a) =0.

On obtient :(*D%) (1% f) (x) = f(x).

a

3. Par définition, on a:

CEDYAH(x) = 0=TI""*fm(x)=0.
(1.52)

On applique (°D~%), on obtient :

CEpm-ogm-a fm gy = 0,
(1.53)
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2. QUELQUES THEOREMES DU POINTS FIXES

D’aprés la propriété précédente (b), on obtient :
CDI AN M) = F(x) =0,
(1.54)
donc,
m—1 .
fx) = ) cilx-a),
i=0

(1.55)

ou (¢i)i=o,.,m-1 €ER.
| |

2 Quelques théoremes du Points Fixes

Les théoremes du points fixes sont les outils mathématiques de base dans la réso-
lution des équations différentielles. En effet, ces théoremes fournissent des conditions
suffisantes pour lesquelles une fonction donnée admet un point fixe, aussi nous assurent
I'existence de la solution d'un probléme donné en le transformant en un probleme du
point fixe, et on détermine éventuellement ces points fixes qui sont les solutions du pro-
bleme posé.

2.1 Principe de Contraction de Banach

Théoreme 1.1 Soit (E,d) un espace métrique complet et soit f : E — E une contraction.
Alors, f admet un point fixe unique.

Définition 1.4 SoientB, et By deux espaces de Banach. Lopérateur continueT : B — B, est
completement continu s'il transforme tout borné de B, en une partie relativement compact
dans B,.

2.2 Théoreme du Point Fixe de Schaefer

Notre deuxiéme résultat du point fixe est le Théoréme du point fixe de Schaefer.

Théoréme 1.2 Soient B un espace de Banach et T : B — B un opérateur completement
continu. Si l'ensemble

2 : ={ueB:u=pTu, pelo,1[},
(1.56)

est borné, alors T possede au moins un point fixe.

2.3 Théoréme du pont fixe de Schauder
Notre troisiéme résultat du point fixe est le Théoreme du point fixe de Schauder.

Théoreme 1.3 Soient B un espace de Banach, U un fermé, borné, convexe et non vide de
B et T :U — U une application telle que l'ensemble {Tu : u € U} est relativement compact
dans B. Alors, T possede au moins un point fixe dans U.

13



2. QUELQUES THEOREMES DU POINTS FIXES

2.4 Théoréme de Arzela-Ascoli

Théoreme 1.4 Soit F < C([a, b]), supposons que l'ensemble F est équipé de norme ||.| -
Alors, F est relativement compact dans C([a, b]) si F est equicontinu (c’est-a-dire pour tout
€>0ilexisted >0 telque f € F et pour tous x1, x» € [a, b] avec|x; — x| <dona: |f(x1) —f(x2)| <
€) et uniformément borné (c’est-a-dire il existe une constante C > 0 telle que || f ||Oo < C,pour
tout f € F).
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Chapitre 2

Existence et Unicité

1 Représentation intégrale

Des travaux considérables on traité I’existence et 'unicité de la solution des EDFs, voir
[3,4,5,10,11, 12, 14, 18]. Dans ce chapitre, on a étudié I'existence et I'unicité de la solution
du systeme de la forme suivante :

DP1 (D™ + by gy () x1 () + fiL (£, %1 (1), %2 (£), D% xy (£), D% x; (1))
= 1 f2 (%1 (1), %2 (1), D% x; (1), D% x5 (1)),

{ DP2(D% + bygy (1) x2 () + £ (£, 31 (8), %2 (£), D% xy (£), D% x5 (1)) 2.1)
= X2 f2 (£, 31 (1), %2 (), D% x; (), D% x5 (1)),

x(0) = a), xp (D) =ay, te],

ol on considére]: [0,1],0<0ap,Pr<1,0<dr <o <1, by =0,0=<Ar <00, k=1,2. Les

fonctions f,g 1 10,1] x R4, J,k=1,2, sont continues, g : (0,1] — [0, +00) sont des fonctions

continues, singuliéres a =0, et liI(I)l 8k (t) = 0co. Les opérateurs DPk, D% et D%, k = 1,2,
t_’ +

sont les dérivés au sens de Caputo, définis par :

t
DYx(t) = ;) f (t—9)" Y L x™ (9 ds =] Yx" (1), 2.2)
m-y) Jo

I(

avec m—1 <y < m, meN-{0}. On rappelle que 'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville J* d’ordre a = 0 pour une fonction continue f sur [0, +00) est défini par :

t
Io‘f(t):ﬁfo (t-9)'f(s)ds, a>0, £=0, (2.3)

ou I'(e) = [y° e *x* dx.
En outre, on énuméré quelques propriétés bien connues de la théorie du calcul frac-

tionnaire qui peut étre trouvé dans [9, 11].

(i):Poura,p>0; n—1<a<n,on a DYP-1 = &tﬁ_“_l, B> n, et D%t/ =0, j=

ACEY
0,1,..,n-1,
(ii):DPJIf(t)=J9"Pf(t),ot1g>p>0et feLl ([a,b]),

n—-1 )
(iii):Soit n e N-{0}, n—1<a<n, et D*x(7) = 0. Ensuite, x(£) = ¥ ¢; ¢/, et J*"D*x(1) =
j=0

n—1 ,
x@+ X cith (¢f) g, n1 ER
= S

Les lemmes suivants sont fondamentaux pour prouver nos résultats d’existence :
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L'EXISTENCE ET L'UNICITE DE LA SOLUTION

Lemme 2.1 /9, 11] (Théoréeme du point fixe de Schauder) Soit U un sous-ensemble convexe
borné fermé d’'un espace de Banach B. Si'T : U — U est completement continu, alorsT a un
point fixe dans U.

Pour donner la représentation intégrale de (2.1),on devez prouver le résultat auxiliaire
suivant :

Lemme 2.2 Pour 0 < ay,Pr <1, et ¥ € C([0,1;R), k = 1,2, le probleme de Lane-Emden
suivant
DP¥ (D% + by gi (1)) xi (1) =W (1), £€[0,1], (2.4)

associé aux conditions
x1(0) = @y, xi () = ay, (2.5)

a une solution unique (xy) -1 » donné par :

xp() = J¥PRwL (6 — b % gr (0) xp:(2)

1 o—1
(1-—1)% Br 0 1| .« 0
- = 2 [Py (r) - - k )
[ . T (I k(1) bkgk(T)xk(T))dT+ak a, | t°F +a;
(2.6)
Preuve. Utilisation de la propriété (iii), on obtient :
(e -] f(T—s)ﬁkl
Xp(t) = Ui (8)ds— brgr (T) xx (1) | dT
k T'op) ( k k8k k
—Cp Q) — Co ) 2.7

ol ck,ci*eR.
Par (2.5), on obtient :

C*k_ 0’
0 = % 1 -l (1 0 1 (2.8)
cO =0 +1) [ ﬁ(l K (T) = b g (1) 1k (1)) dt+al-a|.

En remplacant (2.8) dans (2.7), on recevez (2.6). Ceci compléte la preuve. m
On présenté I'espace de Banach
Bi={(x0)21 %k € C10,11,R), D¥xe €C((0,1],R)},

noté de la norme :
5 .
I %)l = max (Il | D%xi | )

I26kloo = max 1], [ D% |, = max DO x|

2 Conditions suffisantes pour I'existence et I'unicité de la
solution

Dans cette section, on établir des conditions suffisantes pour I'existence et 'unicité
de la solution en plus de I'existence d’une solution au moins a systeme (2.1).
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L'EXISTENCE ET L'UNICITE DE LA SOLUTION

Théoreme 2.1 Supposons que les hypothéses suivantes soient satisfaites :
(Hy) : gx:(0,1] — [0,00), k = 1,2, sont continus, 1ir(1)1+gk(t) =00, il existe 0 < Py < 1;
—

t— the g (1) sont continus [0,1], et My = max |tk g (1))
telo,

(Hy) : Il existe des constantes non négatives (L{C) L k=1,2,i=1,2,3,4, satisfaisant
1

4

fl w0, us ) = £ (6 01,02, v3, 09| < Y (L) 1= vl 2.9)
i=1

pour tous t € [0, 1] et tout (uy, up, uz, us), (V1, V2, V3, 4) € R4,
Ensuite, systeme (2.1) a une solution unique sur [0, 1], a condition que :
Ca):
O = max (A Xk +2B, AL X +By) < (2.10)

1<k<2

4
Xk = Z )\k L2 (L}c)i)’
i=1

2
Ay = ————,
k F(O(k+ﬁk+l)
bkMkF(l—pk)
By = ,
F(O(k-i-l—pk)
. 1 I'lag+1)
Ak = + ’
F((Xk+ﬁk—6k+l) F(ak+ﬁk+l)F((xk—6k+1)
biMI'(1- biMI'(1- I 1
B - KM l'(1- ) L oMk (1= ) Mg +1) _ 2.11)

F(ak—6k+1—pk) F((Xk-f-l—pk)F(O(k—Gk-l-l)
Preuve. Tout d’abord, on définie 'opérateur non linéaire T : B — B par :
T (x1,x2) (1) = (Tl (x1, x2) (1), T2 (x1, X2) (t)),
tel que

T, ) (8 1 =A™ f2 (6,30 (8), 30 (8), D% 31 (1), D% x5, (1))

1B £ (1,20 (8), 3 (6, D% 1 (8, D%x2 (1) = b ™ g (6) 1k (1)

la-put TPEAL 2 (1, %1 (1), X2 (1), D% x; (1), D%2x; (1)
Ly T —fk1 (1,21 (1), %2 (1) ,D% x; (1),D%x, (D) dt
0 k b gk (1) xp(DdT
_ (a(]z _ allc) l.(Xk + az’ (212)

pourtous r€[0,1] et k=1,2.
On devait prouver que T est contractive sur B. Soit (x1, x2), (yl, yg) eBettel01].
Ensuite,

I Tk (x1, x2) = T (y1, ¥2) || o
T (x1,x2) — ) = y
IT G2 =T (1, 32) | g = max D% (T (31, %2) = Te (11, 2)) [ oo

(2.13)
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L'EXISTENCE ET L'UNICITE DE LA SOLUTION

Ona

ITx (x1, x2) = Tie (V15 ¥2) || o
t(f— S)ak+ﬁk—1

IA

max A

F2(5,x1 (), x2(8),D% x; (5),D%x; (5)) '
w0l o Dlog+pr) | —f2(5¥1(8),¥2(),D%y1(5),D% s (5))
i [P 9% (5,300 (9),% (9,07 31 (), D%z ) |
eollJo (o +Pr) | —fL(511(5),12(5), D% y1(5), D% ps (5))

t(t—s)% 1 gmHk

(3 _
+bj; max A T |sHk i ()] | %k () = yic(s)| d's
1 st | f2 ( $,x1(8),x2(8), )
1 O — _ k S B
AL (I-1)% f (T— 8Pk D% x; (5),D%2 x5 () sl av
o ') I'(Br) _f2 $Y1(8),y2(8),
k\ Dy (5),D%y,(s)
x max %
te[0,1]

$,x1(8),x2(8),

(1 -1 f (1—s)Px1 fk( DO x; (s), Df’zxz(s)) ds | ax

o 1oy I'(Bx) gl ( $,¥1(5),y2(8), )
k| D%y (s),D%y; ()
x max t*k + by, f a-o* 't |T”’Cg;C (O] | % (1) = y(1)| max 1%
te[0,1] (o) te[0,1]

(2.14)
En utilisant ’hypothese (H;), le 3¢7*° terme du c6té droit de Inéquation (2.14) implique

t(t—s)% L gmHe

Mk _
bkg(% 0 (o) "% gi ()] | xx () = yi(s)| ds
biMj . ~ fl et
< Ty maxt e | xp J’k”ooo (1 — )% oM doo
. DeMiBe(ay 1- i) B
B F((Xk) k ykoo
DM I'(1 - )
- ’ 2.15
F(O(k+1—pk) ”xk yk”oo ( )

ou Be(.,.) désigne la fonction Béta.
De méme, le 6°*¢ terme du coté droit de Inéquation (2.14) implique

(1 —1)% 1=
™k g (1) | x5 (T) — Vi (T)| max %
O(k) | T g ()] |2 (1) = yie( )|t€[0y1]

bkMkF(
Do +1-pg)

||xk Vil oo- (2.16)

18



2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L'EXISTENCE ET L'UNICITE DE LA SOLUTION

Grace a Inéquation (2.9) donnée dans (Hy), on obtient :

[T (1, x2) = T (y1, ¥2) || o

< M
- F((Xk+ﬁk+l)
X( (L2), [xa —6J/1||oo+(Li)2 ||xZ—yz||o% )
+(L2)5 D1 (1 = y1) [ oo + (L), D% (32 = y2) | o
2
F(O(k+ﬁk+l)
X( (L), [l o oo+ (L3, ||362—YZ||006 )
+(Li)5 D% (1 = y1) [ oo + (L3), (D% (22 = y2) [ o
ZbkMkF(l—pk)
- . 2.1
Pacr1-pg 1 e @17

Par conséquent,
I Ts (1, x2) = Tie (y1, ¥2) | o
2 2beMi (1 - )

< g(Ak (L?C)l.+(L}c)i) F(ak+ﬁk+1) + F(ak+1—uk)

x ||(x1 —Jyu X2 _y2)||B‘

Donc,
I Tk (x1, %2) = Tie (y1, ¥2) || oo = Ak Xk +2BR) || (x1 = y1, %2 = 2) | - (2.18)

D’autre part, on a
DT (x1,30) (1) = AP £ (1,31 (1), 3 (1), Dy (8), D0z (1))

—gew BB £l (0 (1), % (1), DYy (1), D%, (1))

~ o + 1) 1%
— b Ok g (1) X (1) — —

F(O(k - 6k +1)
A Br Z(Tyxl(T)er(T)r )
1(1-1)%-1 IS D613(61)(T),1()j2x2 (1) .
x| — T,Xx1 (1), x2 (1), T
0 F((Xk) _Iﬁkfkl ( D51x1 (T) ,D62x2 (T) )
—br &gk (T) xx(T)
() - a) Flage+ 1) 1% 210
F(O(k - 6k +1) ' '
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L'EXISTENCE ET L'UNICITE DE LA SOLUTION

Ensuite,
HDSk (Tk (x1,%2) = Tk (1, ¥2)) 000
o e, [FET NPT £ (5,01 (8),202.(5), Dy (), D2 (9))
= w0 Jo Do+ PBr—0k) | —f2(571(9),¥2(5),D% y1(5), D%y (5))

t (t _ S)O(k+ﬁk—6k—1

+ max \ 5 5
reiollJo Iag+Pr—0k) | —f(s,31(5),¥2(5), D% y1(5),D%ys (s))

Lr—g)M O lgie
+bktr€n[3xll o (o -5y | gk ()] |xic(s) = yie(s)| ds

1 st | S ( s,gcl(S),xz(g), )
1 _ 0 k= k
+Ak (1-71) f(T S) D®x1(s),D%x, (s) ds | dx
o I'(ag) g2 $y1(8),y2(s), )
k\ Dy (5),D%y,(s)
INoe+1) By
(o — O + 1) te[0,1]
f S, x1(8),x2(8),

L1 -7yt (t—s)Pe=1 | Tk | DOy, (5),D%x; (s)

+ f ds|dt
o I'(og) I'(Br) _fl $Y1(8),y2(8),
k| DOy (s),D%ys (s)

ERACIERY
(o — Oy + 1) te0,1]
LN L

t(xk—Sk

f (S, x1(8),%2 (5),DP” x; (), D% x; (S)) ‘ds

Iog+1) s
Mk _ I Ok —Ok
+bic | e [T gk (0] [k (1) = (0| 5 —— 5o T e e
(2.20)
Avec les mémes arguments que précédemment, on peut montrer que
[D% (Te (1,200 = T (,32))|
[ 4 Doz +1)
i§1 ((L ) +Ak( ) )(F((Xk+ﬁk 6k+l) F((Xk+ﬁk+l)F((xk 6k+1))
=
+ M L (1-p1) biM L (1— ) L (og+1)
Toge=8p+1-pi) - I (ap+1-pi) L (o—8+1)
x[| (21 = y1, %2~ y2) |- (2.21)
Par conséquent,
| D% (Ti Ge1, 20 = T (31, 32)) “oo < (AL +B2) [ (31— y1, 22— 1) | 5. (2.22)
Il s’ensuit (2.13), (2.18) et (2.22), que
IT (1, 22) =T (y1,32) || 5
< max (ApXy + 2By, AL X +Bj) || X1— Y1, X2~ Y2 ||B (2.23)

1<k=2

En utilisant (2.10), on en déduire que T est contractive. Par le théoréme du point fixe de
Banach, on affirme T a un point fixe qui est I'unique solution de systeme (2.1). Ceci com-

plete la preuve. m
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2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR L'EXISTENCE ET L'UNICITE DE LA SOLUTION

Théoreme 2.2 Soient oy — 0y — Ui > 0. Supposons que les hypotheses (H;) et (Hs) sont sa-
tisfait :
(Hy) : gk :(0,1] — [0,00), k = 1,2, sont continues, liI(r)l gk (t) =00 etilexiste0 < Py < 1;
t— +
t— tWk g (t) sont contin.ues sur[0,1],
(Hs) : Suppose que flg : [0,1] x R* — R sont continues et il existe des constantes non

négatives Di, J,k=1,2, tel que:
fk{ (t! ui, Us, us, u4) = D{C’ (224)

pour chaquet € [0,1] et tout (uy, Uy, us, Ug) € R*. Alors systeme (2.1) a au moins une solution
sur[0,1].
Preuve. Tout d’abord, on montre que I'opérateur T est completement continu.
La continuité des fonctions t"* g et flg , j,k=1,2,implique que T est continu sur B.
Etape 1 : Lopérateur T mappe les ensembles bornés en ensembles bornés dans B.
On définie I'ensemble (2, := {(x1, x2) € B, [[(x1,x2)g <1}, olt r > 0. Pour (x1, x2) € §2;, par
Inéquation (3.1)donné dans I'hypothese (Hs), on obtient :

1Tk (x1, X2) lloo < Ak (\eDF + D) + 2rBi + |al — ap | +|a})]|, (2.25)
et

DT (X1, %2) oo

Tog+1)
< A(MD2+DY)+rBE+|al —al| ——— . 2.26
k( kY k) k | k k|]’1(ak_8k+1) ( )
Utilisant (3.2) et (3.3), on a
[IT (x1, x2) I8
A (A\kD% +Dy) +2rBy+|a) — a | +|al),
< max Iog+1) |- (2.27)

% 2 1 * 0o_ 1| _ 4 \Xrl)
1<k<2 Ak ()\ka+Dk)+er+ |ak ak| F(ak—6k+1)

Par conséquent, 'opérateur T mappe les ensembles bornés en ensembles bornés dans B.
Ftape 2 : Equi-continuité de T(§2,) :
Pour t1,1, € [0,1]; 1 < £, et (x1,x2) € §2,,0n a

[Tk (x1, x2) (£2) — Tk (x1, %2) (1) oo

(AkD%+D}) (AkD% +D})

t(Xk+f>k _ tak+ﬁk n k) g0k _ 4Ok
F(O(k+ﬁk+l)(2 1 ) F((Xk+ﬁk+1)(2 1 )
TbkMkF(l - Hk) Ap—Hk op—Hk TbkMkF(l - Pk) o o
_ (t —h )+ — (tz -4 ),
Iog+1-pg) Iog+1-pg)

(2.28)
et
IIDO* (T (a1, %2) (£2) = Tk (y1, 12) (21)) oo
(D3 + D (1P P (D D) Mg ) (57 - 177%)
Mok +Pr— 8k +1) ’ Do +Pr+1) o — 8 + 1)
rheMel(1 - ) (tg"_ﬁk_“k - t;xk_sk_”k)
Do =8 +1— )
rogMi(1—pg) Doy + 1) (t;xk_6k - tixk_ﬁ’“)

+ . (2.29)
F((Xk+1—pk)F((Xk—6k+1)

+
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3. APPLICATION

Les cotés droits des inégalités (3.5) et (3.6) sont indépendants de x;, x, et tendent vers
zéro lorsque t; tend vers f,. D’aprés le théoreme d’Arzela-Ascoli, on voit que Test com-
pléetement continu.

Deuxiemement, on considere I’ensemble A c B défini par :

A={(x1,%) €B:l(x1,X2)Ilg <R}, (2.30)
ou
Ak(AD3+DY)+[ad-al | +| )]
R 1-2B; r ’ 531
= AZ()\kDi+D}C]+‘a2—aH—F(a(k(x_’;;?l) ’ (2.31)

l—BZ

Bi#3etBr #1.
On vont prouver que T : A — A. Soit (x1,x2) € Aet t€[0,1], par Ineq. (3.1),on a:

Tk (x1, %) llo = Ag(AkD%+D}) +2RBg + |al — ap| +|a}]
< (1-2By)R+2RB;
< R (2.32)

et

IIDO* T (X1, %2) oo

(o +1)

* 2 1 * 0 1

< Ak()\ka+Dk)+RBk+|ak—ak|F(ak_6k+1)

< (1-B;)R+RB;}

< R (2.33)

En utilisant (3.9) et (3.10), on obtient : [|T (x1, x2) ||z < R. Par (H;) et (H3), les fonctions
thegr et flg , J,k=1,2, sont continues, ce qui implique que T est continu sur B. De plus,
pour (x1,x2) € A, onaT (x1,x2) € A

DouT(AQ) c A, cest-a-direT: A — A.

D’aprés le lemme 1.1, systéme (2.1) a au moins une solution sur [0, 1] . Le théoréme 2.2
est ainsi prouvé. m

3 Application
Exemple 2.1 On considere le systeme suivant :

x1(t)+x2(t)+D%xl(t)+D%x2(t)

EN[Y

D (D%+ﬁ)x (1) +
10 |

40m2et |1+

x1(t)+x2(t)+D%xl(t)+D%x2(t)D

cos(xy (#))+cos(x2(t))+cos

D% xl(t))+cos(D%x2(z‘))

= 20n2e 2+1 ’ . )
3 o 4 -2 D?xl(t)+D§x2(t)‘ (2.34)
D3 (D3 + 1‘2—0) Xo (1) + ;2 sinx; (1) +sinxy (1) +
80et“+1 1 1
1+{D2 x; (£)+D3 xg(t)‘)

. sin(x; (t))+sin(x2(t))+cos(D% X1 (t)) +sin(D% xg(t))

40 (9t+1)el+1 ’
0,11, 11 (0)=—1, x; ()= VT, x2(0) =1, x, (1) = 2.
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3. APPLICATION

Ici, on peut prendre : 1y = % et = %.Alors, pourtoutt € [0,1] et (x1, X2, X3, X4), (yl,yg, yg,y4) €
R*, on obtient :

1 1 |
(H)Fm»(ﬁ)ﬁg’ (Lé)ﬁ@» (Lg)i:W’ 1=1,2,3,4,

1 6
X = =0.0074, 2, = =0.0081,
5mle 100¢e2
A; = 1.3781, A, =1.5362, B; =0.1518, B, =0.1208,

A

1.6868, A5 =1.7491, B} =0.3009, B; =0.2046.
En effet,

A X1 +2B; = 0.3138, ApS, +2B; =0.2540,
A} X1 +B} = 0.3134, A}, +Bj =0.2187.

Par conséquent, on obtient © < 1. Alors, d'aprés le Théoréeme 2.1, le systeme (2.34) a une
solution unique sur [0,1].
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Chapitre 3

Existence d’une solution au moins

1 Théoreme

Dans ce chapitre, on va étudier de I'existence d'une solution au moins. Lecteur inté-
ressé peut consulter les références suivantes: [6, 7, 11, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23]

Théoreme 3.1 Soit oy — & — Uk > 0. Supposons que les hypotheses (H;) et (Hs) sont satis-
fait:
(Hy) : gx:(0,1] — [0,00), k = 1,2, sont continues, lir(I)l gr(t) =00 etilexiste0 < pr <1;
t— +
t— Mk gy (t) sont continues sur(0,1],
(Hs) : Supposons que flg 1 [0,1] x R* — R sont continues et il existe des constantes non

non négative D/, j, k=1,2, telque:
f]g (t) up, u2’u3)u4) SD{C) (31)

pour chaquet € [0,1] et tout (uy, Uz, us, Ug) € R*. Alors systeme (2.1) a au moins une solution
sur[0,1].

Preuve. Tout d’abord, on montre que I'opérateur T est complétement continu.

Etape 1:La continuité des fonctions "+ g; et fk], j,k=1,2,implique que T est continu
sur B.

Etape 2 : Lopérateur T mappe les ensembles bornés en ensembles bornés dans B.
On définit I'ensemble (2, := {(x1, x2) € B, [[(x1,x2)lg <7}, ot r > 0. Pour (x1, X2) € £2,, par
Inéquation (3.1) donné dans I’hypothese (Hs), on obtient :

Tk (x1,%2) lloo < Ak (\eD% + D) +2rBi + |a — ai | + 4}, (3.2)
et

DO T (x1, %2) oo

Do +1)
< A*(AD2+DY)+rBi+|dl—al| ———— . 3.3
k( kY k) k | k k|F((Xk—6k+l) (3.3)
En utilisant (3.2) et (3.3), on obtient
[IT (x1,x2) I8
A (\kD% +D}) +2rBi + |al — ap| + |al)|,
< max I(g+1) |- (3.4)

« 2 1 * 0o_ ,1
1=k=2| A% (\gD{+D)+ 1B} +|a) ak|F((xk—6k+l)
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1. THEOREME

Par conséquent, 'opérateur T mappe les ensembles bornés en ensembles bornés dans B.
Etape 3 : Equi-continuité de T(£2,) :
Pour t1, 5 € [0,1]; 1 < to, et (x1,x2) € £2,,0na

1T (X1, x2) (£2) = T (X1, X2) (£1)1loo

()\kD?C + Dllc) (t(xk+ﬁk _ t(xk+[3k) n (AkDi? + Dllc) (t(xk _ t(ch)
[og+Pr+1) 2 ! Mog+pr+1) 2 1
I’bkMkF(l - Hk) O—Me  LOk—HE rbkMkF(l - Uk) ar L0
(1M~ ("= 1"),
F(O(k+1—pk) F(O(k+1—}.lk)

(3.5)
et

IDO (T (31, %2) (£2) = T (1, ¥2) (1)) lloo
(D + D) PPy (D)) P+ 1[0
(o +Pr =B +1) Iog+Pr+1) o — 8 + 1)
rbeM (1 - pi) (tg’c_ﬁk‘“k - tf‘k—Sk—uk)
Iog = 8g +1— )
TkaufTI—luJ[Yak+1)h§“6k—tﬁ*ﬁﬁ

n . (3.6)
F((Xk+1—pk)r((xk—5k+l)

+

Les cotés droits des inégalités (3.5) et (3.6) sont indépendants de x;, x, et tendent vers
zéro lorsque t; tend vers f,.
D’apré le théoréeme d’Arzela-Ascoli, on voit que T est complétement continu.

Deuxiemement, on considére I’ensemble A c B défini par:

A:={(x1,x2) €B:|l(x1, %) Iz <R}, 3.7)
ou
{Di0l) ol
R 1-2B T )
T IZE | ayfungent)efaal rles | (3.8)

-8B,

etBi#3 et B} #1.
On vont montrer que T : A — A. Soit (x1,x2) € A et t € [0,1], par Inéquation (3.1)
donné dans I'’hypothése (H3), on obtient :

IA

Ay (AxD{ +Dy) +2RBy + | a) — ap | + |al)|
(1-2Bg) R+ 2RBy
R, (3.9)

[Tk (x1,%2) lloo

IA

IA

et

IIDO T (x1, %2) oo

F((Xk+1)

* 2 1 * 0 1

< Ak()\ka+Dk)+RBk+|ak—ak|F(ak_6k+1)

< (1-B;)R+RB;}

< R (3.10)
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2. APPLICATION

En utilisant (3.9) et (3.10), on obtient
T (x1,x2) |l <R.

Par (H;) et (Hs), les fonctions " g et f,g , J,k=1,2, sont continues, ce qui implique que
T est continu sur B. De plus, pour (x1,x2) € A, ona T (x1, x2) € A.

DouT(A) c A, cest-a-direT: A — A.

D’aprés Le lemme 1.1, systeme (2.1) a au moins une solution sur [0,1]. Le théoréme
2.2 est ainsi prouvé. m

2 Application

Exemple 3.1 On considere le systéeme fractionnaire de Lane-Emden suivant :

1

D% (D% + % x1 (8) +cos(txy (1) + txo (1)) sin

+DE X, (1)

D6 xy (£) )

1 tsin(xy (£))+sin(x2 (1))
9 ll i ) re [O) ]-] ’
Dﬁxl(t)+D8x2(t))

2 t
e'+cos

D%(D%th—ﬁ])x et (sin(xl(t)xz(m )
e e

+cos (D%x1 (t)+D%x2(t))

2
et +1

. cos(x1 (£)+x2(1))+sin D%xl(t)+D%x2(t))
=L .S , €011,
x1(0)=1, x1 (1) = -7, x2(0) = V2, x2(1) =5.

(3.11)

Dans cet exemple, pour |y = % ety = %, toutes les hypotheses du Théoreme 2.2 seront satis-
faites. Par conséquent, le systéeme (3.11) a au moins une solution sur [0,1].
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Conclusion

Dans le premier chapitre on a présenté des notions et des rappels de la théorie du cal-
cul fractionnaire. Ensuite, on a donné quelques théorémes des points fixes.
Dans le deuxiéme chapitre, on a considéré un systéeme fractionnaire. On a présenté la
solution intégrale puis on passe al’étude de I'existence et 'unicité de la solution. Une ap-
plication est construite pour illustrer le résultat obtenu.
Enfin, dans le triosieme chapitre, on a discuté I'existence d'une solution au moins. La
démonstration du résultat est basée sur le théoreme du point fixe de Schauder. On a pré-
senté aussi une application, pour illustrer le résultat.
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