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Introduction

Les systemes dynamiques apparaissent dans plusieurs disciplines scientifiques, comme
par exemple dans la physique, la biologie, la chimie, I'électronique, I'informatique, la
cryptographieet ---.

Une classe importante des systemes dynamiques bidimensionnels est représentée par
des modéeles hybrides, dites aussi modele a temps continu-discret, leur comportement
dépend de deux variables, une variable continue et I'autre variable discrete. Ces systemes
permettent de modéliser les systemes discrets qui évoluent dans un événement continu.

Lobjectif principale de ce mémoire est de, dans un premier temps, traité la solvabi-
lité d'un systeme dynamique linéaire a temps continu-discret via deux transformations
continues et leurs homologues en termes discrets, 'une trés connue et largement utilisé
et 'autre récemment découverte. Et puis, faire une étude comparative sur les deux trans-
formations choisie.

Le travail est organisé comme suit :

o Le premier chapitre regroupe les différentes notions préliminaires utiles pour laréa-
lisation et la compréhension de ce document. Nous commencerons par présenter
des définitions et des notions fondamentales suivies par les différents modeles de
systemes dynamiques bidimensionnels.

e Dans le deuxieme chapitre, nous traitons la solvabilité d'un systeme dynamique li-
néaire bidimensionnel hybride par les transformations de Laplace et celle en Z ou
les deux transformations seront étayées.

e Quant au troisieme chapitre, nous présenterons les définitions et les différentes
propriétés, existantes et d’autres que nous avons développé, de la transformation
de Sumudu continue et discrete. Ensuite, la solvabilité d'un systeme dynamique li-
néaire bidimensionnel hybride sera établie.

e Au dernier chapitre une étude comparative est faite sur les différentes propriétés
des deux transformations Laplace et Sumudu tout en soulignant la transformation
la plus efficace.

Une conclusion générale suivie par les différents ouvrages et articles utilisés pour I'éla-
boration de ce travail cl6turent ce manuscrit.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons les outils de base utilisés pour la réalisation de
ce travail. En effet, la premiere partie sera dédiée a quelques notions et définitions les-
quelles vont étre utilisée. Ensuite, quelques modeles de systémes dynamiques linéaires
bidimensionnels seront proposés.

2 Définitions et notions fondamentales

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats fondamentaux.
Il s’agit de la fonction Gamma d’Euler, des fonctions d’ordre exponentiel, des fonctions
causales et de 'impulsion de Dirac.

Définition 2.1 [14] La fonction Gamma d’Euler, notée par I, est définie par l'équation sui-
vante

+00
I(z) :j e 't*ldr, (1.1)
0
ot z€ C avecRe(z) > 0.

Proposition 2.2 [10] sous certains conditions, nous avons
1. I'(z+1)=2zI1(z), pour des valeurs non entiéres z > 0.
2. VneN*:I(n+1)=nl

Preuve.

1. Pour démontrer la premiere propriété, il suffit de passer par une intégration par

partie. En effet,
+00
f e 'y,
0

+00 +00
[—e7 ' 7], +f e 't*dt,
0

zl(z).

Vz>0:1(z+1)



2. DEFINITIONS ET NOTIONS FONDAMENTALES

2. Enremplacant z par n € N* dans la propriété précédente, nous aurons

VneN* : I(n+1) nl(n),

= nn-1In-1),

= nn-1)n-2)---111),

= nl,

+00
vu que F(l):f exp(-0)t°dr=1.
0

]
Exemple 2.3 Nous avons
1
r(_) VA
2
En effet, en posant t = u? dans I'équation (1.1), nous obtenons
+00 2
I(z)= Zf e P lqu.
0

Ainsi, une valeur spéciale de la fonction Gamma d’Euler peut étre obtenue lorsque

1
2z—1=0 = z=-.
2

1 +00
F(—) = Zf e du,
2 0
= V7,

+00
i
vuquef e‘”zduzg.
0

Définition 2.4 [12] On dit que la fonction f est d'ordre exponentiel, s'il existeM >0 eta € R
tels que

(D] <Me™, VteR,. (1.2)
Exemple 2.5 La fonction
0 si <0,
Fn= { 1 sinon.

est d'ordre exponentiel.
En effet, pourM =1, ty =0 et b=0, nous aurons

lim e f(1)]=1.
; |f ()]
Cependant, b ne peut étre négatif, car

lim e !|f(1)] = +o0.
t—+o00



3. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

Définition 2.6 [12] Soit f : [a, b] — R une fonction. On dit que f est une fonction continue
par morceaux S'il existe une subdivision xg = a < x1 < ... < X, = b de lintervalle | a, b] telle
que, pour touti=0,---, n—1, sion pose g; = fiix,; x;,,1, alors, g; se prolonge en une fonction
continue a tout l'intervalle [x;, x;+1].

Exemple 2.7 La fonction définie par

0 si x=0,
flx)=X e* si x€]0,1],
x+1 si x€][l,2],

est une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [0, 2].
Définition 2.8 [12] Une fonction f définie surR est dite causale si f(t) =0 dés que t < 0.
Exemple 2.9 La fonction de Heaviside définie par
0
fx) = { )

si x<0,
si x=0,

est une fonction causale.

Définition 2.10 [14] On appelle impulsion de Dirac la fonction b définie par

0 si t#0,
Dans un cas discret, l'impulsion de Dirac est donnée par la formule suivante
[0 sii#],
5”‘{ 1 sioi=). a4

3 Systéemes dynamiques linéaires bidimensionnels

Dans cette section nous rappelons quelques types de systémes dynamiques linéaires
bidimensionnels.

3.1 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels a temps continu

3.1.1 Systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu du type Rosser

La représentation d’état d'un systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps
continu du type Rosset a la forme [8]

xh
— (11, 12) hig 1) ]
g)?,, - A iygtl’tzi +Bu(f, ), (1.5)
—(f, 1) b2
81’2

r h q

f,t
y(ti, ) = C iygti rZ; +Dult, ),

ou x"(t;, ) e R™, xV (1, 1) € R™, ny+ny = n, u(ty, t») € R™ et y(t1, t2) € RP sont respective-
ment I’état, 'entrée et la sortie. A, B, C et D sont des matrices de dimension appropriées.
Les conditions initiales associées au systeme dynamique (1.5) sont

x"0,6) eR™ pour tHeR,,
xV(t;,0) eR™ pour 1 €R;.



3. SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES BIDIMENSIONNELS

3.1.2 Systeme dynamique linéaire bidimensionnel de type Fornasini-Marchesini

Le systeme dynamique linéaire bidimensionnel décrit par le modele de Fornasini-
Marchesini est [8, 10]

O, 01 x(t,) = A a—hx(tl, 1) +A26_t2 x(f, 1) +Bla—tlu(tl, 1) +B; a—tzu(tl, f),

y(tl!tZ) CX(tl,t2)+Du(t1,t2),

ou x(t, ) € R" est le vecteur d’état, u(t;, ) € R™ est le vecteur d’entrée et y(t;, ;) € RP
est le vecteur de sortie. Aj,A, € R™" By,B, e R™*™ C e RP*" et D € RP*™,
Les conditions initiales associées au systeme dynamique décrit précédemment sont

0= o) | =),
et

x”(l‘1,0)=[ %—)Z(tl,lfz) ]t2:O:xg(t1).

3.2 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels a temps discret

3.2.1 Systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps discret du type Rosser

Un systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps discret du type Rosser est
décrit par le modele suivant [8]

x?+1,j lh]
pw A v +Bu,-,]-, (1.6)
i,j+1 ij
h
I,
vij = C| 3 |+Duy,
ij

oit x* € R™, xV € R™, ny + np = n, u € R™ et y € R” sont, respectivement, les vecteurs
d’état horizontal, d’état vertical, de la commande et de la sortie, avec i, j e N et A € R"*",
BeR™™M CeRP*"etDeRP*™,
Les conditions initiales associées au systeme (1.6) sont
xgj eR™ pour jFeN,

v ny .
xio€R pour ie€N.

3.2.2 Systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps discret généralisé

Une généralisation des systéemes dynamiques linéaires a temps discret du type Rosser
est décrite I’équation suivante [8]

Xi+1,j+1 = AoXij+A1Xi+1,j+A2Xi j+1+Bouij+Biuji1j+Baugji, (1.7)
Yi,jj = Cxl-,j+Du,-,j

ol x; ; € R", u;j € R™ et y; ; € RP sont les vecteurs d’état, d’entrée et sortie respective-
ment. A € R By e R"*™ pour k=0,1,2, CERP*" et D e RP*™,
Les conditions initiales associées a I’équation (1.7) sont

Xo,j pourtout jeN et x;o pourtout ieN.



4. CONCLUSION

3.3 Systemes dynamiques linéaires bidimensionnels hybrides

3.3.1 Systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu-discret de type
Rosser

Un systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu-discret de type Ros-
ser est défini par les équations suivantes [8, 10]

&2, ) xh(t, 1) .
xV(t,i+1) xU(t, 1) +Bul(t, i), (1.8)
y(t,i) = Cx(t,i)+Du(t,i),

. ho. s ox" S m Upe s ny
pour t € Ry, i € N avec x (t,z):ﬁ(t,z).x (t,i) e R™M et x"(¢,i) e R"2, avec n = ny + ny,

sont les vecteurs d’état horizontal et vertical respectivement. u(t,i) € R™ et y(¢,i) € R”
sont les vecteurs d’entrée et de sortie respectivement. A € R"*", B e R, C € RP*" et
D e RP*™,

Les conditions initiales associées au systeme (1.8) sont

x"0,i)eR™ pour ieN,
xV(t,00eR™ pour teR;.
3.3.2 Systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu-discret généralisé

Une généralisation d'un systeme dynamique bidimensionnel hybride est décrite par
les équations suivantes [9]

x(t,i+1) = Aox(t,i)+A1x(t,i)+Axx(t,i+1) +Boul(t,i) +Byu(t, i) +Bou(t,i+1)X1.9)
y(t,i) = Cx(t1i)+Dult, i), (1.10)

0x(t, i)

outeR,etie”Z,, x(t,i) = . x€R", ueR™et y e RP sont, respectivement, les

vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. Ay, By, C, et D sont des matrices réelles de dimension
appropriées avec k=0, 1, 2.
Les conditions initiales associées a I'’équation (1.9) sont

X(t(), l) = X(O, l); i€ Z+7
x(t,ip) = x(t,0), teR,,
Xx(t,ip) = Xx(£,0), trelR,.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques définitions et notions fondamentales
sur certaines fonctions spéciales et d’autres générales. Puis, nous avons exposé les diffé-
rents types des systemes dynamiques bidimensionnels. Une étude de solvabilité sera faite
sur I'un des systémes proposé dans les chapitres qui suivant.



Chapitre 2

Solvabilité d’'un systeme dynamique
linéaire hybride par les transformations
de Laplace et de Z

1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques définitions et propriétés essentielles
sur la transformation de Laplace aussi celle en Z. Ces deux transformations seront utili-
sées pour la solvabilité d'un systeme dynamique linéaire bidimensionnel hybride.

2 Transformation de Laplace

La définition de la transformée de Laplace a la fois directe et inverse ainsi que leurs
propriétés sont présentées dans cette section.

2.1 Transformation de Laplace directe

Définition 2.1 [5] Soit [ une fonction de la variable réelle t. La transformée de Laplace la
fonction f lorsqu'elle existe est la fonction F = £|f] de la variable complexe s donnée par
Zf01(s) E(s),

f f(te *tdt.
0

Théoreme 2.2 [3, 5] Soit f : Ry — C une fonction continue par morceaux et d’'ordre expo-
nentiel. Alors, f admet la transformée de Laplace

f[f(t)](S):fO f(ne *'dr,
pour un certain s € C.

Exemple 2.3 Considérons la fonction

fo=t



2. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Ainsi,

Z[f ()]s fo f(re *tdt,

[e,0]
f te Sldt,
0

1

= 8—2, pour Re(s) > 0.

Proposition 2.4 [3, 5] Pour toutes fonctions f et g : Ry — C admettent des transformées de
Laplace avec f € €"(R.), nous avons les propriétés suivantes

1. Linéarité:
Zf @) +gM1s)=ZLIf(D](s) + ZL[g(n](s),
et
ZLIkf(D1(s)=kZLf(D)](s), keR.

2. Dérivation :
n—-1
L] () =s"LIfDO1s) = Y " F B
k=0 =0
En particulier, si n=1, nous aurons
4 [f/(t)] () =sZ[f(D](s)— f(0). (2.1)
3. Convolution:
Z[(f*g)(t)] (S)fo[f(t)] (S)fé’[f(t)] (8),
ol ,
(f*g) 1) =f0 f(t-1gMdr.
Proposition 2.5 [5, 10] Soit t € R, et soit & l'impulsion de Dirac. Alors,

t&l
< = _(““), 1.
[F(a+1)](s) S a>

2. Z8(Dl(s)=1.

Preuve.
1. Nous avons

()—fOo e Stdt
9= 0 F(a+1)e

ta
g[F(a+1)

Posons
u=t* = du=at*ldt,
v:—%e‘” < dv=e%drt.
Ainsi,
a o0 l»a st
< S :f e >'dt,
[F(a+1) (s) o Ila+1)
e _

(0] [e)e]
—— e +f _4  jalesigy
sla+1) o Jo sl(a+1) ’

® a
— ta—l _Stdt,
fo sla) ¢

par une intégration par partie a—fois, il découle

(s)=s @D g>1.

< [F(a+1)



3. TRANSFORMATION EN Z

2. Nous avons

Z[BD]s) = f S(e Stdt,
0
= e_St|t=0'
Et donc
Z8(0)](s) =1.

2.2 Transformation de Laplace inverse
Définition 2.6 [5, 10] La transformée de Laplace inverse de l'image F(s) est la fonction f(t)

définie par

L7UE$) (1),
1 Y+joo

f()
F(s)e'lds.

21 Jy-joo
Exemple 2.7 Soit la fonction F(s) définie par
1
F(s)=-.
s

Cherchons la fonction f transformée de Laplace inverse de la fonction F. Nous avons,

f = LRI,
1 Y+joo
= — F(s)e’lds,
2nj Jy-joo
1 [Ytiog
= —QSIdS.

21 Jy-joo S

De [17], il découle
f)=1, pour ¢>0.

3 TransformationenZ

Dans cette section, la définition de la transformée en Z directe et inverse ainsi que
leurs propriétés sont rappelées.

3.1 Transformation en Z directe

Définition 3.1 [10, 13] Soit (x,)nen une suite. On appelle transformée en Z de (x,) nen la
fonction, notée Z|x,], de la variable complexe z définie, lorsqu’il y a convergence, par

X(2) Z[xn](2),

[o.0]
Y xnz "
n=0



3. TRANSFORMATION EN Z

Exemple 3.2 Soit la suite (x,) nen telle que, pour tout entier n, x, = 1. Alors,

Z1(z) = ) 1z7",
n=0
B 1
T o1-z71
Donc 2
Z[1]1(zg) = —.
z—1

Remarque 3.3 [13] Vu les résultats sur le rayon de convergence d’une série entiere, trois cas
peuvent se présenter
e Soit la transformée en Z est définie quel que soit le nombre complexe z, non nul.
e Soit il existe un nombre réel positif ou nul R tel que pour z : |z| > R la transformée en
Z est définie, et pour z tel que |z| <R la transformée en Z n'est pas définie.
 Soit la transformée en Z n'est pas définie pour aucun nombre complexe z.

Proposition 3.4 [10, 13] Soient (un) nen et (Wy) nen deux suites admettent des transformées
enZ et soient a et b deux réels. Ainsi, nous avons les propriétés suivantes

1. Linéarité:
Zlau, + bw,)(z) =aZlu,)(z) + bZ[{w,](z).

2. Retard:
Zxn-i1(@) =2 ¥ Z[x,l(2), keN et n<k.

3. Avance:
_ .k k k-1
LIxpsx)(2) =27 2[x,)(2) — X92" — 12" —+++—Xp_1%, keN. (2.2)

4. Convolution:
Z[(u*xw),l(2) =Zuyl(2) Zlwyl(2),

o0
(uxw)y = Z Np—k Wk
k=0

Proposition 3.5 [13] La transformée en Z de la suite de Dirac retardée de k, k € N

0 si n#k
8n_k:{ ston# 2.3)

1 si n=k,

est
Z[8,_ il (2)=2z"F.

Preuve. Nous avons

Z[8,-kl(2)

o0
Z 6n—kz_n)
n=0

= 0+-+0+2 540+,

Z[8,_ il (2) =27k,

10



4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE BIDIMENSIONNEL HYBRIDE

3.2 Transformation en Z inverse
Définition 3.6 [10, 13] La transformée en Z inverse est donnée par la formule
Xn = 27 X2,
- ﬁ 5£c X(2) 2"V dz, (2.4)

ot C est un chemin fermé parcouru dans le sens inverse des aiguilles d’une montre et ap-
partenant entierement au domaine de convergence.

Remarque 3.7 En pratique, le calcul de l'intégrale exprimée par I'équation (2.4) s'effectue
souvent a l'aide du théoreme des résidus [17].

4 Solvabilité d’'un systéme dynamique linéaire bidimension-
nel hybride

Larésolution d'un systeme dynamique linéaire bidimensionnel hybride est présentée
dans cette section en utilisant la transformation de Laplace et la transformée en Z ainsi
que leurs propriétés.

4.1 Préliminaires

Soit le systeme dynamique linaire bidimensionnel hybride décrit par les équations
suivantes [9]
X(t,i+1) = Aox(t,1)+A1x(t, 1) +Axx(t,i+1) +Boul(t, i) +Byu(t, i) + Bou(t, i +1)2.5)
y(t,i) = Cx(¢i)+Du(si), (2.6)
0x(t, i)

outeR,etie”Z,, x(t,i)= . x€R", ueR™et y e RP sont, respectivement, les
vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. Ay, By, C, et D sont des matrices réelles de dimension
appropriées avec k=0, 1, 2.

Les conditions initiales associées a I’équation (2.5) sont

x(to, 1) = x(0,0), i€Z4,
x(t,ip) = x(¢0), teR4,
x(t,ip) = x(t,0), reR,.

Définition 4.1 [9] Le systeme décrit par I'équation (2.5) est dit régulier si et seulement si
det |Tyxn—Ags 'z =27 A1 —s71A, | #0, 2.7)
pour un certain s, z € C*.
Proposition 4.2 [9] Soit g une matrice définie par
G(s,2) =Iyxn—Ags 'z =27 A — s71A,.

SidetG(s, z) #0, alors,

oo OO
G(s,2)7'=). Y Tpes Pz,
p=04=0
ol
Lixn si p=¢g=0,
qu = AOTp—l,q—l +A1prq_1 +A2Tp—1,q si p+q> 0, (2.8)
0 si p,g<0.

11



4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE BIDIMENSIONNEL HYBRIDE

4.2 Résultat

Considérons le systeme dynamique bidimensionnel hybride décrit par les équations
suivantes [9]

x(t,i+1) = Aox(t,i)+A1x(t,i)+Axx(t,i+1) +Boul(t,i) +Byu(t, i) +Bou(t,i+1)2.9)
y(t,i) = Cx(ti)+Dult, i), (2.10)

0x(t, i) .
. x€R", ueR™et y e RP sont, respectivement, les

outeR;,etie”Z,, x(t,i)=
vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. Ay, By, C, et D sont des matrices réelles de dimension
appropriées avec k=0, 1, 2.

Les conditions initiales associées a I'’équation (2.9) sont

X(t(), l) = X(O, l)y i€ Z+7
x(t,ip) = x(t,0), teR,,
Xx(t,ip) = Xx(£,0), reR,.

Supposons que le systeme dynamique décrit par 'équation (2.9) est régulier, i.e.;
det |Ipxn—Aps 'z —z71A; —s71AL| #0, (2.11)
pour un certain s € C* et un certain z € C*.
Ainsi, le théoréme suivant décrit la trajectoire du systeme dynamique décrit par'équa-

tion (2.9) par I'utilisation de la transformation de Laplace et la transformée en Z.

Théoreme 4.3 [9] Le systeme dynamique linéaire bidimensionnel hybride décrit par l'équa-
tion (2.9) admet comme trajectoire

© Ty; S i
x(t,i)—z P f(r 0Pl x(r, 0dt- Y =2 Lpife f(r 0P x(1, 0)d1

0L (p) o [p+1)
5.5 oo i-1T . A o) T

p p,i—q—-141 p p
oollTplql p oo i—1 plqlBl 1
Z Tp+1) f(t )" u(T, q)dr+z Tf t-0P ut,g)dr
p= 670 quo
o Tp,i-qB2 Tp,i-g-1B1

t— dt+ —tp 0,

,;ZF( D ( N u(t,q)dt pZOqO o+l u(0, q)
Z (p+1)f(t P u(t,0)dT.
p=0

ou I’ représente la fonction Gamma d’Euler et T, est la matrice de transition définie par la
formule (2.8).

Preuve. Considérons le systéme dynamique bidimensionnel hybride décrit par les équa-
tions suivantes

X(t,1+1)=Aox(t,0) +A1x(¢,1) +Apx(t,i + 1) +Bou(t, i) + Bru(t, i) + Bou(t, i +1). (2.12)

12



4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE BIDIMENSIONNEL HYBRIDE

Supposons que X(s, z) et U(s, z) sont, respectivement, les transformées de Laplace et
en Z des fonctions x(t, i) et u(t,i). Ainsi, I'application de la transformée de Laplace et la

transformée en Z (formules (2.1) et (2.2)) al’équation (2.12) donne
$zX(s,z) — szX(s,0) — zX(0, z) + 2x(0,0) =AgX(s, z) + A1sX(s, z2) —A1X(0, 2)
+Ay2zX(s,2) —ArzX(s,0) + BoU(s, 2)
+B1sU(s,2) —B1U(0,2) +B,zU (s, 2)
—-B,zU(s,0),

(2.13)

ou encore
(Tnxn—Aps 'z =27 A — s71AL) X(5,2) =X(5,0) — s ' AxX(s,0) + s1X(0, 2)

—s1z71A1X(0, 2) - s x(0,0)
+s51z71ByU(s,2) + 2z !B U(s,2)  (2.14)
+5 BoU(s,2) + s 1z 1B1U(0, 2)
- s 1B, U(s,0).
Comme le systéme décrit par I'équation (2.12) est régulier (formule (2.11)), alors, I'ex-
pression (2.14) devient
X(s,2) =G (s, 2) (X(s, 0) — s 1ALX(s,0) + s 1X(0,2) — s 1z71A1X(0, 2)

—s7'x(0,00+ s z7'ByU(s,2) + z 'B1U(s,2) + s 'B,U(s, 2) (2.15)

+s1z71B,U(0,2) — s 'B,U(s, 0)).

-1
Inxn_AOS_lz_l _Z_lAl_S_lAz) y

—_——

G l(s,2) =

-p,—q
qus z

18
18

0

=

11
(=]
{Q
11

Ainsi, en remplacant G~ (s, z) par son expression dans I’équation (2.15), il découle

[e.°]

o0
X(s,2)=). Y qus_”z_"(X(s, 0) — s 'A2X(5,0) + 5 'X(0,2) — s ' 27 A1X(0, 2)

p=04g=0
—s71%(0,0) + s 'z 'BoU (s, 2) + 2 'B1U(s, 2) + s 'BoU(s, 2)

+571271BLU(0, 2) — s BoU (s, 0))

A fin de retrouver I'expression de x(t, i), il suffit d’appliquer les transformations de
Laplace et en Z inverses. Pour ce faire, nous nous basons sur les expressions présenter

dans les propositions 2.4, 2.5, 3.4 et en dernier la proposition 3.5.

En effet,
e Posons o o
Li(s,2)= ) Y Tpgs Pz~ X(s,0).
p=04g=0
Ainsi,
7L s, )] @0 = Y. Y Tpez 2 () £ 7 [sTPX(s,0)] (1),
p=04g=0
5 ft(t )7~ x(t,0)d
= -T x(t,0)dT.

p:OIYp) 0

13



4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE BIDIMENSIONNEL HYBRIDE

e Posons

Ainsi,

Z7 £ (s, 1] (1,0) =

e Posons

Ainsi,

I(s,2)= Y. Y Tpges P z79X(0, 2).

Z7 (£ 1505, 21] (3, 1)

e Posons

Ainsi,

27 L (s, 21] (1, 0)

e Posons

Ainsi,

l[g

e Posons

Ainsi,

I5(s,2)

Us5(s,2)1] (¢, 1)

Is(s,2) =

L Hig(s, 2]1(t, 2)

18

1)

oo OO
Z Z T p+1) —(q+1)A1X(0 Z)

) TpgAiZ' [279X(0,2)] () Z7' [PV (),

— Tpi-g-1A1
L M) 0, .
[(p+1) x(0, q)

(o olNee)
=YY Tpys P z79x(0,0).
p=04g=0

= Z Z TpgZ ' [z 7] () £ 7' [s~ P D] (1) x(0,0),
p=0

= Z tP x(0, 0).
p=0 1

(o o lENe o]
Yy qus_(”“)z_(q“)BoU(s, 2).
p=04g=0

TpgBoz ™Y 27 s~ P VU (s,2)] (),

t(t—1)P

o T+ 1)U(T,Z) dr.

M8 T8
8 L018

- 1
TpqBoz 9D

b
o
i
o
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4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE BIDIMENSIONNEL HYBRIDE

Et

_ _ 2 t-0P __;, _
2L His(s, 1] (1,0) = T,,B 271 z7 VU, 2)] () d,
[ (s, 2] 32 oo || 72| |
oo i—1 T
= Z #:1)0[“ T’ u(t, q)dr.
p=0g=0
e Posons -~
I7(s,2) = Tpgs P27 VB U(s, 2).
p=04g=0
Ainsi,
(s,21(5,2) = Y. Y TpgBiz Y 27 [s7PU(s,2)] (1),
p=04g=0
o0 00 B t(t_.r)p—l
= TpeB1z79Y | ——U(t,2)dr.
,;)6;) pa=t o I(p)
Et
-1 SR G L —(g+1) ;
(27,216, = Y. Y TpeBi | ———27'[z7*VU(1,2)] () dT,
p=04=0 Ip)
0 i—lT . 1B t
_ pi—-q-1 1[ p-1
= — | -1 ult,q)dr.
LX) 9
¢ Posons o oo
Ig(52)= Y. Y Tpgs Pz 9B,U(s, 2)
p=04g=0
Ainsi,
L7(5,2)(5,2) = Y. Y TpgBoz 727 [P U (s,2)] (1),
p=04g=0
iiT Bz [ Y=Y G nd
= z T,2)AaT.
p=0G=0 pa=e o [lp+1)
Et
_ _ ) XX Pa-vP ;. _ .
77 L (s, 2] (8,0) = ;)(;)TWBZ F(p+1)Z z77U(1,2)] () dT,

e Posons

Ainsi,

Z7 (L7 Mg (s, 2] (8, 1)

i Tpl qBZ

p
p+1)f(t " u(t, q)dr.

s PrD =@+ VB, U (0, 2).

15



5. CONCLUSION

e Posons o o
Lo(s,2)= Y. Y Tpgs PV z79B,U(s,0).
p=0g=0
Ainsi,

27 L ho(s, 2] (8,0) TpgBo 27 [sP*VU(s,0)] () 27 [277] (i),

18 T8
H T;M&%

p,i B2

p
_ T +1)f (t—1" u(t,0)dr.

‘B

En dernier, la solution du systeme dynamique décrit par I'équation (2.12) est

& Tpl & 132
1 — p-1 _ Tp p
x(t,i) = ,;)F( )f (t-1)P ! x(1,0)dT r;)p( +1)f (t—1)P x(1,0)dT
[e’s) oo I— lT i —lAl [e’s)

+ TP x(0, i i () t” x(0,0
,;)Z ST L2 i 00" pZOF( TR
fz i 1B°f (—DPu drs Y Y, 1w 1[ (t-0P u(r, gy dv
pog=0 Lp+1) 4 g0 1(p) 0 '
fZT’” ihic (t P ult, )dT+§EMt”u(O )
=060 (p+1) 9 e Tp+1D) i
© T,

Z f(t ) u(t,0)dr.
p=0 +1)

5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques définitions et propriétés de la trans-

formation de Laplace et transformation en Z a fin de les utilisées par la suite pour la réso-
lution de notre systeme dynamique linéaire bidimensionnel hybride.
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Chapitre 3

Solvabilité d’'un systeme dynamique
linéaire hybride par les transformations
de Sumudu continue et discrete

1 Introduction

La transformée de Sumudu, récemment découverte, est un outil tres prometteur vu
qu’elle permette la résolution de diverses problemes et dans différents domaines, comme
par exemple, la résolution des systemes dynamiques de tous types. Dans ce qui suit, nous
allons présenter quelques définitions et propriétés de la transformée de Sumudu discrete
et continue, et nous les utiliserons par la suite pour la solvabilité d'un systéeme dynamique
linéaire bidimensionnel hybride.

2 Transformation de Sumudu continue

Une nouvelle transformation, dite transformée de Sumudu, est présentée dans cette
section dans un cas continu ainsi que ces différentes propriétés.
Considérons I'ensemble de fonctions &« défini par

o = {x(r) 13M, 11, T2 > 0, [x(£)] < Me!V si te (=1)7 x [o,oo[}.

2.1 Transformation de Sumudu continue directe

Définition 2.1 [1, 2, 16] La transformation de Sumudu X d’'une fonction x € < est donnée
par la formule

Lx(O](v) X(v),

1 > ¢
;f e vx(n)dt, ve(—T11,T2), Re(v) > 0.
0

Théoréme 2.2 [1, 2, 16] Toute fonction continue x définie sur l'ensemble of admet une
transformée de Sumudu X de la forme

o0

y[x(t)](v):f e x(vt)dt, Ve (—T11,T2).
0

17



2. TRANSFORMATION DE SUMUDU CONTINUE

Exemple 2.3 Soit la fonction de Heaviside définie par

1 si >0,
H(t):{ 0 ailleurs.
Alors,
1 [e° t
SLHOI(v) = ;f H(t)e vdt,
0
1 [ _:
= —f e vdt.
vVJo
Dot
1 si v>0,
y[H(t)](u):{ 0 ailleurs.

Ainsi, nous pouvons conclure que la transformée de Sumudu de la fonction Heaviside
est la fonction de Heaviside elle-méme. Autrement dit, la fonction de Heaviside et sa trans-
formée de Sumudu sont égales dans le demi plan positif.

Proposition 2.4 [1, 2, 16] Pour tous a, b € R* et pour toutes fonctions f, g € < de sorte que
f soit n fois différentiable, nous avons les propriétés suivantes

1. linéarité:
F [af(t) + bg(t)] (v)=as [f(t)] (V) +bF [g(t)] (v).

2. Dérivation :

R4 [f(n)] (v) =

ZIfolw fo Yo
" v v
En particulier, pour n =1, nous aurons

L] W)=

ZfO]@  fo 3.1)
. : :

v

3. Convolution :
ZLfx®] ) =vZ[f(D)] v)F[g(D)] W),
ol

t
(f*g)(1) :fo f(a-pgdr.

Proposition 2.5 [1, 2] Soit t € R, et soit 6 I'impulsion de Dirac. Alors,
a—1

I'(a)

1. & [ (v) = v® !, pour tout a > 0.

1
2. L8] (v)= >

2.2 Transformation de Sumudu continue inverse

Définition 2.6 [1, 2] La transformée de Sumudu inverse de l'image X (v) est la fonction x(t)
définie par

LX),
1 Y+oo

1
- —e'X(v)dv.
21j Jy-c0 VU

x(1)

18



3. TRANSFORMATION DE SUMUDU DISCRETE

3 Transformation de Sumudu discrete

Cette section est dédiée a la transformation de Sumudu discréte. La définition de cette
nouvelle transformation est présentée, dans un premier lieu, suivie par ses différentes
propriétés déja établit et d’autres que nous développons.

Définition 3.1 [6, 7] Soit x : N — C une fonction. La transformée de Sumudu discrete, notée
par ¥y, de la fonction x est définie par

w \k+1
Falxpl (w) = Zxk(w+1) w1, 3.2)
Exemple 3.2 Soit 6 la suite de Dirac définie par
5, — 1 si k=0,
=1 0 sinon.

Alors, sa transformée de Sumudu discrete est donnée l'expression suivante

210 =—,
a[0r](w) 1
En effet,
1 & i+1
F; [0 = —>) 0 ,
d [0k] (W) w;‘) k(w+1)
1 0+1 1 1+1
= —[ 0o+ — w o1+,
wlw+1 wlw+1
_ i[ w
Cw
- w+1

Remarque 3.3 [6, 7] Vu les résultats sur le rayon de convergence de la série (3.2), trois cas
peuvent se présenter

e Si0 <R < oo. Alors, la série (3.2) est convergente pour

> R, autrement, elle

w
diverge.
o SiR=0. Alors, la série (3.2) est convergente pour tout w sauf possiblement pour
w=-1.

e SiR=o00. Alors, la série (3.2) diverge partout.

Proposition 3.4 [6, 7] pour toutes fonctions x et y : N — C admettent des transformées de
Sumudu discrétes, et pour tout réel a, nous avons les propriétés suivantes

1. Linéarité:
Fal(x+ Vil(w) = Flxl(w) + Falyel(w),

et

Falaxl(w) = aFylxel(w).
2. Avance:

+1\™ m—1 4+ 1)ym-n-1
%[ka](w):(wT) Falxdwy - Y, WFVT T
n=0

(3.3)

m-n n-
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4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE HYBRIDE

3. Retard:

m-1 w \k+1
) X i (3.4)

w o \m 1
Faltn-m) W) =(—— )" L Lenl (W) + — P e,

4. Convolution:

w )k+l
w+1

)

1 (e8]
FalCex Yl w) =— 3 (xx )i
W k=0

ol -
(X*Vk= D Xk—mVm

m=0

Proposition 3.5 Soit d la suite de Dirac retardé définie par

5 |1 si k=gq,
k== 0 sinon.

Alors, sa transformée de Sumudu Discrete est

q

yd[Sk—q](w) = m

Preuve. Soit g € N. L'utilisation de la formule de la transformation de Sumudu discrete du
retard (formule (3.4)), donne

w \q 19w+
Fa[dk-glw) = (——] yd[sk](w)‘i'al;,)(w_'_l) g

Comme
5 1 si k=gq,
k== 0 sinon,
et 1
Faldr] (w) = m,
il en résulte
w1
Zaldi-g]w) =

4 Solvabilité d’'un systéme dynamique linéaire hybride
Larésolution d'un systeme dynamique linéaire bidimensionnel hybride est présentée

dans cette section en utilisant la transformation de Sumudu continue et discréte ainsi que
leurs propriétés.
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4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE HYBRIDE

4.1 Préliminaires

Soit le systeme dynamique linaire bidimensionnel hybride décrit par les équations
suivantes [9]

x(t,i+1) = Agx(t,i)+A1x(t,i)+Axx(t,i+1)+Bou(t,i)+Byu(t,i)+Bou(t,i+1)3.5)
y(t,i) = Cx(t,i)+Du(t,i), (3.6)
0x(t, i)

outeR;,etie”Z,, x(t,i)=

. xe€R", ueR™et y € R” sont, respectivement, les
vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. Ay, By, C, et D sont des matrices réelles de dimension
appropriées avec k=0, 1, 2.

Les conditions initiales associées a I'équation (3.5) sont

X(t(), l) = .X(O, l)) i€ Z+7
x(t,ip) = x(£0), teR,,
x(t,ig) = x(t,0), teR,.

En s'inspirant des résultats présentés dans [9], il découle

Définition 4.1 Le systeme décrit par I'équation (3.5) est dit régulier si et seulement si

w

det|I,x,—v Ap— A1 —-vAy| #0, (3.7)
w+1 w+1
pour un certain v € C et un certain w € C — {—1}.
Proposition 4.2 Soit g une matrice définie par
w
G(U, W):Inxn—l) Ao— Al—l}Az.
w+1 w+1

Si pour un certain v € C et un certain w € C — {-1}, detG(v, w) #0, alors,

1 i i p( W 4
Gy, w) = Tpqv ( ) ,
p=04=0 w+1
ol
Lixn si p=¢g=0,
qu = AOTp—l,q—l +A1prq_1 +A2Tp_1,q si p+q> 0, (3.8)
0 si p,g<O.

4,2 Résultat

Considérons le systeme dynamique bidimensionnel hybride décrit par les équations
suivantes [9]

x(t,i+1) = Aox(t,i)+A1x(t,i)+Axx(t,i+1) +Boul(t,i) +Byu(t, i) +Bou(t,i+1)3.9)
y(8,10) Cx(t,i) +Du(t, 1), (3.10)

ox(t, i
outeRyetiecZ,y, x(t,i) = UL

. xe€R", ueR™et y € RP sont, respectivement, les

vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. Ay, By, C, et D sont des matrices réelles de dimension
appropriées avec k=0, 1, 2.
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4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE HYBRIDE

Les conditions initiales associées a I’équation (3.9) sont

X(t(), l) = X(O, l)y i€ Z+7
x(t,0), teR,,
x(t,0), teR;.

x(t, ip)
x(t, i)

Supposons que le systeme dynamique décrit par I'équation (3.9) est régulier, i.e.;

w
Ag—

det|I,,x,— v
e w+1 w+1

A1 —-vAy| #0, (3.11)
pour un certain v € C et un certain w € C — {—1}.

De plus, supposons que X(v, w) et U(v, w) sont, respectivement, les transformées de
Sumudu continue et discréte des fonctions x(t, i) et u(¢, 7). Ainsi, I’application de la trans-
formée de Sumudu continue et discrete (formules (3.1) et (3.3)) al’équation (3.9) donne

w+1 1 w+1 1
X(v, w) — —X(v,0) - —X(0, w) + —x(0,0) =vAoX (v, w) + A1 X(v, w) — A1X(0, w)
w w w w
w+1 X(v,0)
+ VA, X(v,w) — vAy
w
+ vBoU (v, w) +B1U (v, w) —B;U(0, w)
w+1 U(v,0)
+ VB, U(v,w)—vBy ’
w
ou encore
vw w 1
(Inxn _ Ag— A - vAg)X(v, W) =——X(1,0) + X(0, w) — x(0,0)
w+1 w+1 w+1 +1

w v

- Al ——X(0, w) —Ag——X(1,0)
vw w :

+ (BO +B; +B2U)U(U, w)

w+1 w+1

w v

-B; U@, w)—-By U(v,0).

w+1 w+1

Comme le systeme décrit par I’équation (3.9) est régulier (formule (3.11)), alors, par
l'utilisation de la proposition 4.2, I'’expression (3.12) devient

oo o0
Xww)=Y Y Tpg
p=04g=0

vP
(

p w
TESTERCR A

1)qX(O, w)

- va—qx(o 0) —Alvp(
(w+ 19+ w

w q+1

+1) X(0, w)

wq w q+1

— APl ——X(1,0)+B P“(—)
2V (ot e (1,0) +Bov ——

+B1vp(wlj}_ l)qHU(v, w)—BlvP(qu:

Uy, w) (3.13)

q+1
1) U0, w)

U(v,0)].

w q
+Bo0” " (——] U, w) - Byw?"!
w+1

(w+1)9+1

A fin de retrouver I'expression de x(t, i), il suffit d’appliquer les transformations de
Sumudu continue et discrete inverses. Pour ce faire, nous nous basons sur les expressions
présentées dans les propositions 2.4, 2.5, 3.4 et en dernier la proposition 3.5.

En effet,
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4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE HYBRIDE
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4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE HYBRIDE

e Posons
0 0 w \gq+1
=Y Y Tpt” (——]  AX(O,w).
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0o 00 q+1
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4. SOLVABILITE D’UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE HYBRIDE

Et
B B 00 00 t(l._.l.)p—l _ wq+1
SIS L w(i) = T S ———=U(r, wl)dr,
d 7 I)Z_();) pPq 1 F(P) d (w+1)q+1
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En dernier, le résultat final est décrit par le théoréme suivant
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5. CONCLUSION

Théoreme 4.3 Le systeme dynamique linéaire bidimensionnel hybride décrit par I'équa-
tion (3.9) admet comme trajectoire

X Ty; i
x(6)=) P f(t P x(1, O)dT—ZF(”+21)f (£ - 1) x(1, 0)dT

oo i i 00 T
+Z P9 4p (0, q) - ZZ ” 181 b 0, g) - Z—ﬂ’x(o 0)
p=04g 1) p=0g=0 p= ol (p+1)
X = Tpi-g-1B f p x =l Tpi-q-1B f p-1
(t—1 ult,q)dt+ (t—0" Tult,g)dt
pZ:: X:;') Ip+1) 9 ,;)L;) I(p) 7
[e) Tp i— q 2 p oo i—1 Tp,i—q—l Bl p
Z ] F(p+1) (t 1) u(‘r,q)d‘r+pzzoq:0—np+l) ” u(0, )

p:
[e.°]

Z f (t—1)P u(t,0)dT.

p=0

ou I'représente la fonction Gamma d’Euler et T4 est la matrice de transition définie par la
formule (3.8).

(p+1)

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques définitions sur la transformée de Su-
mudu discrete et continue suivie par ses propriétés existantes et d’autres que nous avons
développés en s’inspirant des résultats existants. En dernier, ces deux transformations ont
été utilisées pour résoudre notre systeme dynamique bidimensionnel linéaire hybride.
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Chapitre 4

Comparaison et discussion

1 Introduction

Ce chapitre fait 'objet d'une étude comparative entre les deux transformations utili-
sées pour la résolution du systeme dynamique linéaire bidimensionnel hybride en préci-
sant leurs avantages et limites.

2 Conditions d’existence

Dans cette section, nous discutons les différences existent entre les deux transforma-
tion en terme de conditions d’existence. Pour ce faire, nous nous basons sur [11].

2.1 Transformée de Laplace

Une fonction x peut étre Laplace transformable si et seulement si elle vérifie les condi-
tions suivantes

1. x doit étre continue par morceaux;

2. x doit étre d’ordre exponentiel ;

3. x satisfait les conditions de Dirichlet .

2.2 Transformée de Sumudu

Si une fonction x est dans ’ensemble o/ définit par
L] .
o = {x(t)/EIM,Tl,Tz >0|x(0)|<Me'isi te(-1)) x [0,00[},

autrement dit
1. x une fonction continue;
2. x une d’ordre exponentiel.

Alors, sa transformée de Sumudu existe.

2.3 Discussion

A partir de ce qui précede, nous remarquons que la transformée Sumudu posséde
moins de conditions en comparant avec la transformée de Laplace.
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3. MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE

3 Multiplication par un scalaire

La propriété de la multiplication par un scalaire est étayée, pour les deux transforma-
tions, dans cette section.

3.1 Transformée de Laplace

Théoreme 3.1 [10] Soit x une fonction admettant une transformée de Laplace X. Alors,
pour tout a € R*, nous avons

Llx(an](s) = %X(%)

3.2 Transformée de Sumudu

Théoreme 3.2 [1] Soit X la transformée de Sumudu de la fonction x € o . Alors, pour tout
a € R, nous avons
FLlx(ar)](v) =X(av).

3.3 Discussion

A partir des deux théorémes précédant, nous déduirons que la transformation de La-
place change lors de la multiplication par un scalaire contrairement a la transformation
de Sumudu.

4 Propriétés des limites

Dans cette section, nous allons étudier la propriétés des limites des deux transforma-
tions.

4.1 Transformée de Laplace
Théoreme 4.1 [15] Soit x une fonction admettant une transformée de LaplaceX. Alors,
e lim x(#)=lim sX(s);
t—+o00 s—0
e lim x()= lim sX(s);
t—+oo

t—0*
si les limites envisagées existent.

4.2 Transformée de Sumudu

Théoreme 4.2 [1, 2] Soient x et X une fonction et sa transformée de Sumudu respective-
ment admettant des limites au voisinage de 0 et de co. Alors,
e limX(v)=limx(?),
v—0 t—0

e lim X(v)=lim x(7).
V—00 t—oo
4.3 Discussion

La transformation de Sumudu ne change pas de voisinage lors d'un passage a la limite
contrairement a la transformation de Laplace.
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5. AUTRES PROPRIETES

5 Autres propriétés

Une propriété trés intéressante de la transformation de Sumudu est que la fonction
d’origine et sa transformation de Sumudu ont les méme coefficients de Taylor, a I'excep-
tion d’un facteur n!, comme le montre le théoreme suivant.

Théoreme 5.1 [4] La transformée de Sumudu amplifie les coefficient de la série de puis-
sance. En effet,

S

[o.0]
Y ant"
n=0

Le pus grand avantage de la transformée de Sumudu est qu’elle permet de résoudre
des problemes sans recourir a un nouveau domaine de fréquence, i. e. ; la transformée de
Sumudu permet la préservation de la fréquence et I'unité.

) =) nla,v" 4.1)
n=0

6 Discussion et conclusion

D’apres tous ce qui précede, nous pouvons conclure que la transformation la plus
avantageuse est celle de Sumudu.
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Conclusion

Dans ce manuscrit nous nous sommes intéressé, dans un premier temps, a I’'étude de
la solvabilité d'un systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu et discret
par deux transformations différentes a savoir la transformée de Laplace et la transformée
en Z qui sont largement utilisée, puis la transformée de Sumudu continue et discrete ré-
cemment découverte.

Toutefois, le principal objectif de ce mémoire est de faire une étude comparative entre
les différentes transformations utilisées pour la résolution d'un systéme dynamique li-
néaire bidimensionnel hybride vu qu’au cours de ces dernieres années, les différents phé-
nomenes et dans diverses domaines peuvent étre modélisé par des systemes dynamiques
linéaires.

A travers cette étude, nous avons conclu que lors de la solvabilité d'un systeme dyna-
mique linéaire la transformation de Sumudu est meilleure que celle de Laplace.
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Une étude comparative sur la résolution d’'un systéme dynamique
linéaire bidimensionnel hybride

Ce travail porte essentiellement sur la solvabilité d'un systtme dynamique bidimen-
sionnel hybride vu son importante utilisation dans de nombreux domaines.

Nous avons, tout d’abord, étudié la résolution du systeme en question par la transfor-
mation de Laplace et celle en Z.

Ensuite, la transformation de Sumudu continue et discrete a été utilisée pour la réso-
lution de notre systéme.

En dernier, une étude comparative a été faite sur les transformations utilisées afin de
motionner leurs avantages et limites.

Mots-Clés. Solvabilité, Systéme dynamique linéaire bidimensionnel hybride, Transfor-
mation de Laplace, Transformée en Z, Transformées de Sumudu continue et discrete.

A comparative study on the resolution of a hybrid two-dimensional
linear dynamic system

Abstract: This work focuses on the resolution of a hybrid two-dimensional dynamical
system in view of its uses in many fields.

At the first, we have studied the resolution of the dynamical system by the use of La-
place and Z transforms.

Then, the continuous and discrete Sumudu transformations were used for the resolu-
tion of our system.

Finally, a comparative study was established on the transformations in order to show
their advantages and limitations.

Key words. Solvability, Hybrid two-dimensional dynamical system, Laplace transform,
Z transform, discrete and continuous Sumudu transforms.






