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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions la croissance des solutions méromorphes des équations dif-

férentielles linéaires
B 4 A () Y 4+ AR +AGR)f=0

et
FO+ Ay (2) 5V 4+ A (2) f + Ao (2) f = F (2)
ou Ag(z) # 0,41 (2),..., Ak—1(2) et F(z) # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre

p—itératif fini et £k > 2.

Sous certaines conditions sur les coefficients, nous donnons quelques estimations générales

sur l'ordre p-itératif des équations ci-dessus.

Mots-Clés : Fonctions entieres, ordre de croissance, I’exposant de convergence.



Abstract

In this manuscript, we study the growth of meromorphic solutions of linear differential equa-
tions

FO+ A0 @) SV A+ A (2) f=0

and

B L A () fE V4 A2+ A (2) f=F(2)

where Ay (2) # 0,4;1(2),...,Ax—1(2) and F(z) # 0 are meromorphic functions of finite
iterated p-order and k£ > 2.

Under certain conditions on the coefficients, we give some general estimates on the iterated
p-order of the above equations.

Keywords : Meremorphic function, order of growth, exponent of convergence.



Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par Rolf Nevan-
linna joue un role trés important dans 1’étude de la croissance et 'oscillation des solutions

des équations différentielles linéaires dans le plan complexe.

En 1982, B. Bank et 1. Laine ont traité la distribution des zéros des solutions de ’équation
différentielle d’ordre 2 dont les coefficients sont des fonctions polynomiales
Apres, plusieurs résultats concernant cette étude ont été obtenus, voir par exemple [3,5,6,11].

Ce mémoire est composé d’une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, définitions et résultats dont on
aura besoin dans le deuxiéme chapitre, on peut considérer ce chapitre comme une introduction
a la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques définitions concernant la mesure linéaire,

la mesure logarithmique.

Dans le deuxiéme chapitre, on traite les résultats de larticle [19], ou on s’intéresse &

I’étude de la croissance des solutions méromorphes des équations différentielles linéaires
FO+ A0 @) S+ A+ A (2) f=0
et
FO+ A4 () fE V4 L+ AL (2) f + A (2) f=F(2)

o Ag(z) # 0,A1(2),...,Ak_1(2) et F'(2) # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre
p—itératif fini et £ > 2.
Sous certaines conditions sur les coefficients, une estimation précise générale sur ’ordre p-

itératif des solutions des équations différentielles.

Le dernier chapitre contient quelques exemples d’applications des résultats obtenus en

deuxiéme chapitre.

Ce travail ce termine par une conclusion générale et quelques références.



Chapitre 1

Quelques Eléments de la Théorie de
Nevanlinna

On commence par donner quelques définitions, notations et résultats dont on

aura besoin par la suite. Pour plus de détails voir W.K. Hayman ([I3]) et I.Laine

([18]))-

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.1 (Formule de Jensen) ([13], [18]) Soit f une fonction méromorphe telle
que f(0) # 0,00 et ay,as,...,a, (respectivement by, bs,....b,,) ses zéros (respectivement ses

poles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

1n]f(0)|—%/0 In|f (re’)| de + Z ln|g7— Z In —.

1bjl<r Jaj|<r 2
Définition 1.1.1 ([15],[18]) Pour tout réel x > 0, on définit
Inz, z>1
Int 2 = Inz,0) = ’ '
n" z =max (lnz,0) {070<x§1'

Lemme 1.1.1 ([Z) Soient x,y, x1, ..., x, des nombres réels strictement positifs. Alors, nous
avons
(a) logz <logt x|

(b) log" z < logty pour x <y,

+1

T

¢) logz =logm x —lo
(c) log g g
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(d) Nlogz| =log™ x + log™ 1,

(€) log™ (H%) < 3. log"a;,
i=1 i=1
(f) log* <Zx3 <logn+ > log" ;.
i=1

Jj=1

Preuve Les propriétés (a), (b) sont des conséquences immédiates de la définition 1.1 et la
monotonie de la fonction logarithme.

Montrons (c), (d), (e) et (f).

(¢) On a
1 1
logzt —logt — = max (logz,0) — max (log -, 0)
x x
= max (logz,0) — max (— logz,0)
= logx
(d) On a

1 1

logzt +log" = = max (logx,0) + max <log -, 0)
x x

= max (logz,0) + max (—log z,0)

= |logz|.

n n
(e) Si Hlxj < 1, alors I'inégalité est évidente. Supposons que Hlxj > 1. Alors,
J= J=

g (H) - (H)

< leogJr z;, d’apres (a).

j=1
(f) On a d’apres (b) et (e)

+ . + .

log (Zlazj) < log™(n max. ;)

J:

< + ‘
< logn +log™(max ;)

< logn + ZlogJr x;.

Jj=1
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Définition 1.1.2 (Fonction a-points) ([13],[18]) Soit f une fonction méromorphe non
constante. Pour tout nombre complexe a. On définit N (r,a, f) (respectivement N(r,a, f) la

fonction a-points (respectivement a-points distincts) de la fonction f dans le disque {z : |z] <
r} par

N (r,a, f) = /Orn(t,a,f) ;n(o’a’f>dt+n(0,a,f)logr, st a # 0o,

N(T,OO,f):N(nf):/Tn(tvooaf)—”((),oo,f)

; dt +n (0,00, f)logr,
0

N(r,a, f) = N(r, ﬁ) = /01“ (.0, f) ;ﬁ(O,a, f)]dt +7n(0,a, f)logr (a# o),

et

— - "n 7(;7 ) -n 07 )
N(r,a, f) = N(r, f) _/ [n{t, 00, f) : n(0, 00 f)]dt—l—ﬁ(o,oo,f)logr :
0
oun(t,a, f) désigne le nombre de zéros de l’équation f(z) = a situés dans le disque {z : |z| <
t}, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité. n (t, o0, f) désigne le nombre
de poles de la fonction f dans le disque {z : |z| < t}, chaque pdle étant compté avec son ordre
de multiplicité. n(t,a, f) désigne le nombre de zéros distincts de l’équation f(z) = a dans le

disque {z : |z| < t}, mi(t, 00, f) désigne le nombre de péles distincts de la fonction f dans le

disque {z : |z| < t}.

Exemple 1.1.1 Soit la fonction f(z) = exp(—2z). Nous avons n(t, f) = 0 car f n’admet
pas des poles, par conséquent N(r, f) = 0.

Lemme 1.1.2 ([15), [18]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points; oy v, ..., dans
le disque {z : |z| < r} tels que 0 < |ay| < |az| < ... <|an| <7 et f(0) # 0, chaque racine

étant comptée avec son ordre de multiplicité. Alors

T T

/”(t>aaf>dt:/”(t’a’f>_n(o’a’f)dt: Z logL
0 0

t t |

0<|aj|<r

Proposition 1.1.1 (|13, [18]) Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de

Laurent a lorigine
+oo

f(z) = Z ¢, ¢ #£0, meZ.

Jj=m
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Alors,

2w

/log | f(re”)|d0 + N (r, f) = N <7~, %) .

1
log [c| = —
0g lem| = 5
Définition 1.1.3 (Fonction de proximité) ([13],[18]) Soit f une fonction méromorphe

non constante. Pour tout nombre complexe a, on définit la fonction de proximité de f par

1 ) — i i 10g+ 1 do (CL 7’é OO)
f—=a” 21 J |f(rexp (i) — af

m(r, a, f) = m(r,

t
¢ 1 27 N '
mir, 00, f) = mlr, f) = 5- / log* | £ (r exp (8)) | df.

Définition 1.1.4 (Fonction caractéristique) ([18]) Soit f une fonction méromorphe non
constante. La fonction caractéristique de Nevanlinna T (v, f) de la fonction méromorphe f est
définie par

T(r. f)=m(r, f)+N(rf).

Exemple 1.1.2 Soit la fonction f(z) = exp(—2z). Nous avons N(r, f) = 0.

De plus
1
m(r, f) = — In™ |exp(—2rcos )| df
2 ),
1

™

= —/ In* |exp(—2r cos 0)| df
0

= l/ (—2r cos 6)db

T
2r

™

Proposition 1.1.2 (Propriétés de la fonction caractéristique de Nevanlinna)([18])

Soient f, f1, fa, ..., fn des fonctions méromorphes et a,b,c,d des constantes complezes telles
que ab — cd # 0. Alors
1.

n

T(r, ij) < ZT(T, f;) +logn pourr >1,
j=1

J=1
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2.
T(T,Hfj) < ZT(T, fi), pourr >1,
j=1 j=1
3.
T(r, f*) =nT(r, f), neN,
4.
b —d
T <r, %) =T(r,f)+0Q1), f#—.
Preuve
1. On a.

. (n $ fj) . (r, an,-) N (n jzi;fJ) ,

=1 =1
n 1 o n ’
m|r, ij = — / log* ij(reZ )
- 2 0 -
Jj=1 7j=1
1 2 n ]
Dy (Z log™ | f;(r, (re”)| + log n) df
o \=

= Zm(r, f;) + logn.
j=1

do

IN

D’autre part,
n

N (7“, ij) < ZN(TJFJ’)»

j=1

par suite
T (r, ij) = m (r, fj) +N (r, Zf])
j=1 j=1 j=1
< ZT(T, f;) +1logn .
j=1
2.0n a

~
/?
T
S
S~
I
3
=
I
S
~—
+
=
=
I
S
S~
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Comme

n 1 o n ‘
m (r, Hfﬁ) = 5 /0 log™ Hfj(rew) do
i i=1
i 7 zn:logJr ‘f-(rew)} do
- 27 ‘= !

= Zm(rv fj)7

de plus, si zp est un pole d’ordre \; > 0 pour la fonction f; , alors z, est un pole d’ordre au

n n

plus )\, pour la fonction []A;, ce qui donne

j=1 7j=1

N (razfj) S ZN(r>fj)‘
j=1 j=1
Donc
T (’I“, Hfj) S ZT(T> f])
j=1 j=1
3.0n a |f| <1 équivaut a |f|" < 1.
(a) Si |f] <1, alors

m(r, ) = % /0 log™ ‘f"(rew)‘ df = 0,
et
N(r, f") = nN(r, f),

T(r, f") =nT(r, f).

2T
m(r, [*) = % /0 log™ |f”(7’ei9)| do
= nm(r, f),
et
N(r, f*) = nN(r, f),
d’on
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af+b
cfrd

4. Posons g = avec ad — cb # 0 alors nous avons

b— gd

gc—a

gcf+gd=af+be [=

il suffit donc de montrer que
T(r,g) <T(r,f)+0(1).
Nous distinguons deux cas.

Cas 1. Si ¢ = 0,alors

T(r,g) = T(r,

Cas 2. Si ¢ # 0,alors

T(r,g) = T(r “f+b>

cf +d
Yef +d) — ad+b>

I
~

T’,

cf +d

— 1
_ T<r, —I—Cb ad )

f+

< T(r,f+z) +0(1)
= T(r,f)+0(Q).

oI

Exemple 1.1.3 Soit  g(z) = cotz . Alors
eiz+e—iz
T<7n7 g) = T r? 6iz72€—i2
2i

2iz 1
=T r,z’e. +

6222_1
= T(r,e®*)+ 0 (1)

- Z4oq).

Théoréme 1.1.2 (Premier Théoréme fondamental de Nevanlinna dans le plan

complexe) ([15),[18]) Soit f une fonction méromorphe et soit

+oo
f(z)—a= chzj, cm #0, meZ, zeC

j=m
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la série de Laurent de f(z) —a (a € C) a lorigine. Alors, pour tout nombre complexe a,

nous avons
1
T v, :T(T,f)—log|cm|+90(r,a)
f—a
ot |p(r, a)| < log™ |a| +log 2.

Preuve Montrons le théoréme pour a = 0, d’aprés la proposition 1.1.1 et lemme 1.1.1 ¢)

on a

21
log|en| = % /logJr !f(rew)‘ d)+ N(r,f)— N (r, %)
0

2

2m
1 ) 1 1 X
= %/log«+ | f(re®)| db — o /log+ Wd@ + N(r,f)— N <r7 ?>
0 0

=l ) =m0 )+ NG ) - 8 (5 ).

Donc
1 1 1
T<r,?) = m<r,?) +N(r,?)
= m(r, f)+ N(r, f) — log |cp|
= T(r,f) —log|cn| (1)
ou p(r,0) = 0.

Montrons le théoréme dans le cas général a # 0. Posons h = f — a. Dans ce cas
1 1
() - )
h f—a
1y 1
m\ry) = m{n Fa

N (r,h) = N(r,f—a)=N(rf).

On a
log* ] = log™ | — a| < log* || +log" |a| + log2.

log™ |f| =1log™ |h+ a| <log™ || +log™ |a| +log2.



1.2 Ordre de croissance et ’hyper-ordre d’une fonction méromorphe et entierk)

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m(r,h) < m(r, f) +log™ |a| + log2

m(r, f) < m(r,h) +log™ |a] + log 2.

Posons ¢(r,a) = m(r,h) — m(r, f), on obtient
—(log™ |a| + In2) < p(r,a) <log™ |a| +log2 < |o(r,a)| < log™ |a| + log 2.
Alors ¢(r,a) <log™ |a| + log2. On aura

T Yy = m(r,%)—i—N(r,%)
= m(r,h) + N(r,h) — In|cp|
= m(r, f) +o(r,a) + N(r, f) — In|cp|

= T(r,f)+@(r,a) —In|cy,|.

Remarque 1.1.1 Le premier théoréme fondamental peut étre formulé comme suit :

1

T(T’, m

)=T(r, f)+0(), r— +oc.
1.2 Ordre de croissance et ’hyper-ordre d’une fonction
méromorphe et entiére

Définition 1.2.1 ([15], [18]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors l’ordre

de croissance de f est défini par

p(f) = Tm logT'(r, f)

r—+o00 log r

On dit que la fonction f est d’ordre infini si

— logT
r—+o0  logr

Définition 1.2.2 ([15],[18]) Soit f une fonction entiére non constante; alors l'ordre de
croissance de [ est défini par

o (f) = T loglog M (r, f)

r—+400 log r
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ot M (r, f) = max {[f (2)], [z] = 7}
Dans le cas ou l'ordre d’une fonction méromorphe est infini, on introduit une autre notion

qui donne plus de précision sur la croissance qui est appelée I’hyper ordre et est définie comme

suvant

oy (f) = Tm loglog T (r, f)

r—-400 log r

et pour une fonction entiére, on a

o (f) = T log loglog M (r, f)‘

r—+00 log T

Exemple 1.2.1 Soit f(z) = exp(22"), (n € N*). Alors p(f) = n, et Uhyper-ordre p, (f) = 0.
Remarque 1.2.1 Si f est d’ordre fini, alors l’hyper ordre de cette fonction est nul.

Théoréme 1.2.1 ([15]) Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors

L p(f+g) <max{p(f).p(9)},

2. p(fg) <max{p(f),p(9)},
3. Sip(g) <p(f). Alors
p(f+g)=p(fg)=r(f).

1.3 L’ordre inférieur et I’hyper-ordre inférieur d’une
fonction

Définition 1.3.1 ([13]) Soit f une fonction entiére. L’ordre inférieur et I’hyper-ordre infé-

rieur de cette fonction sont définis respectivement par

o logT(r f) o loglog M (r, f)
M) = i g =i T
loglogT loglog log M
1y (f) = liminf 281087 S) gy o g logloglog M (1 /)
r—-+400 log T r—400 IOg r
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1.4 Exposant de convergence des poOles d’une fonction
méromorphe

Définition 1.4.1 ([18]) Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de convergence des
poles de la fonction f noté X (%) est défini par

1 log N
A (—) = lim sup log N'(r /) f),

f r—00 logr

et 'exposant de convergence des poles distincts de la fonction f par

A (%) = limsupw.

00 log r

1.5 L’ordre p-itératif d’une fonction

Afin de généraliser quelques résultats sur les propriétés des solutions de certaines équations
différentielles, nous avons besoin de définir ’ordre p-itératif d’une fonction méromorphe, mais
pour le faire il faut d’abord définir les expressions suivantes sur ’exponentielle et sa fonction
réciproque : pour tout r € R, on pose exp,r := e" et exp,,;r = exp (expp r) , p € N. De
la méme fagon on définit log; r := logr et log,,;r := log (logp r) , p € N et ceci pour r

suffisamment grand.

Définition 1.5.1 ([18]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l'ordre p-itératif de

croissance de la fonction f par

T 1ng T(Ta f) .
= _— >
pp (f) TETOO IOgT (p = 17 p entzer) )

ot T(r, ) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si [ est entiére, alors [’ordre p-

itératif de la fonction f est défini par

pp (f) = lim —————= (p > 1, p entier),

ot M(r, f) = max|[f (z)].

|z|=r

Remarque 1.5.1 p, (f) coincide avec l'ordre usuel.
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De plus, on définit I'indice de croissance comme suit

Définition 1.5.2 ([18]) L’indice de croissance d’ordre p-itératif d’une fonction méromorphe

f est définit par

0, si [ est rationnelle
i(f) = mil\rll {pj (f) < —1—00} , st f est transcendante
j€
+o00, si p; (f) = +oo pour tout j € N.

1.6 L’ordre p-itératif inférieur d’une fonction
Définition 1.6.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe. L’ordre p-itératif inférieur u, (f)
de f est définit par

#, (f) = lim i %1 f)

> 1, p entier).
00 log r (p>1p )

Si f est entiére, alors l'ordre p—itératif inférieur pu, (f) est définit par

. log, M (r, f)
pp (f) = lim inf—= log

(p =1, p entier).

1.7 L’exposant de convergence p-itératif d’une fonction

Définition 1.7.1 ([15]) Soit f une fonction méromorphe. On définit 'exposant de conver-
gence p-itératif des zéros de la fonction f par
log, N <T l)
I ’ f
A = lim ————~,
p(f) rHlI+noo log r
On définit l'exposant de convergence p-itératif des zéros distincts de la fonction f par
logpN (7’ l)
N T ’ f
A = lim ———~.
P (f) r—+00 log T
Définition 1.7.2 ([14]) Le degré de finitude de l’exposant de convergence itératif des zéros

d’une fonction méromorphe f est donné par

0, sin(r,a) =0 (logr),
min{j e N : \; (f,a) < oo}, pour j €N
i(f,a) = avec \j (f,a) < oo eziste,

+00, si \j (f,a) =00 pour tout j € N.
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1.8 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et la
densité des ensembles

Définition 1.8.1 ([16],[17) La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,+00) est définie par

—+00
m(E)= [
0
ot X (t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E. La mesure logarithmique d’un en-

semble F' C [1,+00) est définie par

my (F) = /0 o XFT(t)dt.

Exemple 1.8.1 la mesure de l’ensemble E = [1,3] C [1,400] est

m(E) :/O+OOXE(t)dt:/13dt:2.

la mesure logarithmique de l’ensemble F' = [1,3] C [1,4o00] est

oo t 3 dt
my (F) :/ XF—()dt: — =In3.
1 t 0

Définition 1.8.2 ([16], [17)) La densité inférieure et la densité supérieure d’un sous ensemble

H C [0,+00) sont définies respectivement par

densH = liminf 222 BT (7N, T]),
r—-+00 T

densH = limsup M
r—-400 r

Définition 1.8.3 ([16], [17)) La densité logarithmique supérieure d’un ensemble F' C (1,400)
est définie par

_ Fnl[l
log dens (F) = lim supu.
r—t00 log r

La densité logarithmique inférieure d’un ensemble F' C (1,+00) est définie par

Fnil
log dens (F') = lim infM
— r—s-+00 log r

Proposition 1.1 ([5]) Pour tout ensemble H C (1,+00) les assertions suivantes sont véri-
fies :

(i) si my (H) = o0, alors m (H) = oc;

(i) si dens (H) > 0, alors m (H) = oo;

(i) si log dens (H) > 0, alors m; (H) = oo.
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1.9 Théoréme de factorisation de Hadamard

Définition 1.9.1 (Produits canonique) ([22) Soit f une fonction méromorphe transcen-

dante et soient zy, z3,.. ses zéros avec 0 < |z1] < |z3| < ... Soit p Uentier minimal tel que la

série
>
— |Zn|p+1
converge. On appelle
E(u,0) = (1—u),
u? uP
E(u,p) = (1—u)exp(u+ 5 et ?) p=12, ..

des facteurs principaux. Le produit infini
= z
n=1 n

converge uniformément dans chaque domaine borné dans C et par suite P(z) s’appelle le
produit canonique de f formé a partir des zéros de f . L’entier p est appelé le genre du

produit canonique.

Théoréme 1.9.1 ([20]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre fini p (f) et soient {ay as, ...}
et {by,ba, ...} les zéros et les poles de f dans C\ {0}, respectivement. Supposons que f a une
représentation

f(2) = 2™ 4 12 4 (e #£0),

au voisinage de z = 0. Alors

2) = 2FeQ(2) P (z)
£(2) e

avec @) (z) est un polynéme de degré inférieur ou égal a p(f) et Py (z) et Py(z) sont des

produits canoniques de f formés des zéros et des poles non nuls de f .
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1.9.1 Indice central et le terme maximal

Définition 1.9.2 ([18])Soit f (2) = }_,-an2" une fonction entiére. On définit le terme
mazimal de [ par p(r, f) = {max|a,| ™, n € N} est bien défini. On définit lindice central

de la fonction f par

v(r,p) =m:p(r, f) = lam|r™



Chapitre 2

La croissance des solutions des
équations différentielles linéaires
homogénes et non homogeénes a
coefficients fonctions méromorphes

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance des solutions des équations différentielles li-

néaires d’ordre supérieur
FO 4 A ) f* V4 AR+ A (2) f=0 (2.1.1)

et

fO LA () D4 LA (R) A (2) f=F(2) (2.1.2)

ou Ag(z) # 0,41 (2),..., Ak—1(2) et F(z) # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre
p—itératif fini et £ > 2. Nous améliorons et étendons quelques résultats de Belaidi et An-
dasmas [1], [5] en utilisant le concept de I'ordre itératif et nous considérons la croissance de

quelques coefficients arbitraires dominants A (s = 0,1, ...,k — 1) au lieu de A,.

Plusieurs auteurs (3], [4], [8], [9], [I7], [21]) ont étudié la croissance de solutions d’équations
différentielles linéaires homogenes et non homogenes de second ordre et d’ordre supérieur

avec des coefficients fonctions entiéres ou méromophes.
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Dans [1], Andasmas et Belaidi ont étudié les zéros et la croissance des solutions méromorphes

des équations (2.1.1)) et (2.1.2)) et ils ont obtenu les résultats suivants :

Théoréme 2.1.1 [1] Soient H C [0. 4+ 00) un ensemble de mesure linéaire infinie et soient
A;j(2)(j=0,1,...,k —1) des fonctions méromorphes d’ordre fini. S’il existe des constantes

réelles o > 0, > 0 telles que
p=max{p(4,):j=1,2,.. k—-1} <o

et

4o (2)] = exp {alz|"}

Vorsque |z| = r € H,r — 4o00. Alors toute solution —méromorphe f % 0 de [’équation
(2.1.1)) satisfait p(f) = p(f) = 400 et py (f) = 0. De plus, si AN(1/f) < oo, alors o <
Py () < p(Ao)-

Théoréme 2.1.2 [1] Soient H C [0,+0o0] un ensemble de densité supérieure positive, et
Aj(2)(j=0,1,....k—1), et F(z) # 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini. S’il existe des

constantes réelles 0 > 0, a > 0 telles que
p=max{p(4;): =12, k=1p(F)} <o

et
|Ao (2)| > exp {al2|7}

lorsque |z| = r € H,r — 400, alors toute solution méromorphe f avec A(1/f) < o de

l’équation est d’ordre infini et
M) =) =p(f) =+o0, Xa(f) =X (f) = p2 (f)-
De plus st A(1/f) <min{u (f),c}, alors o < py (f) < p(Ao) .

Récemment, Belaidi dans [5] a considéré la croissance des solutions méromorphes des équa-

tions (2.1.1)) et (2.1.2) avec des coefficients fonctions méromorphes d’ordre itératif fini et il a

obtenu des résultats qui améliorent et généralisent certains résultats précédents.
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Théoréme 2.1.3 [5] Soient H C [0, 400] un ensemble de densité supérieure positive et A;
(1 =0,1,...,k—1) des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini. S’il existe des constantes

o >0, a>0 telles que
p:ma,x{pp(Aj) j=1,2,..,k—1} <o

et

|4 (2)] > exp, (ar°)

avec |z| = r € H, r — +oo. Alors toute solution méromorphe f Z 0 de l’équation (2.1.1)

satisfait

pp-‘rl (f) > g.

De plus , si A\, (1/f) < oo, alorsi(f) =p+1 et

0 < Ppi1 (f) < Pp (Ao)-

Théoréme 2.1.4 [5] Soient H C [0, +00] un ensemble de densité supérieure positive, A;(j =
0,1,....k — 1), et F # 0 des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini. S’il existe des

constantes réelles 0 > 0, a > 0 telles que
|4 ()] > exp, (ar7)
avec |z| =1 € H,r — 400, et
p= ma‘X{IOp (A]) (j = 17"'7k - 1) y Pp (F)} <o,

alors toute solution méromorphe de (2.1.2)) avec A\, (1/f) < o satisfait

X1D+1 (f) =21 (f) = Pp+1 (f)-

De plus, si A, (1/f) <min{p, (f),0}, alorsi(f) =p+1 et

Xp+1 (f) = Apt1 (f) = Ppr1 (f) < Pp (Ao) .
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Une question naturelle se pose : qu’en est-il de la croissance des solutions méromorphes des

équations (2.1.1)) et (2.1.2) avec des coefficients fonctions méromorphes d’ordre p—itératif

fini si on remplace le coefficient fixe dominant Ay par un coefficient arbitraire A, ? L’objectif
principal de cette partie est d’examiner la question ci-dessus en étudiant les résultats du
travail de Saidani et Belaidi [I9] qui ont généralisé le Théorémes précédents en utilisant le

concept de l'ordre p-itératif. En fait, nous allons détailler les preuves des résultats suivants.

Théoréme 2.1.5 [19 Soient H C (1, +00) un ensemble d’une densité logarithmique supé-
rieure positive (ou my (H) = +00), et A;(2) (j =0,1,...,k — 1) des fonctions méromorphes
d’ordre p-itératif fini. S’il existe des constantes réelles o > 0, a > 0 et un entier s, 0 < s <
k — 1, tels que

|As (2)] = exp,, (ar”)
avec |z| =r € H, r — +o0, et
p=max{p, (4) (i#)}<o.

Alors, toute solution non transcendante f (z) Z 0 de (2.1.1) est polynoémiale avec deg f < s—1

et toute solution méromorphe transcendante f de (2.1.1)) avec

A (1/F) <, (F)

satisfait i (f) =p+1

et

0 < ppr1 (f) < pp (A).-

Corollaire 2.1.1 [19] Sous les hypothéses du Théoréme supposons que o Z 0 est une
fonction méromorphe transcendante satisfaisant i (0) < p+1 ou p,,, (@) < 0. Alors, toute

solution méromorphe transcendante f de l’équation (2.1.1]) avec

A (1/F) <, ()

satisfait

o < A1 (f = ©) = M1 (f = @) = ppas (f = ©) = ppir (f) < p, (Ay).
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Pour I’équation linéaire différentielle non-homogéne (2.1.2)), Nous obtenons les résultats sui-

vants.

Théoréme 2.1.6 [19 Soient H C (1, +00) un ensemble de densité logarithmique supé-
rieure positive (ou my (H) = 00), A;(2) (j =0,1,....,k—1) et F # 0 des fonctions méro-

morphes d ordre p-itératif fini. S’il existe des constantes réelles o > 0, a > 0 et un entier s,
0<s<k—1, tels que
|As (2)] = exp,, (ar?)

avec |z| =r € H, r — +o0, et

max {p, (A;) (j #5),p,(F)} <0,
alors toute solution non transcendante f de (2.1.2)) est polynémiale avec deg f < s —1 toute
solution méromorphe transcendante f de (2.1.2) avec
Ay (1/f) < min{o, u, (f)}

satisfait i (f) =p+1

et

Corollaire 2.1.2 [19] Soient les fonctions A; (j =0,1,....k —1),F et l'ensemble H satis-
faisant toutes les hypothéses du Théoréme[2.1.6] et soit ¢ une fonction méromorphe transcen-
dante telle que i (p) < p+1 ou p,, (p) < 0. Alors, toute solution méromorphe transcendante

f avec

Ny (1/f) < min{o, u, (f)}
de ’équation satisfait
7 < i1 (f = 0) = A1 (f = 9) = ppas (f = 0) <, (Ay).

Remarque 2.1.1 FEvidemment,le Théoréme et le Théoréme sont la généralisation
des Théoréemes A,B,C et D.
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2.2 Lemmes préliminaires
Pour prouver nos principaux résultats, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 ([8]) Soient f une fonction méromorphe transcendante dans le plan et soit
n > 1 une constante réelle. Alors, il existe un ensemble Fy C (1, + oo) de mesure logarith-
mique finie et une constante B > 0 dépendante uniquement de n et de H tels que pour tout
z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U Ey et pour tout (m,n) (m,n sont des nombres entiers avec

0<m<n ), nous avons

£o0)

(
o (2)

X

B (M (log"r) log T (nr, f))nm.

Lemme 2.2.2 ([12]) Soit p > 1 un entier et f (z) = 222 une fonction méromorphe, ot g,
d sont des fonctions entiéres satisfaisant ., (g) = p, (f) = p < p, (f) = p,(9) < +00,0 <
p < 400, i(d) < poui(d) =petp,(d)=N1/f) < p,(f) =78 < p Alors, il eriste
un ensemble Ey de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ FEy |

lg ()| = M (r,g), nous avons

‘ S
)

(2)

Lemme 2.2.3 ([21]) Soit p > 1 un entier. Supposons que f est une fonction méromorphe

<r* (s> 1 est un entier) .

telle que i (f) = p, p, (f) = p < +oc. Alors , il existe des fonctions entiéres 7y, T2 et D telles

que
7 (2) eP)

7 (2)

f(z) =
et
pyp (2) = max{p, (m1) ,p, (12) , p, (P?) }.

De plus, pour tout € > 0, nous avons
€exp {_ epr_l (Tp+5)} < |f (Z)| < epr (Tp+6) , T ¢ E37
ot E3 C (1, +00) est un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Pour éviter certains problémes causés par I’ensemble exceptionnel, nous rappelons les lemmes

suivants .
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Lemme 2.2.4 ([2) Soient g: [0, +00) — R et h:[0,400) — R des fonctions croissantes
monotones telles que g (r) < h(r) a Uextérieur d’un ensemble exceptionnel E4 de mesure

linéaire finie. Alors pour tout \ > 1 il existe ro > 0 tel que g (r) < h (Ar) pour tout r > 7.

Lemme 2.2.5 ([11]) Soient ¢ : [0, +00) — R et : [0,4+00) — R des fonctions croissantes
monotones telles que ¢ (r) < 1 (r) pour toute r ¢ (E5UI0,1]) ot Ejs est un ensemble de
mesure logarithmique finie. Soit v > 1 une constante donnée. Alors, il eviste un r; =

r1(y) >0 tel que ¢ (1) < ¥ (yr) pour tous r > ry.

Lemme 2.2.6 ([5]) Soient k > 2 et Ao, Ay, ..., Ap_1 et F' des fonctions méromorphes .

Soient
p=max{p,(A;): (j=0,1,2,....k—1),p,(F)} < o0
et f est une solution méromorphe d’ordre p—itératif infini de l’équation (2.1.2)) avec
Ao (L/f) <y () -
Alors, p,y1 (f) < p-

Lemme 2.2.7  Sous les hypothéses du théoréme ou du théoréme [2.1.6| , nous avons

Preuve Montrons que p, (A;) = 8 > o par I'absurde, nous supposons que p, (4;) = 5 < 0.
Alors , en utilisant le Lemme il existe un ensemble F3 C (1, +00) de mesure linéaire
finie (et donc de mesure logarithmique finie ) tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Ej3, on

a pour tout e donnée avec 0 < € < ¢ — [3, nous avons
|As (2)] < exp, (7). (2.2.1)

D’autre part , les hypothéses du Théoréme [2.1.5] ou [2.1.6] il existe des constantes réelles

oc>0,a>0 telles que
A, (2)] > exp, (ar°), (2.2.2)

ou |z| =r € Hr — 400, ot H C (1, +00) est un ensemble de densité logarithmique
supérieure positive ( ainsi nous avons m; (H) = +00). De (2.2.1]) et (2.2.2)), nous obtenons
pour |z| =r € H \E3, r — +00

exp,, (ar?) < |A, (2)] < exp, (Tﬁ“’)
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ce qui donne
o B+o
exp,, (ar?) < exp, (r’*7).
En composant la fonction logarithme p fois, nous obtenons

O[TU < T,B-i—o’

Comme ¢ est arbitraire avec 0 < € < 0—f3, nous obtenons une contradiction quand r — o0,

d’ou p, (A;) =8> 0.

Lemme 2.2.8 Soient H C (1, +00) un ensemble d’une densité logarithmique supérieure
positive (ou mesure logarithmique infinie), A; (j =0,1,....k —1) et F des fonctions méro-
morphes d’ordre p-itératif fini . S’il existe des constantes réelles o > 0, a > 0 et un entier

5,0< s <k —1, tels que |A; (2) | > exp, (ar?) lorsque |z| =r € H, r — 400, et
p=max{p,(4;)(j #s),p,(F) } <o,
alors toute solution méromorphe transcendante f de l’équation satisfait p, (f) = o.

Preuve Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation (2.1.2]).

De (2.1.2)), nous avons

FE 4 Ay P 4 4 A L+ A+ Af = F

alors
Af@ = F = [f0 4+ Ay fOD 4+ Ayf + Ao
d’ou -
Fooofl Bl 6
f&) ) prs f()

i#s
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En combinant la formule (2.2.3) et le premiere théoréme fondamental du Nevanlinna et les

propriétés de la fonction caractéristique, nous obtenons

Fofm L O
T(?",As) =T 7“,—8——8— Aj_s
f&  f6 pars £
J#s
F ) fl=1) f
< T(T, W) + T(T, w) + T(T, Ak,1 f(s) ) + + T(T, Aom) + O(l)
k k
< T F)+ (k+ DT, fO) + > T(r, fO)+) T(r, A)) + O(1).  (2.2.4)
0 0
7 7
Pour tout entier j € [1, k] , on a l'estimation suivante ( voir [13], p.56)
T f9) < G+ 1T f) + S0 1), (2:2.5)

ou
S(r, f) =O0logT(r, f) +logr),

a Pextérieure d'un ensemble £ C [0, +00) de mesure linéaire finie. En combinant les inégalités

(2.2.4) et (2.2.5)), nous obtenons

hE

T(r,As) < Y T(r,A)+CT(r, f)+T(r,F)+ S(r, ) + O(1), (2.2.6)

#

Sl
»w O

avec C' > 0. En utilisant la condition max{p,(A;) (j # 5),p,(F)} < o < p,(A;) et le lemme
2.2.4

Du lemme on trouve

D’ou
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Lemme 2.2.9 ([6]) Soient Ay, Ay, ..., Ax—1, F' Z 0 des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif
fini. Si f est une solution méromorphe de 'équation (2.1.2)) avec p, (f) = +oc et p,,, (f) =

p < 400, alors

et
Aot () = Xpsr (f) = Ppi1 (f) = p.

Lemme 2.2.10 ([15]) Soient A;(j =0,1,....k — 1) et F(# 0) des fonctions méromorphes
et soit f wune solution de satisfaisant [’une des conditions suivantes :

(i) max {i(F) =p,i(A;) (G =0,1,.,k—1)} <i(f) =p+1(0 < p < +00),

(i) max{p,1(F), ppy1(A;)(J = 0,1, ...k = 1)} < p, 1 (f). Alors,

Api1(f) = Apa(f) = ppia ()

Lemme 2.2.11 ([19) Soient [ et g deux fonctions méromorphes avec i(f) =i(g) =p+ 1.
Alors

ppir(f +9) < max(p,y(f), pp1a(9)),

Ppr1(fg) < max(p,1(f), ppi1(9))-

Lemme 2.2.12 ([19) Soient f(z) et g(z) deuz fonctions méromorphes dans le plan com-

plexe . Si p,(f) = +oo et p,(f) < +oo donc p,(fg) = +oo .

Lemme 2.2.13 ([7) Soit f une fonction méromorphe d’ordre [p,q| ordre . Sip > q >

Lalors py, 1 (') = ppp.g (f)-

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.7

Supposons que f Z 0 est une solution rationnelle de 'équation (2.1.1)). Si f est une fonction

rationnelle, qui a un pole a zy de degré m > 1, ou f est polynomiale avec deg f > s, alors
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F9 % 0. Par (@L1), on a

A O = = | P+ ) A=)

E—1
pp(Asf(s)) = p, | - f(k) + ZAjf(j)

i=0

s

comme [ est non transcendante, alors p, ( f (S)) = 0 et donc

pp(ASf(S)) = pp(AS)

En utilisant le Lemme on obtient

pp(Asf(S)) < max (pp(f(k),Pp (4)) ,Pp(f(j)))

< mmax (p,(4))

is

en utilisant le Lemme [2.2.7 on a p, (A;) > 0. D’ou

) =
oJnax (py(4y)) > 0.
J#s

Ce qui contredit la condition du Théoréme [2.1.5] Donc, la solution f doit étre polynoémiale
avec deg(f) <s—1.

Maintenant, on suppose que f est une solution méromorphe transcendante de telle
que A, (%) <, (f).

De I’équation ,on a
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k—1

<|FO@)+ 1Al
j=0
i#s

ce qui implique

k—1 .
f(k) f(])
|A,] < ‘m +Z|Aj| W
J;O
J#s
] f® f k-l F0)
_‘f(s) + [ Ao| 7o +;|AJ’\ rolk
s
D’ou
f F®) k—1 F)
a0 < || | ||+ 1ol + St |2 23.)
7j=1

i#s
Par les hypotheses du Théoreme [2.1.5] il existe un ensemble H C (1, +00) avec my(H) = +o0

telque pour tout z satisfaisant |z| =r € H,r — 4o00,0n a :

|As| = exp,(ar?). (2.3.2)

Par utilisation du Lemme Pour = 2, il existe un ensemble F; C (1,+00) avec

my (E) < oo et une constante B > 0 tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U £},

on a
f9 (2) (T(27"7 f) 2 )jl
< B ——(log”r) log(T'(2r, f
e "2 (10g? 1) log(T (21, f)
En utilisant les propriétés de la fonction logarithme on obtient
) .
L8 < mrennegren

< B(T@r ) j=1.2,kj#s. (23.3)

Par le Lemme [2.2.2] il existe un ensemble Ey C (1, 4+00) de mesure logarithmique fini tel que

|z| =r ¢ Ey,|g(2)| = M(r,g) et pour r suffisamment grand, on a

< 7% (s> 1 est un entier ). (2.3.4)
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Et d’apreés le Lemme [2.2.3] il existe un ensemble E3 C (1,400) de mesure linéaire fini (et

donc de mesure logarithmique fini) pour tout un £ (0 < & < o — p) tels que

\Aj\ < epr(TPp(Aj)+€)

< epr(/’aman#s(pp(Aj)‘f'a))

< expp(rp’LE),j =0,1,....k—1,j # s. (2.3.5)

pour tout z avec |z| =1 ¢ Ej.

Donc d’aprés les formules (2.3.1)), (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4) et (2.3.5) pour tout z satisfaisant

|z| =7 € H\[0.1]U E; U By U E3, 7 — 400, on déduit que

k-1
exp, (ar?) < |Ag| < ¥ | B[T(2r, £)]F™ + exp, (r°7) + Y exp, (r”T)B[T(2r, f)]"™
p p p
-1
i#s
Alors ,
k-1
exp,(ar?) < ¥ B([T(2r, /) exp, (r7+°)+exp, (r*H) BT (2r, /)] 4 exp, (r7) B[T (2r, f)]*+!
=1
J#s

on obtient donc,
exp,(ar?) < r**B([T(2r, f)]*' exp, (r7*)+B[T(2r, f)]*' exp,(r7*%)+(k—=2) B[T(2r, [)]**! exp, (1779)).
D’ou
exp,(ar?) < r*kB([T(2r, )] exp, (r"*9)). (2.3.6)
de linégalité (2.3.6)) , on obtient
epr(OéTO) eXp(— eprfl(rp—’—a)) < TQSk‘B[T(QT, f)]k+1
= exp (expp_l(ar") — expp_l(Tere)) < r¥kB[T(2r, f)]F

= exp { (1 — M) expp_l(ozr”)} < r®kB[T(2r, f))F

exp,_,(ar?)

Par 0 < e <o —p, il découle du Lemme

exp {(1 — o(1) exp,_;(ar?))} < r**kB[T(2r, f)]**".
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D’ou
:up(f> = pp(f) =tooeto < pp+1<f)' (237)

D’autre part, en utilisant le Lemme [2.2.7], on a
max{p,(A;) :j=0,1,...k =1} = p,(A;) = B < +o0
Puisque les conditions du Lemme [2.2.6| sont vérifiées, alors

pia(F) < py(4)) (238)

Par (2.3.7) et (2.3.8), on conclut que i(f) = p+ 1, p,(f) = p,(f) = +oc et o < p,1(f) <
pp(AS)‘

2.4 Preuve du Corollaire 2.1.1

On pose h = f — @ ol @ est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant i(¢) < p+1

ou p,, () < o. En utilisant les propriétés de I'ordre itératif, on obtient
Ppi1(h) = ppia(f = @) = ppra (f)-
Sachant que f est une solution de I’équation alors
0 < Ppi1(h) < py(As).
En remplacant f = h + ¢ dans I’équation , on obtient :
(h+@)® (2) + A1 (2) (h+ @)D (2) + o Ay (2) (h+ ) (2) + Ao (2) (h +0) (2) = 0
ce qui donne

AW (2) 4+ Ay (2) AR D (2) + o+ AL (2) B (2) + Ao (2) B (2)

= — (™ (2) + A 10"V (2) 4 o+ Ay (2) @ (2) + Ao (2) 0 (2)). (2.4.1)

Soit
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Sii(p) <p+1loup,,(p) <o
p = max{p,(4,)(j # )} < o.
et comme f est une solution de I’équation alors
0 < Ppra(f) < pp(As)

et comme p, ,(¢) < o donc par le Théoréme on déduit que ¢ n’est pas une solution
de I'équation ((2.1.1)) c’est a dire

M (2) + A1 (2) * Y (2) + o+ AL (2) ¢ (2) + Ao (2) 0 (2) # 0.

Dans ce cas K(z) # 0 et d’apres le Lemme [2.2.11] on obtient

Ppi1(k) = Pp+1(90(k) + Ap1p® D L+ A + Agg)

< max{p,1(¢), Ppi1(45), (1 =0,1,...k = 1)} < 0.
Donc,
max{p,,1(k), pp1(4;), 1 =0,1,....k = 1)} <o
car p,,1(A;) =0 et
Ppi1(K) <0 < pyppa(f)-
Comme K # 0, on peut utiliser le Lemme [2.2.10)

Xerl(h) = >‘p+1(h) = Pp+1(h)

ce qui implique

0 < dpr1(f = @) = X1 (f = @) = ppis (f — ) = ppia () < pp(As).

2.5 Preuve du Théoréme 2.1.0

Supposons que f Z 0 est une solution rationnelle de I’équation (2.1.2). Si f est une fonction
rationnelle, qui a un pole a zy de degré m > 1, ou f est polynomiale avec deg f > s, alors

) £0. Par (2.1.2), on a

FO )+ Ay (2) fE D () + o+ AfO (2) .+ AL (2) F(2) + Ao (2) f(2) = F (2)
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alors,

et donc
pp(Asf®) = p,(Ay)

En utilisant le Lemme [2.2.11] on obtient

pp(Af) < max (p,(f*, p, (4;), p,(f9), p, (F))

< max (p,(A7),p, (F))

0<j<k—1
J#s

en utilisant le Lemme on a p,(A;) = o. Do

0 < py (A = pp(AS) < max (p,(4)),0,(F)),

0<j<k—1
i#s

ce qui implique

oJnax (p,(F), py(45)) = o

i#s
Ce qui contredit la condition du Théoréme [2.1.6]
Dong, la solution f doit étre polynomiale avec deg(f) < s—1.

Maintenant, on suppose que f est une solution méromorphe transcendante de (2.1.2)) telle
que A, (%) < i, (f) . De Iéquation (2.1.2)), on a

k-1
A =F— | f® 4 ZAjf(j)

=0

i#s

k—1
= A SO = |F = | fB+) 4,50
7=0

i#s
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k—1
SIFIH 1O+ Y 1441179
=0
J#s
k—1 ;
f) f U
= 4| < Il + [ Aol 7@ +Z;|Aj’ o
s
k-1 ,
f ) U
4l < |5 | 5 +lanl+ 3 14| 25.1)
p

J#s

Par le Lemme [2.2.8

, nous savons que f satisfait p, (f) > o . Par 'hypothese A, (%) <

min{u, (f),0} et le théoréme de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f sous la
forme f(z) = %,oﬂ g et d sont des fonctions entiéres satisfaisant
z)

1,(9) = 1, (f) = 1 < py(g)

Pp(f)

pp(d) = Ap(1/f) = B < min{p,(f),0}.

Par la définition de 'ordre p-itératif inférieur, nous avons

M(r.g) > exp, {r®=).

(2.5.2)
Soit p; = maX{Pp<Aj)>j # s, ,OP(F) < 0. Alors, par le Lemme ona
|g(Z)| = ]\4(7’7 g) > epr{Tﬂp(g)—s}
1 1
- s ' 2.5.3
l9(2)] epr{rﬂp(g)fE} ( )

Pour tout € avec 0 < ¢ < min{o — p, M}, il existe un ensemble F3 C (1,+00) de

mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ Ej avec |g(2)| = M(r, g)

‘F(z)

/() 9(2)
< expp(rpl""s) epr(/,ﬂpp(d)J’_a)
g expp<rp1(F)+5) expp (,r.pp(d)+6)

expp (rl'bp (g) _E)

< expp(rpl(F)Jre) (2.5.4)
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€Xpy (rfp (d)+e )
exp,, (rtp (9) =)

D’une fagon similaire & la preuve du Théoréme [2.1.5] pour tout e satisfaisant 0 < & <

car < 1.
min {a - P M} ,et pour tout z satisfait |z| = r € H\ ([0, lJUE,UEsUE;s), r — 400
et |g(2)] = M(r,g), on a par le Lemme on obtient

@ (2)
‘ f(z)
et par le Lemme , il existe un ensemble Fy C (1,+00) de mesure logarithmique fini tel

< B(T@2r, /) j=1,2,... k,j #s, (2.5.5)

que |z| =r ¢ Ey,|g(z)| = M(r,g) et pour r assez grand

‘ f(2)
f(2)

Et par le lemme [2.2.3] pour tout un € donné avec 0 < € < o — p il existe un ensemble

< r% (s > 1 est un entier ). (2.5.6)

E3 C (1,+00) de mesure linéaire fini (et aussi de mesure logarithmique fini) telque

|Aj<z)| < epr(rﬂ1+€)7j - 07 17 R k - 17] 7é S, (257)

|As(2)| = exp,(ar?). (2.5.8)

Donc d’apres les formules (2.5.1)), (2.5.4)), (2.5.5)), (2.5.6)), (2.5.7)) et (2.5.8]) pour tout z satis-

faisant |z|] = r C H\([0,1] U By U Ey U E3),r — 400 avec |g(z)| = M(r,g) et pour tout &

by (9)—pp(d)

5}, on obtient

donné avec 0 < £ < min{o — py,

k—1
exp,(ar”) <A, <% [ BIT(2r, /)] + exp, (r79) + Y exp, (r7°) BT (2r, )] + exp, (r77)

i=1
is

< rP{BIT(2r, /) exp, (r"7FF) + BT (2r, )] exp, (r"7)

k—1
+ Y exp, (r ) BT (2r, )] + exp, (r ) BIT(2r, f)]*}.
=1
s
On obtient donc,
exp,(ar”) < (BT (2r, )M exp, (r7F) + exp, (r" )[BT (2r, f)]*+

+(k = 2)[BT(2r, )]*" exp, (r"7) + exp, (r" ) B[T (2r, f)]*)
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D’ou

exp,(ar?) < r®B(k + 1)([T(2r, f)]*™ expp(rpﬁs)). (2.5.9)

Par la condition 0 < e < 0 — p;, on a
exp,(ar?) exp(— expp_l(rpﬁe)) < r*(k 4+ 1)B[T(2r, f)]k+1

= exp(exp, 1 (ar”) — exp, ; (r"7%)) <r*(k +1)B[T(2r, f)]"
OBy 1)) by ()] < r25(k + VBT (2r, £
exp,_;(ar?) Pp-1 h ’

= exp[(1 — o(1)) exp, ;(ar?)] < r®(k 4+ 1)B[T(2r, f)]F

= exp[(l —

= (1 —o(1)) exp,_1(ar”) <log(r**(k + 1)B[T(2r, f)]*) (2.5.10)

11 découle du Lemme [2.2.5( et (2.5.10) Alors ,

1y(f) = py(f) = 00, 0 < ppia (f)- (2.5.11)
Comme F % 0,et d’aprés le Lemme 229, on a
M(f) = M) = pp(f) = 1y (f) = +00, 0 < ppa (f) = Xpa () = X (f). - (25.12)
Par le Lemme 2.2.7}, on a
max{p,(4;): j =0,1,...k — 1} = p,(A,) = B < +o0.

Et comme f est une solution méromorphe de I'équation (2.1.2) avec p,(f) = +oo, A, (1/f) <
o < ,(f) = +oo, puisque les conditions du Lemme sont vérifiés, on obtient

b (F) < py(AL). (2.5.13)

Par (2.5.12)) et (2.5.13)), on conclut que

i(f):p—i-l,xp(f):)\p(f):pp(f):—{—oo,

o< )\erl(f) = )‘p+1(f) = pp+1(f) < pp(AS)'
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2.6 Preuve du Corollaire 2.1.2

On pose h = f —p ol p est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant i(¢) < p+1

ou p,,1(¢) < o. En utilisant les propriétés de I'ordre itératif, on obtient
Ppia(h) = ppa(f =€) = ppia(f)-
Sachant que f est une solution de I’équation alors
0 < ppya(h) < py(As).
En remplacant f = h + ¢ dans I’équation , on obtient :
(h+9) " (2) + Apr (2) (h+ ) (2) + oo+ Ap (2) (B ) (2) + Ao (2) (A +9) (2) = F (2)
ce qui donne

AW (2) 4+ Ay (2) %D (2) + .+ Ay (2) B (2) + Ao (2) b (2)

= F(2) = (" () + 4™V () + o+ AL (2) ¢ (2) + Ao (2) 9 (2)). (2.6.1)

Soit

Sii(p) <p+loup,(p) <o
p = max{p,(4;)(j # ), p,(F)} < 0.
et comme f est une solution de I’équation alors
0 < Py (f) < pplAs)

et comme p,,,(¢) < o donc par le Théoréme on déduit que ¢ n’est pas une solution

de ’équation (2.1.2) c’est & dire
") (2) + Apr (2) 9*V (2) 4+ A1 (2) 9 (2) + Ao (2) 9 (2) # F (2).

Dans ce cas G(z) # 0 et d’apres le Lemme [2.2.11] on obtient



Ppa1(G) = ppa (F = ™+ A o0 o Ay + Agp)

g max{ppﬂ(cp),pp“(/lj), (] = Oa ]-7 ) k— 1)app+1(F)} <a.

Donc,
max{pp+1(G)7pp+1(Aj)7 (j = 07 ]-7 ) k — 1)710p+1<F)} <0
pyr(G) < 7 < pya ().

Comme G # 0, on peut utiliser le Lemme [2.2.10

)‘p+1(h) = )\p+1(h) = Pp+1(h)

ce qui implique

0 < Mpp1(f = 9) = N1 (f = ©) = ppir (f = @) = ppar () < pp(As).



Chapitre 3

Applications

Dans cette partie, on va citer quelques applications de nos résultats prouvés dans le chapitre

précédant.

3.1 Application 1

Considérons 1’équation suivante

2 — 22 3ze* +4

FO@) 4267 FD(2) + (22 + 1) O (2) + P 1f”(z) + f'(z)+6f(2)=0. (3.1.1)

Dans cette équation, on a

AO - 6ap(A0)207

3ze* +4
Al = > ) p(Al) - ]‘7
2 — 22
Ay = T (4 =
2 4Z+1 ) P( 2) Oa
Ay = (2P +1),p(4A3) =0,
A4 = 2€Z3, p(A4) =3.

Alors,
max {p;(A4;),j #4} =max{0,1} =1 < 2.

D’autre part, nous avons pour tout z = re?(r — +00),r € [1, +00| et 75 <0<

©ly
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Ay = ‘2&3

_ ‘ 267‘(005 0+isin 6)3

2er3 cos 30€r3i sin 36 ‘

3 3
_ 267" cos 360 > er cos%

=

car,

=

< cos30 <

DN | —

T
cos — < cos30 < cos— et

T

6
D’ou

3 ™ 1.3 1,2

|A4| >€T cos3 _ 3T >€2r ]

Il est clair que les conditions du théorémel.1l sont vérifiees avec o = 2 et o = 1/2, par suite
max{p;(4j) =1< o0 =2}

sur ’ensemble H = {z €C:z=re? rell,+oo, 75 <0 < %} telque

— HnN[1
logdens(H) = lim sup m (A O r))

F—+00 log r

my ([1,7])

= lim sup
r—too lOgT

On a

"dt
m([Lr]) = [ —
1 ¢t

= logr —logl

S 1 —log1

logdens(H) = lim sup llogr — log 1] =1>0
r— 400 logr

D’apres le théoréemel.1, toute solution méromorphe transcendante f # 0 de I’équation (3.1.1])

, avec A(1/f) < u(f) satisfait p(f) = p(f) = +oo et 2 < p(f) < p(Asq) = 3.
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3.2 Application 2

Considérons I’équation suivante

FO(2) + cos(2) fP(2) + fj;f(g')(z) +et )+ (P =2 f () +2f(z) =€ (3.2.1)
Dans cette équation, on a
AO = 2 7p(A0):07

A = (2*=2)  p(A) =0,

4

Ay = € 7p(A2) =4,

22 +5
A3 = -3 7p(A3):07
A4 = COS(’Z) 7p(A4) = 17

F(z) = €,p(F)=1.
Alors,
max {py(4y), ] # 2, pr (F)} = max {0,1} = 1 < 3

D’autre part, nous avons z = re?(r — +o00),r € [1,+o00 et 6 <0< 55

4
|Ao| = €7
r4 cos 460 > 67"4 COS%
- =
car
T T T T
— << — = — <40 < -
32 T 24 8 76
D’ou

4 b V3,4 V3,3
|A2|>€TC056262T >€2T

3
2

[

Il est clair que les conditions du théorémel.2 sont vérifiées avec o = 3 et a = X2, par suite
max{py(A;), o1 (F)} =1 < 0 = 3.

sur I'ensemble H = {z € C: z=re,r € [1,400[ et £ <0 < Z} telque

logdens(H) = lim sup
r—too lOgT
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[log r — log 1]

logdens(H) = lim sup =1>0

r— 400 log r

D’aprés le théoréme 1.2, toute solution méromorphe f # 0, de ’équation ({3.2.1]), avec
A1/f) < p(f) satisfait

et

3.3 Exemple

Considérons I’équation suivante :

FO(2) + g £1(2) = f(2) — %(1 +3¢% 1 3V f(2) = 0. (3.3.1)
Nous avons
Ay = —%(1 + 3 + %), p(Ap) = 1,
Ay = =1 ,p(A) =0,
A= D) =0,
As = 1 [p(A3)=0.

Alors,

max {p(4,).] # 0} =0 < -

D’autre part, pour tout z = re?(r — +00), r € [6, +oo[ et % <0 < %, nous avons

}14—3622‘ < 1_'_3627%05«9
< 14 3e7VEV2

donc,

1 32z 3z 1
|A0(z)|:| +3e** +e |>er2.

2|

Il est clair que les conditions du théoréme 1.1 sont vérifiées avec o« = l,et 0 = 1/2.
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Sur ’ensemble H = {z € C:z=re? rel6,+oofet <0< %} telque

logr —log6

logdens(H) =lim sup 1

r—t00 log r
donc, toute solution méromorphe f # 0, de I’équation (3.3.1]), avec A\(1/f) < oo, satisfait
i(f) = 2etr = 1/2. < po(f) < plAo) = 1.

A titre d’exemple, la fonction f(z) = 67 est une solution de (3.3.1)) .

M () = () =pi(f) = 1 (f) = +o0.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié la croissance des solutions méromorphes des équations diffé-

rentielles linéaires
O 4 A () "V AR+ A () f=0 (2.1.1)

et
fO LA ) D4 L+ AR+ A(2) f=F(2) (2.1.2)

ouk >0,A0(z) Z0,A1(2),..., Ax—1 (2) et F (z) # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre
p-itératif fini. I’outil principal utilisé dans cette étude étant la théorie de Nevanlinna. Cette
théorie est la plus approprié dans I’étude des équations différentielles.

Une question naturelle : Est-il possible d’obtenir des résultats similaires lorsque les coefficients

sont des fonctions entiéres ou méromorphes d’ordre [p, ¢| fini ?
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