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INTRODUCTION

Ce travail est une synthése des résultats obtenus dans I'article de Angelo FAVINI , Rabah
LABBAS , Stéphane MAINGOT , Hiroki TANABE et Atsushi YAGI "On the Solvability
and Maximal Regularity of Complete Abstract Differential Equations of Elliptic Type 2004".

Le but était d’étudier 'existence, I'unicité et la régularité maximale de I’équation différen-

tielle abstraite compléte de second ordre suivante
u' (t) 4 2Bu (t) + Au(t) = f (1), te(0,1) (0.0.1)
avec les conditions aux limites
w(0) =ug, u(l)=1wuy. (0.0.2)

Ici A et B sont deux opérateurs lineaires fermés dans l’espace de Banach complexe X, le
second membre f est une fonction continue sur [0.1] et wug, u;sont des donneés dans D(A).

L’objectif de ce travail est de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour avoir une

solution stricte u de probleme(2.2.1)) — (2.2.2)), ainsi que dans ce cas on dira qu’une solution

stricte u a la régularité maximale.

Le présent travail est consacré a ’étude d’une équation différentielle abstraite compléte de
second ordre avec des conditions aux limites.

Ce mémoire comporte quatre chapitres et est organisé comme suit.

Dans le premier chapitre est consacré a des rappels sur les outils mathématiques utilisés dans
ce travail on introduit les notions d’opérateurs linéaires fermés, les semi-groupes, 'intégral
de Dunford, les espaces d’interpolation, les puissance fractionnaires d’opérateurs, la théorie
des sommes d’opérateurs, les espace de Holder, et les opérateurs adjoints.

Dans le deuxiéme chapitre il y’a deux partie, dans la premiére partie on a étudie de cas
particulier B = 0. Dans la deuxiéme partie on a étudié 'existence et 'unicité de la solution
stricte.

Le résultat de ce chapitre est représenté par le théoréme suivant :



Théoréme 0.0.1 Sous les hypothéses(2.2.3) ~ ([2.2.8)), si de plus D(BA) C D(B?), alors
pour tout f € C9([0,1],X), 0<6 <1 ettout wup,u; € D(A), le probleme ([2.2.1]) — (2.2.2))

admet une solution stricte unique sur [0, 1].

Dans le troisieme chapitre on a étudie la régularité maximale de la solution u. Le résultat de

ce chapitre est représenté par le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.2 sous les hypotheéses(2.2.3) ~ (2.2.8), si de plus D(BA) C D(B3?), alors
pour tout f € C?([0,1];X), 0 < 0 < 1 et tout ug,u; € D(A) satisfait

f(2), Au; € D_(g2_4)(0/2,00) = (D(A), X)1-6/2,00 1=0,1,

la solution stricte u de probléme (2.2.1)) — (2.2.2)) a la propriété de la régularité maximale :

u”, By, Au e C%([0,1]; X).

Et le quatriéme chapitre est une application de ce qu’on a traité dans les chapitre précédent
sous forme d’exemple de probléme concrets dans ’espace de travail.

Le travail se termine par une bibliographie relative a I’ensemble des travaux présentés ici.




Chapitre 1

Notions Préliminaires

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions et compléments mathématiques en
relation avec ce travail. On citera en particulier, les théories des opérateurs et des
semi-groupes .

Nous considérons X un espace de Banach complexe.

1.1 Les opérateurs linéaires bornés et fermés

On va effectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés et fermés afin que les

notations utilisées au cours de cette thése soient claires.

1. On rappelle que A est un opérateur linéaire sur X un espace de Banach si et seulement
si c’est une application linéaire définie sur un sous espace vectoriel D (A) C X (domaine
de définition de A)de X, a valeurs dans X.i.e. tel que pour tout z,y € D(A) et pour
tout A€ Con a:

o A(x +y) = Az + Ay,
o A(\z) = NAx.
2. A est dit borné si
D(A)=X et de>0: ||AE|| < c €]l

et on écrit A € L(X).

3. .A est dit fermé si et seulement si son graphe est fermé, i.e, pour toute suite(z,), €

D (A) telle que

Tn =T, x € D(A)
Az, — vy Ax =y.
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4. A est dit fermable si et seulement s’il admet une extension fermé, ce qui équivaut a dire
que pour toute suite(z,), € D (A) telle que

Tn =0 =y=0
Ax, — vy y="u

La convergence des suites x,, et Az, au sens de la norme de I'espace X.
La notion fermabilité des opérateurs linéaires est importante dans la résolution de certaines
équations aux dérivées partielles car elle permet d’avoir des solutions distributions, (voir Kato

[12])

D(A) est appelé le domaine de A. On dit que A est & domaine dense si D(A) = X i.e, si pour

tout z € X, il existe une suite (X,,),-,d’éléments de D (A) telle que z = liril Ty
- n—-roo

1.2 Les semi- groupes

Définition 1.2.1 Soit X un espace de Banach. On dit que la famille (G (t)),s, d’opérateurs

linéaires bornées sur X constitue un semi-groupe si :
1. G(0)=1=Ig,
2. Vt,s >0,G(t+s)=G(t)G(s).

Lorsque la famille (G (t)),s,est donnée pour ¢ € R et que la deuxiéme propriété est vérifiée

pour tous t et s de R on dira qu’on a un groupe.

Définition 1.2.2 On dit qu'un semi-groupe (G (t)),sqest fortement continu si et seulement
S%

pour tous x € X, lapplication t — G (t) x de R, dans X est continue c’est a dire
Vo € X,%ingHG(t)x — 2|y =0
on dit aussi que (G (1)), est un Co semi-groupe.

Proposition 1.2.1 Si (G (t))tzo est semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes
M >1 etw >0 telles que
VE > 0,[|G(8) | ) < Me*",
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Définition 1.2.3 On appelle générateur infinitésimal d’un Cosemi-groupe (G (1)), ,l ‘opérateur
A défini par

t—0t t

Vo € D(A), Az = lim 0=,

t—0t

D(A) = {x € X : lim €Y= criste dans X}

Proposition 1.2.2 Si A est générateur infinitésimal d'un Co semi-groupe (G (t)),s,, alors

1. A est linéaire fermé de domaine D (A) dense dans X.

2. L’ensemble résolvant p (A) défini par :
p(A)={A e C:(A—A\) est inversible dans L (X)},
qui contient le demi-plan
P,={\e€C:|Re(N)| > w},
et Ve P,,Vn>1

M

[(A =AD" < Rer— o)™

3. La résolvant de A est donnée par la transformation de Laplace :

VA€ P (A=A ' = / NG (1) wdt,
0

ou M et w sont les constantes de la proposition précédente.

La réciproque de ce résultat est donnée par le célebre théoréme de Hille-Yosida suivant :

Théoréme 1.2.1 (Hille — Yosida)[1Z Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire tel

que :

1. A est fermé et D (A) est dense dans X.

2. Il existe M > 1 et w > 0 tels que :

p(A) D {AeC:|Re(N)] > w},



1.2 Les semi- groupes 5

et pour Re (A\) > w,n=1,2...

. M
I =AD" 0 < Rex =y

Alors A est le générateur infinitésimal d'un Cpsemi-groupe (G (t)), -

Proposition 1.2.3 On peut retrouver le semi-groupe (G (t)),~, @ partir de son générateur

A par la formule

Gt)r= lime™z, t>0, z€X,

A—00

ou A, € L(X) est 'approximation de Yosida définie par

Ax==XMA-X)" A>w.

La proposition suivante détaile les principaux propriétés des Cj semi-groupes.

Proposition 1.2.4 Soit (G (t)),5, un Co semi-groupe de générateur infinitésimal A, alors

on a :

1. Pour tout x € X, la fonction t — G (t) x est continue sur R.
2. Sixe D(A)ett>0 alors G(t)z € D(A).

3. La fonctiont — G (t) x est continiment dérivable sur R, si et seulement si x € D (A) .

Dans ce cas

Vit >0, %G(t)mzAG(t}m:G(t)Ax.
4. Pour tout © de X et toutt >0
¢ ¢
/G(s)xds:D(A)etA/G(s)xds:G(t)x—x,
0 0

et si de plus x € D (A)

A/OtG(s)xds:/OtG(s)AdeZG(t)x—x.
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5. Si A est générateur infinitésimal d’un autre Co semi-groupe de (S (t)),q , alors
V>0, S(t)=G(1).

La proposition précédente permet d’afirmer entre autre que si A est le générateur infinitésimal

d’un Cy semi-groupe de (G (t)),5, et si ug € D (A), la fonction u : [0, +00[ — X définie par
Vit >0, u(t) = G (t)uo,
est 'unique fonction dans C* ([0,1]; X) N C ([0,1]; D (A)), solution
t t

du probléme de Cauchy{ u'(t) = Au ((0; ?3;“ € [0, +o0]
= up.

Définition 1.2.4 On a (G (1)), est un Co semi-groupe telle que

V>0, G (1) all ) < Me.

on dit que :
HG (1)) infinitésimal borné si M > 1 et w = 0.
HG (t))yso de contraction si on a (1,1) avec M =1 et w = 0.

1.2.1 semi-groupes différentiables

Définition 1.2.5 On dit qu'un Cy semi-groupe (T'(t)),s, est différentiable si pour tout x de
X, la fonction t — T (t) x est différentiable de ]0,+oo| dans X.

Proposition 1.2.5 Soit (T (t)),5, un Co semi-groupe différentiable de générateur infinitési-

mal A. Alors, pourn e Netx € X, on a :

1. Vt €]0,+00[, T (t)z € D (A™).

2. t — T (t) z est n fois différentiable sur |0, +oof et
vt €10, +oo[, T™ (t)x = A"T (t) =

3. Vt €10, +oo[, T™ () € L(X).

4. t s T (t) est différentiable (donc continu) de ]0, +-oo[ dans L (X).
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1.2.2 semi-groupe analytique

Dans toute la suite arg désigne la détemination principale de la fonction argument caractérisée
par:

arg (2) =¢ si z=7rer>0p¢€ -7 7.

Définition 1.2.6 Soit ¢ € |0, 7]. On appelle semi-groupe analytique, 'application G définie
sur le secteur S, avec

Sp = {2 € C": |arg (2)| < ¢},

et a valeurs dans L (X) telle que :

1. z — G (z)est analytique sur Sy.

2.G(0)=1etVre X, lim [G(2)xz—=z|y=0.

z—0
zES_¢
3. Vzl,zQ ES_¢,G(21+ZQ) :G(Zl)G(ZQ)

St de plus Sup |G (2)[| < +o0, on dit que (G (2)),g; est uniformément borné dans Sy
zESiq;

1.2.3 semi-groupe analytique généralisé

On dit que (emQ)gg>O est un semi-groupe analytique généralisé si () est un opérateur linéaire

dans X.,de domaine non dense et vérifiant :

{ p(Q) D Sus={reC\{w} /larg(A —w)| < 5 +3} et

p |4 = w) M = Q)| < +ox,

AES, 5

oﬂwERetéE}O,%[.

Dans ce cas (er) n’est pas supposé un semi-groupe fortement continu (voir Sinestrari,

x>0
E. [18], Lunardi [15]).

Remarque 1.2.1 En fizant r > 0, 6o € ]0,6[ alors (emQ) est défini

x>0

par

Q@ — %fve’\x ()\I—Q)fld)\ sixz>0
I siz=0, )

ou 7y est le bord de S, 5 \B (0, r) orienté négativement.
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1.2.4 Générateur infinitésimal de semi-groupe analytique (ou ho-
lomorphe)

Théoréme 1.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cosemi-groupe (G (2)).,e5; unifor-

mément borné sur X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. Il existe § € ]O,Q[et C > 0 tels que

{ p(A) D Szis et

VAE Szis,  ||(A—AD) <c

1
| = &

2. (G (t)),sgest un Cp semi-groupe différentiable et il existe M > 0 tel que pour tout ¢ > 0,

M
G(0) € LX. D) et [AC D)z, <
3. Il existe ¢ € ]0,7] tel que (G (t)),5, soit prolongeable en (G <z))z€?¢ semi-groupe sur

X, analytique sur S, uniformément borné dans S

Théoréme 1.2.3 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire. Alors les propriétés

sutvantes sont équivalentes :

1. A est fermé, D (A) est dense dans X et il existe C' > 0 tel que

{ p(A) DI ={\eC*/ReX >0} et

VAEIL, |(A—=AI)~ <&

1
o) < &

2. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, uniformément borné

(G ()= qui de plus se prolonge en (G (2)) semi-groupe sur X, analytique dans

zESid, )

S, uniformément borné dans S, (avec ¢ € |0, 7).

1.3 Les espaces d’interpolation
On donne ici certaines caractérisations des espaces d’interpolation.

Définition 1.3.1 Soit X un espace de Banach.
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On désigne par L? (R, X) avec p € [1,400][, 'espace de Banach des fonctions f fortement

mesurables définies pour presque tout t € R, et telles que

([ 1o %) - I

Si p = 400, on définit 'espace L (R, , X) par

LP(®Ry,x) < TOO

. f: R, — X est fortement mesurable et
fely Ry, X) = Sup ess||f ()| < co.
0<t<oo
Définition 1.3.2 Soient (Xo, ||.||,) et (Xi1,].||;) deux espaces de Banach s’injectant conti-

nument dans un espace topologique séparé X.

Pourp € [1,+00] et 0 €10,1[, on dit que x € (XO,XI)(,’p si et seulement si

Z)Vt > 0, ElUO (t) € Xo, Juy (t) € Xl/x = Ug (t) + uy (t)
i)t %ug € L2 (Ry, Xo) ,t'%u; € LP (R, X1).

Proposition 1.3.1 (Xo N Xy, |-l ) » (Xo + X, [l ox,) et ((Xo,Xl)(,’p,H.He’p) sont

des espaces de Banach pour les normes respectives

12l xpnx, = [2llxy + ll2lly, 802 € XoN Xy,
l#llxgine, =, dnf (el + lwlly,) sio € Xo+ X,
et
= i -0 1-0
||$||6,p - Ui R, _}131? P01 (Ht uo‘ LE(Ry,X0) + Ht ul} LZ(R+,X1)>
Vit > 0,uo (t) +up () =z
st x € (Xo,Xl)e’p.

Et de plus

XoNX; C (XO,Xl)ayp C Xo + Xi,

avec injections continues.

Notons que

(EO> E1>97p = (Elv Eo)l—e,p
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Propriété fondamentale d’interpolation

On se donne deux triplets d’espaces d’interpolation (Xo, X7, X), (Yp, Y7,Y) et un opérateur

linéaire T" de X dans Y, alors on a le théoréme :

Théoréme 1.3.1 On suppose que les restrictions deT' aux espaces X; & valeurs dans'Y; avec
i = 1,2 sont linéaires continues, alors pour tous 6 € 10,1 et p € [1,00], Uopérateur T est
linéaire continu de (Xo, X1),,, dans (Yo, Y1),,, et
HTHL((XO,Xl)Q’p,(YO,Yl)M) <C HTHZ;O,YO) HTHQL(Xl,Yl)
Définition 1.3.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine
D(A) C X,

muni de sa norme

Ve e D(A), |[zllpay = llzlx + Azl -
On pose

Da(0,p) = (D(A), X)_g,,

oup € [l,+o0] et 0 <O < 1.

Quand l'opérateur A vérifie certaines hypothéses supplémentaires, il est alors possible de

donner des caractérisations explicites de D, (0, p) ainsi :

Théoréme 1.3.2 Soient p € [1,+00] et 0 < 0 < 1.

Supposons que p (A) D R et il existe une constante C' > 0 telle que

-1 C
VA0, [[(A=AD" |y < T
Alors
a0,p)={re X tPAA—t) "z e X (R; X)},
et
DAl +00) = { € X s [P (4~ 11y o] <O < e
>0
et

11150, = ol +sup 24 (A = #1)
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(voir Grisvard P.[11]).

1. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans F
Da(8,p) = {x cE: (-1 welr (R+;X)} .
(voir Lions J.L.[14]).

2. Si maintenant A géneére un semi-groupe analytique borné dans F, alors

Dy(0,p)={z € E:t" Az € L? (Ry; X)} .

1.4 Calcul et integrale de Dunford
1.4.1 Formule de Cauchy

Soit U un ouvert de C. On note H (U), 'espace des fonctions holomorphes de U dans C.
Pour f € H (U), K un compact a bord de U et zy a I'intérieur de K, la formule de Cauchy

est donnée par
1L [ FO)
= d\
/ (z0) 2i7r/px\—zo ’

ou I' est le bord positivement orienté de K.

1.4.2 Integrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule précédente pour
construire f (T)ou T est opérateur linéaire fermé et f est holomorphe.
Plus précisément si 7' € L (X) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de o (T")

(le spectre de T') alors on définit I'integrale de Dunford-Riesz par

1) = 5= [ 1T =T i

ou I' est le bord positivement orienté d’un compact & bord K contenant o (T) et contenu

dans U.
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1.4.3 Propriété de l’integrale de Dunford

Théoréme 1.4.1 Soient f et g € H(T) etT € L(X), alors f.ge H(T) et

FT) gD = (f9) (1) = 5= [ F N (D) (A=) ax

Preuve. (voir Dunford-Schwartz [5]). O

1.5 Puissances fractionnaires

Théoréme 1.5.1 Si A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X tel que
{ 3C > 0: Ry C p(A) et pour A >0

H<A o )\I)_IHL(X) S (1TC>\)’

alors pour 0 < a < 3, — (—A)* génére un semi-groupe G, (t) fortement continu pour t > 0

et uniformément continu pour t > 0.
Preuve. (voir A. Balakrishnan [I]) O

Exemple 1.5.1 Pour a = %,  yys
Puissances fractionnaires avec partie réelle positive

On consideére ici A € Syott ¢ € |0, 7.

On se donne « € C, il s’agit alors sous certaines conditions, d’activer la formule
A% = (2) (4),

ici 2* désigne la détérmination principale de la fonction "puissance a" caractérisée par

a _ o(lnr+if) 0

2 =e siz=re r>0, 0¢]-mn[.
Proposition 1.5.1 Soient «, 5 € C tels que Re o, Re 3,0n a alors

1. A® est opérateur fermé de X.
2. A%+ BP = A°BP = B A~

3. Re8 > Reaw = D (AP) C D (A*)et en particulier

Rea<1= D(A) C D(A%).
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4. Si A est injectif alors A* I'est aussi et
(A7) = (Aan™

5. 510 € p(A) alors 0 € p(A").

6. Sif €Ravec 0 <6 < Z alors
(A%)" = A%,
7. Ae L(X)=Ae L(X).
Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Proposition 1.5.2 On considére o, € C et on suppose que A est injective. Alors

1. A® est un opérateur fermé de X.
2. A est injectif et (A%) " = A~ = (A"1)*,
3. AP C AvAP,
4. Si 0 € R avec |0 < T alors
(AN = A%
Considérons maintenant le cas particulier ou A admet un inverse borné.

Définition 1.5.1 Si0 € p(A) et o € C avec Rea > 0, alors

1. A = (A)* € L(X).

2. A0 P = A7@AP = ABA,

1.6 La théorie des sommes d’opérateurs

On rappelle dans la suite les principaux résultats de la théorie des sommes d’opéraeurs
linéaires dans les espaces de Banach quelconques.

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaine respectifs D (A) et D (B) .
On s’intéresse alors a ’équation

Au+ Bu =g,
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ou g est un vecteur donné de X.

L’opérateur somme L = A + B est défini par
D(L)=D(A)nD(B)

{ Lu=Au+Busiue D(L),

alors ce dernier s’écrit comme

Lu=g.

Une solution stricte de Lu = g est un élément u € D (L) satisfaisant 1’égalité, L’idéal est
de trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X, mais ce n’est pas toujours
possible, on introduit dont une nouvelle notion :

u est une solution forte si et seulement si, il existe(u,), .y une suite dans D (L)telle que

lim u,=u et lim Lu, =g.
n—-+400 n—-4o00

Evidemment, la solution stricte u est une solution forte. La notion de solution forte est donc
plus faible (mais le terme de solution faible ne sera pas utilisé ici, il est en général réservé
aux solutions variationnelles, la notion de solution forte correspond plutot & une solution
distribution).

Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont équivalantes, mais
la somme de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermée.

D’autre part si ’'on suppose que L est fermable et si on note L sa fermeture (i.e. L est la plus

petite extension fermée de L) alors

lim u, =u et lim Lu, =g,
n—-+4o0o n—-+4o00o

équivaut a
UGD(E) et Lu=g.
Enfin dans le cas ou L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout g de X, il existe une solution forte de Lu = g.
2. 0ep(L).
Et si L est fermé les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout g de X, il existe une solution stricte de Lu = g.

2.0ep(L).
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Dans ce contexte, on comprend I'importance de trouver des conditions raisonnables sur les
opérateurs A et B, qui assurent que L est fermable (voire fermé) et que 0 € p (f) :
Les deux théorémes de G. Da Prato et P.Grisvard, énoncés plus loin, répondent positivement

a probléme sur les sommes d’opérateurs sous des conditions adéquates.

1.6.1 La théorie des sommes d’opérateurs de Da Prato et Grisvard

On suppose qu’il existe r > 0 et un angle § € |0, 7]. On note le secteur Sy par

Sp{z € C\ {0} : |z| > ret |arg(2)] <7 — 06},

Les hypothéses sur A et B
On suppose que les opérateurs A et B vérifient les hypothéses de ( Da Prato et Grisvard
[4])suivantes :

Parabolicité-ellipticité :
( HT,CA,CB>O,9A,(QBE]O,7T[Z
i)p(A) DSy, ={z:|z| >r|arg (2)| <7 — 04},

Vz € Sp,, |[(A - z])*1||L(X) < G

(DP.1) { ii)p(B) D Spp ={2z:|2| > 1, |arg(2)| <7 —0p},

¥z € Sop, (B =27y < -
i11)04 + 0p < .

\ iv)D (A)+ D (B) = X.

Commutativité au sens des résolvantes :

(DP2) { YA€ p(—A),Yuep(-B) B

(A+ M) (B4+ M) =(B+ M) (A+ )
et

(DP1) o(A)No(—B)=9
ouo (A) (rep o (—B)) désigne le spectre de A (resp de (—B)) et p (A), p (—B) leurs ensembles
résolvants.
La premiére hypothese est dite d’ellipticité-parabolicité, la deuxiéme indique le cadre com-
mutatif.
Théoréme de Da Prato et Grisvard

L’opérateur linéaire continu défini par l'integrale de Dunford suivant :

S:u—>i (B+ 21" (A—zI)"" gdz

2im Jr
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provenant naturellement de I'extension de laformule de Cauchy dans le cadre opérationnel,

vérifie les propriétés :
1. Vue D(A)ND(B) on a S (Au+ Bu) = u,
2. Yve D(A)+ D (B) on a
S(v)e D(A)ND(B)
et
A(S )+ B(S(v)) =w.

3. Pourv e Dy (0,p)+ Dg(6,p),0 €]0,1[,p € [1,+00], on a

Sve D(L) et L(Sv)=v

4. L est fermable et (L) = S (L est la fermeture de A + B), de plus :

N(D(B); X),

P

I est une courbe sectorielle séparant les spectres de A et (—B) et demeurant dans p (A) N
p (—B) (voir Da Prato-Grisvard [4]).

La fonction u est 'unique solution forte de Lu = g.

Théoréme 1.6.1 Sous les hypothéses (DP1) ~ (DP3) et pour 6§ € 10,1[,p € [1,4+00], on

a:
1. Sig € Dg(0,q) alors u € D (L) et Au, Bu € Dg(0,p).
2. Sige Dy(0,q) alors u € D (L) et Au, Bu € Dy (6,p).
1.7 Les espaces de Holder

Définition 1.7.1 Soient X un espace de Banach compleze et C ([0,1]; X) l'espace de Banach

des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans X muni de la norme

= t .
HfHC(X) gg[g“fﬁ 1f (D)l x
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On considére, pour 0 < a < 1,I’espace

c*(]0,1];X) = {f € C([0,1];X) / sup 170 = F (5l < +oo}

t—s#0 ’t - 3|a

muni de la norme

If () = f(s)llx
. = v+ su a :
I leeou = I lleqonx + sup ===

Cet espace est un espace de Banach appelé espace holdérien de degré a.

1.8 Opérateurs auto-adjoints positif

Définition 1.8.1 ( opérateur adjoint) Soit H un espace de hilbert. Deuz opérateurs (A, D(A))
et (T, D(T)) sont dits adjoints si

Vue D(A) C H; Yve D(T) C H: (Au,v) = (u, Tv) .
Ou A=T

Définition 1.8.2 ( opérateur auto-adjoint postif) Un opérateur A € L(H) est dit
- hermitien ou auto-adjoint si A* = A.

- positif s’il hermitien et si de plus (Ah,h) > 0 pour tout h € H.



Chapitre 2

L’éxistence et L’unicité de la solution
stricte

2.1 L’étude de cas particulier B = 0

Dans I'espace de Banach complexe X, on consideére le probléme abstraite suivant

u’(t) + Au(t) = f(t) t€(0,1)
0) = o (2.1.1)
1 U

ou A est un opérateur linéaire fermé & domaine dense dans X vérifiant ’hypothése suivante

VA >0,3(M — A)~! € L(X)
(H1) { IO = A) Y < 1

= T+x
et le second membre

fec(o1]; X),

ici ug, u; sont deux éléments donnés dans X

Remarque 2.1.1 Sous Uhypothése (H1) l'opérateur —/ —A génére un semi-group analy-

tique noté

V(t)=e VA t>0.
Pour plus de détails voir [1].
On sait que la solution de ’éqouation homogene du probléme ([2.1.1)

u"(t) + Au(t) =0,
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dans le cas scalaire est données par
u(t) = Cre”-OV=A 4 Cpe VA (2.1.2)

On utilise la méthode de la variation des constantes pour ’équation non homogeéne, c’est a

dire on va cherche une solution sous la forme

u(t) = Cy(t)e -V 4 Cyt)e VA

Y

telles que Chet Cs sont deux fonctions & déterminer vérifiant le systéme suivant
Ci(t)e -0V 4 Cy{t)e /A = 0
{ V=ACH(t)e” VA — JACy (t)e YA = f(1).
Le déterminant de ce systéme est
e~ (1-t)V=A e—tvV—A

VA
AUV A evA | T VAT

alors
0 eft\/fA
Cl t :71 — _D*l 7t\/7A t
1( ) f(t) . m e_151/_,4 e f( )7
et
—(1-t)v/-A 0
1y -1 € _ -1 —(1—t)V/—A
Co(t) =D VA~V £(1) ‘ =D ft),
donc

01()= 3 tl(\/ﬂ)* e1=V=Af(s)ds +
Co(t) = =L [1(V=A)TeVAf(s)ds + €,

par conséquent dans le cas opérationnels la solution est donné par :

u(t) = e_(l_t)m§0+e_tm§1—% / t(\/—_A)_le_(t_s)mf(s)ds
0

= /t (VA e VA f(5)ds

pour déterminer &, &;, on utilise les conditions aux limites

on trouve

1
v = eV Ae 16—+ / (VA eV A ()ds
0

mo= G eV TG - L [T A s
0
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et

1
7\/350 + 5

& = ug—e 5

/01<ﬂ>1eﬂf<s>ds

&g = up — e_mfl + % /1(\/—A)—1@_(1—s)m]t‘(s)d8
0

En remplace la valeur de £; dans la deuxiéme équation, on obtient

1
& = -V fu ey [ WA gas
0

2
1 1
—{——/ (\/—_A)_le_(l_s)mf(s)ds
2 Jo
1
= up— eV Ay + e Vg, — %e‘m/ (V=A) e VA1 (5)ds
3 [ WA yas
2 Jo
— (1—6_2‘/3)_1 [ul —e” Auo ;e_m/ 1e_smf(s)ds
0
1! 1 —(1 s)vV—A
w5 | A o]

On sait que Popérateur (1 — Z) avec Z = e 2V~4, est inversible grace a Lunardi [I5], page
60.

De méme, on trouve
1 /!
& = 1—-2)71 {uo — eV + 5/ (V=A) e VA f(s)ds
0

T [ R T ]

La solution du probléme considéré comme suit

uft) = e“””éwet”fl—% / (WA e N T (g)ds (2.13)
0
1

~5 /t (ﬂ)_le_(s_t)mf(s)ds

telle que

& = 1=2)7" [ul—eﬁ‘uo—%eﬂ /0 1(\/3)’16’5\/jf(3)d5 (2.1.4)

+y [ A ]
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et
B 1 VA I 1 —syA
& = (1-2) [uo—e u1+§/0(\/—A) VA f(5)ds (2.1.5)

_%e—ﬂ /O (V) e -v f(s)ds] .

Pour vérifier que u est bien une solution du probléme ([2.1.1)) , on dérive deux fois la solution

obtenue, on trouve
() \/_6_(1 t)v/—A —A \/_e—t\/jg + = / _(t_s)mf(s)ds

1 t
—= / e~ TIV=A£(5)ds
0

2
et
1 t
u”(t) _ Ae—(l—t)rg Ae—t\/jgl_’_ f() 2/ o (t Smf( )
0
1 ' —1_—(s—t)y/—A 1
—5 [ WA R s+ 310
= —a et Tg ot - [y e T )
0
g 1<@>‘1e‘“‘8>“f<s>ds] + £t
= —Au(t) + f(t)
alors

u”(t) + Au(t) = f(¢).

avec les condition aux limites

u0) = w0+ [ WA A (s)as 5 [ WA A (s)s =
u(l) = us + % / (V) e A ) % / (VA e VT (s)ds =

Remarque 2.1.2  Soit (T(t))i>0 un semi-group analytique génére par —/—A. Alors la for-
mule de la solution (2.1.3)), (2.1.4)), (2.1.5) est donnée par

ut) = TU=06+TO6 — 3 [ ATl =) (s)ds

—5 | (VAT = D),
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pourt € [0,1] et
& = (1-T(2)  (wm —uT(1))
~501=TE)T) [ (VAT
3= T@)TO) [ (VAT ) (s)ds,
0
& = (1-T(2)  (uo —wT(1))
_%(1 - T(2))‘1T(1)/0 (V=A)""T(s) f(s)ds
50 =TE)T() [ (VAT = )5
Les conditions auz limites
u(0) = T(1 @+&:&jl T (s)f(s)ds = uo
u(l) =& +7T(1 _%fo( 1T1_5)f(5)d3:u1
2.2 L’étude de I’équation compléte
On considére 1’équation différentielle abstraite de second ordre :
u"(t) + 2Bu/(t) + Au(t) = f(t) te(0,1) (2.2.1)
avec les conditions aux limites
{ w(0) =g (2.2.2)

u(l) = uy

f est fonction continue sur [0, 1] ; X étant un espace de banach complexe, uget u; dans D(A),

A et B sont deux opérateurs linéaires fermé dans X

on cherche une solution stricte u(.) de probléme(2.2.1)-(2.2.2)) c’est a dire

u € C*([0,1]; X) N ([0, 1); D(B)) N C([0, 1]; D(A))

satisfie (2.2.1)) et (2.2.2).

Notre objectifs principale et de donner & la fois une approche alternative par rapport aux

résultats récents du EL Haial et Labbas [6] et pour améliorer le résultat principal de Fa-

vini,Labbas,Tanabe, Yagi [7]. Nous supposons que :

B? — A est un opérateur linéaire fermé dense défini dans X et
VA >0,3(N+ B2 - A)t e L(X)

I+ B2 = A < 0%

(2.2.3)
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il est bien connu que I’hypohése (2.2.3)) implique que —(B% — A)'/2 est le générateur infinité-
simal d’un semi groupe analytique {T(t)}, t > 0, dans X,

D(A) C D(B?), (2.2.4)

Vy € D(B) B(B* - A) 'y = (B*— A)'By, (2.2.5)

A est infiniment inversible , (2.2.6)

D((B* - A)Y?) C D(B), (2.2.7)

+B — (B? — A)Y/? génere un semi group analytique danx X (2.2.8)

Remarque 2.2.1 1. Si X est un espace de Hilbert, B, B> — A sont des opérateur auto
adjoints, B> — A égalment positive, et on plus D(A) C D(B?),une modification facile du
théoréme de Heinz (voir [19), p. 44—46) montre que

D((B* — A)"*) € D(B),

on trouve aussi que(2.2.7) est satisfait.
2. Dans le cas général des opérateurs définis dans les espaces de banach, (2.2.7)) implique que

pour tout p > 0
Vye DB —A) Byl <C(p"? |yl + o ||(B* = A)y])),
inversement, si pour certains v € |0,1/2[ et pour tout p > py, >0 on a :
Vye D(B*—A) Byl < C(" |yl + "M [(B* = A)yl),

alors

D((B? — A)Y?) C D(B).

(voir [17), p. 78-74).
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3. Soit Ag et B deux opérateurs linéaires fermés en X commutent au sens de résolvant avec
D(Ag) C D(B?), D(Ap) dense en X et B> — Ay est un opérateur fermé. S’il existe \g < 0

telle que :
VA>0

(Ao + Aol = AI)TH[ < 1/,
I(B% + AN~ < 1/A,

alors pour tout s > 0
1((s + Xo)I = (Aol + Ao) + B?)~||
= [|(Ao — B* = sI)7!|
<1/s,

(voir [4], p. 320). Par conséquent (2.2.3) est valable pour A = Ay + Aol.
4. Les hypothése (2.2.3) ~ (2.2.4) donnent

B*(B? - A)' e L(X), (2.2.9)

et
A(B? - A e LX), (2.2.10)

5. Comme on le sait, les seules hypothéses (2.2.3), (2.2.5) n'impliquent pas (2.2.8) . Cepen-

dant, par fois certaines condition facilement vérifiables, garantissent que [’hypothése
est satisfaite sans demander, la petitesse de B par rapport o (B* — A)Y/2.

Nous rappelons ici la forme de Favini et Triggiani [9). Théoréme 1.1, p. 94.

Soit L un opérateur auto adjoint strictement positif sur l’espace de hilbert X et soit M un
autre opérateur auto-adjoint sur X telle que D(L?) C D(|IM|"?) ou |M| = (M?)Y/2. Alors
—L +iM génére des semi groupes analytiques dans X .

Par contre, si l'on suppose D(L) C D(M) (= D(|M])), alors par le corollaire de Tanabe
[79, p. 45, D(LY?) C D(|M|"?) et donc —L + iM générent o nowveau des semi groupes
analytiques dans X.

L’hypohese ([2.2.8)) suit si l'on prend B = iM et (B> — A)'/? = L.

Nous établirons le premier résultat comme suit

Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses(2.2.3) ~ (2.2.8), si de plus D(BA) C D(B?), alors
pour tout f € C9([0,1],X), 0<6 <1 ettout wug,uy € D(A), le probleme [2.2.1) — (2.2.2)

admet une solution stricte unique sur [0, 1].
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Pour la démonstration de ce théoréme, nous avons besoins des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 Sous les hypothéses(2.2.3) ,(2.2.4) on a :

1. L’hypothése(2.2.5) équivalente a :

D(B(B?— A)) C D(B?— A)B) et (22.11)
Vz e D(B(B*>—A)), B(B*-A)z=(B?>- A)B=. -
2. L’hypothése (2.2.5)) équivalente a :
Yy € D(B), (B*—A)"Y2yec D(B) et (2.2.12)
B(B? — A)"Y?%y = (B? — A)"'/2By. -
3. Si (2.2.5)) étant donné, alors
Vy € D(A), A(B? — A Y2y = (B? — A)" Y2 Ay, (2.2.13)
et si[2.2.5)) ,(2.2.7) étant donné, alors
Vy € D(A), B(B?* — A)Y?y = (B* — A)*By, (2.2.14)
4. Si(2.2.5)) ,(2.2.6) étant donné, alors
Yy € X, (B2 — A)"V2A gy = A7Y(B? — A)~ V%, (2.2.15)
et si[2.2.5)) ,(2.2.6),et (2.2.7) étant donné, alors
Vy € D((B* — A)Y/?), ATYB? — A)V?y = (B* — A)2A7 Yy, (2.2.16)
Preuve. Supposons(2.2.3)) ,(2.2.4)).
1. Si (2.2.5) donnée, alors pour tout z € D(B(B? — A)) C D(B) on a
Bz=B(B*— A (B>—-A)z=(B*—- A)'B(B* - A)z (2.2.17)

alors Bz € D(B?*— A) et z € D((B*— A)B).donc
(B* — A)Bz = B(B* — A)z.
Inversement, I'hypothése (2.2.11)) et soit y € D(B).alors

(B* = A)"'y € D(B(B* - A))
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et
B(B2 — A)(32 — A)’ly = (32 — A)B(B2 — A)’ly

ce qui implique

(B* — A 'By = B(B*— A)ly.
2. Si(2.2.12) donnée, alors pour tout y € D(B).on a
B(B2 . A>71/2(B2 . A)71/2y — (B2 . A>71/2B<B2 . A)fl/Zy
= (B 4B~ A) By,

ce qui implique(2.2.5)).
Inversement, supposons(2.2.5)). Soit y € D(B), A € p(—(B? — A)) et 'ensemble

z=(B*—= A+ )Yy
Alors
(B> = A)z =y — Az € D(B),
de sorte que z € D(B(B? — A)). Maintenant d’aprés I'instruction 1, nous avons
B(B*—~ A+ \)z=(B*— A+ \)Bz
et ainsi
(B>~ A+ M) 'By=B(B*—- A+ ) 1y.

Pour conclure, laissez y € D(B). Puis on utilisant une courbe appropriée v, nous pouvons

écrire

271 .

1
(B? — AV = — /(—)\)1/2(32 — A+ )y d.

Maintenant 'intégrale

[ BN B - A any
2l
est convergent puisque

[B(=N)"VAB2— A+ M)7Yy|l, = WTV|(B2— A+ M) By

1Byl
|)\‘3/2 ’
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donc (B? — A)™'%2y € D(B) et

1
B(B*— A%y = o B(=\)"Y3(B* — A4 A1)ty dX
Y
1
= — [(=X\)"Y*(B?>= A+ X)"'By d\
57 7( ) + )" By

= (B2 - A)il/sza

dont([2.2.12)) suit.
3. Si ’hypothése(2.2.5) vérifier, puis de (2.2.12)) on a
vye D(BY), BB - A) V= (B2— A)M2BY,
donc
Yy € D(A), A(B? — A)" Y2y = (B? — A)" V2 Ay.

Supposons que les hypothéses(2.2.5)) et (2.2.7)) vérifier, laisser y € D(A) = D(B?—A). Ensuite
(B? — A)Y?y € D(B) et en d’aprés I'hypothése (2.2.12) on a

B<B2 . A)71/2<BQ . A)1/2y — <B2 . A)71/2B(B2 . A)I/Qy,

qui donne

(B> — A)V2By = B(B* — A)Y%y.

4. 11 suffit de considérer A~y € D(A) et appliquer (2.2.13)), (2.2.14). O

Lemme 2.2.2 Sous hypothéses (2.2.3)), (2.2.4), (2.2.5) et (2.2.7)) on a pour tout z € p(—B —
(B2 — A)Y2) et tout \ € p(B — (B? — A)Y/?).

1.

(2 + B+ (B? - A)YHY(B* - A)~/? (2.2.18)

_ (B2—A)_1/2(Z]+B+(BQ—A)1/2)_1,

(M — B+ (B? - A)YHY(B* - A)~1/2 (2.2.19)
= (82 N A)_1/2(>\[ — B+ (BZ N 14)1/2)—17
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(Z[—i—B—i— (B2 _A)1/2)71(B2 _A)l/Qy

= (B> = A)*(zI + B+ (B> — A)'/*)™y,

()\I - B + (B2 . A)1/2)_1(B2 . A)1/2y
= (B* = A)2(\ - B+ (B> = A)'*) ™y,

oty € D((B? — A)Y/?).

Preuve. 1. On considére £ € X et ’ensemble

y=(B*— A2l + B+ (B*- A)Y*) e DB*- A) =

On utilisant maintenant (2.2.14)) nous avons

(B* — A)'?(2I + B+ (B> — A)'?)y
= (2 + B+ (B*— A)Y?)(B* — A)Y%,

ce qui implique ([2.2.18)) de la méme maniére que nous obtenons ([2.2.19)).

2. 11 suffit appliqué (2.2.18), (2.2.19) a ¢ € X, tel que y = (B? — A)Y/2%¢.

Lemme 2.2.3 Supposons (2.2.3) ~ (2.2.7)) . alors

1.
(B—(B*—A)'?)(B+ (B> - A)V)A =1
{ (B+ (B = A)'2)(B—(B*—A)Y)A 1 =1

2. pour tout y € D((B? — A)Y/?)
(B— (B> = A))A (B + (B - A))y
= (B=(B*=A)")(A7'B - BA Yy +y,
et

(B+ (B> = A)V2)A™Y(B - (B* - A)"?)y
— (B4 (B* = AY)(A'B—-BA Yy + 9.

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)

(2.2.23)

(2.2.24)
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Preuve. 1. D’aprés ’hypotheése (2.2.14)), on a
(B2 . A)1/2BA71 _ B<B2 . A)l/QAfl’
par conséquent

(B— (B> = A))(B+(B* = A)Y%)A™
= BXA'— (B> - A)Y2BA' + B(B? — A)Y?A7 — (B2 - A)A™!
pu— I’
et aussi
(B+ (B> - AY?)(B—-(B*—A)YHAt =1.

2. Soit y € D((B? — A)'/?). Alors

(B — (B* = A)Y)A™Y(B + (B> — A)Y?)y (2.2.25)
— BA'By—(B*— A)Y2A7'By + BATY(B? — A)V%y
_(BZ _ A)l/2A_l(B2 _ A)1/2y'

On utilisant maintenant I’équation (2.2.16f), on trouve

(B2 — A)YV2AY(B? - A)V?y = (B* - A)Y3(B* - A)2A™ Yy (2.2.26)
= B’A™'y—y,
et
BATYB* - A)'?y = B(B*- A)'?A™Yy (2.2.27)

= (B*— A)Y?BA Y.

Utilisant les équations (2.2.25)), (2.2.26)) et (2.2.27)) on obtient

(B— (B> = A A B+ (B* = A)'*)y
= B(A'B—BA Yy — (B2— A)Y*(A'B—BA Yy +y
= (B—(B>— AY)(A'B-BA Yy +y.
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De méme nous obtenons
(B+ (B*— A)*)A™ (B — (B> — A)?)y
= BA'By+ (B*— A)Y2A7'By — BA™Y(B? — A)Y%y
—(B2 . A)I/QA—I(B2 . A)1/2y

= (B4 (B*—= AY)(A'B—-BA Yy +.

g

Lemme 2.2.4 Sous hypothéses (2.2.3) ~ ([2:2.7), B + (B? — A)Y/? est un opérateur borné et

inversible si et seulement si B — (B% — A)'Y/2 est un opérateur borné et inversible et alors

{ (B— (B> = A)2)"t = (B + (B> — A)'/2) A"

(B + (B% — A)1/2) = (B—(B%*— A)l/Q)Afl, (2.2.28)

Preuve. Suppose que B + (B? — A)'/2 est infiniment inversible. Pour prouver que B —

(B?— A)'/? est infiniment inversible, d’aprés I’hypotheése (2.2.22)) on montre que cet opérateur
est injectif.

Soit x € D((B? — A)'/?) telle que
(B—(B? - A)Y*)z=0.

D’aprés 'hypothese ([2.2.20]), nous pouvons écrire

(B — A) (B — A)V2(B + (B — A)V2)7 (B2 — A) /2
= (B - A) (B - A)(B - A)B+ (B - A
= (B+(B* - Ay,

ce qui implique (B + (B? — A)Y/2)~'z € D(A) et ainsi

0 = (B=—(B>=A)Y)(B+ (B>~ AYHATAB + (B? - A)Y?)
= A(B+ (B*— A)Y*) 1z,

Puisque A est injectif, on a trouvé que x = 0. U
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Lemme 2.2.5 Sous les hypothéses(2.2.3) ~ (2.2.7)), les assertions suivantes sont équivalentes

1. B+ (B% — A)Y/2 est infiniment inversible,

2. B — (B* — A)'/? est infiniment inversible,

8. Vye D((B?— A)Y?), (B*— A)Y?(A™'B - BA Y)y =0,
4. Vye D(B), (A7'B—BA Yy =0,

5. D(BA) C D(B®).

Preuve : De I'hypothése ([2.2.22), B + (B? — A)'/? sera infiniment inversible si et seulement
si pour tout y € D((B? — A)Y/?)

(B~ (B~ AV)A B+ (B~ Ay =y

Donc, & ’aide de I'hypoyhése (2.2.23)), B+ (B% — A)'/? est infiniment inversible si et seulment
si pour tout y € D((B? — A)Y/?)

(B — (B*— A)Y?)(A'B-BA Y)Yy =0. (2.2.29)

De méme B — (B? — A)'/2 est infiniment inversible si et seulment si pour tout y € D((B? —
A)l/?)
(B+ (B?>— A)Y?)(A™'B - BA Yy =0. (2.2.30)

D’autre part par le Lemme 4, les assertions 1 et 2 sont équivalentes, et d’aprés les hypothéses

(2.2.29) et (2.2.30]), implique

(B2 — A)Y*(A'B - BA Yy =0, (2.2.31)

pour tout y € D((B% — A)'/?) d’ot I'assertion 3.
Supposons maintenant I’assertion 3 et soit y € D(B).Alors d’aprés ’hypothése (2.2.12)

(B> — A)"'?y € D(B),

et
(B> — A)Y?(A'B - BA™Y)(B?* - A)~V?y =0,
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alors

<B2 . A)1/2A71B<BZ . A)fl/Qy . (B2 . A)I/ZBAfl(BZ . A)71/2y — 0’

donc, a l’aide de 'hypothese(2.2.12)et (2.2.15]), on obtient

(B2 . A)1/2(BQ . A)—1/2A—1By . (B2 . A)1/2(B2 . A)—l/ZBA—ly =0,

et
(A'B-BA Yy =0.

On obtient alors 'assertion 4.

Supposons maintenant 'assertion 4. Puis a 'aide de les hypotheses (2.2.7)et (2.2.29). Par

conséquent B + (B? — A)Y/2 est infiniment inversible c’est I'assertion 1.
Pour conclure il suffit de prouver que les assertions 4 et 5 sont équivalentes.

Supposons 'assertion 4, puis pour y € D(BA) nous écrivons
By = A"'BAy € D(A),

alors By € D(A) C D(B?) et y € D(B?). Cela donne lassertion 5. Inversement, si I’assertion
5 donnée alors, de (2.2.5)), en déduit

vy € D(B(B — A)), (B2 — A)By = B(B* - Ay,
ce qui impliques
Vy € D(B*) N D(BA), By — ABy = B*y — BAy,

donc

Vy € D(BA), ABy = BAy,

d’ou découle 'assertion 4

Preuve de théoreme 2.2.1 : Supposons ~ (2.2.8), et D(BA) C D(B?), laisser
f e C%0,1];X), ou § € ]0,1[, et up,u; € D(A). Notre premiére étape consiste & trouver
une solution particuliere u(.) de (2-2.1]). Nous introduisons 7(.) par

u(t) = —%/O V(t—s)(B?>— A)"V2f(s)ds (2.2.32)
= / U(s — 1)(B — A) V2 (s)ds,
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pour 0 < ¢ <1, ou V() et U(t) sont des semi groupes analytiques générés par —B — (B? —

A)%et B — (B% — A)Y/? respectivement.

Alors u(.) est fortement différenciable sur [0, 1] et en raison de Lemme 2, nous avons

() = 1/ V(t— 8)(B + (B — A)YV2)(B2 — A)"Y2f(s)ds
by [ UG =08 = (B = APRYB = )i
— 5( +(B* - A)Y*\(B 1/2/0Vt—s ds

2B - A [ U osas

t

Nous remarquons que

2 1/2— _ 1 !
(5 = A)Fa0) = =5 [ UG

- _%/0 U(s)(f(s)—f(o))ds—%/o U(s)f(0)ds

On rappelle qu'’il existe C' > 0 telle que pour tout s € ]0, 1]

1a

(B = (B =AU s)| < =

S

alors, puis que f € C?([0,1]; X), on a

(B2 = AJa(0) = —5(B* = A)%(B - (B - 4)2)"!

1

(B~ (B* = A)"2)U(s)(f(s) - f(0))ds

DN | —

X

S—

(B2 = A)Y2(B — (B>~ A)*)"{(U(1) - U(0))£(0),

DO | —

il s’ensuit que

u(0) € D(B* — A) = D(A). (2.2.33)

De la méme maniére que nous obtenons

(1) € D(A). (2.2.34)
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Puis que f est Holdérienne, on déduit que (.) est deux fois continuement différenciable et

a'(t) = —%(B + (B* = A)Y?)(B* - A)~Y*(B + (B* — A)'/?) /Ot V(t—s)f(s)ds

LB+ (B - AB - )

—5(B = (B = )35 = ) R(B = (5= ) [ Us = 0)f(s)as

_%(B — (B = A))(B® — A2 ()

= BB - [ S ) - fw)as

—%(B + (B2 = A)VA(B*— A)V2(I - V() f(t)

LB+ (B - AB - )

5B~ (B = B - ) [T ()~ e
1

—5(B = (B2 = V3B = AU - 1) - D)

(B (B = A) ) (B — A) ()

= BB - [ a5 - fo)as

5B~ (B = AP = ) [ () Fle)ds

F5(B+ (B = A (B — AV (1) £(1)
_%(B — (B — A)Y2)(B2 — A)TV2U(1 - 1) f ().
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de plus, d’aprés le lemme 2, u(t) € D(A), Au(.) € C([0,1]; X) et
1

Au(t) = —§A(BQ—A)‘1/2 (/OtV(t—s)f(s)der/tlU(s—t)f(s)ds)

= A - ) [ )6 - s

1

1 Lou

, Os

_%A(BQ — A)TVHB = (B2 = AU - 1) = D (1)

1
— __AB2_A71/2B BZ_A1/2 -1
JA? = Ay + (2 -y [ O
1 Lou
_ __ABZ_A—1/2B_ B2—A1/2_1/—
A = 4B = (5 -y [
1

—GAB? = A) (B4 (B = A)) (1),
FSAGB = A) (B~ (B — AP 7 (h),
‘%Aw? — AT B (B2 = ATV () £(1)

_% (B2 — A) V(B — (B2 — A)Y2)"lU(1 — ) £ ().

Maintenant
SAB? = A)VA(B 4 (B = )7 — (B4 (B — A7)
= SAB - A)VA(B + (B - A)AT (B~ (B
— A(BQ . A)_1/2(32 . A)l/QA—l
= I,
et ainsi
A(t) = () + GAB? — A)VAB 4 (B~ A)) V(1) (1)
SAB? — A P(B — (B~ AU - 0)f(1)

—§A(B2 —A)TVAHB 4+ (B> = AV U - V(@) f(t)

—5A(B? = A)7VA(B - (B? = A7 / ——(s = t)(f(s) = f(t))ds

— A
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Remarquons que A(B? — A)~Y2(B £ (B? — A)Y/?)~! € L(X)).
Puis que f est holdérienne et de la formule , il est bien conue que
/t V(t—s)f(s)ds € D(B+ (B*— A)Y?) = D((B*— A)Y?
0
/1 U(s —t)f(s)ds € D(—B+ (B*— A)/?) = D((B*> - A)Y/?),
t
ensuit @(t) € D(B) et
BU(t) = —%B(BQ — A2V () () + %B(BQ — A)TV2PUQ =) f(t)
B(B+ (B* = A)'/?)~!

/as (t = $)(B+ (B* = A)V*)(B* = A)72(f(s) = f(1))ds

+= B( —(B? — AVt

2
t O (0 = (B2 AR = A1) — ().
Donc
w'(t) + 2B (t) + AT(t) = f(t) + %((z) + (i) + (iid) + (iv)),

(i) = {-B(B*—A) 24+ 1+ AB*- A 2B+ (B>~ AY) V() f(t)
(i) = {B(B*- A)—l/2 +1—AB*=A)VAB - (B2- AYHTI U - f (1)
(iii) = —{=B(B*—= A"+ 1+ AB*— A)*(B+ (B> - A)"*)}

/a (t— $)(f(s) — f(1))ds,

(iv) = {B(B*-A)" 1/2+I A(B* — A)7V3(B — (B> — A)V/*) 1}

< [ Gt = 070s) - 1(0)as.

Et d’autre part

A B2 A 1/2(B+(32 A)l/Q)fl

—(B*2— A

(

_ _(BZ A 1/2(B—|—(B2 A)1/2)—1 —|—B(32 _A)—1/2B(B+ (BZ —A)l/2)_1
( 1/2 (B—f- (B2 _A)1/2)—1 +B(32 —A)_1/2 —B(B—I— (BZ _A)1/2>—1
(

)"
)
)Y
)"

B2 - A
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Par conséquent (i) = (éii) = 0.

De méme, on voit aisément que (i) = (iv) = 0. Nous avons prouvé que u(t) est la solution

stricte unique de (2.2.1)) satisfaire les conditions aux limites

0) = —%Alﬂ$@”—m1”ﬂ@$,
u(l) = —%/0 V(1 —s)(B*— A)"Y2f(s)ds.

Pour conclure notre preuve, considérons maintenant le probléme homogene
V"(t) + 2B’ (t) + Av(t) = 0, t€0,1], (2.2.35)
avec les conditions aux limites
v(0) = xo, v(l) = x4, (2.2.36)

ol xg,x1 € D(A). Nous avons les lemmes suivantes

Lemme 2.2.6 Supposons (2.2.3) ~ (2.2.8) et D(BA) C D(B?). Si xy,x1 € D(A), alors le

probléme(2.2.35)) — (2.2.36) a une solution stricte unique.

Preuve. 1l suffit de montrer que sous les hypoyhéses indiquées, le probléeme ([2.2.35) —

(2.2.36]) a une solution stricte. pour montrer ce résultat on a la solution explicite
v(t) = V()& + U1 — )&y, (2.2.37)

ou
Z _ 6_2(B2_A)1/2

§o= (I —2Z) wg—U(1)a1)
&= —2Z) oy = V(1)xg).

Notez que puisque I’axe imaginaire est contenu dans ’ensemble résolvante
p(=(B* = A)'?),

I — Z a un inverse borné (voir Lunardi [I5], page 60)

1 2z
I-2"=— [ =5

= T4+ (B2 A)Y)H T
omi 7#1—622(2 + JU) e
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oll 74 = 7; — 7, est une courbe appropriée dans le plan complexe voir (voir Lunardi [I5],
page 59). D’autre parte, puisque zg, 21 € D(A) et d’aprés 'hypothese (2.2.4)), il existe n € X

tel que

(zI + (B* — A)Y?) Y20 — U(1)21)
= (2l +(B* = A)*)(B> =AMy
= (B*—A) Yzl + (B> = A)'?)"'n e D(A),
donc &y = (I — Z) (xg — U(1)x1) € D(A). De méme &, € D(A).
De du Lemme 2 il s’ensuit que pour z € p(—B — (B? — A)Y/?) et y € D((B? — A)'/?)
que
(2 + B+ (B? — A)Y%) By (2.2.38)
= (2I+ B+ (B*-A)YH)™!
X((zI + B+ (B? — A)Y%)y — 2y — (B? — A)Y?y)
= y—2(2I+ B+ (B*= A)YH) 1y
—(B? — A)2(2I + B+ (B* - A)Y/%)~ 1y
= ((zI+B+ (B> = A)"?) — 21 — (B> — A)'/?)
x(zI + B+ (B> = A)'/*)™y
= B(zI + B+ (B*— A)'?)™y.
De méme
(M — B+ (B* — A)Y?)™ By = B(\I — B+ (B* — A)Y%) Yy (2.2.39)
pour \ € p(B—(B?— A)Y?) et y € D((B?— A)'/?). Par conséquent, on utilisant la deuxiéme
partie de Lemme 2 on obtient
(21 + B+ (B?— A)Y2)"Y(\ = B+ (B? — A)Y?)y
= (A=B+(B*=A)'?)(zI + B+ (B> — A)'/*)™y,
qui donne
(A= B+ (B> =AY Y2 + B+ (B? — A)YH)! (2.2.40)
= (2[+B+(B* =AY\ =B+ (B*- AHYH L
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D’aprés et que U(t), V(t) commute, et
%(U(t)V(t)) = —2U(t)(B® = A)?V(t) = —2(B* = A)PU )V (1),

ce qui implique
en particulier

Puisque

U =2)" = —-2)7'U(),
au D(A) = D(B? — A) (voir le Lemme 2), on a
v(0) = &+ U)E
= (I=2)(zo—U(L)ar) + UML) = Z)" (21 = V(1)zo)
= (I-2) Yoo —UD)x) + ([ = Z2)'U1) (21 — V(1))

= Xp.

De méme

v(l) = z1.
Nous avons aussi que v(.) est fortment différenciable pour t € [0, 1] et
V() = ~V()(B + (B — A/, — UL t)(B — (B* — A)/2)e,.
Rappeler que, puisque &, &, € D(A), alors

(B+(B* = A)*)(B — (B* — A)")¢, = Ag,, i€{0,1}.

D’aprés les hypothéses (2.2.38) et (2.2.39) on a pour y € (D(B? — A)'/?)

BV (t)y = V(t)By, BU(1—t)y=U(1—t)By.
Donc

2BV (t) = —V(t)2B(B — (B* — A)Y?)71 A¢, (2.2.41)
—~U(1 —t)2B(B + (B* — A)Y*)1A¢,;
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de plus, le Lemme 2 garantit que v est deux fois différentiable et

V"(t) = V(t)(2B? — A+ 2B(B* — A)Y?)¢, (2.2.42)
+U(1—t)(2B* — A —2B(B? — A)'/?)¢,.

La commutativité des opérateurs impliqués donne que pour t € [0,1], v(t) € D(A) et

Av(t) = V(1) A&y + U(1 — t)Ag,. (2.2.43)

On fait la somme de I’équation (2.2.41)), (2.2.42)et (2.2.43)), et on passe par les lemmes 4 et 5

v"(t) + 2B’ (t) + Av(t)
= V(t)[2B(B+ (B* — A)'?) —2B(B — (B> — A)'*)7' 4] &,
+U(1 —t) [2B(B — (B* — A)"? —=2B(B + (B* - A)Y*)7'A] ¢,

g 07

pour tout ¢ € [0,1]. O

Pour conclure la preuve de Théoréme 2.2.1, notez qu’en raison de (2.2.33)), (2.2.34)

up — u(0) € D(A), uy —u(l) € D(A).

Maintenant, on note % la solution stricte du probléme (2.2.35)) — (2.2.36) avec

o = Uy — E(O), Ir1 = Uy — ﬂ(l),

alors il est simple de reconnaitre que

u(.) =u(.)+al(.),

est la solution unique de probléeme (2.2.1)) — (2.2.2)) .




Chapitre 3

Régularité Maximale de la solution
stricte

Dans cette section, nous allon prouver le théoréme de la régularité maximal

Théoréme 3.0.2 sous U'hypoyheses(2.2.3) ~ (2.2.8), si de plus D(BA) C D(B3?), alors pour
tout f € C%([0,1];X), 0 < 0 < 1 et tout ug,u; € D(A) satisfait

f(i), Au; € D_(g2_4)(0/2,00) = (D(A), X)1-9/2,00 i=0,1,

lunique solution stricte u de probleme (2.2.1) — (2.2.2) on a la propriété de la régularité

mazimal : ", Bu', Au € C°([0,1]; X),

ici D_(g2_4)(0/2,00) est I'espace d’interplotion réel caractérisé par

D_(BQ_A) (Q/Q; +OO)
= {(p € X : supr?/? H(B2 — A)(rl + B* - A)_IQOHX < oo} :

r>0

Preuve. Nous rappelons que

ut) = V() +U(1—-1)§

—%(32 — A)TL2 (/Ot V(t—s)f(s)ds + /tl U(s — t)f(s)ds>

ou

& = (I—2) " (u—U(l)u)

w3t =277 = a2 ([Tue) s - v [ vi- o ses)
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51:

On écrit

et

Maintenant

(11)

(I = 2Z)" (ur = V(L)uo) 1 1
L (I —2Z)"YB*— A)~1/2 (/0 V(1 —s)f(s)ds+ V(1) /U U(s)f(s)ds) .

(B+(B* = A)*)(B - (B* -~ A)'?)
(B~ (B* = A)Y)(B + (B>~ A)"?),

V()AL + U1 = 1)AE,)

2

(I) + (I1).

1

1

(BB

(BB -

1

(BB -

2

1

—(B(B?
+5(B(

1
——(B(B?

S (B(

1

S (BB -

2

(BB -

—5(3(32 -

+ <_1A(B2 _ Ay (/OtV(t _ 8)f(s)ds + /tl U(s — t)f(s)ds)>

A2 [)(B 4 (B2 — A)2) /0 V(t— ) f(s)ds

A)7V2 4L 1) (B - (B* — A)Y?) /t Uls —t)f(s)ds

A=) [ S = o) - Foyas
A2 1) [ 58 = ()~ fe)ds

A2 D))+ (BB

1

— AT =DV f(1)

— AT Df(t) - S(B(B? = A2+ DU 1) f(2)

2

Ay [ 5o 9 - s

A7) [5G =0 - 7o)
— A V() - F(0))
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done, (I1) € C9([0,1]; X), si f € C9([0,1]; X) et
f(0) € D_p_(gr_ay2(0,00) = D_g2_ay1/2(0,00) = D_(p24)(0/2,00)
f(1) € Dp_(g2_apr(0,00) = D_ g ay/2(0,00) = D_(g2_)(0/2, 00),
voir ([3], Proposition 1.3 et Théoréme 1.4, pp. 360-361)
pour (I), on a
I = (I-2)'V(t)Au — (I — 2)'U1)V(t) Auy
+(I - 2)'U(1 —t)Auy — (I — Z)~ 1V(1) (1 —t)Aug
(T = 2) V(A A) U(s)f( )ds

1

—5(I=2)" W ()U( — A)7Y2 V 1—s)f
0
1
+5(=2)" W1 -1A 2 v —s)f

[e=]

—%(1_2)—1v<1>U<1—t>A<B a7 [ ussas

= () + (I2) + (Is) + (1a) + (I5) + (Je)- 0
Puisque Aug, Auy € D_(p2—4)(6/2, 00), alors (I1), (I5) € C?([0,1]; X). On écrit
A= 7 [ U5
= (B(B*—A)*+ 1) (B - (B*- A)Y? /1 U(s)f(s)ds
= (B(B*= A2 4 1)( A)V/?) / Uls

+(B(B> - A)"Y2 4 1) (B - (B* - A)1/2)/ U(s)f(0)ds
= (B = AP+ D) [ (B (B = AU~ S(0)ds
+(B(B>— A)7V2 4 ) (UQ1) - 1)£(0).
Maintenant, on sait que

/O (B — (B — A)2)U(s)(f(3) — F(0))ds € Dyy_o_ysa(6, 00).

voir ([3], Théoréme 1.4, p. 361). Donc

V(t)/o (B — (B> = A)Y2)U(s)(f(s) - f(0))ds € C°([0,1]; X).
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Par contre, 'hypothése sur f(0) implique V() f(0) € C?([0,1]; X).
Puis (13) € CY([0,1]; X).
Concernant (I,), on écrit
A(B? - A)_1/2/0 V(1 —s)f(s)ds
= (B(B*=A)* - ) (B+ (B - A)1/2)/0 V(L —=s)(f(s) = f(1))ds
B = A7 = 1B + (5= A [ V=9 ds
— (BB A - / (B+ (B2 = )2V (1 - )(£(s) - £(1))ds
+H(B(B* — A)7V2 - 1)1 )f(1).

Les mémes arguments utilisés ci-dessous impliquent (1) € C?([0,1]; X).

Ainsi (I5) et (Ig) sont traités de maniére analogue en changeant U(1 — t). Alors, sous les
hypothéses précédent, Au(.) € C?([0,1]; X).

D’autre part

Bu(t) = ~V(O)BB+ (B~ A — UL~ )B(B - (B> — A))e,
+%B(B2 — A)TV2L(B +(B* - A)Y?)
[ vie- ) - s+ (1 - V(t)>f(t)}
+%B(BQ — A)TV2{(B - (B* - A)Y?)

[ U= 006 - s+ -1 - I)f(t)}
= (Jl) + (JQ) + (J3) + (J4).

Les arguments précédents s’appliquent a (J3) et (Jy). De plus, puisque &,,&; € D(A), on

trouve

B(B+(B* - A)V)AT A, = B(B—(B*— A)'?)71Ag,
B(B — (B*— A)Y)A7'A¢, = B(B+ (B?— A)Y?)7A¢,.

Mais nous avons déja que V(.)A¢, € C%([0,1]; X), U(1 —.) A&, € C%([0,1]; X). O
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Exemples

Exemple 4.0.1 : Condition aux limites périodiques

Prenons X = L*(0.1) et introduisons l'opérateur T : D(T) C X — X définit par

{ D(T) ={f € H'(0.1): f(0) = f(1)}
Tf=if"

Il bien connu que T est auto-adjoint et que le spectre est o(T) = 2nZ, ([12] , page 75). De
sort que T?, ot

{ D(T?) = {f € H¥(0.1) : £(0) = f(1), /(0) = /'(1)}
T*f = —f",

est auto-adjoint positif, On introduisant alors B = —iT et A définie par
{ D(A) = D(T?)
Af = (=2T% —al)f = 2f" — af,
(otva > 0). Puis (B> — A) = T? — al avec le domaine D(T?) est auto adjoint positif. donc
D(T) coincide avec I’espace d’interpolation complexe, et (T? — al)'/? est auto-adjoint positif
d’aprés la remarque (2.2.1), on a £B — (B> — A)Y/? génére un semi group analytique en X .

1l s’ensuit que nous pouvons résoudre le probléme de la valeur aux limites

(4 (2,t) + 228 (2, t) + 224 (2, 1) — au(z, t)
= f(z,t), (2,t) €(0,1) x (0,1),
u(z,0) = up(x), 0<z<1,
< u(z,1) = uy(x), 0<z<l,
u(0,t) = u(1,1), 0<t<l,
Qu(0,t) =24(1,t), 0<t<l,
\ S, )= Bi(1h), 0<t<t,

avec ug,uy € D(A) = D(T?),telle que f € C?([0,1]; L?(0,1))



Exemple 4.0.2 Les opérateurs paraboliques dégénérés
Soit a € C1([0,1]) une fonction & valeur réelle qui est strictement positive sur (0,1), a(0) =

a(l) = 0. Définissons l'opérateur différentiel

d du
Tu= -2 (o2 D(T
y dx(adx), we D(T),

ol

D(T) = {ueL*0,1):

u est localement absolement continue dans (0,1) et aur € Hy(0,1)} .

Alors, (voir [9, Lamme 2.7 et Théoréme 2.8) on montre que T est auto-adjoint et géneére un

semi-groupe analytique d’angle 7/2 et borné en L*(0,1). Soit

{ D(B) = D(T)
B =T,

et

D(A) = D(I*)={ue L*0,1):au € Hy(0,1) et a(ar')" € Hy(0,1)}
A = —aoT?—cl,

ot v > 1 et ¢ > 0, telle que
B>~ A= (a—1T%+cl,

12 est positif avec le domaine

B? — A est un opérateur auto-adjoint positif, alors (B*> — A)
D(T) et donc par la remarque( 2.2.1) B — (B? — A)Y? génére un semi-groupe analytique
de X, avec le domaine D(T), donc nous pouvons traiter le probléme aux limite

( 2 . 24
T (2.) + 202 (al@) 2 (0,0))

(x,t
u(r,0) = up(), 0<x<l,
u(z,1) = uy (), 0<x<l,
(a24) (0,8) = (a22) (1,t) =0, O0<t<1,
(as (a32)) (0.0) = (s (ad2)) (L) =0, 0<t<1,
| (agxgt (0,1) = a&é@) (1,t)=0, 0<t<]1,

avec ug,uy € D(A) a condition que f € C([0,1]; L?(0,1)).
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CONCLUSION

Ce travail est consacré a I’étude de I’équation abstraite compléte du second ordre
u' (t) 4 2Bu (t) + Au(t) = f(t), te(0,1).
Avec les conditions aux limites :
u(0) =up, u(l)=u.

Ou A et B sont deux opérateurs lineaires fermé dans I’espace de Banach complexe X, le
second membre f est une fonction continue sur [0.1] et ug, u;sont des donneés dans D(A).

On s’intéresse a 'existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution de ce probléme.
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Résumé :

L’objectif de ce travail est ’étude I’existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution
stricte d’une équation differentielle complete du second ordre de type elliptique a coefficients
opérateurs.

Les techniques utilisées reposent sur la théorie de semi-group, le calcule fonctional de Dunford
et principalement sur le travail de Angelo FAVINI, Rabah LABBAS, Stéphane MAINGOT,
Hiroki TANABE et Atsushi YAGI.

Mots clés :

Equation differentielle opérationnelle du second ordre de type elliptique, conditions aux li-

mites, régularité maximale, semi-groupe, espace d’interpolation.
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