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INTRODUCTION

Ce travail est une synthèse des résultats obtenus dans l�article de Angelo FAVINI , Rabah

LABBAS , Stéphane MAINGOT , Hiroki TANABE et Atsushi YAGI "On the Solvability

and Maximal Regularity of Complete Abstract Di¤erential Equations of Elliptic Type 2004".

Le but était d�étudier l�existence, l�unicité et la régularité maximale de l�équation di¤éren-

tielle abstraite complète de second ordre suivante

u
00
(t) + 2Bu0 (t) + Au (t) = f (t) ; t 2 (0; 1) (0.0.1)

avec les conditions aux limites

u (0) = u0; u (1) = u1: (0.0.2)

Ici A et B sont deux opérateurs lineaires fermés dans l�espace de Banach complexe X, le

second membre f est une fonction continue sur [0:1] et u0; u1sont des donneés dans D(A):

L�objectif de ce travail est de trouver les conditions nécessaires et su¢ santes pour avoir une

solution stricte u de problème(2:2:1)� (2:2:2), ainsi que dans ce cas on dira qu�une solution

stricte u à la régularité maximale.

Le présent travail est consacré à l�étude d�une équation di¤érentielle abstraite complète de

second ordre avec des conditions aux limites.

Ce mémoire comporte quatre chapitres et est organisé comme suit.

Dans le premier chapitre est consacré à des rappels sur les outils mathématiques utilisés dans

ce travail on introduit les notions d�opérateurs linéaires fermés, les semi-groupes, l�intégral

de Dunford, les espaces d�interpolation, les puissance fractionnaires d�opérateurs, la théorie

des sommes d�opérateurs, les espace de Hölder, et les opérateurs adjoints.

Dans le deuxième chapitre il y�a deux partie, dans la première partie on a étudie de cas

particulier B = 0. Dans la deuxième partie on a étudié l�existence et l�unicité de la solution

stricte.

Le résultat de ce chapitre est représenté par le théorème suivant :



Théorème 0.0.1 Sous les hypothèses(2:2:3) � (2:2:8), si de plus D(BA) � D(B3); alors

pour tout f 2 C�([0; 1]; X); 0 < � < 1 et tout u0; u1 2 D(A); le problème (2:2:1)� (2:2:2)

admet une solution stricte unique sur [0; 1].

Dans le troisième chapitre on a étudie la régularité maximale de la solution u. Le résultat de

ce chapitre est représenté par le théorème suivant :

Théorème 0.0.2 sous les hypothèses(2:2:3) � (2:2:8), si de plus D(BA) � D(B3), alors

pour tout f 2 C�([0; 1] ;X); 0 < � < 1 et tout u0; u1 2 D(A) satisfait

f(i); Aui 2 D�(B2�A)(�=2;1) = (D(A); X)1��=2;1; i = 0; 1;

la solution stricte u de problème (2:2:1) � (2:2:2) a la propriété de la régularité maximale :

u00; Bu0; Au 2 C�([0; 1] ;X):

Et le quatrième chapitre est une application de ce qu�on a traité dans les chapitre précédent

sous forme d�exemple de problème concrets dans l�espace de travail.

Le travail se termine par une bibliographie relative à l�ensemble des travaux présentés ici.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

Ce chapitre est constitué d�un rappel de quelques notions et compléments mathématiques en

relation avec ce travail. On citera en particulier, les théories des opérateurs et des

semi-groupes .

Nous considérons X un espace de Banach complexe.

1.1 Les opérateurs linéaires bornés et fermés

On va e¤ectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés et fermés a�n que les

notations utilisées au cours de cette thèse soient claires.

1. On rappelle que A est un opérateur linéaire sur X un espace de Banach si et seulement

si c�est une application linéaire dé�nie sur un sous espace vectoriel D (A) � X(domaine

de dé�nition de A)de X; à valeurs dans X.i.e. tel que pour tout x; y 2 D(A) et pour

tout � 2 C on a :

�A(x+ y) = Ax+ Ay;

� A(�x) = �Ax:

2. A est dit borné si

D (A) = X et 9c > 0 : kA�k � c k�k

et on écrit A 2 L(X):

3. .A est dit fermé si et seulement si son graphe est fermé, i.e, pour toute suite(xn)n 2

D (A) telle que �
xn ! x
Axn ! y

=)
�
x 2 D (A)
Ax = y:



1.2 Les semi- groupes 3

4. A est dit fermable si et seulement s�il admet une extension fermé, ce qui équivaut à dire

que pour toute suite(xn)n 2 D (A) telle que�
xn ! 0
Axn ! y

) y = 0:

La convergence des suites xn et Axn au sens de la norme de l�espace X.

La notion fermabilité des opérateurs linéaires est importante dans la résolution de certaines

équations aux dérivées partielles car elle permet d�avoir des solutions distributions, (voir Kato

[12])

D(A) est appelé le domaine de A. On dit que A est à domaine dense si D(A) = X i.e, si pour

tout x 2 X; il existe une suite (Xn)n�0d�éléments de D (A) telle que x = lim
n!+1

xn:

1.2 Les semi- groupes

Dé�nition 1.2.1 Soit X un espace de Banach. On dit que la famille (G (t))t�0 d�opérateurs

linéaires bornées sur X constitue un semi-groupe si :

1. G (0) = I = IE;

2. 8t; s � 0; G (t+ s) = G (t)G (s) :

Lorsque la famille (G (t))t�0est donnée pour t 2 R et que la deuxième propriété est véri�ée

pour tous t et s de R on dira qu�on a un groupe.

Dé�nition 1.2.2 On dit qu�un semi-groupe (G (t))t�0est fortement continu si et seulement

si

pour tous x 2 X, l�application t! G (t)x de R+dans X est continue c�est à dire

8x 2 X; lim
t!0

kG (t)x� xkX = 0

on dit aussi que (G (t))t�0 est un C0 semi-groupe.

Proposition 1.2.1 Si (G (t))t�0 est semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes

M � 1 et ! � 0 telles que

8t � 0; kG (t)xkL(X) �Me!t:
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Dé�nition 1.2.3 On appelle générateur in�nitésimal d�un C0semi-groupe (G (t))t�0 ;l�opérateur

� dé�ni par 8><>: D (�) =

�
x 2 X : lim

t!0+
G(t)x�x

t
existe dans X

�
8x 2 D (�) ;�x = lim

t!0+
G(t)x�x

t
:

Proposition 1.2.2 Si � est générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (G (t))t�0, alors

1. � est linéaire fermé de domaine D (�) dense dans X.

2. L�ensemble résolvant � (�) dé�ni par :

� (�) = f� 2 C : (�� �I) est inversible dans L (X)g ;

qui contient le demi-plan

P! = f� 2 C : jRe (�)j > !g ;

et 8� 2 P!;8n � 1 (�� �I)�n
L(X)

� M

(Re�� !)n :

3. La résolvant de � est donnée par la transformation de Laplace :

8� 2 P!; (�� �I)�1 x =
Z 1

0

e��tG (t)xdt;

où M et ! sont les constantes de la proposition précédente.

La réciproque de ce résultat est donnée par le célèbre théorème de Hille-Yosida suivant :

Théorème 1.2.1 (Hille� Y osida) [12] Soit � : D (�) � X ! X un opérateur linéaire tel

que :

1. � est fermé et D (�) est dense dans X:

2. Il existe M � 1 et ! � 0 tels que :

� (�) � f� 2 C : jRe (�)j > !g ;
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et pour Re (�) > !; n = 1; 2:::

(�� �I)�n
L(X)

� M

(Re�� !)n :

Alors � est le générateur in�nitésimal d�un C0semi-groupe (G (t))t�0 :

Proposition 1.2.3 On peut retrouver le semi-groupe (G (t))t�0 à partir de son générateur

� par la formule

G (t)x = lim
�!1

et��x; t � 0; x 2 X;

où �� 2 L (X) est l�approximation de Yosida dé�nie par

�� = ��� (�� �I)�1 � > !:

La proposition suivante détaile les principaux propriétés des C0 semi-groupes.

Proposition 1.2.4 Soit (G (t))t�0 un C0 semi-groupe de générateur in�nitésimal �; alors

on a :

1. Pour tout x 2 X; la fonction t! G (t)x est continue sur R+:

2. Si x 2 D (�) et t � 0 alors G (t)x 2 D (�) :

3. La fonction t! G (t)x est continûment dérivable sur R+ si et seulement si x 2 D (�) :

Dans ce cas

8t � 0; d

dt
G (t)x = �G (t)x = G (t) �x:

4. Pour tout x de X et tout t � 0Z t

0

G (s)xds = D (�) et�

Z t

0

G (s)xds = G (t)x� x;

et si de plus x 2 D (�)

�

Z t

0

G (s)xds =

Z t

0

G (s) �xds = G (t)x� x:
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5. Si � est générateur in�nitésimal d�un autre C0 semi-groupe de (S (t))t�0 ; alors

8t � 0; S (t) = G (t) :

La proposition précédente permet d�a�rmer entre autre que si � est le générateur in�nitésimal

d�un C0 semi-groupe de (G (t))t�0 et si u0 2 D (�) ; la fonction u : [0;+1[! X dé�nie par

8t � 0; u (t) = G (t)u0;

est l�unique fonction dans C1 ([0; 1] ;X) \ C ([0; 1] ;D (�)) ; solution

du problème de Cauchy
�
u0 (t) = �u (t) ; x 2 [0;+1[

u (0) = u0:

Dé�nition 1.2.4 On a (G (t))t�0 est un C0 semi-groupe telle que

8t � 0; kG (t)xkL(X) �Me!t:

on dit que :

*(G (t))t�0 in�nitésimal borné si M � 1 et ! = 0:

*(G (t))t�0 de contraction si on a (1; 1) avec M = 1 et ! = 0:

1.2.1 semi-groupes di¤érentiables

Dé�nition 1.2.5 On dit qu�un C0 semi-groupe (T (t))t�0 est di¤érentiable si pour tout x de

X, la fonction t! T (t)x est di¤érentiable de ]0;+1[ dans X:

Proposition 1.2.5 Soit (T (t))t�0 un C0 semi-groupe di¤érentiable de générateur in�nitési-

mal �. Alors, pour n 2 N et x 2 X, on a :

1. 8t 2 ]0;+1[ ; T (t)x 2 D (�n) :

2. t 7! T (t)x est n fois di¤érentiable sur ]0;+1[ et

8t 2 ]0;+1[ ; T (n) (t)x = �nT (t)x

3. 8t 2 ]0;+1[ ; T (n) (t) 2 L (X) :

4. t 7! T (n) (t) est di¤érentiable (donc continu) de ]0;+1[ dans L (X) :
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1.2.2 semi-groupe analytique

Dans toute la suite arg désigne la détemination principale de la fonction argument caractérisée

par:

arg (z) = ' si z = rei�; r > 0; ' 2 [��; �] :

Dé�nition 1.2.6 Soit � 2 ]0; �] : On appelle semi-groupe analytique, l�application G dé�nie

sur le secteur S� avec

S� = fz 2 C� : jarg (z)j < �g ;

et à valeurs dans L (X) telle que :

1. z ! G (z)est analytique sur S�:

2. G (0) = I et 8x 2 X; lim
z ! 0
z 2 S�

kG (z)x� xkX = 0:

3. 8z1; z2 2 S�; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) :

Si de plus Sup
z2S�

kG (z)k < +1; on dit que (G (z))z2S� est uniformément borné dans S�:

1.2.3 semi-groupe analytique généralisé

On dit que
�
exQ
�
x�0 est un semi-groupe analytique généralisé si Q est un opérateur linéaire

dans X;de domaine non dense et véri�ant :(
� (Q) � S!;� =

�
� 2 C nf!g = jarg (�� !)j < �

2
+ �
	
et

sup
�2S!;�

(�� !) (�I �Q)�1
L(X)

< +1; ,

où ! 2 R et � 2
�
0; �

2

�
:

Dans ce cas
�
exQ
�
x�0 n�est pas supposé un semi-groupe fortement continu (voir Sinestrari,

E. [18]; Lunardi [15]).

Remarque 1.2.1 En �xant r > 0; �0 2 ]0; �[ alors
�
exQ
�
x�0 est dé�ni

par

exQ =

�
1
2i�

R

e�x (�I �Q)�1 d� si x > 0

I si x = 0;
;

où  est le bord de S!;� nB (0; r)orienté négativement.
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1.2.4 Générateur in�nitésimal de semi-groupe analytique (ou ho-
lomorphe)

Théorème 1.2.2 Soit � le générateur in�nitésimal d�un C0semi-groupe (G (z))z2S� unifor-

mément borné sur X: Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. Il existe � 2
�
0; �

2

�
et C � 0 tels que(

� (�) � S�
2
+� et

8� 2 S�
2
+� ,

(�� �I)�1
L(X)

� C
j�j :

:

2. (G (t))t�0est un C0 semi-groupe di¤érentiable et il existeM > 0 tel que pour tout t > 0;

G (t) 2 L (X;D (�)) et k�G (t)kL(X) �
M

t
:

3. Il existe � 2 ]0; �] tel que (G (t))t�0 soit prolongeable en (G (z))z2S� semi-groupe sur

X; analytique sur S�; uniformément borné dans S�:

Théorème 1.2.3 Soit � : D (�) � X ! X un opérateur linéaire. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. � est fermé, D (�) est dense dans X et il existe C � 0 tel que(
� (�) � � = f� 2 C�=Re� � 0g et
8� 2 �;

(�� �I)�1
L(X)

� C
j�j :

:

2. � est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique, uniformément borné

(G (t))t�0 qui de plus se prolonge en (G (z))z2S� ; semi-groupe sur X, analytique dans

S�; uniformément borné dans S� (avec � 2 ]0; �]):

1.3 Les espaces d�interpolation

On donne ici certaines caractérisations des espaces d�interpolation.

Dé�nition 1.3.1 Soit X un espace de Banach.
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On désigne par Lp� (R+; X) avec p 2 [1;+1[ ; l�espace de Banach des fonctions f fortement

mesurables dé�nies pour presque tout t 2 R+ et telles que�Z +1

0

kf (t)kpX
dt

t

� 1
p

= kfkLp�(R+;X) < +1:

Si p = +1; on dé�nit l�espace L1� (R+; X) par

f 2 L1� (R+; X),
(
f : R+ ! X est fortement mesurable et

Sup
0<t<1

ess kf (t)kX <1: :

Dé�nition 1.3.2 Soient (X0; k:k0) et (X1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant conti-

nument dans un espace topologique séparé X:

Pour p 2 [1;+1] et � 2 ]0; 1[ ; on dit que x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si�
i)8t > 0;9u0 (t) 2 X0;9u1 (t) 2 X1=x = u0 (t) + u1 (t)

ii)t��u0 2 Lp� (R+; X0) ; t1��u1 2 Lp� (R+; X1) :

Proposition 1.3.1
�
X0 \X1; k:kX0\X1

�
;
�
X0 +X1; k:kX0+X1

�
et
�
(X0; X1)�;p ; k:k�;p

�
sont

des espaces de Banach pour les normes respectives(
kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1 si x 2 X0 \X1;

kxkX0+X1 = inf
xi2Xi;x0+x1=x

�
kxkX0 + kxkX1

�
si x 2 X0 +X1;

et 8>><>>:
kxk�;p = inf

ui : R+ ! Xi; i = 0; 1 :
8t > 0; u0 (t) + u1 (t) = x

�t��u0Lp�(R+;X0) + t1��u1Lp�(R+;X1)�
si x 2 (X0; X1)�;p :

Et de plus

X0 \X1 � (X0; X1)�;p � X0 +X1;

avec injections continues.

Notons que

(E0; E1)�;p = (E1; E0)1��;p
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Propriété fondamentale d�interpolation

On se donne deux triplets d�espaces d�interpolation (X0; X1; X) ; (Y0; Y1; Y ) et un opérateur

linéaire T de X dans Y; alors on a le théorème :

Théorème 1.3.1 On suppose que les restrictions de T aux espaces Xi à valeurs dans Yi avec

i = 1; 2 sont linéaires continues, alors pour tous � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;1] ; l�opérateur T est

linéaire continu de (X0; X1)�;p dans (Y0; Y1)�;p et

kTkL((X0;X1)�;p;(Y0;Y1)�;p) � C kTk
1��
L(X0;Y0)

kTk�L(X1;Y1)

Dé�nition 1.3.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine

D (A) � X;

muni de sa norme

8x 2 D (A) ; kxkD(A) = kxkX + kAxkX :

On pose

DA (�; p) = (D (A) ; X)1��;p ;

où p 2 [1;+1] et 0 < � < 1:

Quand l�opérateur A véri�e certaines hypothèses supplémentaires, il est alors possible de

donner des caractérisations explicites de DA (�; p) ainsi :

Théorème 1.3.2 Soient p 2 [1;+1] et 0 < � < 1:

Supposons que � (A) � R�+ et il existe une constante C > 0 telle que

8� > 0;
(A� �I)�1

L(X)
� C

�
:

Alors

DA (�; p) =
�
x 2 X : t�A (A� tI)�1 x 2 Lp� (R+;X)

	
;

et

DA (�;+1) =
�
x 2 X : sup

t>0

t�A (A� tI)�1 x
X
� C < +1

�
;

et

kxkDA(�;+1) = kxkX + sup
t>0

t�A (A� tI)�1 x
X
;
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(voir Grisvard P.[11]).

1. Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans E

DA (�; p) =
n
x 2 E : t��

�
etA � I

��1
x 2 Lp� (R+;X)

o
:

(voir Lions J.L.[14]).

2. Si maintenant A génère un semi-groupe analytique borné dans E; alors

DA (�; p) =
�
x 2 E : t1��AetAx 2 Lp� (R+;X)

	
:

1.4 Calcul et integrale de Dunford

1.4.1 Formule de Cauchy

Soit U un ouvert de C: On note H (U) ; l�espace des fonctions holomorphes de U dans C:

Pour f 2 H (U) ; K un compact à bord de U et z0 à l�intérieur de K; la formule de Cauchy

est donnée par

f (z0) =
1

2i�

Z
�

f (�)

�� z0
d�;

où � est le bord positivement orienté de K:

1.4.2 Integrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s�appuie sur la formule précédente pour

construire f (T )où T est opérateur linéaire fermé et f est holomorphe.

Plus précisément si T 2 L (X) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de � (T )

(le spectre de T ) alors on dé�nit l�integrale de Dunford-Riesz par

f(T ) =
1

2i�

Z
�

f (�) (�I � T )�1 d�;

où � est le bord positivement orienté d�un compact à bord K contenant � (T ) et contenu

dans U:
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1.4.3 Propriété de l�integrale de Dunford

Théorème 1.4.1 Soient f et g 2 H (T ) et T 2 L (X) ; alors f:g 2 H (T ) et

f (T ) g (T ) = (fg) (T ) =
1

2i�

Z
�

f (�) g (T ) (�I � T )�1 d�:

Preuve. (voir Dunford-Schwartz [5]). �

1.5 Puissances fractionnaires

Théorème 1.5.1 Si A est un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X tel que(
9C > 0 : R+ � � (A) et pour � � 0(A� �I)�1

L(X)
� C

(1+�)
;

alors pour 0 < � � 1
2
;� (�A)� génère un semi-groupe G� (t) fortement continu pour t � 0

et uniformément continu pour t > 0:

Preuve. (voir A. Balakrishnan [1]) �

Exemple 1.5.1 Pour � = 1
2
; ; ; ; ;

Puissances fractionnaires avec partie réelle positive

On considère ici A 2 S�où � 2 ]0; �[ :

On se donne � 2 C; il s�agit alors sous certaines conditions, d�activer la formule

A� = (z�) (A) ;

ici z� désigne la détèrmination principale de la fonction "puissance �" caractérisée par

z� = e�(ln r+i�) si z = rei�; r > 0; � 2 ]��; �[ :

Proposition 1.5.1 Soient �; � 2 C tels que Re�;Re �;on a alors

1. A� est opérateur fermé de X:

2. A� +B� = A�B� = B�A�:

3. Re � > Re�) D
�
A�
�
� D (A�)et en particulier

Re� < 1) D (A) � D (A�) :
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4. Si A est injectif alors A� l�est aussi et

�
A�1

��
= (A�)�1 :

5. Si 0 2 � (A) alors 0 2 � (An) :

6. Si � 2 R avec 0 < � < �
!
alors �

A�
��
= A��:

7. A 2 L (X)) A� 2 L (X) :

Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Proposition 1.5.2 On considère �; � 2 C et on suppose que A est injective. Alors

1. A� est un opérateur fermé de X.

2. A� est injectif et (A�)�1 = A�� = (A�1)� :

3. A�+� � A�A�:

4. Si � 2 R avec j�j < �
!
alors �

A�
��
= A��:

Considérons maintenant le cas particulier où A admet un inverse borné.

Dé�nition 1.5.1 Si 0 2 � (A) et � 2 C avec Re� > 0; alors

1. A�� = (A�1)� 2 L (X) :

2. A���� = A��A�� = A��A��:

1.6 La théorie des sommes d�opérateurs

On rappelle dans la suite les principaux résultats de la théorie des sommes d�opéraeurs

linéaires dans les espaces de Banach quelconques.

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dansX; de domaine respectifsD (A) etD (B) :

On s�intéresse alors à l�équation

Au+Bu = g;
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où g est un vecteur donné de X:

L�opérateur somme L = A+B est dé�ni par�
D (L) = D (A) \D (B)

Lu = Au+Bu si u 2 D (L) ;
alors ce dernier s�écrit comme

Lu = g:

Une solution stricte de Lu = g est un élément u 2 D (L) satisfaisant l�égalité, L�idéal est

de trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X; mais ce n�est pas toujours

possible, on introduit dont une nouvelle notion :

u est une solution forte si et seulement si, il existe(un)n2N une suite dans D (L)telle que

lim
n!+1

un = u et lim
n!+1

Lun = g:

Evidemment, la solution stricte u est une solution forte. La notion de solution forte est donc

plus faible (mais le terme de solution faible ne sera pas utilisé ici, il est en général réservé

aux solutions variationnelles, la notion de solution forte correspond plutot à une solution

distribution).

Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont équivalantes, mais

la somme de deux opérateurs fermés n�est pas nécessairement fermée.

D�autre part si l�on suppose que L est fermable et si on note L sa fermeture (i.e. L est la plus

petite extension fermée de L) alors

lim
n!+1

un = u et lim
n!+1

Lun = g;

équivaut à

u 2 D
�
L
�
et Lu = g:

En�n dans le cas où L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout g de X; il existe une solution forte de Lu = g:

2. 0 2 �
�
L
�
:

Et si L est fermé les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout g de X; il existe une solution stricte de Lu = g:

2. 0 2 � (L) :
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Dans ce contexte, on comprend l�importance de trouver des conditions raisonnables sur les

opérateurs A et B, qui assurent que L est fermable (voire fermé) et que 0 2 �
�
L
�
:

Les deux théorèmes de G. Da Prato et P.Grisvard, énoncés plus loin, répondent positivement

à problème sur les sommes d�opérateurs sous des conditions adéquates.

1.6.1 La théorie des sommes d�opérateurs de Da Prato et Grisvard

On suppose qu�il existe r > 0 et un angle � 2 ]0; �] : On note le secteur S� par

S� fz 2 Cn f0g : jzj � r et jarg (z)j < � � �g ;

Les hypothèses sur A et B

On suppose que les opérateurs A et B véri�ent les hypothèses de ( Da Prato et Grisvard

[4])suivantes :

Parabolicité-ellipticité :

(DP:1)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

9r; CA; CB > 0; �A; �B 2 ]0; �[ :
i)� (A) � S�A = fz : jzj � r; jarg (z)j < � � �Ag ;

8z 2 S�A ;
(A� zI)�1

L(X)
� CA

jzj :

ii)� (B) � S�B = fz : jzj � r; jarg (z)j < � � �Bg ;
8z 2 S�B ;

(B � zI)�1
L(X)

� CB
jzj :

iii)�A + �B < �:

i�)D (A) +D (B) = X:
Commutativité au sens des résolvantes :

(DP:2)

�
8� 2 � (�A) ;8� 2 � (�B)

(A+ �I)�1 (B + �I)�1 = (B + �I)�1 (A+ �I)�1

et

(DP:1) � (A) \ � (�B) = ?

où � (A) (rep � (�B)) désigne le spectre de A (resp de (�B)) et � (A) ; � (�B) leurs ensembles

résolvants.

La première hypothèse est dite d�ellipticité-parabolicité, la deuxième indique le cadre com-

mutatif.

Théorème de Da Prato et Grisvard

L�opérateur linéaire continu dé�ni par l�integrale de Dunford suivant :

S : u! 1

2i�

Z
�

(B + zI)�1 (A� zI)�1 gdz
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provenant naturellement de l�extension de laformule de Cauchy dans le cadre opérationnel,

véri�e les propriétés :

1. 8u 2 D (A) \D (B) on a S (Au+Bu) = u;

2. 8v 2 D (A) +D (B) on a

S (v) 2 D (A) \D (B)

et

A (S (v)) +B (S (v)) = v:

3. Pour v 2 DA (�; p) +DB (�; p) ; � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1] ; on a

Sv 2 D (L) et L (Sv) = v

4. L est fermable et
�
L
��1

= S (L est la fermeture de A+B); de plus :

(D (L) ;X)�;p = (D (A) ;X)�;p \ (D (B) ;X)�;p

� est une courbe sectorielle séparant les spectres de A et (�B) et demeurant dans � (A) \

� (�B) (voir Da Prato-Grisvard [4]).

La fonction u est l�unique solution forte de Lu = g.

Théorème 1.6.1 Sous les hypothèses (DP1) � (DP3) et pour � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1] ; on

a :

1. Si g 2 DB (�; q) alors u 2 D (L) et Au; Bu 2 DB (�; p) :

2. Si g 2 DA (�; q) alors u 2 D (L) et Au; Bu 2 DA (�; p) :

1.7 Les espaces de Hölder

Dé�nition 1.7.1 Soient X un espace de Banach complexe et C ([0; 1] ;X) l0espace de Banach

des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs dans X muni de la norme

kfkC(X) = max
t2[0;1]

kf (t)kX :
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On considère, pour 0 < � < 1;l�espace

C� ([0; 1] ;X) =

�
f 2 C ([0; 1] ;X) = sup

t�s 6=0

kf (t)� f (s)kX
jt� sj� < +1

�
muni de la norme

kfkC�([0;1];X) = kfkC([0;1];X) + sup
t�s 6=0

kf (t)� f (s)kX
jt� sj� :

Cet espace est un espace de Banach appelé espace höldérien de degré �:

1.8 Opérateurs auto-adjoints positif

Dé�nition 1.8.1 ( opérateur adjoint) Soit H un espace de hilbert. Deux opérateurs (A;D(A))

et (T;D(T )) sont dits adjoints si

8u 2 D(A) � H; 8v 2 D(T ) � H : hAu; vi = hu; Tvi :

Où A = T �:

Dé�nition 1.8.2 ( opérateur auto-adjoint postif) Un opérateur A 2 L(H) est dit

- hermitien ou auto-adjoint si A� = A:

- positif s�il hermitien et si de plus hAh; hi � 0 pour tout h 2 H:



Chapitre 2

L�éxistence et L�unicité de la solution
stricte

2.1 L�étude de cas particulier B = 0

Dans l�espace de Banach complexe X, on considère le problème abstraite suivant8<:
u00(t) + Au(t) = f(t) t 2 (0; 1)

u(0) = u0
u(1) = u1

(2.1.1)

où A est un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X véri�ant l�hypothèse suivante

(H1)

�
8� � 0;9(�I � A)�1 2 L(X)
k(�I � A)�1kL(X) � C

1+�

et le second membre

f 2 C([0; 1] ;X);

ici u0; u1 sont deux éléments donnés dans X

Remarque 2.1.1 Sous l�hypothèse (H1) l�opérateur �
p
�A génère un semi-group analy-

tique noté

V (t) = e�t
p
�A; t � 0:

Pour plus de détails voir [1].

On sait que la solution de l�éqouation homogène du problème (2:1:1)

u00(t) + Au(t) = 0;



2.1 L�étude de cas particulier B = 0 19

dans le cas scalaire est données par

u(t) = C1e
�(1�t)

p
�A + C2e

�t
p
�A: (2.1.2)

On utilise la méthode de la variation des constantes pour l�équation non homogène, c�est à

dire on va cherche une solution sous la forme

u(t) = C1(t)e
�(1�t)

p
�A + C2(t)e

�t
p
�A;

telles que C1et C2 sont deux fonctions à déterminer véri�ant le système suivant�
C 01(t)e

�(1�t)
p
�A + C 02(t)e

�t
p
�A = 0p

�AC 01(t)e�(1�t)
p
�A �

p
�AC 02(t)e�t

p
�A = f(t):

Le déterminant de ce système est

D =

���� e�(1�t)p�A e�t
p
�A

p
�Ae�(1�t)

p
�A �

p
�A e�t

p
�A

���� = �2p�Ae�p�A;
alors

C 01(t) =
�1
���� 0 e�t

p
�A

f(t) �
p
�A e�t

p
�A

���� = �D�1e�t
p
�Af(t);

et

C 02(t) = D
�1
���� e�(1�t)

p
�A 0p

�Ae�(1�t)
p
�A f(t)

���� = D�1e�(1�t)
p
�Af(t);

donc (
C1(t) = �1

2

R 1
t
(
p
�A)�1e(1�s)

p
�Af(s)ds+ �0

C2(t) = �1
2

R 1
0
(
p
�A)�1es

p
�Af(s)ds+ �1

par conséquent dans le cas opérationnels la solution est donné par :

u(t) = e�(1�t)
p
�A�0 + e

�t
p
�A�1 �

1

2

Z t

0

(
p
�A)�1e�(t�s)

p
�Af(s)ds

�1
2

Z 1

t

(
p
�A)�1e�(s�t)

p
�Af(s)ds

pour déterminer �0; �1; on utilise les conditions aux limites

u(0) = u0 et u(1) = u1;

on trouve

u0 = e�
p
�A�0 + �1 �

1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

u1 = �0 + e
�
p
�A�1 �

1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds;
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et

�1 = u0 � e�
p
�A�0 +

1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

�0 = u1 � e�
p
�A�1 +

1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds:

En remplace la valeur de �1 dans la deuxième équation, on obtient

�0 = u1 � e�
p
�A
�
u0 � e�

p
�A�0 +

1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

�
+
1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

= u1 � e�
p
�Au0 + e

�2
p
�A�0 �

1

2
e�

p
�A
Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

+
1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

= (1� e�2
p
�A)�1

�
u1 � e�

p
�Au0 �

1

2
e�

p
�A
Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

+
1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

�
:

On sait que l�opérateur (1 � Z) avec Z = e�2
p
�A, est inversible grâce à Lunardi [15]; page

60.

De même, on trouve

�1 = (1� Z)�1
�
u0 � e�

p
�Au1 +

1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

�1
2
e�

p
�A
Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

�
La solution du problème considéré comme suit

u(t) = e�(1�t)
p
�A�0 + e

�t
p
�A�1 �

1

2

Z t

0

(
p
�A)�1e�(t�s)

p
�Af(s)ds (2.1.3)

�1
2

Z 1

t

(
p
�A)�1e�(s�t)

p
�Af(s)ds

telle que

�0 = (1� Z)�1
�
u1 � e�

p
�Au0 �

1

2
e�

p
�A
Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds (2.1.4)

+
1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

�
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et

�1 = (1� Z)�1
�
u0 � e�

p
�Au1 +

1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds (2.1.5)

�1
2
e�

p
�A
Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

�
:

Pour véri�er que u est bien une solution du problème (2:1:1) ; on dérive deux fois la solution

obtenue, on trouve

u0(t) =
p
�Ae�(1�t)

p
�A�0 �

p
�Ae�t

p
�A�1 +

1

2

Z t

0

e�(t�s)
p
�Af(s)ds

�1
2

Z t

0

e�(s�t)
p
�Af(s)ds;

et

u00(t) = �Ae�(1�t)
p
�A�0 � Ae�t

p
�A�1 +

1

2
f(t)� 1

2

Z t

0

e�(t�s)
p
�Af(s)ds

�1
2

Z 1

t

(
p
�A)�1e�(s�t)

p
�Af(s)ds+

1

2
f(t)

= �A
�
e�(1�t)

p
�A�0 + e

�t
p
�A�1 �

1

2

Z t

0

(
p
�A)�1e�(t�s)

p
�Af(s)ds

�1
2

Z 1

t

(
p
�A)�1e�(t�s)

p
�Af(s)ds

�
+ f(t)

= �Au(t) + f(t)

alors

u00(t) + Au(t) = f(t):

avec les condition aux limites

u(0) = u0 +
1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds� 1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds = u0

u(1) = u1 +
1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds� 1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds = u1:

Remarque 2.1.2 Soit (T (t))t>0 un semi-group analytique génère par �
p
�A: Alors la for-

mule de la solution (2:1:3) ; (2:1:4) ; (2:1:5) est donnée par

u(t) = T (1� t)�0 + T (t)�1 �
1

2

Z t

0

(
p
�A)�1T (t� s)f(s)ds

�1
2

Z 1

t

(
p
�A)�1T (s� t)f(s)ds;
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pour t 2 [0; 1] et

�0 = (1� T (2))�1(u1 � u0T (1))

�1
2
(1� T (2))�1T (1)

Z 1

0

(
p
�A)�1T (s)f(s)ds

+
1

2
(1� T (2))�1T (1)

Z 1

0

(
p
�A)�1(T (1� s)f(s)ds;

�1 = (1� T (2))�1(u0 � u1T (1))

�1
2
(1� T (2))�1T (1)

Z 1

0

(
p
�A)�1T (s)f(s)ds

+
1

2
(1� T (2))�1T (1)

Z 1

0

(
p
�A)�1(T (1� s)f(s)ds:

Les conditions aux limites(
u(0) = T (1)�0 + �1 � 1

2

R 1
0
(
p
�A)�1T (s)f(s)ds = u0

u(1) = �1 + T (1)�0 � 1
2

R 1
0
(
p
�A)�1T (1� s)f(s)ds = u1

2.2 L�étude de l�équation complète

On considère l�équation di¤érentielle abstraite de second ordre :

u00(t) + 2Bu0(t) + Au(t) = f(t) t 2 (0; 1) (2.2.1)

avec les conditions aux limites �
u(0) = u0
u(1) = u1

(2.2.2)

f est fonction continue sur [0; 1] ; X étant un espace de banach complexe, u0et u1 dans D(A);

A et B sont deux opérateurs linéaires fermé dans X

on cherche une solution stricte u(:) de problème(2:2:1)-(2:2:2) c�est à dire

u 2 C2([0; 1];X) \ C1([0; 1];D(B)) \ C([0; 1];D(A))

satis�e (2:2:1) et (2:2:2).

Notre objectifs principale et de donner à la fois une approche alternative par rapport aux

résultats récents du EL Haial et Labbas [6] et pour améliorer le résultat principal de Fa-

vini,Labbas,Tanabe,Yagi [7]. Nous supposons que :8<:
B2 � A est un opérateur linéaire fermé dense dé�ni dans X et

8� � 0;9(�I +B2 � A)�1 2 L(X)
k(�I +B2 � A)�1kL(X) � C

(1+�)

(2.2.3)
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il est bien connu que l�hypohèse (2:2:3) implique que �(B2�A)1=2 est le générateur in�nité-

simal d�un semi groupe analytique {T(t)}, t � 0, dans X,

D(A) � D(B2); (2.2.4)

8y 2 D(B) B(B2 � A)�1y = (B2 � A)�1By; (2.2.5)

A est in�niment inversible , (2.2.6)

D((B2 � A)1=2) � D(B); (2.2.7)

�B � (B2 � A)1=2 génère un semi group analytique danx X (2.2.8)

Remarque 2.2.1 1. Si X est un espace de Hilbert, B, B2 � A sont des opérateur auto

adjoints, B2 � A égalment positive, et on plus D(A) � D(B2);une modi�cation facile du

théorème de Heinz (voir [19]; p. 44�46) montre que

D((B2 � A)1=2) � D(B);

on trouve aussi que(2:2:7) est satisfait.

2. Dans le cas général des opérateurs dé�nis dans les espaces de banach, (2:2:7) implique que

pour tout � � 0

8y 2 D(B2 � A) kByk � C(�1=2 kyk+ ��1=2
(B2 � A)y);

inversement, si pour certains  2 ]0; 1=2[ et pour tout � � �0 � 0 on a :

8y 2 D(B2 � A) kByk � C(� kyk+ ��1
(B2 � A)y);

alors

D((B2 � A)1=2) � D(B):

(voir [17]; p. 73�74).
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3. Soit A0 et B deux opérateurs linéaires fermés en X commutent au sens de résolvant avec

D(A0) � D(B2); D(A0) dense en X et B2 � A0 est un opérateur fermé. S�il existe �0 < 0

telle que : 8<:
8� > 0

k(A0 + �0I � �I)�1k � 1=�;
k(B2 + �I)�1k � 1=�;

alors pour tout s > 0 8<:
k((s+ �0)I � (�0I + A0) +B2)�1k

= k(A0 �B2 � sI)�1k
� 1=s;

(voir [4]; p. 320). Par conséquent (2:2:3) est valable pour A = A0 + �0I:

4. Les hypothèse (2:2:3) � (2:2:4) donnent

B2(B2 � A)�1 2 L(X); (2.2.9)

et

A(B2 � A)�1 2 L(X); (2.2.10)

5. Comme on le sait, les seules hypothèses (2:2:3), (2:2:5) n�impliquent pas (2:2:8) : Cepen-

dant, par fois certaines condition facilement véri�ables, garantissent que l�hypothèse (2:2:8)

est satisfaite sans demander, la petitesse de B par rapport à (B2 � A)1=2:

Nous rappelons ici la forme de Favini et Triggiani [9]: Théorème 1.1, p. 94.

Soit L un opérateur auto adjoint strictement positif sur l�espace de hilbert X et soit M un

autre opérateur auto-adjoint sur X telle que D(L1=2) � D(jM j1=2) ou jM j = (M2)1=2: Alors

�L� iM génère des semi groupes analytiques dans X .

Par contre, si l�on suppose D(L) � D(M) (= D(jM j)), alors par le corollaire de Tanabe

[19]; p. 45, D(L1=2) � D(jM j1=2) et donc �L � iM génèrent à nouveau des semi groupes

analytiques dans X:

L�hypohèse (2:2:8) suit si l�on prend B = iM et (B2 � A)1=2 = L:

Nous établirons le premier résultat comme suit

Théorème 2.2.1 Sous les hypothèses(2:2:3) � (2:2:8), si de plus D(BA) � D(B3); alors

pour tout f 2 C�([0; 1]; X); 0 < � < 1 et tout u0; u1 2 D(A); le problème (2:2:1)� (2:2:2)

admet une solution stricte unique sur [0; 1].
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Pour la démonstration de ce théorème, nous avons besoins des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 Sous les hypothèses(2:2:3) ,(2:2:4) on a :

1. L�hypothèse(2:2:5) équivalente à :�
D(B(B2 � A)) � D((B2 � A)B) et

8z 2 D(B(B2 � A)); B(B2 � A)z = (B2 � A)Bz: (2.2.11)

2. L�hypothèse (2:2:5) équivalente à :�
8y 2 D(B); (B2 � A)�1=2y 2 D(B) et

B(B2 � A)�1=2y = (B2 � A)�1=2By: (2.2.12)

3. Si (2:2:5) étant donné, alors

8y 2 D(A); A(B2 � A)�1=2y = (B2 � A)�1=2Ay; (2.2.13)

et si(2:2:5) ,(2:2:7) étant donné, alors

8y 2 D(A); B(B2 � A)1=2y = (B2 � A)1=2By; (2.2.14)

4. Si(2:2:5) ,(2:2:6) étant donné, alors

8y 2 X; (B2 � A)�1=2A�1y = A�1(B2 � A)�1=2y; (2.2.15)

et si(2:2:5) ,(2:2:6),et (2:2:7) étant donné, alors

8y 2 D((B2 � A)1=2); A�1(B2 � A)1=2y = (B2 � A)1=2A�1y: (2.2.16)

Preuve. Supposons(2:2:3) ,(2:2:4).

1. Si (2:2:5) donnée, alors pour tout z 2 D(B(B2 � A)) � D(B) on a

Bz = B(B2 � A)�1(B2 � A)z = (B2 � A)�1B(B2 � A)z (2.2.17)

alors Bz 2 D(B2 � A) et z 2 D((B2 � A)B):donc

(B2 � A)Bz = B(B2 � A)z:

Inversement, l�hypothèse (2:2:11) et soit y 2 D(B):alors

(B2 � A)�1y 2 D(B(B2 � A))



2.2 L�étude de l�équation complète 26

et

B(B2 � A)(B2 � A)�1y = (B2 � A)B(B2 � A)�1y

ce qui implique

(B2 � A)�1By = B(B2 � A)�1y:

2. Si(2:2:12) donnée, alors pour tout y 2 D(B):on a

B(B2 � A)�1=2(B2 � A)�1=2y = (B2 � A)�1=2B(B2 � A)�1=2y

= (B2 � A)�1=2(B2 � A)�1=2By;

ce qui implique(2:2:5).

Inversement, supposons(2:2:5). Soit y 2 D(B); � 2 �(�(B2 � A)) et l�ensemble

z = (B2 � A+ �I)�1y:

Alors

(B2 � A)z = y � �z 2 D(B);

de sorte que z 2 D(B(B2 � A)): Maintenant d�aprés l�instruction 1, nous avons

B(B2 � A+ �I)z = (B2 � A+ �I)Bz

et ainsi

(B2 � A+ �I)�1By = B(B2 � A+ �I)�1y:

Pour conclure, laissez y 2 D(B): Puis on utilisant une courbe appropriée ; nous pouvons

écrire

(B2 � A)�1=2y = 1

2�i

Z


(��)�1=2(B2 � A+ �I)�1y d�:

Maintenant l�intégrale Z


B(��)�1=2(B2 � A+ �I)�1y d�;

est convergent puisqueB(��)�1=2(B2 � A+ �I)�1y
X

= j�j�1=2
(B2 � A+ �I)�1By

� C
kBykX
j�j3=2

;
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donc (B2 � A)�1=2y 2 D(B) et

B(B2 � A)�1=2y =
1

2�i

Z


B(��)�1=2(B2 � A+ �I)�1y d�

=
1

2�i

Z


(��)�1=2(B2 � A+ �I)�1By d�

= (B2 � A)�1=2By;

dont(2:2:12) suit.

3. Si l�hypothèse(2:2:5) véri�er, puis de (2:2:12) on a

8y 2 D(B2); B2(B2 � A)�1=2y = (B2 � A)�1=2B2y;

donc

8y 2 D(A); A(B2 � A)�1=2y = (B2 � A)�1=2Ay:

Supposons que les hypothèses(2:2:5) et (2:2:7) véri�er, laisser y 2 D(A) = D(B2�A): Ensuite

(B2 � A)1=2y 2 D(B) et en d�aprés l�hypothèse (2:2:12) on a

B(B2 � A)�1=2(B2 � A)1=2y = (B2 � A)�1=2B(B2 � A)1=2y;

qui donne

(B2 � A)1=2By = B(B2 � A)1=2y:

4. Il su¢ t de considérer A�1y 2 D(A) et appliquer (2:2:13), (2:2:14). �

Lemme 2.2.2 Sous hypothèses (2:2:3), (2:2:4), (2:2:5)et (2:2:7) on a pour tout z 2 �(�B�

(B2 � A)1=2) et tout � 2 �(B � (B2 � A)1=2).

1.

(zI +B + (B2 � A)1=2)�1(B2 � A)�1=2 (2.2.18)

= (B2 � A)�1=2(zI +B + (B2 � A)1=2)�1;

(�I �B + (B2 � A)1=2)�1(B2 � A)�1=2 (2.2.19)

= (B2 � A)�1=2(�I �B + (B2 � A)1=2)�1;
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2.

(zI +B + (B2 � A)1=2)�1(B2 � A)1=2y (2.2.20)

= (B2 � A)1=2(zI +B + (B2 � A)1=2)�1y;

(�I �B + (B2 � A)1=2)�1(B2 � A)1=2y (2.2.21)

= (B2 � A)1=2(�I �B + (B2 � A)1=2)�1y;

où y 2 D((B2 � A)1=2):

Preuve. 1. On considère � 2 X et l�ensemble

y = (B2 � A)�1=2(zI +B + (B2 � A)1=2)�1� 2 D(B2 � A) = D(A):

On utilisant maintenant (2:2:14) nous avons

(B2 � A)1=2(zI +B + (B2 � A)1=2)y

= (zI +B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)1=2y;

ce qui implique (2:2:18) de la même manière que nous obtenons (2:2:19).

2. Il su¢ t appliqué (2:2:18), (2:2:19) à � 2 X, tel que y = (B2 � A)1=2�: �

Lemme 2.2.3 Supposons (2:2:3) � (2:2:7) : alors

1. �
(B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)A�1 = I
(B + (B2 � A)1=2)(B � (B2 � A)1=2)A�1 = I: (2.2.22)

2. pour tout y 2 D((B2 � A)1=2)

(B � (B2 � A)1=2)A�1(B + (B2 � A)1=2)y (2.2.23)

= (B � (B2 � A)1=2)(A�1B �BA�1)y + y;

et

(B + (B2 � A)1=2)A�1(B � (B2 � A)1=2)y (2.2.24)

= (B + (B2 � A)1=2)(A�1B �BA�1)y + y:
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Preuve. 1. D�aprés l�hypothèse (2:2:14), on a

(B2 � A)1=2BA�1 = B(B2 � A)1=2A�1;

par conséquent

(B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)A�1

= B2A�1 � (B2 � A)1=2BA�1 +B(B2 � A)1=2A�1 � (B2 � A)A�1

= I;

et aussi

(B + (B2 � A)1=2)(B � (B2 � A)1=2)A�1 = I:

2. Soit y 2 D((B2 � A)1=2). Alors

(B � (B2 � A)1=2)A�1(B + (B2 � A)1=2)y (2.2.25)

= BA�1By � (B2 � A)1=2A�1By +BA�1(B2 � A)1=2y

�(B2 � A)1=2A�1(B2 � A)1=2y:

On utilisant maintenant l�équation (2:2:16), on trouve

(B2 � A)1=2A�1(B2 � A)1=2y = (B2 � A)1=2(B2 � A)1=2A�1y (2.2.26)

= B2A�1y � y;

et

BA�1(B2 � A)1=2y = B(B2 � A)1=2A�1y (2.2.27)

= (B2 � A)1=2BA�1y:

Utilisant les équations (2:2:25), (2:2:26) et (2:2:27) on obtient

(B � (B2 � A)1=2)A�1(B + (B2 � A)1=2)y

= B(A�1B �BA�1)y � (B2 � A)1=2(A�1B �BA�1)y + y

= (B � (B2 � A)1=2)(A�1B �BA�1)y + y:
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De même nous obtenons

(B + (B2 � A)1=2)A�1(B � (B2 � A)1=2)y

= BA�1By + (B2 � A)1=2A�1By �BA�1(B2 � A)1=2y

�(B2 � A)1=2A�1(B2 � A)1=2y

= (B + (B2 � A)1=2)(A�1B �BA�1)y + y:

�

Lemme 2.2.4 Sous hypothèses (2:2:3) � (2:2:7), B + (B2 �A)1=2 est un opérateur borné et

inversible si et seulement si B � (B2 � A)1=2 est un opérateur borné et inversible et alors�
(B � (B2 � A)1=2)�1 = (B + (B2 � A)1=2)A�1;
(B + (B2 � A)1=2)�1 = (B � (B2 � A)1=2)A�1; (2.2.28)

Preuve. Suppose que B + (B2 � A)1=2 est in�niment inversible. Pour prouver que B �

(B2�A)1=2 est in�niment inversible, d�aprés l�hypothèse (2:2:22) on montre que cet opérateur

est injectif.

Soit x 2 D((B2 � A)1=2) telle que

(B � (B2 � A)1=2)x = 0:

D�aprés l�hypothèse (2:2:20), nous pouvons écrire

(B2 � A)�1(B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(B2 � A)1=2x

= (B2 � A)�1(B2 � A)1=2(B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1x

= (B + (B2 � A)1=2)�1x;

ce qui implique (B + (B2 � A)1=2)�1x 2 D(A) et ainsi

0 = (B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)A�1A(B + (B2 � A)1=2)�1x

= A(B + (B2 � A)1=2)�1x:

Puisque A est injectif, on a trouvé que x = 0: �
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Lemme 2.2.5 Sous les hypothèses(2:2:3) � (2:2:7), les assertions suivantes sont équivalentes

.

1. B + (B2 � A)1=2 est in�niment inversible,

2. B � (B2 � A)1=2 est in�niment inversible,

3. 8y 2 D((B2 � A)1=2); (B2 � A)1=2(A�1B �BA�1)y = 0;

4. 8y 2 D(B); (A�1B �BA�1)y = 0;

5. D(BA) � D(B3):

Preuve : De l�hypothèse (2:2:22), B + (B2 � A)1=2 sera in�niment inversible si et seulement

si pour tout y 2 D((B2 � A)1=2)

(B � (B2 � A)1=2)A�1(B + (B2 � A)1=2)�1y = y:

Donc, à l�aide de l�hypoyhèse (2:2:23), B+(B2�A)1=2 est in�niment inversible si et seulment

si pour tout y 2 D((B2 � A)1=2)

(B � (B2 � A)1=2)(A�1B �BA�1)y = 0: (2.2.29)

De même B � (B2 �A)1=2 est in�niment inversible si et seulment si pour tout y 2 D((B2 �

A)1=2)

(B + (B2 � A)1=2)(A�1B �BA�1)y = 0: (2.2.30)

D�autre part par le Lemme 4, les assertions 1 et 2 sont équivalentes, et d�aprés les hypothèses

(2:2:29) et (2:2:30), implique

(B2 � A)1=2(A�1B �BA�1)y = 0; (2.2.31)

pour tout y 2 D((B2 � A)1=2) d�où l�assertion 3.

Supposons maintenant l�assertion 3 et soit y 2 D(B):Alors d�aprés l�hypothèse (2:2:12)

(B2 � A)�1=2y 2 D(B);

et

(B2 � A)1=2(A�1B �BA�1)(B2 � A)�1=2y = 0;
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alors

(B2 � A)1=2A�1B(B2 � A)�1=2y � (B2 � A)1=2BA�1(B2 � A)�1=2y = 0;

donc, à l�aide de l�hypothèse(2:2:12)et (2:2:15), on obtient

(B2 � A)1=2(B2 � A)�1=2A�1By � (B2 � A)1=2(B2 � A)�1=2BA�1y = 0;

et

(A�1B �BA�1)y = 0:

On obtient alors l�assertion 4.

Supposons maintenant l�assertion 4. Puis à l�aide de les hypothèses (2:2:7)et (2:2:29). Par

conséquent B + (B2 � A)1=2 est in�niment inversible c�est l�assertion 1.

Pour conclure il su¢ t de prouver que les assertions 4 et 5 sont équivalentes.

Supposons l�assertion 4, puis pour y 2 D(BA) nous écrivons

By = A�1BAy 2 D(A);

alors By 2 D(A) � D(B2) et y 2 D(B3): Cela donne l�assertion 5. Inversement, si l�assertion

5 donnée alors, de (2:2:5), en déduit

8y 2 D(B(B2 � A)); (B2 � A)By = B(B2 � A)y;

ce qui impliques

8y 2 D(B3) \D(BA); B3y � ABy = B3y �BAy;

donc

8y 2 D(BA); ABy = BAy;

d�ou découle l�assertion 4

Preuve de théorème 2.2.1 : Supposons (2:2:3) � (2:2:8), et D(BA) � D(B3); laisser

f 2 C�([0; 1] ;X); où � 2 ]0; 1[ ; et u0; u1 2 D(A): Notre première étape consiste à trouver

une solution particulière u(:) de (2:2:1). Nous introduisons u(:) par

u(t) = �1
2

Z t

0

V (t� s)(B2 � A)�1=2f(s)ds (2.2.32)

�1
2

Z 1

t

U(s� t)(B2 � A)�1=2f(s)ds;
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pour 0 � t � 1; où V (t) et U(t) sont des semi groupes analytiques générés par �B � (B2 �

A)1=2et B � (B2 � A)1=2 respectivement.

Alors u(:) est fortement di¤érenciable sur [0; 1] et en raison de Lemme 2, nous avons

u0(t) =
1

2

Z t

0

V (t� s)(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2f(s)ds

+
1

2

Z 1

t

U(s� t)(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2f(s)ds

=
1

2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

Z t

0

V (t� s)f(s)ds

+
1

2
(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

Z 1

t

U(s� t)f(s)ds:

Nous remarquons que

(B2 � A)1=2u(0) = �1
2

Z 1

0

U(s)f(s)ds

= �1
2

Z 1

0

U(s)(f(s)� f(0))ds� 1
2

Z 1

0

U(s)f(0)ds:

On rappelle qu�il existe C > 0 telle que pour tout s 2 ]0; 1]

(B � (B2 � A)1=2)U(s)
X
� C

s
;

alors, puis que f 2 C�([0; 1] ;X); on a

(B2 � A)u(0) = �1
2
(B2 � A)1=2(B � (B2 � A)1=2)�1

�
Z 1

0

(B � (B2 � A)1=2)U(s)(f(s)� f(0))ds

�1
2
(B2 � A)1=2(B � (B2 � A)1=2)�1(U(1)� U(0))f(0);

il s�ensuit que

u(0) 2 D(B2 � A) = D(A): (2.2.33)

De la même manière que nous obtenons

u(1) 2 D(A): (2.2.34)



2.2 L�étude de l�équation complète 34

Puis que f est Höldérienne, on déduit que u(:) est deux fois continuement di¤érenciable et

u00(t) = �1
2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)

Z t

0

V (t� s)f(s)ds

+
1

2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2f(t)

�1
2
(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)

Z 1

t

U(s� t)f(s)ds

�1
2
(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2f(t)

= �1
2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

Z t

0

@V

@s
(t� s)(f(s)� f(t))ds

�1
2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(I � V (t))f(t)

+
1

2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2f(t)

�1
2
(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

Z 1

t

@U

@s
(s� t)(f(s)� f(t))ds

�1
2
(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(U(1� t)� I)f(t)

�1
2
(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2f(t)

= �1
2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

Z t

0

@V

@s
(t� s)(f(s)� f(t))ds

�1
2
(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

Z 1

t

@U

@s
(s� t)(f(s)� f(t))ds

+
1

2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2V (t)f(t)

�1
2
(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2U(1� t)f(t):
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de plus, d�aprés le lemme 2, u(t) 2 D(A); Au(:) 2 C([0; 1] ;X) et

Au(t) = �1
2
A(B2 � A)�1=2

�Z t

0

V (t� s)f(s)ds+
Z 1

t

U(s� t)f(s)ds
�

= �1
2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1

Z t

0

@V

@s
(t� s)(f(s)� f(t))ds

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(I � V (t))f(t)

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1

Z 1

t

@U

@s
(s� t)(f(s)� f(t))ds

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1(U(1� t)� I)f(t)

= �1
2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1

Z t

0

@V

@s
(t� s)(f(s)� f(t))ds

= �1
2
A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1

Z 1

t

@U

@s
(s� t)(f(s)� f(t))ds

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1f(t):

+
1

2
A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1f(t):

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1V (t)f(t)

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1U(1� t)f(t):

Maintenant

1

2
A(B2 � A)�1=2((B + (B2 � A)1=2)�1 � (B + (B2 � A)1=2)�1)

=
1

2
A(B2 � A)�1=2((B + (B2 � A)1=2)A�1 � (B � (B2 � A)1=2)A�1)

= A(B2 � A)�1=2(B2 � A)1=2A�1

= I;

et ainsi

Au(t) = f(t) +
1

2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1V (t)f(t)

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1U(1� t)f(t)

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1

Z t

0

@V

@s
(t� s)(f(s)� f(t))ds

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1

Z 1

t

@U

@s
(s� t)(f(s)� f(t))ds:
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Remarquons que A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1 2 L(X)):

Puis que f est höldérienne et de la formule (2:2:8), il est bien conue queZ t

0

V (t� s)f(s)ds 2 D(B + (B2 � A)1=2) = D((B2 � A)1=2)Z 1

t

U(s� t)f(s)ds 2 D(�B + (B2 � A)1=2) = D((B2 � A)1=2);

ensuit u0(t) 2 D(B) et

Bu0(t) = �1
2
B(B2 � A)�1=2V (t)f(t) + 1

2
B(B2 � A)�1=2U(1� t)f(t)

+
1

2
B(B + (B2 � A)1=2)�1

�
Z t

0

@V

@s
(t� s)(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(f(s)� f(t))ds

+
1

2
B(B � (B2 � A)1=2)�1Z 1

t

@U

@s
(s� t)(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(f(s)� f(t))ds:

Donc

u00(t) + 2Bu0(t) + Au(t) = f(t) +
1

2
((i) + (ii) + (iii) + (iv));

où

(i) =
�
�B(B2 � A)�1=2 + I + A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1

	
V (t)f(t)

(ii) =
�
B(B2 � A)�1=2 + I � A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1

	
U(1� t)f(t)

(iii) = �
�
�B(B2 � A)�1=2 + I + A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1

	
�
Z t

0

@V

@s
(t� s)(f(s)� f(t))ds;

(iv) =
�
B(B2 � A)�1=2 + I � A(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)�1

	
�
Z 1

t

@U

@s
(s� t)(f(s)� f(t))ds:

Et d�autre part

A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1

= �(B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1 +B(B2 � A)�1=2B(B + (B2 � A)1=2)�1

= �(B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1 +B(B2 � A)�1=2 �B(B + (B2 � A)1=2)�1

= B(B2 � A)�1=2 � I:



2.2 L�étude de l�équation complète 37

Par conséquent (i) = (iii) = 0:

De même, on voit aisément que (ii) = (iv) = 0: Nous avons prouvé que u(t) est la solution

stricte unique de (2:2:1) satisfaire les conditions aux limites

u(0) = �1
2

Z 1

0

U(s)(B2 � A)�1=2f(s)ds;

u(1) = �1
2

Z 1

0

V (1� s)(B2 � A)�1=2f(s)ds:

Pour conclure notre preuve, considérons maintenant le problème homogène

v00(t) + 2Bv0(t) + Av(t) = 0; t 2 [0; 1] ; (2.2.35)

avec les conditions aux limites

v(0) = x0; v(1) = x1; (2.2.36)

où x0; x1 2 D(A): Nous avons les lemmes suivantes

Lemme 2.2.6 Supposons (2:2:3) � (2:2:8) et D(BA) � D(B3): Si x0; x1 2 D(A); alors le

problème(2:2:35)� (2:2:36) a une solution stricte unique.

Preuve. Il su¢ t de montrer que sous les hypoyhèses indiquées, le problème (2:2:35) �

(2:2:36) a une solution stricte. pour montrer ce résultat on a la solution explicite

v(t) = V (t)�0 + U(1� t)�1; (2.2.37)

où 8<: Z = e�2(B
2�A)1=2

�0 = (I � Z)�1(x0 � U(1)x1)
�1 = (I � Z)�1(x1 � V (1)x0):

Notez que puisque l�axe imaginaire est contenu dans l�ensemble résolvante

�(�(B2 � A)1=2);

I � Z a un inverse borné (voir Lunardi [15]; page 60)

(I � Z)�1 = 1

2�i

Z
#

e2z

1� e2z (zI + (B
2 � A)1=2)�1dz + I;
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où # = 1 � 2 est une courbe appropriée dans le plan complexe voir (voir Lunardi [15];

page 59). D�autre parte, puisque x0; x1 2 D(A) et d�aprés l�hypothèse (2:2:4), il existe � 2 X

tel que

(zI + (B2 � A)1=2)�1(x0 � U(1)x1)

= (zI + (B2 � A)1=2)�1(B2 � A)�1�

= (B2 � A)�1(zI + (B2 � A)1=2)�1� 2 D(A);

donc �0 = (I � Z)�1(x0 � U(1)x1) 2 D(A): De même �1 2 D(A):

De (2:2:20) du Lemme 2 il s�ensuit que pour z 2 �(�B� (B2�A)1=2) et y 2 D((B2�A)1=2)

que

(zI +B + (B2 � A)1=2)�1By (2.2.38)

= (zI +B + (B2 � A)1=2)�1

�((zI +B + (B2 � A)1=2)y � zy � (B2 � A)1=2y)

= y � z(zI +B + (B2 � A)1=2)�1y

�(B2 � A)1=2(zI +B + (B2 � A)1=2)�1y

= ((zI +B + (B2 � A)1=2)� zI � (B2 � A)1=2)

�(zI +B + (B2 � A)1=2)�1y

= B(zI +B + (B2 � A)1=2)�1y:

De même

(�I �B + (B2 � A)1=2)�1By = B(�I �B + (B2 � A)1=2)�1y (2.2.39)

pour � 2 �(B�(B2�A)1=2) et y 2 D((B2�A)1=2): Par conséquent, on utilisant la deuxième

partie de Lemme 2 on obtient

(zI +B + (B2 � A)1=2)�1(��B + (B2 � A)1=2)y

= (��B + (B2 � A)1=2)(zI +B + (B2 � A)1=2)�1y;

qui donne

(��B + (B2 � A)1=2)�1(zI +B + (B2 � A)1=2)�1 (2.2.40)

= (zI +B + (B2 � A)1=2)�1(��B + (B2 � A)1=2)�1:
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D�aprés (2:2:40) et que U(t), V (t) commute, et

d

dt
(U(t)V (t)) = �2U(t)(B2 � A)1=2V (t) = �2(B2 � A)1=2U(t)V (t);

ce qui implique

U(t)V (t) = V (t)U(t) = e�2t(B
2�A)1=2 ;

en particulier

U(1)V (1) = V (1)U(1) = Z:

Puisque

U(1)(I � Z)�1 = (I � Z)�1U(1);

au D(A) = D(B2 � A) (voir le Lemme 2), on a

v(0) = �0 + U(1)�1

= (I � Z)�1(x0 � U(1)x1) + U(1)(I � Z)�1(x1 � V (1)x0)

= (I � Z)�1(x0 � U(1)x1) + (I � Z)�1U(1)(x1 � V (1)x0)

= x0:

De même

v(1) = x1:

Nous avons aussi que v(:) est fortment di¤érenciable pour t 2 [0; 1] et

v0(t) = �V (t)(B + (B2 � A)1=2)�0 � U(1� t)(B � (B2 � A)1=2)�1:

Rappeler que, puisque �0; �1 2 D(A); alors

(B + (B2 � A)1=2)(B � (B2 � A)1=2)�i = A�i; i 2 f0; 1g :

D�aprés les hypothèses (2:2:38) et (2:2:39) on a pour y 2 (D(B2 � A)1=2)

BV (t)y = V (t)By; BU(1� t)y = U(1� t)By:

Donc

2Bv0(t) = �V (t)2B(B � (B2 � A)1=2)�1A�0 (2.2.41)

�U(1� t)2B(B + (B2 � A)1=2)�1A�1;
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de plus, le Lemme 2 garantit que v est deux fois di¤érentiable et

v00(t) = V (t)(2B2 � A+ 2B(B2 � A)1=2)�0 (2.2.42)

+U(1� t)(2B2 � A� 2B(B2 � A)1=2)�1:

La commutativité des opérateurs impliqués donne que pour t 2 [0; 1] ; v(t) 2 D(A) et

Av(t) = V (t)A�0 + U(1� t)A�1: (2.2.43)

On fait la somme de l�équation (2:2:41), (2:2:42)et (2:2:43), et on passe par les lemmes 4 et 5

v00(t) + 2Bv0(t) + Av(t)

= V (t)
�
2B(B + (B2 � A)1=2)� 2B(B � (B2 � A)1=2)�1A

�
�0

+U(1� t)
�
2B(B � (B2 � A)1=2 � 2B(B + (B2 � A)1=2)�1A

�
�1

= 0;

pour tout t 2 [0; 1] : �
Pour conclure la preuve de Théorème 2.2.1, notez qu�en raison de (2:2:33) ; (2:2:34)

u0 � u(0) 2 D(A); u1 � u(1) 2 D(A).

Maintenant, on note u la solution stricte du problème (2:2:35)� (2:2:36) avec

x0 = u0 � u(0); x1 = u1 � u(1);

alors il est simple de reconnaitre que

u(:) = u(:) + u(:);

est la solution unique de problème (2:2:1)� (2:2:2) :



Chapitre 3

Régularité Maximale de la solution
stricte

Dans cette section, nous allon prouver le théorème de la régularité maximal

Théorème 3.0.2 sous l�hypoyhèses(2:2:3) � (2:2:8), si de plus D(BA) � D(B3), alors pour

tout f 2 C�([0; 1] ;X); 0 < � < 1 et tout u0; u1 2 D(A) satisfait

f(i); Aui 2 D�(B2�A)(�=2;1) = (D(A); X)1��=2;1; i = 0; 1;

l�unique solution stricte u de problème (2:2:1) � (2:2:2) on a la propriété de la régularité

maximal : u00; Bu0; Au 2 C�([0; 1] ;X);

ici D�(B2�A)(�=2;1) est l�espace d�interplotion réel caractérisé par

D�(B2�A)(�=2;+1)

=

�
' 2 X : sup

r>0
r0=2

(B2 � A)(rI +B2 � A)�1'
X
<1

�
:

Preuve. Nous rappelons que

u(t) = V (t)�0 + U(1� t)�1

�1
2
(B2 � A)�1=2

�Z t

0

V (t� s)f(s)ds+
Z 1

t

U(s� t)f(s)ds
�

où

�0 = (I � Z)�1(u0 � U(1)u1)

+
1

2
(I � Z)�1(B2 � A)�1=2

�Z 1

0

U(s)f(s)ds� U(1)
Z 1

0

V (1� s)f(s)ds
�
;
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�1 = (I � Z)�1(u1 � V (1)u0)

+
1

2
(I � Z)�1(B2 � A)�1=2

�Z 1

0

V (1� s)f(s)ds+ V (1)
Z 1

0

U(s)f(s)ds

�
:

On écrit

A = (B + (B2 � A)1=2)(B � (B2 � A)1=2)

= (B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2);

et

Au(t) = (V (t)A�0 + U(1� t)A�1)

+

�
�1
2
A(B2 � A)�1=2

�Z t

0

V (t� s)f(s)ds+
Z 1

t

U(s� t)f(s)ds
��

= (I) + (II):

Maintenant

(II) = �1
2
(B(B2 � A)�1=2 � I)(B + (B2 � A)1=2)

Z t

0

V (t� s)f(s)ds

�1
2
(B(B2 � A)�1=2 + I)(B � (B2 � A)1=2)

Z 1

t

U(s� t)f(s)ds

= �1
2
(B(B2 � A)�1=2 � I)

Z t

0

@V

@s
(t� s)(f(s)� f(t))ds

�1
2
(B(B2 � A)�1=2 + I)

Z 1

t

@U

@s
(s� t)(f(s)� f(t))ds

�1
2
(B(B2 � A)�1=2 � I)f(t) + 1

2
(B(B2 � A)�1=2 � I)V (t)f(t)

+
1

2
(B(B2 � A)�1=2 � I)f(t)� 1

2
(B(B2 � A)�1=2 + I)U(1� t)f(t)

= �1
2
(B(B2 � A)�1=2 � I)

Z t

0

@V

@s
(t� s)(f(s)� f(t))ds

�1
2
(B(B2 � A)�1=2 + I)

Z 1

t

@U

@s
(s� t)(f(s)� f(t))ds

+f(t) +
1

2
(B(B2 � A)�1=2 � I)V (t)(f(t)� f(0))

+
1

2
(B(B2 � A)�1=2 � I)V (t)f(0)

�1
2
(B(B2 � A)�1=2 + I)U(1� t)(f(t)� f(1))

�1
2
(B(B2 � A)�1=2 + I)U(1� t)f(1):
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donc, (II) 2 C�([0; 1] ;X); si f 2 C�([0; 1] ;X) et

f(0) 2 D�B�(B2�A)1=2(�;1) = D�(B2�A)1=2(�;1) = D�(B2�A)(�=2;1)

f(1) 2 DB�(B2�A)1=2(�;1) = D�(B2�A)1=2(�;1) = D�(B2�A)(�=2;1);

voir ([3]; Proposition 1.3 et Théorème 1.4, pp. 360�361)

pour (I), on a

I = (I � Z)�1V (t)Au0 � (I � Z)�1U(1)V (t)Au1

+(I � Z)�1U(1� t)Au1 � (I � Z)�1V (1)U(1� t)Au0

+
1

2
(I � Z)�1V (t)A(B2 � A)�1=2

Z 1

0

U(s)f(s)ds

�1
2
(I � Z)�1V (t)U(1)A(B2 � A)�1=2

Z 1

0

V (1� s)f(s)ds

+
1

2
(I � Z)�1U(1� t)A(B2 � A)�1=2

Z 1

0

V (1� s)f(s)ds

�1
2
(I � Z)�1V (1)U(1� t)A(B2 � A)�1=2

Z 1

0

U(s)f(s)ds

= (I1) + (I2) + (I3) + (I4) + (I5) + (I6):

Puisque Au0; Au1 2 D�(B2�A)(�=2;1); alors (I1); (I2) 2 C�([0; 1] ;X): On écrit

A(B2 � A)�1=2
Z 1

0

U(s)f(s)ds

= (B(B2 � A)�1=2 + I)(B � (B2 � A)1=2)
Z 1

0

U(s)f(s)ds

= (B(B2 � A)�1=2 + I)(B � (B2 � A)1=2)
Z 1

0

U(s)(f(s)� f(0))ds

+(B(B2 � A)�1=2 + I)(B � (B2 � A)1=2)
Z 1

0

U(s)f(0)ds

= (B(B2 � A)�1=2 + I)
Z 1

0

(B � (B2 � A)1=2)U(s)(f(s)� f(0))ds

+(B(B2 � A)�1=2 + I)(U(1)� I)f(0):

Maintenant, on sait queZ 1

0

(B � (B2 � A)1=2)U(s)(f(s)� f(0))ds 2 DB�(B2�A)1=2(�;1);

voir ([3]; Théorème 1.4, p. 361). Donc

V (t)

Z 1

0

(B � (B2 � A)1=2)U(s)(f(s)� f(0))ds 2 C�([0; 1] ;X):
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Par contre, l�hypothèse sur f(0) implique V (t)f(0) 2 C�([0; 1] ;X):

Puis (I3) 2 C�([0; 1] ;X):

Concernant (I4); on écrit

A(B2 � A)�1=2
Z 1

0

V (1� s)f(s)ds

= (B(B2 � A)�1=2 � I)(B + (B2 � A)1=2)
Z 1

0

V (1� s)(f(s)� f(1))ds

+(B(B2 � A)�1=2 � I)(B + (B2 � A)1=2)
Z 1

0

V (1� s)f(1)ds

= (B(B2 � A)�1=2 � I)
Z 1

0

(B + (B2 � A)1=2)V (1� s)(f(s)� f(1))ds

+(B(B2 � A)�1=2 � I)(I � V (1))f(1):

Les mêmes arguments utilisés ci-dessous impliquent (I4) 2 C�([0; 1] ;X):

Ainsi (I5) et (I6) sont traités de manière analogue en changeant U(1 � t): Alors, sous les

hypothèses précédent, Au(:) 2 C�([0; 1] ;X):

D�autre part

Bu0(t) = �V (t)B(B + (B2 � A)1=2)�0 � U(1� t)B(B � (B2 � A)1=2)�1

+
1

2
B(B2 � A)�1=2

�
(B + (B2 � A)1=2)

:

Z t

0

V (t� s)(f(s)� f(t))ds+ (I � V (t))f(t)
�

+
1

2
B(B2 � A)�1=2

�
(B � (B2 � A)1=2)

:

Z 1

t

U(s� t)(f(s)� f(t))ds+ (U(1� t)� I)f(t)
�

= (J1) + (J2) + (J3) + (J4):

Les arguments précédents s�appliquent a (J3) et (J4): De plus, puisque �0; �1 2 D(A); on

trouve

B(B + (B2 � A)1=2)A�1A�0 = B(B � (B2 � A)1=2)�1A�0

B(B � (B2 � A)1=2)A�1A�1 = B(B + (B2 � A)1=2)�1A�1:

Mais nous avons déjà que V (:)A�0 2 C�([0; 1] ;X); U(1� :)A�1 2 C�([0; 1] ;X): �
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Exemples

Exemple 4.0.1 : Condition aux limites périodiques

Prenons X = L2(0:1) et introduisons l�opérateur T : D(T ) � X ! X dé�nit par�
D(T ) = ff 2 H1(0:1) : f(0) = f(1)g

Tf = if 0:

Il bien connu que T est auto-adjoint et que le spectre est �(T ) = 2�Z; ([12] ; page 75). De

sort que T 2, où �
D(T 2) = ff 2 H2(0:1) : f(0) = f(1); f 0(0) = f 0(1)g

T 2f = �f 00;

est auto-adjoint positif, On introduisant alors B = �iT et A dé�nie par�
D(A) = D(T 2)

Af = (�2T 2 � aI)f = 2f 00 � af;

(où a > 0). Puis (B2 � A) = T 2 � aI avec le domaine D(T 2) est auto adjoint positif. donc

D(T ) coincide avec l�espace d�interpolation complexe, et (T 2 � aI)1=2 est auto-adjoint positif

d�aprés la remarque (2.2.1), on a �B � (B2 � A)1=2 génère un semi group analytique en X.

Il s�ensuit que nous pouvons résoudre le problème de la valeur aux limites8>>>>>>>><>>>>>>>>:

@2u
@t2
(x; t) + 2 @

2u
@x@t

(x; t) + 2@
2u
@x2
(x; t)� au(x; t)

= f(x; t); (x; t) 2 (0; 1)� (0; 1);
u(x; 0) = u0(x); 0 < x < 1;
u(x; 1) = u1(x); 0 < x < 1;
u(0; t) = u(1; t); 0 < t < 1;
@u
@x
(0; t) = @u

@x
(1; t); 0 < t < 1;

@u
@t
(0; t) = @u

@t
(1; t); 0 < t < 1;

avec u0; u1 2 D(A) = D(T 2);telle que f 2 C�([0; 1] ;L2(0; 1))



Exemple 4.0.2 Les opérateurs paraboliques dégénérés

Soit a 2 C1([0; 1]) une fonction à valeur réelle qui est strictement positive sur (0; 1); a(0) =

a(1) = 0: Dé�nissons l�opérateur di¤érentiel

Tu =
d

dx

�
a
du

dx

�
; u 2 D(T );

où

D(T ) =
�
u 2 L2(0; 1) :

u est localement absolement continue dans (0,1) et au0 2 H1
0 (0; 1)

	
:

Alors, (voir [2]; Lamme 2.7 et Théorème 2.8) on montre que T est auto-adjoint et génère un

semi-groupe analytique d�angle �=2 et borné en L2(0; 1): Soit�
D(B) = D(T )
B = iT;

et

D(A) = D(T 2) =
�
u 2 L2(0; 1) : au0 2 H1

0 (0; 1) et a(au
0)00 2 H1

0 (0; 1)
	

A = ��T 2 � cI;

où � > 1 et c > 0, telle que

B2 � A = (�� 1)T 2 + cI;

B2 � A est un opérateur auto-adjoint positif, alors (B2 � A)1=2 est positif avec le domaine

D(T ) et donc par la remarque( 2.2.1) �B � (B2 � A)1=2 génère un semi-groupe analytique

de X, avec le domaine D(T ), donc nous pouvons traiter le problème aux limite8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

@2u
@t2
(x; t) + 2i @

@x

�
a(x) @

2u
@x@t

(x; t)
�

�� @
@x

�
a(x) @

2

@x2

�
a(x)@u

@x
(x; t)

��
� cu(x; t)

= f(x; t); (x; t) 2 (0; 1)� (0; 1);
u(x; 0) = u0(x); 0 < x < 1;
u(x; 1) = u1(x); 0 < x < 1;�

a@u
@x

�
(0; t) =

�
a@u
@x

�
(1; t) = 0; 0 < t < 1;�

a @2

@x2

�
a@u
@x

��
(0; t) =

�
a @2

@x2

�
a@u
@x

��
(1; t) = 0; 0 < t < 1;�

a @
2u

@x@t

�
(0; t) =

�
a @

2u
@x@t

�
(1; t) = 0; 0 < t < 1;

avec u0; u1 2 D(A) à condition que f 2 C�([0; 1] ;L2(0; 1)):
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CONCLUSION

Ce travail est consacré à l�étude de l�équation abstraite complète du second ordre

u
00
(t) + 2Bu0 (t) + Au (t) = f (t) ; t 2 (0; 1) :

Avec les conditions aux limites :

u (0) = u0; u (1) = u1:

Où A et B sont deux opérateurs lineaires fermé dans l�espace de Banach complexe X, le

second membre f est une fonction continue sur [0:1] et u0; u1sont des donneés dans D(A):

On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution de ce problème.
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Résumé :
L�objectif de ce travail est l�étude l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution

stricte d�une équation di¤erentielle complete du second ordre de type elliptique à coe¢ cients

opérateurs.

Les techniques utilisées reposent sur la théorie de semi-group, le calcule fonctional de Dunford

et principalement sur le travail de Angelo FAVINI, Rabah LABBAS, Stéphane MAINGOT,

Hiroki TANABE et Atsushi YAGI.

Mots clés :
Equation di¤erentielle opérationnelle du second ordre de type elliptique, conditions aux li-

mites, régularité maximale, semi-groupe, espace d�interpolation.
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