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Résumé

Dans ce mémoire, on donne une synthése sur les résultats de 'article [10] ; concernant 1’étude
des équations différentielles d’ordre deux de type elliptique suivante

u"(x) + 2Bu/(z) + Au(z) = f(z), pp z€(0,1) (1)
avec coeffcients operateurs dans les conditions aux bords
u'(0) — Hu(0) = do, u(l) =uy. (2)

Ou

* A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X de type UMD.
* f est une fonction de LT (0,1; X) avec p € ]1, o0,

On s’intérsse a I’étude de 'existence, I'unicité et la régularité optimale de la solution classique
u du probléme — i.e. on va chercher une fonction u telle que

(i) weW?(0,1,X) N I7(0,1,D(A)), ' € L7(0,1, D(B)). \
{ (i1) u(0) € D(H). (3)

Ce travail améliore et compléte les résultats obtenus dans les deux travaux [6] et [7].
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Introduction

Dans ce travail, nous étudions le probléme différentiel opérationnel elliptique complet de
second ordre suivant

{ u”"(z) + 2Bu/(x) + Au(z) = f(z), pp z€(0,1)

u'(0) — Hu(0) = do,  u(1) = uy (P.1)

Ou
¢ A, B et H sont des operateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X.

¢ dy, ug sont des éléments donnés de X.

L’étude se fait dans le cas ol le second membre

ferr0,1;X), 1 <p<oo.

L’objectif de ce travail est de trouver une solution classique u du probléme (P.1)) ; ¢’est-a-dire
cherchons une fonction w : [0, 1] — X telle que :

(i) weW22(0,1,X) N L(0,1, D(A)), ' € L*(0,1, D(B)).
(ii) u(0) € D(H).
(¢41) w satisfait (P.I)).

On commence par étudier le probléme suivant

{ uw'(z) + (L — M) (z) — LMu(z) = f(x) pp x€(0,1)

W' (0) — Hu(0) = dp, u(l) = uy (P.2)

Ou L et M sont des operateurs linéaires fermés dans X.
Afin de résoudre ([P.1)), on résout le probléeme (P.2)) lorsque L et M satisfaisant de plus

L—MC2B et LMC-A (1)

C’est-a-dire
D(L— M) C D(B) et L—M =2B sur D(L — M)
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et
D(LM) C D(A) et LM = —A sur D(LM),

La solution classique de ([P.2)), par définition est une fonction

(i) u € W2P(0,1, X) N LP(0,1, D(LM)), u' € LP(0,1, D(L — M))
(i) u(0) € D(H) (2)

(i1i) u satisfait ([P.2).
Remarque. En vertu de (1)), une solution classique de (P.2) sera, une solution classique de

P,
Afin de résoudre les problémes (P.1)) et ( . pour tout

felr0,1,X), 1<p<oc.
On suppose dans tout la suite de ce travail que
X est un espace UM D (H.0)

C’est a dire est un espace de Banach telle que pour tout p > 1, la transformée de Hilbert

(Hf)(t) :gel_l)ré}L / St ds VieR, Vfe(C*(R,X)
e<|s|<¢

est continue de LP(R, X') dans lui méme (voir [2], [4]).

0.0.1 Historique

Nombreux auteurs ont étudié 1’équation :
u'(z) + 2Bu'(z) + Au(x) = f(z) pp z€(0,1)
Avec les conditions aux limites de Dirichlet
u(0) = up, u(l) =wuy

Lorsque le second membre f € LP(0, R, X), 1 < p < 0o, on cite par exemple les articles de
A. Favini et al [20], [21].
Mais dans ce travail les auteurs ont traité le cas des conditions aux limites opérationnelle de
type Robin en 0,

u'(0) — Hu(0) = do,

qui contient un opérateur fermé linéaire général H.
Par conséquent la situation est plus compliquée a cause des différents domaines. Voir par

exemple, le travail de Cheggag et al [6], ils ont étudié le probléme ([P.1]) dans le cas particulier
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B =0, lorsque f € L¥(0, R, X),1 < p < oo. avec certain hypothése sur les domaines D(H)

et D (v—A).

Citons aussi I'article [7] ou les auteurs ont considéré le cas ot B génére un groupe.

Dans ce mémoire, nous examinerons des situations plus générales, lorsque A, B et H vérifiant

certains hypothéses.

Les techniques utilisées dans ce travail sont basées sur

— la théorie des sommes de deux opérateurs linéaires fermés, en particulier sur le célébre
théoréme de Doré-Venni [12], et donc sur les résultats de Pruss-Sohr [30],

— le théoréeme de réitération dans la théorie de I'interpolation (Voir [27], [32]).

Considérons, dans ce travail comme dans tous les articles cités ci-dessus que les opérateurs

A et B (respectivement L et M) commute dans un certain sens.

0.0.2 Le plan de ce travail

Ce mémoire est composé d’une introduction et trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur quelques notions de base d’analyse

fonctionnelle qui sont utilisées dans ce travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude du probléme (P.2), sous certaines hypo-
theses sur les opérateurs L, M et H. En donnant la formule de représentation de la solution.

Dans le troisiéme chapitre, nous appliquons les résultats obtenus précédemment pour

N

L=B—(B>—A)? e M=-B— (B> A):,

En précisant également les hypothéses sur les opérateurs A et B.

Puis, on étudie quelques situations particuliéres intéressantes dans lesquelles nos hypothéses
sur les opérateurs L, M et H sont satisfaites.

En termine ce chapitre par quelques exemples d’équations différentielles aux quelles s’applique

la théorie abstraite obtenu.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base concernant les outils d’analyse
fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les espaces fonctionnels, les espaces d’in-
terpolation, la théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires (pour plus de détails
voir [3], [2], [4], [24], [28], [29]). On donnera aussi quelques résultats sur la théorie des sommes

d’opérateurs linéaires dans le cadre commutatif (voir [12], [23]).

1.1 Les opérateurs fermés

Soit £ un espace de Banach complexe, A un opérateur linéaire de domaine D(A) de F

& valeurs dans F.

Définition 1.1.1 On dit que lopérateur A est fermé si et seulement si pour toute suite

(xn) C D (A) telle que x,, converge vers x et Az, converge versy, alorsxz € D (A) et Az = y.

Définition 1.1.2 Soient A : D(A) C £ — F, B: D(B) C E — F deux opérateurs

linéaires. On dit que B est une extension de A, et on note A C B si
D(A) C D(B) et A= B sur D(A)
c’est a dire pour tout v € D(A) on a Ax = Bu.

Définition 1.1.3 L’opérateur A est dit fermable si et seulement si A admet une extension

fermée i.e.

Y (z,) C D(A) :{

La plus petite extension fermée de A est notée A et s’appelle la fermeture de A.
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Définition 1.1.4 Soit A un opérateur linéaire fermé sur E.

¢ L’ensemble résolvant p (A) de A est définie par
p(A):={AeC: (M —A) estinversible dans L (E)} .
¢ On définit la résolvante Ry (A) de A au point A € p(A) par
Ry(A):= (M —A)".
¢ Le spectre de A, noté o (A), est définie par

o(A):=C\p(A).

Proposition 1.1.1 Soient A: D (A) C E — F un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L (E, F), l'opérateur A+ B:D(A) CE— F
est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A=1 est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans E et D (A) est fermé dans E, alors A est
continue de D (A) dans E (Application directe du théoréme du graphe fermé).

4. Si A est un opérateur continu de D (A) dans E, alors A est fermé si et seulement si son

domaine est fermé.
5. Sip(A) # 0 alors A est fermé.

Définition 1.1.5 Soit A : D(A) C E — F un opérateur linéaire. On peut munir D (A)
d’une norme notée H.HD(A) et appelée norme du graphe, elle est définie pour tout x € D (A)

par :

12l peay = llzllx + [[Az]ly -

Proposition 1.1.2 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors <D, Il D A)> est un espace
de Banach.

Proposition 1.1.3 Soient A € L(FE) et B: D(B) C E — E un opérateur linéaire fermé
tels que Im (A) C D (B). Alors BA € L(F).

Preuve : 11 est clair que BA est défini sur E. Soit (x,,), une suite d’éléments de E telle que

T, — x dans F,
(BA)z, — y dans E.

Alors comme Im (A) C D (B), (Ax,), est une suite d’éléments de D (B) et comme A € L (E)

on a
{ Az, — Az dans X,

B(Az,) — y dans X.
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B étant fermé et Az € D (B), d’aprés la définition (L.1.1), on a B(Az) = y. Ainsi x €
D (BA) et (BA)x =y.

BA est donc un opérateur fermé et définie sur E. D’aprés le théoréme du graphe fermé, on
obtient BA borné sur FE i.e. BA € L(X).

Définition 1.1.6 [2], p. 19] On dit que Uopérateur A est sectoriel d’angle 0 < w < 7, i

{ o(A) C S, o
i) M (A,w') :==sup {|AR(\, A)||, A ¢ S} pour tout ' € (w,)
Avec

S {zeC*:|argz| <w} st 0<w<T7
v (0700) st w=0

1.2 L’intégrale de Dunford

Notons par H(A) l'espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le
spectre de A. La formule analogue a la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes

est définie par I'intégrale de Dunford suivante

(21 — A)” Ydz
2z77/f (2

Ou v est une courbe simple inclue dans p(A) et f € H(A). L'opérateur f (A) € L(F) et ne
dépend pas du choix de 7.

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C, semi-groupe)

Définition 1.3.1 On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X
toute famille (G (t)),>, dans L (X) vérifiant les aviomes suivants

(1) Pour tout x € X, lapplication

est continue.
(i7) G (0) = I.
(i) Vs 2 0,Vt 2 0: G (t+s) =G (t) G (s).

On dit aussi que (G (t)),5, est un Cy semi-groupe.
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Remarques
i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (#i7) sont vérifiées pour s, ¢ de
signes quelconques.

i1) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si
1G] < 1.

Exemples

1) Soit A un opérateur borné dans F, alors la famille d’opérateurs
Gt)=¢e4 teR

est un groupe sur F.
2) Soit £ = LP (R) avec 1 < p < oo et

(G0 f) (@) = [flz—1),
dans ce cas (G (t)),, est un groupe appelé groupe des translations.

Théoréme 1.3.1 Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes
M >1 etw >0 telles que
Vi=0 |G| < Me

Définition 1.3.2 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu

(G (1));=0, Uopérateur A défini par

D(A)=<Sz € E: lim % existe}

t—0+

R
Remarques
1) Si A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe (G (t)),s,, alors A est fermé a
domaine dense.
2) Le semi-groupe (G (t)),-, est uniquement déterminé par son générateur infinitésimal A.
8) Le semi-groupe (G (t)),., est uniformément continu si et seulement s’il est de la forme
(etA)t>o ou A est un opérateur borné dans E.

4) Si A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (G (t)),, tel que pour A > w,

IG @O < Me™",
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alors, l'opérateur
o0

M —A) e = /e_MG’ (t) zdt,
0

est borné et pour tout A € p(A)
AT —A) "zl S M(A—w).

5) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (G (t)),s,, alors
i) St x € D(A) et t > 0 alors G(t)x € D(A).

i) La fonction t — G(t)x est contindment dérivable sur R, si et seulement si x € D(A).

De plus, pour t > 0 p
%G@)I = AG(t)r = G(t)Ax.

iii) Pour tout © € F et tout t > 0

/G(s)xds € D(A) et A/G(s)xds =G(t)r — x,

0 0
et si de plus © € D(A)
t t

A/G(s)xds = /G(S)Axds =G(t)r — x.

0 0

1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Définition 1.3.3 On appelle semi-groupe analytique de type o € |0, 7/2[ toute application
G définie sur ’ensemble

Yo={z€C:largz| < a}

a valeurs dans L (E) telle que
(1) z +— G (z) est analytique sur X,.
2)Vee E,G(0)=1 et

lim G(z)z=x

2€¥q 2—0
(3) Vzl, 29 € Za, G (Zl -+ Zg) == G (21) G (ZQ) .
De plus
1
Gtz =—[e* (2] — A) ' adz = .

20
¥
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Théoréme 1.3.2 (de Kato) Soit A: D (A) C E — E un opérateur linéaire vérifiant
(1) A fermé de domaine D(A) dense dans E.
(2) p(A) D{A € C*:Re A =0} et AM > 0 telle que
M
VA>0:||(M = A7 < —.
o - a5 < 2L

Alors, A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant

(1) 3C >0, Yt >0: |G (@) < C.
M
(2) Vt >0, G(t) € L(E,D(A)) et ||[AG ()] < -

1.4 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par 2 un ouvert de R” (non nécessairement borné) et on pose

n
a = (aq, ag, ....,ap,) un multi-indice, avec |a| = Y «; et on utilise la notation
i=1

o« (0 o o\
() ()

Définition 1.4.1 Soit 1 < p < 4o00. On définit les espaces LP(0, R; E) pour R > 0 par

R
LP(0,R; F) = {g : (0, R) — E mesurable : / g (2)|% dz < oo}
0

Si p est fini. On munit cet espace de la norme

R , :
19000 = ( / ||g<x>||de)
0

Pour p = oo on pose :

L>*(0,R; E) = {g : [0, R] — E, mesurable : sup ess|lg(z)|p < +oo} :
z€(0,R)

muni de la norme : (gl oo gy = sup ess||g(x)|| .
Y ze(0,R)

Théoréme 1.4.1 L’espace LP (0, R; E), p € [1,+00| muni de la norme précédente est un

espace de Banach.
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1.4.1 Intégrales définies dépendant d’un parameétre

On rappelle le résultat classique :

Proposition 1.4.1 Soient

i) J un intervalle non trivial de R,

it) E un espace de Banach,

iii) f:J xla,b] — E une application continue admettant une dérivée partielle par rapport
a la premiére variable % continue sur J x [a,b].

w) a, B deuz fonctions de classe C' sur J et a valeurs dans [a, b].

Alors, Uapplication

h = J—F ;
r — h(x):/ f(x, t)dt

est de classe C* sur J et pour tout x € J on a

Baf

W(w) = 5'(@)f(z, B2)) — o' (@) f(,az)) + [ Zo(2, t)dt.

«

1.4.2 Les espaces d’interpolation

On désigne par Fy et F; deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un
espace topologique séparé E (c’est a dire Ey — E, E; — FE). Considérons les espaces de
Banach

EoNE; et Ey+ Eq,

munis des normes HxHEomEl = HJ:HEO + ||zl g, ; et

2 gyzy =, inf _ (laollg, + lloalz,)

Le couple {Ey, F4 } est dit couple d’interpolation.

Définition 1.4.2 Soit {Ey, E1} un couple d’interpolation. On appelle espace intermédiaire

entre Fy et Ey tout espace de Banach E tel que
EoNEyCECEy+ Ey.

Les espaces E;, 1 = 0,1 sont des espaces intermédiaires.
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Définition 1.4.3 Soient 6 € ]0,1[ et p € [1,+00]. On appelle espace d’interpolation entre
Eo, Ey Uespace (Eo, Er ), tel que x € (Ey, E1),, si et seulement si

i)Vt >0,3u; (t) € B (i=0,1):2=uy(t) +uy(t)
ii) t%uo € L2 (Ry, Bo), "Puy € L2 (R, ),

ou

+0o0
d
L(E) = 3 £ 00,00~ B: [ 505 < o0
0

Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout w, 6,
t€]0,1] et p,q,r € [1,400] :
1) Si0 <0 <w<1alors (Ey, E1),, C (Eo, E1)

w?q :

2) Si p < q alors (FEy, E1)97p C (Eb, El)@,q'

)
3) Si Eg = E1 alors (Eo, El)g,p = EO = El.
)

4)Si0<0<1
(Eo, E1)op = (E1, Eo)1-0,p (1.4.1)
Si0<w< 6 <1,alors on a ((Ey, E1)gyp, (Eo, El)qu)t,r = (Eo, E1)a,r, avec
1 1—t t
a=1-t)f0+tw e —-—=— 4 -.
r p q

Propriété de réitération
Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C E. Alors
pour tout § € ]0,1[, p € [1,+o0] et n € N*

(B, D(A™))op = (E, D(A))nop (1.4.2)
Cas Particulier (D(A), £),,

Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans
E. Posons Ey = D(A) et £y = E, alors

EomEl :D(A) et E0+E1:E,
donc, pour tout 6 € ]0,1] et p € [1,4+00] on a

D(A) c (D(A),E),, C E.
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Si p(A) D Ry et sl existe une constante Cy > 0 telle que

<CA

VA > 0: [[(A=AD) 7| <5

alors

(D(A),E), = Da(l—-0,p)=(E, ( ))1-64
= {xEE Htl 9A A— lx”EELp}

Définition 1.4.4 Pour tout 0 € |0,1[, p € [1,+00] et k € N, on a
Dy (0+k,p)={xeDA"): A'zeDs(0,p)},

avec la norme

121l p o1y = N2l + [[ A2 ]| 5 g,
Si 6 # %, on a le résultat de réitération suivant
(E, D(A%)oq = (B, D(A))2s4 (1.4.3)
En utilisant , on obtient
(D(A%), E)oq = (E,D(A*))1-94 = (E, D(A))2-20, (1.4.4)

(Pour plus de détails sur les espaces d’interpolation et le théoréme de réitération, voir par
exemple Lions-Peetre [27] et Lunardi [28§]).

Théoréme 1.4.2 (de Lions) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-

ment continu (G (t)),,, alors pour tout p € [1,+00] et 0 € |0, 1]
(D(A), E)y, = {z e E:||t" (G(t)—1)z||, € L¥}

muni de la norme

1/p

+oo
dt
lell oo, = lells+ | [ 167G 0 = Dally G
0

Avec les modifications usuelles si p = oco.
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1.4.3 Les espaces de Sobolev et de Besov

PourmeNet 1l <p<oo:
On note W™ (Q, E') 'espace de Sobolev des fonctions f : Q — F telles que 0“f € LP (Q, E)

pour tout || < m. C’est un espace de Banach avec la norme

1/p
> HaafHLPQE sil<p<oo
HfHWm»P(Q,E) - laf<m
max [|0°f|| L ;) si p = 0.

laj<m

Pour s € ]0,1[et 1 <p < o0 :

On définit I'espace fractionnaire de Sobolev par

WeP (L, E)=( feLP(QF) // (G |5p+n||Edmdy < 00
- Y

On définit les espaces de Besov B (€2, E). Pour s € ]0,1[ et 1 < p,q < oo, par

a/p
s I/ (2 e,
By, (Q,E)=4fel’(QF) / / y\sﬁn dy < oo

Avec la modification classique quand p = oo et ¢ = oo
Dans le cas ot p =g on a B, , (), E) = WP (Q, E) .

1.4.4 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach E, connue sous le nom

UMD (Unconditional Martingale Difference property), pour plus détails voir [2].

Définition 1.4.5 On dit que E est UMD si la transformation de Hilbert H définie sur LP (R, F) ,
1 <p<oo par

(Hf)(t) :Eelgga+ / It ds VteR, Vfe C*(R,E)
e<|s|<t

est bornée.
Définition 1.4.6 E est £-convexe s’il existe une fonction £ : E x E— R convexe telle que

i) £(0,0) >0
it) & (,y) < |lv +yll avee [[zf| = |yl = 1, Yo,y € E.
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Théoréme 1.4.3 Soit & un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) E est UMD.

i1) Il existe une fonction & symétrique et biconvexe vérifie £ (0,0) > 0 et

§(x,y) < llz+uyll,

tel que ||z]| <1< |lyll,Va,y € E.
Exemples
» Les espaces de Hilbert (il suffit de choisir £ (z,y) = 1 + (z,y) ou le crochet (.,.) est le
produit scalaire).
» Les sous espaces fermés d’un espace UMD.
» Les espaces construits sur L (2, E), 1 < p < oo tel que E est UMD
sont des espaces UMD. Mais les espaces C*(£2; E) (a € N) ne sont pas UMD.

1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(¢; F)

Dans cette sous section, on donne la définition des puissances complexes d’un opérateur
sectoriel. Si A : F — FE est un opérateur borné positif, la puissance complexe de 'opérateur

A est définie par

1 -1
Afx=— [t (t] — A)" " xdt
2T ( ) ’
N
Ou z est un nombre complexe arbitraire.
Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on définit la puissance fractionnaire de

partie réelle positive (Pour 0 < Re z < 1) par la représentation de Balakrishnan suivante

+o0o
/tz—l (t1 — A)~" Axdt,

0

sin zm

Afx =

™

Pour tout x € D(A) (voir Haase [24], Proposition 3.1.12, page 67).
Si —1 < Rez < 0, on écrit, pour x € D(A),

+o0

/tz (tI — A)~ " adt.

0

_sin(z+1)7
N ™

Afx = AT Ay

Le théoréme suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de A* (voir Dore et Venni

[12)
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Théoréme 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes

1) Soit z€ C:Rez<0etm,neN:m>n+Rez >0 alors

“+oo

L (m) / F (A (6 — A)) A"zt

veek AI:F(n—kz)l—‘(m—n—z)
0

est absolument convergente.
2) z — A? est holomorphe de {z € C : Rez < 0} dans L (F).
3) SimeN:m=>2etzeC:Rez<m alors D(A™) est dense dans D (A?).
4) Soitw,z € C:Rew < 0 < Rez alors

AYA? C AV C AZAY.

De plus, si Re (w + z) # 0 alors A¥T% = A A™.
5) Soit « € RT et x € D (A*) alors z — A*x est holomorphe pour Re z < «.

6) Supposons que A € L (E) pour s € R donc

(a) Si Rew <0 et w+ z =1is alors A¥T* = AV A* = A*A".

(b) Si Rew < 0 alors A®AY = AWTs = AWA',

(c) Si Rew > 0 alors AAY C A¥T C AY A et la seconde inclusion
est en fait une égalité si Rew > 0.

7) Si0 < Rez <1 alors

A% < M (cosh (rImz) + w) .

sin (7 Im z)
8) Soit A" € L (E) avec s € R, pour ¢ € ]0,7/2[ fizé, on pose
sz{pew:p>0et7r—30<6’<7r+g0},

alors A*T — A% (dans la topologie forte de L (FE)).
9) Soit AC{z€C:Rez<0} et Aj=AN(R)#D. On suppose que

sup || A%[| < +o0,
zEA

alors YVw € Ay, AY € L(E) et A* — AY ou z — w, z € A (dans la topologie forte de
10) SiT € L(E) alors (A= X)"'T=T(A—=X)"", pour A € p(A), et

(a) TA* = AT pour Rez <0.
(b) TA* C AT pour Rez > 0.
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11) Si (A= XI)"" et (B—pul)™" commutent alors

(a) A*B* = B"A? pour max {Rew,Rez} < 0.

(b) si A™ et B* € L(E), Vs,t € R alors A*B¥ = B¥A*

pour max {Rew,Rez} < 0.

Définition 1.5.1 On note BIP(E,«) (Bounded Imaginary Powers) ou o € [0,7|, l’en-
semble des opérateurs sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornées (
Pour plus de détail voir [12]), c’est a dire U € BIP(X,«), si U est un operateur linéaire

fermé densément satisfaisant :

{ |—00,0[ C p(U), Ker(U) =40}, Im(U

) =X
et dc < 1,‘v’)\ > 0, || (U‘F)\I)il ||L(E)<

c (1.5.1)
A

Ker(U),Im(U) et p(U) sont respectivement le noyau, I'image et 1’ensemble résoulvant de
Uet:

{ pour tout s € R, U" € L(E) et : (1.5.2)

Je>1,Vs e R, || U” || ()< ce
On rappelle que 'operateur vérifiant (1.5.1)) admet une puissance complexe U* pour tout
z € C (voir Haase [24] p.70). D’autre part, soit

0 €]0,1[;qg € [1,4o0[,me N, u e R
et V un operateur linéaire fermé dans X satisfaisant :

Jp, +oo[C p(V) et ?\up | AV =A™ | nm) < +o0.
>p
1.6 Sommes d’opérateurs linéaires dans le cas commu-
tatives

Soit F un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés de
domaines D (A) et D (B) respectivement dans E et leurs ensembles résolvants p (A) et p (B)

non vides.

On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes

d’opérateurs linéaires pour résoudre le probléme suivant
Au+Bu—du=f, A>0 (1.6.1)
lorsque les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,
(A=zD) 5 (B=pl) "] = (A= 2D (B=pl) = (B—pul) ™ (A=zI)" =0

La résolution de ce probléme repose sur la construction de l'inverse de A + B sous des

hypotheéses correspondantes a des méthodes différentes
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1.6.1 Sommes de Da Prato et Grisvard
Da Prato et Grisvard ont étudié I’équation ([1 sous les hypothéses suivantes

(( 3C4,Cp >0, 04,0p €[0,7] tels que
i) p(A) DEs={z€C":|argz| <m— 04},

Ca(0
e € S (4= D) < T2,
(DG.1) it) p(B) DX ={2€C":|argz| <7 —0p},
Cp (0
¥z € Tg; (B oo, < 1‘32(| )

iii) 04 + 05 < .
iv) D(A) + D (B) = E,

VA€ p(A),Yuep(B):
(DG-2) { [(A=AD)""(B—pl) '] =0.

\

Ces auteurs ont montré, pour f € D4 (0,q)+Dp (0,q),0 €]0,1[ et g € [1, +00] que 'équation
(1.6.1)) admet une solution stricte et unique u donnée explicitement par I'intégrale de Dunford
1 B B
u=— [ (A= (z+ N D) " (B+20)" fdz

2T
T

Ou v, est une courbe simple orientée de oo e~ & 0o €0 avec 6y € |05, ™ — 0.4[, demeurant
A ) )

dans X4_» NY_pg.De plus, la solution a la régularité suivante

Au,Bu € Dy (0,q)  (resp. Dp (0,q)).

1.6.2 Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances

imaginaires bornées pour étudier I’équation ((1.6.1]). Ils ont supposé que

(DV.0) E est un espace de Banach de type UMD,
i)p(A) D]—00,0] et IMy >0 ||(A+tI) 1}|
(DV.1) 1 t
it)p (B) D ]—00,0] et IMp > 0: |[(B+tI)”
VA€ p(A), pep(B)
vl G
iIWseR: A% € L(E) et
dK,>21,04>0, VseR: HAZSH < KAeeA‘S‘,
(DV.3)( ii)Vs€R: B* € L(E) et
dKp > 1, 05 >0, Vs € R: ||B*|| < Kgelslsl,
iii) 04+ 05 < 7.

vt >0

(ul —B)"" (M — A)7!
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Alors, la somme A + B est fermée, inversible et son inverse est défini par

1 Aszzfl
A+ B = 22 g
(A+B) 2i snnz
Y

Ou 7 est une courbe verticale contenue dans la bande

{zreC:0<Rez <1},

et orientée de ooe /2 vers coei™/2.

Ce résultat a été généralisé par Priiss et Sohr [30], dans le cas ou 'un des deux opérateurs

(seulement) est inversible.
Lemme 1.6.1 ([23, p. 678, Theorem 2]) Soit u une fonction tels que
w € W™P(a,b; E) N LP(a, b; D(Q")),

Oun, k€ N* et p €]1,+00[. Puis pour j € N satisfait la condition de Poulsen 0 < %4—]’ <n
et s € {a,b}, on a ul(s) € (D(Q"),E),;, 1

np P



Chapitre 2

Probléme elliptique complet avec
conditions aux limites de type Robin

On va étudier dans ce chapitre le probléme (P.2)) suivant

{ u'(z) + (L — M) (x) — LMu(z) = f(z) pp x€(0,1)

w'(0) — Hu(0) = dp, u(l) =4

posé dans un espace de Banach F.

2.1 Hypothéses sur les operateurs
Supposons que
E est un espace UMD

et que les opérateurs L, M et H sont linéaires fermés vérifiants
D(L) = D(M) et D(ML) = D(LM)

ML =LM
30,0, €0, g[: —L € BIP(X,0;) et — M € BIP(X,0y)

L + M est inversible d’inverse borné
V& e D(H),YA € p(L),(L—N)"'¢ € D(H) et :
(L—X)"'HE = H(L— M)k
t
) Ve € D(H), Y € p(M), (M — ul)"1€ € D(H) et :
(M —pI)"'HE = H(M — pI)7'¢
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Les hypothéses précédentes nous permettent de construire 'opérateur e“* € L(X) (voir le

Lemme ci- dessous) donc on peut considérer 'operateur linéaire A défini par :
D(A) =D(L)ND(H) et A= (M — H) 4+ e“™(L + H)
nous supposerons que :
A est fermé et inversible d’inverse borné (H.7)

Cette derniére hypotheése signifie exactement que le déterminant dans un certain sens de ([P.2))
est inversible, elle généralise I’hypothese utilisée dans Particle [7]. page 526. Lorsque B = 0
elles coincident. Cela sera discuté en détail dans le chapitre 03.
Le principal résultat de ce travail garantit que sous les hypothéses ci-dessus sur L, M et
lorsque

felP(0,1,X) avec 1< p< o0,

le probléme ([P.2)) admet une unique solution classique u au sens si et seulement si

Ay, uy € (D(LM),X) 1

2p P

2.2 Conséquences des hypothéses

Remarque 2.2.1 Sous les hypothéses (H.1)) et (H.2]). On a

1. D(L?) = D(M?) = D(ML) = D(LM).

2. Pour 6 €]0,1], ¢ € [1,+00] on a
(X, D(L))o.q = (X, D(M))g,q

et
(X, D(L*))oq = (X, D(M?))g,g = (X, D(LM))g,g = (X, D(ML))pyg-

En plus, on a
(X5 D(L)116:g = (X5 D(M))14659-

(Pour la derniére égalité voir ([16], remarque 5 page 4970).

3. VA€ p(L),Vu € p(M) :

(L—=X)"Y M —pl)™ = (M — pI)" (L - XI)".
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Remarque 2.2.2 Grice au résultats de Priiss-Sohr [30] (Théoréme 2, page. 437), Uhypothése
impliquent que L et M générent des semi groupes analytiques uniformément bornés dans
X

(€ )az0, (€"™)a0.

Dans la suite, on va détaillé quelques propriétés de la somme L + M et du produit LM.

Remarque 2.2.3 Sous les hypothéses (H.0) et (H.1) «~ (H.3)), on peut appliquer les Théo-
rémes 4, 5 et le Corollaire 3 dans [30] page. 441, page. 443 et page. 444 respactivement, pour

trouver les résultats importants suivants :

Conséquence 2.2.1 L’opérateur —L — M de domaine D(L) = D(M) est fermé et satisfait
(1.5.1)). De plus, si L ou M est inversible et son inverse est bornée, alors L+ M est inversible
d’inverse bornée aussi, et dans ce cas (H.4) est satisfait.

Conséquence 2.2.2 On peut choisir ¢ > 0 (arbitraire et petit) tel que :
— (L + M) € BIP(X,0) (2.2.1)

avec 0 = max(0y,0y) + ¢, (si0p # Oy, on peut prendre e = 0). 1l s’ensuit que L+ M génére

un semi-groupe analytique uniformément borné dans X.

Remarque 2.2.4 On peut prouvé ce résultat d’une autre maniére, sans appliquer la théorie
des opérateurs BIP wvoir le Lemme (ci-desous), le point 6.

Conséquence 2.2.3 LM est fermable et
LM € BIP(X;0+0y).

On obtient la fermeture par une application directe du Corollaire 3 dans [30]. Mais, dans ce
cas, comme D(L) = D(M) alors LM est fermé (En appliquant [21], Lemme 1, page. 168),
ainsi

LM € BIP(X;0, + 0y).

Nous étudions maintenant quelques propriétés de commutativité.

Lemme 2.2.1 Sous les hypothéses (H.0) et (H.1) «~ (H.7). On a
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1. Soit C' I'un des opérateurs {M, L, L + M} et Ce {M,L,H}, x>0et € D(é), alors
e"“¢ € D(C)
et 565505 = ewcéf.
2. Soient C' € {M,L,L+ M}, C € {M,L}, >0,z € X et A € p(C), alors
eC(C =Nz = (C = \) ez
3.51C € {M, L}, alors pour £ € D(A), A € p(C) on a
(C—A)*¢ € D(A) et (C—AI)TAE = A(C = NI) e

4.51 C € {M, L} et £ € D(C), alors on a

CA'¢ = ATCE.

5. Pour £ € D(A) = D(H)N D(L) on a HA7'¢ = A~ HE.

6. pour x > 0, Popértateur L + M génére un semi-groupe analytique uniformément borné

dans X satisfaisant

6m(L—l—M) emLemM _ emMemL‘

Preuve.
1. Soit x > 0 et £ € D(H). L’opérateur C' génére un Cp—semi groupe, donc selon [29],
Théoréme 8.3 page. 33 on a

e"C¢ = lim (—(o1 — )", (2.2.2)

n—oo T T

et de (H.2), (H.5)) et (H.6), on déduit que

C0¢ = lim (* (1= C)7)"Ce= lim O(L (1= C)7)'e,
alors, puisque C est fermé, on déduit que e"CE € D(é) et
éexcf = ewcéf.
2. Posons & = (5 — A)7'z, on déduit, de point 1, que
(C = AI)e™C¢ = e"C(C - AI)E,

alors (C' — \)e®(C — M)tz = %€
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3. Puisque £ € D(H), de (H.5)), (H.6) on déduit que (C' — AI)~*¢ € D(A) et

AC =AY = (M —H)+ ™ML+ H)(C -\
= (M —H)(C =M+ ™ML+ H)C— )7,

maintenant, de (H.2)), (H.5)), (H.6]) et le point 2, on déduit que

AC =N = (C—=A)"H M - H)E+ (C— M)t ™ML+ H)E
= (C—\)'AE

4. On fixe A € p(C) et y = A~1(C — A&, alors de point 3 on trouve
(C = N)*Ay = A(C — X))y,
c’est-a-dire £ = A(C' — XI)'A~H(C — AI)¢, donc
(C = XA =AHO = N,

alors
CA e =ANTC¢.

5.51¢& € D(A) on a
ANTIE = ATHAE,

c’est-a-dire
(M — H)+e""M(L+ H)A e = A (M — H) + "ML+ H))E,
alors

MAflé-_i_eLJrMLAflg . ([ o €L+M)HA71€
— A_1M€+A_1€L+ML§ _A—l(I_ 6L+M)Hf,

donc
(I —e"™MHAE = AT — "M HE = (I — " M)A HE.

Mais I — e**M est inversible et borné, donc

HA'¢ = ATTHE.
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6. En appliquant le point 2, on obtient, pour x €]0,4+o00[ et n € N
M (2ET- M) = (BT M) e,

r T r X

et par (2.2.2)), on déduit que

ea:LezM — €IM€IL.

Alors (e®Fe™), 5 est un semi-groupe fortement continu (voir Engel et Nagel [14], paragraphe
5.15, page. 44).
Notons que, grace a 'hypothese (H.4), Popérateur L + M est fermé, puis du paragraphe

2.7, page. 64 dans [14], on déduit que L + M est le générateur du produit des semi-groupes

(eva erM)xZO )

2.3 Représentation de la solution

Sous les hypotheses (H.0) et (H.1) «~ (H.7)), supposons que le probléme (P.2) admet une

solution classique u. c’est a dire :

u € W*P(0,1; X) N L7(0,1; D(LM)), v € LP(0,1; D(L — M),

avec ug = u(0) € D(H). On peut écrire

{ u"(\) + (L — M)u'(.) + LMu(.) € LP(0,1; X),
up = u(0), u(l) = u.

Donc d’apres [21], point 2, Théoréme 5, page. 173 on a

u(0),u(1) € (D(LZ),X)%J, = (D(M2),X)i’p. (2.3.1)
D’autre part, en utilisant , on obtient
(D(?).X) 1, = (X. D), +, = {6 € D(L): Lo € (X.D(L)), s, }
Ensuite
u(0),u(1) € D(L) = D(M). (2.3.2)

On utilise la représentation de la solution u obtenue dans [20] donnée par
u(z) = e™Mgy + eI + L+,

pour p.p x € (0,1), ou
x 1
I =(L+M)! / @M f(s)ds, J, = (L+ M) / e f(5)ds.

0 T
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Pour trouver la représentation de u, il suffit de déterminer les constantes &, et &, en tenant
compte des conditions aux limites du probléme (P.2)

u'(0) — Hu(0) = do, u(1l) = uy. (2.3.3)
Il est clair que &, & € D(L) = D(M) a cause de (22.3.2)), alors
'LL(O) = 50 + eL§1 + J().

u(l) = ero +& + 1.
Ou

1 1
Jo = (L+M)1/65Lf(s)ds et I = (L+M)1/e(1s)Mf(s)ds.
0 0

On a, pour p.p z € (0,1)
u'(z) = MeMe, — Let e, + M1, — LJ,. (2.3.4)

Donc «/(0) = M&, — Le&, — L.

Par suite, on trouve

M&y — Let&, — Lo — H [y + eF&, + o] = do,
ero +51 +1I =u

{ (M —H)& — (L+ H)e"¢, = (L+ H) Jo + do, (2.3.5)

Mg+ & =N +uw
Le déterminant de ce systéme est
M—-H —(L+H)el
= (M —-H)+M(L+H)=A

eM 1

Comme A est inversible et son inverse est borné alors
Afl(X) =D(H)ND(L)=D(H)ND(M)

donc, le systéme (2.3.5)) admet une unique solution (&, &;). Pour le déterminer, en effet

A u(0) = A7+ Atele + A1,
AM(0) = A TME — AT Lelé, — AL ;.

Donc A~ 'u(0) € D(H) et

{ HA 'u(0) = HA7'¢, + HA\el¢, + HA ™ Jy

A‘lu’(O) = A_leo — A_lLeLgl _ A_lLJO. (236)
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Ensuite

Atdy = A/ (0) — Hu(0)] (2.3.7)
= A N/(0) — HA u(0)
= (M- H)AN '€ — (L+ H)A ek e, — (L + H)A Ty,
Pour les permutations on a utilisé
~ le Lemme [2.2.1] point 5 pour HA™'u(0) = A~'Hu(0).

— le fait que
u(0),u(1) € D(L) = D(M)

et le Lemme [2.2.1} point 4 pour MA™! = A~ M sur D(M), et
LA =ATL

sur D(L).

Ensuite, a partir de u; = eM&; + &, + 11, on obtient
Ady = [(M—H)+ "ML+ H)A Y, — (L+ H)A el (uy — L) — (L+ H)A ™ Jq
= & — (L+ H)A et (uy — 1) — (L + H)A ™,
donc
Eo=A"tdy + (L + H)AN ePuy — eI + Ty, (2.3.8)
et
& =—eM(L+ H)AN Y ePuy — eI + Jy) — eMA dy 4+ uy — 1. (2.3.9)

Enfin, on conclure la représentation suivante de u
u(z) = eM[Ady+ (L + H)A  eluy)

1
—e"M(L 4+ HYAYe5 (L + M)~ / eU=9M £(5)ds
0

+e™™M(L+ H)A ™ (L + M)_l/leSLf(s)ds
0

+eOL(T — (L + H)A Yl M)y, — A~1eMdy)

1
—e=OL(L 4 H)eMA Y (L + M) / el f(s)ds
0

1
—e=L[ — (L 4+ H)A P M)(L + M)_l/ UM £(5)ds
0

+H(L+ M)~ / @M f(5)ds + (L + M) / e~ f(s)ds,
0 T
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On peut écrire

u(r) = Sz, fo, fy,M)+SA -z, f1, f(1—".),L) (2.3.10)
+R(x, Tf1, M) — R(1 — x, fo+Te" fi, L),
ou
T=(L+H)A"eL(X), (2.3.11)
1
fo=A'dy+T(L+M)" /eSLf (2.3.12)
0
fi =g — (L + M)~ / 1= f(5)ds, (2.3.13)
et "

1
S(z, fo, ;M) = e M(A™ o+ (L + H)AH L+ M)~ / e*t f(s)ds
0
(L4 M)t [ @M f(5)ds.
/
S(U—a fi,f(1=),L) = " (u —(L+ M)~ / =M f(s)ds)

0
1

+(L+M)™! /e(s_m)Lf(s)ds

R(z, T, M) =e™Me"[(L+ H)A (uy — (L + M)™* / UM £(5)ds)].

1
R(1—x, fo+Telf1, L) = eO™DEMATdy+ (L+ H)A (L + M) / el f(s)ds

0
1

+(L 4+ H)A e (uy — (L + M)~ /e(l_S)Mf(s)ds)].
0
et pour p € X et C=LouM

{ S(x, 0. f, )—(;‘”;qbog (_LefcﬂﬂMf% oI (s)ds (2.3.14)

Cela montre que si le probléme (P.2) a une solution classique u alors il est unique et déterminé
par (2.3.10).
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2.4 Lemmes techniques

On rappelle dans le Lemme suivant une conséquence trés importante de la théorie des sommes

d’opérateurs linéaires de Dore-Venni cas commutative

Lemme 2.4.1 Sous l’hypothése (H.0) et lorsque que l'opérateur —C' € BIP(X,a) avec o €
[0, 5[ et pour tout g € LP(0,1; X) avec 1 <p < +o00. On a

1. z+— C’/ @)% (s)ds € LP(0,1; X) (2.4.1)
0

1
2. T+ Ceffc/ e*“g(s)ds € LP(0,1; X) (2.4.2)
0

Preuve.
1. Le premier point, est une conséquence directe de 1’exemple donné dans Dore et Venni [12]

en utilisant le résultat de Pruss et Sohr losrsque C' n’est pas inversible.
2. Le point 2 est une conséquence de 1. (Voir [20], p.200, propriété (26)).

Pour les données dy, u; on utilise le résultat suivant basé sur la définition des espaces

Iinterpolation lorsque C' est un générateur d’un semi groupe analytique.

Rappelons que, pour tout 6 € ]0,1[, m € N* et 1 < p < oo, (voir [32, p. 96] p. 96),

P

(D™, By, = {6 X [ [emocmecol § < +oo
0

Ceci montre que

Qb S (D<Cm)7X)L

mp

= t+—— C™e%% € [P(0,1; X), (2.4.3)

P
il s’ensuite, pour m =1 et m = 2, que
1

¢ € (D(C), X)s
6 (D(C?),X) 1

P

< Ce%% € L?(0,1; X)
— %% e [P(0,1; X),

P (2.4.4)

P

Lemme 2.4.2 Supposons (H.0) et (H.1) «~ (H.4). Pour C € {L, M}, ona
1. ¢ € (D(C?),X) 1, = (C=XI)Ce € LP(0,1;X). ot A € p(C).
2. € (D(C?),X)1, <= (L+M—C)Ce% € LP(0,1; X).

3.9 € (D(C?), X)L, = (L+M-C)e% € L*(0,1;X).
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Preuve.

1. Ce résultat est démontré dans [21] (Lemme 3, page. 171-172).

2. Dans le cas ou C = L (la preuve pour C = M est similaire), on effet : Soit ¢ €
(D(LQ),X)%JD. En prenant Ay = 1 (car —L € Bip hypotheése (H.3), donc vérifie (|1.5.1

dans D’assertion 1. et le fait que

MLe "¢ =M(L—1)"L—1I)Le "¢ € LP(0,1; X).

Car M(L—1I)' e L(X),
Inversement, supposons que M Le:L¢p € LP(0,1; X) et montrons que L%e' L¢ € LP(0,1; X)

pour avoir utiliser (2.4.4). En effet

Let¢p = LIM—-I)(M—1)"tely
= (M —I)"'LMe "¢ — L(M —I)"te Lo,

et donc Le L'¢p € LP(0,1; X), ensuite de

Lel¢ = LX(M—I1)(M—1)"e "
= L(M—I)"'LMe Yo — L(M — I)te Lo,

on déduit que L%e £¢ € LP(0,1; X), par conséquent ¢ € (D(LQ),X)%’p.
3. Supposons que C' = L. Si ¢ € (D(L2),X)2i7p, alors Me ¢ € LP(0,1; X) puisque

Mety = M(L—-I1)"YL—- ety
= M(L—1I)"Le*¢p— M(L—1I)"e ",

Par le point 2, on déduit que M?e' L € LP(0,1; X) car

M?*et¢p = M(L—I1)*M(L—1Ie "¢
= M(L—-1)""MLe*¢p— M(L—1I)""Me “¢.

Inversement, si M2e-L¢ € LP(0,1; X) donc Me £¢ € LP(0,1; X) car
Metyp = M(M—1)(M—1)"ete
= (M —-1)"'M?*etp— MM - L) e lo,
mais

LMet¢ = LM(M—I)(M—1)"e s
= L(M—1)""M?L¢—L(M—1I)"Me Lo,
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donc LMe L¢ € LP(0,1; X), et la déclaration 2 donne ¢ € (D(L?), X) 1

2p p*
Maintenant, on peut étudier la régularité des termes R et S apparaissant dans (2.3.10)).

Lemme 2.4.3 Supposons (H.0) et (H.l)) «~ (H.7)). Soient C = L ou M et ¢ un élément

donné dans X. Alors pour le terme régulier R(.,¢,C) définit au-dessus, on a
LMR(7¢7 C)v L2R<'7¢a 0)7 MZR('>¢7 C) S Lp(oa]-aX)

Pour la preuve de ce lemme, voir Lemme 2 pages. 170-171, dans [21].

Dans la section suivante on va étudier le terme singulier S(., fo, f, M).

2.5 Etude de S(., fo, f, M)

Proposition 2.5.1 Sous les hypothéses (H.0) et (H.1|) «~ (H.7) et pour f € L*(0,1; X), avec
1<p<+ooetPe{LM M?*L? ona

PS(., fo, f, M) € LP(0,1; X) <= A"'dy € (D(LM), X) 1

2p7p'

ou fo est défini par .

Preuve. Soit C' € {L, M} . On pose, pour presque tout = € (0, 1)

x

L(z,9,C) = LM(L+ M) [e@9Cf(s)ds
o (2.5.1)

M(z,9,C) = LM (L + M)™1e*@ [ esE+M=C)g(s)ds.
0

En vertu de la commutativité de L et M, on peut écrire pour y € D(L) = D(M)
LM(L+ M)y =(L+M—C)L+M)'Cy,
On en déduit
L(2,9,C) = (L + M — C)(L + M)™C Of &9 f(5)ds
M(z,9,0) = (L+M — C)(L+ M)~1Ce*® fl eSEFM=C)g(5)ds.
0
Comme (L+ M — C)(L+ M)™! € L(X), alors on a

L(.,9,C) € LP(0,1; X) (2.5.2)
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et

1
z+— (L + M — C)etEHM=0) /eS(L+MC)g(3)ds € LP(0,1; X).
0

Ainsi

1
/ MOy ds € (D(L+ M — ), X)
0
voir et encore
1
T — C’ewc/es(LJrM_c)g(s)ds € LP(0,1; X),
0

de ce qui précede, on déduit
M(.,g9,C) € LP(0,1; X). (2.5.3)

Par exemple, si P = LM , on peut écrire, pour p.p. x € (0,1)
PS(o.fo. f.M) = LM fy+ LML +20) [ - f(s)ds

0
T

= LMe™A 'dy+ LM(L+ M) /e(ms)Mf(s)ds

0
1

+LMe™™M (L + H)A YL+ M)t | el f(s)ds
0
= Me™MLA Ydy+ L(x, f, M) + (L + H)A"*M(z, f, M),

et comme LA™' HA™! € £(X), A partire de (2.5.2),(2.5.3) et (2.4.4)), on déduit que

LP(0,1; X) <= Me™ LA 'dy € LP(0,1; X)
LA™ dy € (D(M), X)1 , = (D(L), X)1 .
A~y € (X, D(L))y 1,

Atdy € (X, D(L2))17%

Ady € (D(L%), X) 1,

A'dy € (D(LM), X )+

2

PS('7f07f7M)

3 =

Hﬂﬂﬂﬂm

7p'

bS]

Les cas P = L? ou P = M? sont traités d’une maniére similaire.

Pour le terme S(1 — ., f1, f(1 —.), L) : On a la proposition suivante
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Proposition 2.5.2 Sous les hypothéses (H.0) et (H.1) «~ (H.7) et pour f € LP(0,1;X) et
Pe{LM,M? L[?} ona

PS(1— ., fi, f(1—.),L) € LP(0,1; X) <= u; € (D(LM),X)1

2p7p'

ou fy est définit par .

Preuve. Supposons que P = LM (par une méthode similaire, on obtient le résultat dans
les cas P = M? ou P = L?. En effet,

PS(l _$7flaf(1 - )7L)
1-—x

= LMYl f 4 LM(L+ M) [ A 9L (1 — 5)ds

T

= LMWLy + LM(L+ M)t [ @279 f(1 — 5)ds

o7 T~

1
—LM(L + M) tel=0L / eMf(1 — s)ds
0
= LMY 9Ty + L(1— 2, f(1—),L) = M(1—x, f(1—.),L)

par le Lemme [2.4.2] et le point 2, on trouve

PS(1— . fi,f(1—=.),L) € L?(0,1;X) <= LMel )ty € LP(0,1; X)
— u € (D(L?), X)

2.6 Reésultat principal

Théoréme 2.6.1 (Solution classique) Sous les hypothéses (H.0|) et (H.1)) «~ (H.7)) et pour
feLP(0,1; X) avec 1 < p < oo. Le probléme (P.2)) admet une unique solution classique u si

et seulement si
A tdo,uy € (D(LM), X) 1

2p7p'

Dans ce cas, u est déterminé par|2.5.10.

Preuve. On sait que, si le probléme ([P.2]) admet une solution classique u alors cette solution

est donnée par [2.3.10

U({L‘) = S($,f0,f,M)+S(1 _:Eaflaf(l_')’L)
+R(x, Tfy, M) — R(1 — z, fo + Te" f1, L)
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ol fy, f1 et T sont définis par [2.3.12] [2.3.13] et 2.3.11] Pour conclure, il suffit d’étudier la
régularité de u.
Du Lemme [2.4.3] on a

LMR(x,Tf,, M) — LMR(1 — z, fo + Te" f1, L) € L?(0,1; X),

et les Lemmes [2.2.1] et 2.4.1] donnes
{ LMS(., fo, f, M) € LP(0,1; X) <= A~'dy € (D(LM), X)1

%71’

LMS(1 =, fi, f(1 =), L) € L’(0,1; X) <= w € (D(LM),X) .

En résumant, on obtient

LMu € IP(0,1: X) <= A 'dg,u; € (D(LM),X)

2p P’

D’autre part, on a
(L — M)u!(z) (2.6.1)
= (L—M)MS(z, fo, f, M) + (L — M)LR(1 — x, fo + Te* f1, L)
—(L—M)LS(1 —x, f, f(1—=.),L) + (L — M)MR(z,Tf,, M)
= (LM — M?*)S(z, fo, f, M)+ (L?* = LM)R(1 — z, fo + Te" fi, L)
—(L? — LM)S(1 — z, fy, f(1 =), L) + (LM — M*)R(z,T f1, M).

En utilisant le Lemme [2.4.3 et les Propositions [2.5.1] et [2.5.2] on obtient

(L — MW/() € LP(0,1; X) <= A Ydo,us € (D(LM), X) .

2p P’

Donc, u a la régularité souhaitée.
Maintenant, nous conclurons en montrant que la fonction v donnée par (2.3.10]), satisfait le

probléme ([P.2)). On a

u”(a:) = M2S($7 f0> fa Mw) - L2R(1 -, fO + TeLfla L) (262)
+L2S(1 —z, fi, f(1 =), L) + M*R(x, Tf1, M) + f(x),

en utilisant le fait que

M?*+(L—-MM —-LM =1*>—(L—-M)L—-LMCO
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et (2.3.10)), (2.6.2)), on trouve

u"(x) + (L — M)u'(x) — LMu(x)

= [M?+(L—M)M — LM]S(z, fo. f. M)
—[L? = (L — M)L — LM|R(1 — z, fo + Te" f,, L)
+[L? = (L — M)L — LM)S(1 —z, f1, f(1 =), L)
+[M? + (L — M)M — LM|R(z,Tf1, M) + f(z)

De[2.3.10 on a

u(l) = S, fo, [, M) — R(0, fo+ Te" f1, L)
+S(0, f1, f(1 =), L)+ R(1, Tf1, M),

donc

1

u(1) = Mfok (L M) [ O (s)ds — Mfy (L + HATIEL]

0
+fi+ (L +H)A "M

= fik L) [ (s =,
0

et

U(O) = S(Oaf(]?faM) +S(17f17f(1 - )aL)
+R(0,Tf, M) — R(1, fo + Te* f,, L)

1
= fo+elfi+ (L + M)1/68Lf(8)d8
0
+(L+ H)A el fy — 2 ™M (fo 4+ (L + H)A R f1)

= (I—e""Mfo+ I+ - (L+H)A " fi+ (L+ M)

/

et f(s)ds,
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donc

u(0) = A NI — e,

+A N L+ M)elfuy — (L + M)™! / eU=9M £(5)ds]
0

A+ (I =™ L+ H)A L+ M) [ eLf(s)ds.

0

De plus, on a A+ (I — e ™) (L + H) C L+ M et

(I — ™YL+ H)A '+ 1= (L+MA?,

alors

1

FAYE + M)eHuy — (L + M) / =M £(5)ds]

—l—Al/eSLf(s)ds,

0
d’ot on remarque que u(0) € D(H) et

u'(0) = MS(0, fo, f, M)+ LR(1, fo + Te" fi, L)
—LS(1, f1, f(1 =), L) + MR(0, T fy, M).
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Donc

u'(0) — Hu(0)
= (M —H)S(0, fo, f, M)+ (L + H)R(1, fo + Te" f,, L)
—(L+ H)S(1, f1, f(1—.),L)+ (M — H)R(0,T f1, M)
= (M —H)fo+ (L+ H)e" ™ (fo+ (L+ H)A et fi) — (L + H)e" f

1
—(L+ H)(L+ M) l/elst1—sds+<M H)(L+ H)A™' e  fy
0

= Afo+ (L+H)[(M—H)+e"™(L+H) - AJA"e" fy
—(L+H)(L+M)™! /e(ls)Lf(l — s)ds

0
1 1

= do+ (L+H)L+M)™7 [ eEf(s)ds — (L+H)L+ M) [ el f(s)ds
= dp.
Remarque. Supposons (H.0) et (H.1) «~ (H.7). Si

do € (D(M), X)1 € (D(M?),X) 1,

alors
Ay, uy € (D(M?), X)

1
%’p’

comme A~1(X) C D(L) = D(M), alors, le probléme (P.1)) admet une solution classique u.



Chapitre 3

Retour au probléme (P.1) et
Applications

3.1 L’étude de probléme (P.1

Dans cette section, on va utilisé les résultats obtenus dans le chapitre précédent pour

NG

L=B— (B>~ A3 e M=-B—(B>-A)

En précisant également les hypothéses sur les opérateurs A et B.

3.1.1 Hypothéses sur les opérateurs A, B et H

L’hypothése essentielle sur les opérateurs A, B est :

sup H /\()\I—i- B? — A)fl ||L(X)< +00, (311)

{ B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X, | — 0o,0] C p(B?% — A) et
A>0

Remarque 3.1.1 1. [’hypothése signifie Uellipticité de [’équation (P.1).
2. Sous I’hypothéses et selon [1] , Uopérateur —(B2—A)2 est le générateur infinitésimal

d’un semi-groupe analytique sur X,

D=

D((B* — A)?) c D(B), (3.1.2)

maintenant, posons
L=B—(B*~A): et M=-B— (B>~ A)z
On supposera, en plus

301,05 €], g[; —L € BIP(X,0,), —M € BIP(X,0y), (3.1.3)
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Vy € D(B), (B> — A)"2By = B(B*> — A) 1y, (3.1.4)
V¢ e D(H), VA€ p(L), (L—X)"'¢ € D(H) et 315
(L—M)"'HE=H(L— M) (3.1.5)
{ V¢ e D(H), Vu € p(M), (M —pul)™1é € D(H) et (3.1.6)
(M — ul) T HE = H(M — pl) '€, -+
De plus, on pose
D(A)=D(L)ND(H) et A= (M—H)+e"™M(L+ H).
On suppose, aussi que
A est fermé et inversible borné. (3.1.7)

Remarque 3.1.2 Sous les hypothéses (3.1.1)) «~ (3.1.5)), on a

1. D(L) = D(M) = D((B*— A)z) donc
D(L — M) = D(L+ M) =D((B?>— A)2) c D(B),

ainsi
L—MC2B, L+ M=—2(B>— A)zet 0 € p(L + M).
2. D(ML) = D(LM) = D(B? — A) et ML = LM C —A.

Preuve. pour la preuve voir le Lemme 7 dans [21].

3.1.2 Résultat principal pour le probléme (P.1)

Théoréme 3.1.1 Sous les hypothéses (H.0) et (3.1.1) «~ (3.1.7), et pour f € LP(0,1; X) avec

1 < p < oo. Le probleme (P.1) admet une solution classique u satisfaisant de plus

D=

u € LP(0,1; D(B* — A)) et u' € LP(0,1; D(B? — A)?),

st et seulement si

Atdy € (D(B* - A). X)), etu € (D(B? - A)X) 1,

Dans ce cas, u est déterminé uniquement par (2.5.10).

Preuve. Si nous supposons les hypotheses (3.1.1) «~ (3.1.7)), alors les hypothéses (H.1))
(H.7)) sont satisfaites avec L, M, A défini dans les hypotheses (3.1.1)) «~ (3.1.7). Ainsi, on peut

appliquer le Théoreme [2.6.1]
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3.2 Quelques cas dans lesquels ’hypothése (H.7) ou
3.1.7) sont satisfaits

3.2.1 Nouvelles hypothéses impliquant (H.7)

Proposition 3.2.1 Supposons (H.0) et (H.1) «~ (H.6). Si

M — H est fermé et 0 € p(M — H), (3.2.1)
et
| (= =¥ (L 4 M)eFH (M = H) ™ g < 1, (3.22)
alors, Uhypothése (H.T) est satisfaite et on peut appliquer le théoréme m

L+M

Preuve. Puisque I — ¢ est inversible borné (voir [2§], page. 60), on peut écrire

A = (M—-H) - LW[(M H)— L — M)]
— ( L+M [ L+M) (L+M)€L+M(M—H)_l] (M—H)
= G(M — H),

ou

G=I-e"""M)[T+I—-e""™M)" L+ M)e"™(M—-H)"| € L(X).
Maintenant, 0 € p(G) a cause de (3.2.2)). En utilisant (3.2.1), alors A = G(M — H) est

inversible d’inverse borné.

Remarque 3.2.1 1. La Proposition reste vraie si on remplace par :

pour tout ny € N\ {0}
(= =) 7HL + M) (M — H)7H™ o< 1.

2. On peut obtenir I’hypothése , de la maniére suivante : Sous (H.0)) et (H.1]) «~ (H.6),

st on suppose en plus que

_M € BIP(X,0y)
H € BIP(X,0y), avec Oy €]0,7[
0€ p(M)Up(H) et 0y + 0y €]0, 7,

alors (—M)+ H est fermé et inversible borné (voir [30], Théoréme 4, p. 441 avec la remarque

a la fin de la page 445), c’est-a-dire est satisfait.

3. Le probléme spectral avec un paramétre w > wq o wg > 0 est un nombre fize

u(w) +2Bv/(v) + Au(x) — wu(v) = f(z), pp v € (0,1),
{ w'(0) — Hu(z) = do, u(l) = uf Y (3.2.3)
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est étudié dans [?], comme une application de cet article : la mise en

SIS

Ay=A—wl, Ly=B—(B>—A,)? et M, = —B — (B> — A,)?,

Le probléme spectral devient

{ ' (x) + (L, — M,)u'(x) — LyMyu(x) = f(z), p.px € (0,1),
uw'(0) — Hu(0) = dy, (1) = uq,

et, sous des hypothéses appropriées, on peut appliquer les résultats de cet article, en rem-

placant L, M par L., M,,. En particulier, le parameétre spectral w est utilisé pour obtenir

U’hypothése st w assez grand et alors par la proposition m

Proposition 3.2.2 Supposons (H.0) et (H.1|) «~ (H.6|). Si

M — H est fermé et 0 € p(M — H),
et, pour certains n; € N\ {0}
I (L +H)(M = H)™)™ |leoo< 1,
alors ’hypothése est satisfaite et on peut appliquer le Théoréme|2.6. 1
Preuve. On écrit
A=[T+eML+HYM—-H)™(M-H)=(I-C)(M~—H),
ou C = —e""M(L + H)(M — H)™'. Donc sera satisfait si et seulement si
0e€p—0C).
Nous procédons de la méme maniére que la démonstration du Lemme 2.3 p. 1458 dans [§]

¥) 3K > 1, 30> 0,Vy > 0:]| e/ |10 < Ke ™.
x) Ik € NN {0} :|| X EFM L < Kem2md < 1,

Donc || C*™ || z(x)< 1 alors 0 € p(I — C*™) et ainsi 0 € p(I — C).
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3.2.2 Quelques cas particuliers

Considérons le probleme (P.2) et supposons que (H.0)) et (H.1]) «~ (H.6|) sont satisfaites.
1.Si H=—Lalors A =M+ L, et (H.7)) est satisfait.

2.Si —3(L — M) C H alors

A= %(L + M)(I + =)

et encore, 'hypothese (H.7) est satisfait.

De méme fagon, considérons le probléme (P.1)) et supposons (3.1.1)) « (3.1.6). Si

H=-B+VB2-A

ou —B alors (3.1.7)) est satisfont.

3.3 Applications

Exemple 3.3.1 Considérons K tel que —K admet des puissances imaginaires bornées et
0 € p(K). Prendre
L=M=—-H=—-vV—-K.

Alors A = M + L = =2/ —K est inversible d’inverse bornée et
—L=(-K):, (-L)"=(-K)? (teR),

en plus L — M C 0 et —ML = K, donc on peut appliquer le résultat principal au Probléme

suivant
{ u'(z) + Ku(z) = f(z), pp z€(0,1)

uw'(0) — vV—=Ku(0) = dy, u(l)=uy.
Par exemple, si on porend X = LP(Q)), avec 1 < p < oo, ou {2 est un domaine borné de R

de frontiére lisse, et
K=A—cl,

¢ > 0 avec conditions aux limites de type Dirichlet (on peut choisir les conditions décrites
dans [32], page. 320. Alors la puissance fractionnaire v/—A + clest bien définie.
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Exemple 3.3.2 Soit a,b,c € R, a > 0, ¢ < 0. Considérons X = L*(R) et L, M des

opérateurs dans X défini par

D(L) = D(M) = H*(R)

Lu = a%u—i- ba_y + cu,
Mu = aﬁ_yQ
donc
(L—M)ubg—z—l—cu
et P2 B
(L+M)u—2a@+ba—y+cu

avec 0 € p(L + M).

On prend H défini par
{ D(H) = H'(R)
Hu = —3(b3% + cu).
Alors le résultat principal s’applique au probléme suivant

(0%

0?u ou
d'u 03 qu
5 <aay +2a ‘5 2) (z,y) = f(z,y), (2v,y) €]0,1[xR
U b
5 0y) + 23—(0 y)+ 2u(0 y)=do(y), yeR
L u(l,y) = ul(y), y € R.

Remarque. on peut généraliser cet exemple sur R" en prenant I'opérateur différentiel suivant
(a; Ju + b
”21 ox; J 6 Z 895,

Pour les propriétés de cet opérateur voir ([30]) et [31].

Exemple 3.3.3 Choisissons
i) L, M deux opérateurs satisfaisant les hypothéses (H.1)) «~ (H.D)).
it) H satisfaisant (H.6)).

Supposons de plus que M — H est inersible d’inverse borné.

Il reste a vérifie l'hypothése (H.7). Mais, comme indiqué dans la proposition on a

A=[I+eM(L+HYM-H) (M- H),
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avec (L + H)(M — H)™' € L(X) et l'inversibilité de A est garantie par la petitesse de
Fe (L + H)(M = H)™ o) -
Maintenant, st on remplace L par
Ls:=L—461
avec § > 0 assez grand, alors Ls, M et H satisfait les hypothéses (H.1|) , en effet :

leF ¥ (Ls + HYM = H) Y| 11y < [[e"]] i [ (L + H)(M — H
+0 H6L5||L(X) e (M — H)_lnﬁ(x

< e’ HGLHE(X) | (L + H)(M — H)™|

+oe™? HeLHqX) e (M — H

)_1HL(X)

; L(X)
)" ||£(X) ;

et alors || "M (Ls + H)(M — H)™" | zx)< 1 pour 6 > 0 assez grand.

Ceci nous permet d’appliquer immédiatement aux opérateurs différentiels traités dans les

papiers de Priiss et Sohr cités ci-dessus.
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Elliptic problems with Robin boundary coefficients-operators conditions, in
LP spaces and Applications

Abstract. In this thesis, we give a summary of the results of the article [10]; concerning the
study of the following second-order differential equations of elliptic type

u (%) 4 2Bu (%) + Au(x) = f(x) a.e. x € (0,1) (1)
With coefficient-operator in the boundary conditions
u' (0) — Hu(0) = dy, u(l) = uy. (2)

Where A, B and H are closed linear operators in a Banach space X of UMD type, fis a
function of L? (0,1, X) with p €]1, oo].

We are interested in the study of the existence, the uniqgueness and the optimal regularity
of the classical solution u of the problem (1) - (2) i.e. we are going to look for a function u
such that

{(i) u € W2r(0,1,X) n 17 (0,1,D(4)), u € L?(0,1,D(B)).
(ii) u(0) € D(H).

This work improves and completes the results obtained in the two works [6] and [7].

il g [P leliadll b egns s Apaal) Jag il L3 Al <l e <l i labaas dunala) il

& sl (e Al A ) e ALl ¥ alaall Al 5o iy ¢ [10] JWead) i) adle adiin ¢ 3_S3all 028 i1 gadle
&Lﬂ\ G;}Lt\j\
u'(x) + 2Bu'(x) + Au(x) = f(x) p.p.x € (0,1) (1)

cAgaall da g all A dglad <l i se-chSlalas pa
u'(0) — Hu(0) = dy, u(1) = u;. (2)

UMD g sl e X gl sliad S diladpld @l s HyB (A @
. P E]L o &= IP(0,1,X) wdr af o
Cua g Dl oo a1 (2) - (1) Wlosall U oSS Jall AUREY 5 dilas gl ¢ 2 g sll Al 5 g

{(i) u e wW??(0,1,X) nLP(0,1,D(4)), u € 17(0,1, D(B)).
(it) u(0) € D(H).

715 [6] olend) b e J semnl) 3 ) i) JaSys ) shay Jasll 138
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