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Résumé

Dans ce mémoire, on donne une synthèse sur les résultats de l�article [10] ; concernant l�étude
des équations di¤érentielles d�ordre deux de type elliptique suivante

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); p:p x 2 (0; 1) (1)

avec coe¤cients operateurs dans les conditions aux bords

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1: (2)

Où
* A; B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X de type UMD.
* f est une fonction de LP (0; 1;X) avec p 2 ]1;1[,
On s�intérsse à l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité optimale de la solution classique
u du problème (1)� (2) i.e. on va chercher une fonction u telle que�

(i) u 2 W 2;p(0; 1; X) \ Lp(0; 1; D(A)); u0 2 Lp(0; 1; D(B)):
(ii) u(0) 2 D(H): (3)

Ce travail améliore et complète les résultats obtenus dans les deux travaux [6] et [7].
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Introduction

Dans ce travail, nous étudions le problème di¤érentiel opérationnel elliptique complet de

second ordre suivant�
u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); p:p x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1

(P.1)

Où

� A, B et H sont des operateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X.

� d0; u0 sont des éléments donnés de X.

L�étude se fait dans le cas où le second membre

f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1:

L�objectif de ce travail est de trouver une solution classique u du problème (P.1) ; c�est-a-dire

cherchons une fonction u : [0; 1]! X telle que :8<:
(i) u 2 W 2;p(0; 1; X) \ Lp(0; 1; D(A)); u0 2 Lp(0; 1; D(B)):
(ii) u(0) 2 D(H):
(iii) u satisfait (P.1).

On commence par étudier le problème suivant�
u00(x) + (L�M)u0(x)� LMu(x) = f(x) p:p x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1

(P.2)

Où L et M sont des operateurs linéaires fermés dans X.

A�n de résoudre (P.1), on résout le problème (P.2) lorsque L et M satisfaisant de plus

L�M � 2B et LM � �A (1)

C�est-à-dire

D(L�M) � D(B) et L�M = 2B sur D(L�M)
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et

D(LM) � D(A) et LM = �A sur D(LM);

La solution classique de (P.2), par dé�nition est une fonction8<:
(i) u 2 W 2;p(0; 1; X) \ Lp(0; 1; D(LM)); u0 2 Lp(0; 1; D(L�M))
(ii) u(0) 2 D(H)
(iii) u satisfait (P:2):

(2)

Remarque. En vertu de (1), une solution classique de (P.2) sera, une solution classique de
(P.1).

A�n de résoudre les problèmes (P.1) et (P.2) pour tout

f 2 Lp(0; 1; X); 1 < p <1:

On suppose dans tout la suite de ce travail que

X est un espace UMD (H.0)

C�est à dire est un espace de Banach telle que pour tout p > 1, la transformée de Hilbert

(Hf) (t) =
1

i�
lim
�!0+

Z
�6jsj< 1

�

f (t� s)
s

ds; 8t 2 R; 8f 2 C1 (R; X)

est continue de Lp(R; X) dans lui même (voir [2], [4]).

0.0.1 Historique

Nombreux auteurs ont étudié l�équation :

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x) p:p x 2 (0; 1)

Avec les conditions aux limites de Dirichlet

u(0) = u0; u(1) = u1

Lorsque le second membre f 2 Lp(0; R;X); 1 < p < 1; on cite par exemple les articles de
A. Favini et al [20], [21].

Mais dans ce travail les auteurs ont traité le cas des conditions aux limites opérationnelle de

type Robin en 0,

u0(0)�Hu(0) = d0;

qui contient un opérateur fermé linéaire général H.

Par conséquent la situation est plus compliquée à cause des di¤érents domaines. Voir par

exemple, le travail de Cheggag et al [6], ils ont étudié le problème (P.1) dans le cas particulier
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B = 0; lorsque f 2 LP (0; R;X); 1 < p < 1: avec certain hypothèse sur les domaines D(H)
et D

�p
�A
�
:

Citons aussi l�article [7] ou les auteurs ont considéré le cas où B génère un groupe.

Dans ce mémoire, nous examinerons des situations plus générales, lorsque A, B et H véri�ant

certains hypothèses.

Les techniques utilisées dans ce travail sont basées sur

� la théorie des sommes de deux opérateurs linéaires fermés, en particulier sur le célèbre

théorème de Doré-Venni [12], et donc sur les résultats de Pruss-Sohr [30],

� le théorème de réitération dans la théorie de l�interpolation (Voir [27], [32]).

Considérons, dans ce travail comme dans tous les articles cités ci-dessus que les opérateurs

A et B (respectivement L et M) commute dans un certain sens.

0.0.2 Le plan de ce travail

Ce mémoire est composé d�une introduction et trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur quelques notions de base d�analyse
fonctionnelle qui sont utilisées dans ce travail.

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude du problème (P.2), sous certaines hypo-
thèses sur les opérateurs L, M et H. En donnant la formule de représentation de la solution.

Dans le troisième chapitre, nous appliquons les résultats obtenus précédemment pour

L = B � (B2 � A) 12 et M = �B � (B2 � A) 12 :

En précisant également les hypothèses sur les opérateurs A et B.

Puis, on étudie quelques situations particulières intéressantes dans lesquelles nos hypothèses

sur les opérateurs L, M et H sont satisfaites.

En termine ce chapitre par quelques exemples d�équations di¤érentielles aux quelles s�applique

la théorie abstraite obtenu.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base concernant les outils d�analyse

fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les espaces fonctionnels, les espaces d�in-

terpolation, la théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires (pour plus de détails

voir [3], [2], [4], [24], [28], [29]). On donnera aussi quelques résultats sur la théorie des sommes

d�opérateurs linéaires dans le cadre commutatif (voir [12], [23]).

1.1 Les opérateurs fermés

Soit E un espace de Banach complexe, A un opérateur linéaire de domaine D(A) de E

à valeurs dans E:

Dé�nition 1.1.1 On dit que l�opérateur A est fermé si et seulement si pour toute suite

(xn) � D (A) telle que xn converge vers x et Axn converge vers y; alors x 2 D (A) et Ax = y:

Dé�nition 1.1.2 Soient A : D (A) � E ! F; B : D (B) � E ! F deux opérateurs

linéaires. On dit que B est une extension de A, et on note A � B si

D(A) � D(B) et A = B sur D(A)

c�est à dire pour tout x 2 D(A) on a Ax = Bx:

Dé�nition 1.1.3 L�opérateur A est dit fermable si et seulement si A admet une extension

fermée i.e.

8 (xn) � D (A) :
�

xn ! 0
Axn ! y

=) y = 0:

La plus petite extension fermée de A est notée A et s�appelle la fermeture de A.
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Dé�nition 1.1.4 Soit A un opérateur linéaire fermé sur E.

� L�ensemble résolvant � (A) de A est dé�nie par

� (A) := f� 2 C : (�I � A) est inversible dans L (E)g :

� On dé�nit la résolvante R� (A) de A au point � 2 � (A) par

R� (A) := (�I � A)�1 :

� Le spectre de A, noté � (A), est dé�nie par

� (A) := Cn� (A) :

Proposition 1.1.1 Soient A : D (A) � E ! F un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B 2 L (E;F ) ; l�opérateur A+B : D (A) � E ! F

est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A�1 est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé à valeurs dans E et D (A) est fermé dans E; alors A est

continue de D (A) dans E (Application directe du théorème du graphe fermé).

4. Si A est un opérateur continu de D (A) dans E, alors A est fermé si et seulement si son

domaine est fermé.

5. Si � (A) 6= ; alors A est fermé.

Dé�nition 1.1.5 Soit A : D (A) � E ! F un opérateur linéaire. On peut munir D (A)

d�une norme notée k:kD(A)et appelée norme du graphe, elle est dé�nie pour tout x 2 D (A)
par :

kxkD(A) := kxkX + kAxkY :

Proposition 1.1.2 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors
�
D; k:kD(A)

�
est un espace

de Banach.

Proposition 1.1.3 Soient A 2 L (E) et B : D (B) � E ! E un opérateur linéaire fermé

tels que Im (A) � D (B). Alors BA 2 L (E) :
Preuve : Il est clair que BA est dé�ni sur E. Soit (xn)n une suite d�éléments de E telle que�

xn ! x dans E,
(BA)xn ! y dans E:

Alors comme Im (A) � D (B), (Axn)nest une suite d�éléments de D (B) et comme A 2 L (E)
on a �

Axn ! Ax dans X,
B(Axn)! y dans X:
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B étant fermé et Ax 2 D (B) ; d�après la dé�nition (1:1:1) ; on a B(Ax) = y. Ainsi x 2
D (BA) et (BA)x = y:

BA est donc un opérateur fermé et dé�nie sur E: D�après le théorème du graphe fermé, on

obtient BA borné sur E i.e. BA 2 L (X) :

Dé�nition 1.1.6 [24, p. 19] On dit que l�opérateur A est sectoriel d�angle 0 6 ! 6 �; si�
i) �(A) � S!
ii) M (A; !0) := sup

�
k�R(�;A)k ; � =2 S!0

	
pour tout !0 2 (!; �)

Avec

S! :=

�
fz 2 C� : jarg zj < !g si 0 < ! 6 �
(0;1) si ! = 0

1.2 L�intégrale de Dunford

Notons par H(A) l�espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le

spectre de A. La formule analogue à la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes

est dé�nie par l�intégrale de Dunford suivante

f (A) =
1

2i�

Z



f (z) (zI � A)�1 dz

Où 
 est une courbe simple inclue dans �(A) et f 2 H(A): L�opérateur f (A) 2 L(E) et ne
dépend pas du choix de 
:

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C0 semi-groupe)

Dé�nition 1.3.1 On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X

toute famille (G (t))t>0 dans L (X) véri�ant les axiomes suivants
(i) Pour tout x 2 X; l�application

R+ ! X
t 7! G (t)x

est continue.

(ii) G (0) = I:

(iii) 8s > 0;8t > 0 : G (t+ s) = G (t)G (s) :
On dit aussi que (G (t))t>0 est un C0 semi-groupe.
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Remarques

i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (iii) sont véri�ées pour s; t de

signes quelconques.

ii) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si

kG (t)k 6 1:

Exemples

1) Soit A un opérateur borné dans E; alors la famille d�opérateurs

G (t) = etA; t 2 R

est un groupe sur E.

2) Soit E = Lp (R) avec 1 6 p <1 et

(G (t) f) (x) = f (x� t) ;

dans ce cas (G (t))t>0 est un groupe appelé groupe des translations.

Théorème 1.3.1 Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes

M > 1 et ! > 0 telles que
8t > 0 kG (t)k 6Me�!t:

Dé�nition 1.3.2 On appelle générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu

(G (t))t>0, l�opérateur A dé�ni par8><>:
D (A) =

�
x 2 E : lim

t!0+
G (t)x� x

t
existe

�
Ax := lim

t!0+
G (t)x� x

t
:

Remarques

1) Si A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (G (t))t>0, alors A est fermé à

domaine dense.

2) Le semi-groupe (G (t))t>0 est uniquement déterminé par son générateur in�nitésimal A:

3) Le semi-groupe (G (t))t>0 est uniformément continu si et seulement s�il est de la forme�
etA
�
t>0 où A est un opérateur borné dans E.

4) Si A est le générateur in�nitésimal du semi-groupe (G (t))t>0 tel que pour � > !,

kG (t)k 6Me�!t;
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alors, l�opérateur

(�I � A)�1 x =
1Z
0

e��tG (t)xdt;

est borné et pour tout � 2 � (A)

(�I � A)�1 x

 6M (�� !)�1 :

5) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu (G (t))t>0, alors

i) Si x 2 D(A) et t > 0 alors G(t)x 2 D(A):

ii) La fonction t 7! G(t)x est continûment dérivable sur R+ si et seulement si x 2 D(A):

De plus, pour t > 0
d

dt
G(t)x = AG(t)x = G(t)Ax:

iii) Pour tout x 2 E et tout t > 0
tZ
0

G(s)xds 2 D(A) et A
tZ
0

G(s)xds = G(t)x� x;

et si de plus x 2 D(A)

A

tZ
0

G(s)xds =

tZ
0

G(s)Axds = G(t)x� x:

1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.3.3 On appelle semi-groupe analytique de type � 2 ]0; �=2[ toute application
G dé�nie sur l�ensemble

�� = fz 2 C : jarg zj < �g

à valeurs dans L (E) telle que
(1) z 7! G (z) est analytique sur ��:

(2) 8x 2 E; G (0) = I et
lim

z2�� z!0
G (z)x = x

(3) 8z1; z2 2 ��; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) :
De plus

G (t)x =
1

2i�

Z



etz (zI � A)�1 xdz = etAx:
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Théorème 1.3.2 (de Kato) Soit A : D (A) � E ! E un opérateur linéaire véri�ant

(1) A fermé de domaine D(A) dense dans E:

(2) � (A) � f� 2 C� : Re� > 0g et 9M > 0 telle que

8� > 0 :


(�I � A)�1

 6 M

1 + �
:

Alors, A est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique G véri�ant

(1) 9C > 0; 8t > 0 : kG (t)kL(E) 6 C:

(2) 8t > 0; G (t) 2 L (E;D (A)) et kAG (t)k 6 M

t
:

1.4 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par 
 un ouvert de Rn (non nécessairement borné) et on pose

� = (�1; �2; ....,�n) un multi-indice, avec j�j =
nP
i=1

�i et on utilise la notation

@� =

�
@

@x1

��1
::::

�
@

@xn

��n
:

Dé�nition 1.4.1 Soit 1 � p � +1: On dé�nit les espaces Lp(0; R;E) pour R > 0 par

Lp(0; R;E) =

�
g : (0; R) �! E mesurable :

Z R

0

kg (x)kpE dx <1
�

Si p est �ni. On munit cet espace de la norme

kgkLp(0;R;E) =
�Z R

0

kg (x)kpE dx
� 1

p

Pour p =1 on pose :

L1(0; R;E) =

(
g : [0; R] �! E; mesurable : sup

x2(0;R)
ess kg (x)kE < +1

)
;

muni de la norme : kgkL1(0;R;E) = sup
x2(0;R)

ess kg (x)kx:

Théorème 1.4.1 L�espace Lp (0; R;E) ; p 2 [1;+1] muni de la norme précédente est un

espace de Banach.
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1.4.1 Intégrales dé�nies dépendant d�un paramètre

On rappelle le résultat classique :

Proposition 1.4.1 Soient

i) J un intervalle non trivial de R;
ii) E un espace de Banach,

iii) f : J � [a; b] ! E une application continue admettant une dérivée partielle par rapport

à la première variable @f
@x
continue sur J � [a; b] :

iv) �; � deux fonctions de classe C1 sur J et à valeurs dans [a; b].

Alors, l�application

h : J �! E

x �! h(x) =

Z �

�

f(x; t)dt

est de classe C1 sur J et pour tout x 2 J on a

h0(x) = �0(x)f(x; �(x))� �0(x)f(x; �(x)) +
Z �

�

@f

@x
(x; t)dt:

1.4.2 Les espaces d�interpolation

On désigne par E0 et E1 deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un

espace topologique séparé E (c�est à dire E0 ,! E; E1 ,! E). Considérons les espaces de

Banach

E0 \ E1 et E0 + E1;

munis des normes kxkE0\E1 = kxkE0 + kxkE1 ; et

kxkE0+E1 = inf
x=x0+x1; xi2Ei

�
kx0kE0 + kx1kE1

�
:

Le couple fE0; E1g est dit couple d�interpolation.

Dé�nition 1.4.2 Soit fE0; E1g un couple d�interpolation. On appelle espace intermédiaire
entre E0 et E1 tout espace de Banach E tel que

E0 \ E1 � E � E0 + E1:

Les espaces Ei; i = 0; 1 sont des espaces intermédiaires.
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Dé�nition 1.4.3 Soient � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1]. On appelle espace d�interpolation entre
E0; E1 l�espace (E0; E1)�;p tel que x 2 (E0; E1)�;p si et seulement si�

i) 8t > 0;9ui (t) 2 Ei (i = 0; 1) : x = u0 (t) + u1 (t)
ii) t��u0 2 Lp� (R+; E0) ; t1��u1 2 Lp� (R+; E1) ;

où

Lp�(E) =

8<:f : ]0;1[! E :

+1Z
0

kf(t)kpE
dt

t
<1

9=; :
Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout !; �;

t 2 ]0; 1[ et p; q; r 2 [1;+1] :
1) Si 0 < � 6 ! < 1 alors (E0; E1)�;p � (E0; E1)!;q :

2) Si p 6 q alors (E0; E1)�;p � (E0; E1)�;q :

3) Si E0 = E1 alors (E0; E1)�;p = E0 = E1:

4) Si 0 < � < 1

(E0; E1)�;p = (E1; E0)1��;p (1.4.1)

Si 0 < ! < � < 1, alors on a ((E0; E1)�;p; (E0; E1)!;q)t;r = (E0; E1)�;r; avec

� = (1� t) � + t! et
1

r
=
1� t
p

+
t

q
:

Propriété de réitération

Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � E. Alors
pour tout � 2 ]0; 1[, p 2 [1;+1] et n 2 N�

(E;D(An))�;p = (E;D(A))n�;p (1.4.2)

Cas Particulier (D(A); E)�;p

Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans

E. Posons E0 = D(A) et E1 = E; alors

E0 \ E1 = D(A) et E0 + E1 = E;

donc, pour tout � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1] on a

D(A) � (D(A); E)�;p � E:
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Si � (A) � R+ et s�il existe une constante CA > 0 telle que

8� > 0 :


(A� �I)�1

L(E) 6 CA

�
;

alors

(D (A) ; E)�;p = DA (1� �; p) = (E;D(A))1��;q
=

�
x 2 E :



t1��A (A� t)�1 x


E
2 Lp�

	
.

Dé�nition 1.4.4 Pour tout � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1] et k 2 N; on a

DA (� + k; p) =
�
x 2 D(Ak) : Akx 2 DA (�; p)

	
;

avec la norme

kxkDA(�+k;p) = kxkE +


Akx



DA(�;p)
:

Si � 6= 1
2
; on a le résultat de réitération suivant

(E;D(A2))�;q = (E;D(A))2�;q (1.4.3)

En utilisant (1.4.3), on obtient

(D(A2); E)�;q = (E;D(A
2))1��;q = (E;D(A))2�2�;q (1.4.4)

(Pour plus de détails sur les espaces d�interpolation et le théorème de réitération, voir par

exemple Lions-Peetre [27] et Lunardi [28]).

Théorème 1.4.2 (de Lions) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe forte-

ment continu (G (t))t>0, alors pour tout p 2 [1;+1] et � 2 ]0; 1[

(D(A); E)�;p =
�
x 2 E :



t��1 (G (t)� I)x


E
2 Lp�

	
muni de la norme

kxk(D(A);E)�;p = kxkE +

0@ +1Z
0



t��1(G (t)� I)x

p
E

dt

t

1A1=p

:

Avec les modi�cations usuelles si p =1.
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1.4.3 Les espaces de Sobolev et de Besov

Pour m 2 N et 1 6 p 61 :

On note Wm;p (
; E) l�espace de Sobolev des fonctions f : 
! E telles que @�f 2 Lp (
; E)
pour tout j�j 6 m: C�est un espace de Banach avec la norme

kfkWm;p(
;E) =

8>><>>:
 P
j�j6m

k@�fkpLp(
;E)

!1=p
si 1 6 p <1

max
j�j6m

k@�fkL1(
;E) si p =1:

Pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p <1 :

On dé�nit l�espace fractionnaire de Sobolev par

W s;p (
; E) =

8<:f 2 Lp (
; E) :
Z



Z



kf(x)� f(y)kpE
jx� yjsp+n

dxdy <1

9=; :
On dé�nit les espaces de Besov Bmp;q (
; E) : Pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p; q 61, par

Bsp;q (
; E) =

8><>:f 2 Lp (
; E) :
Z



0@Z



kf(x)� f(y)kpE
jx� yjsq+n

dx

1Aq=p

dy <1

9>=>; :
Avec la modi�cation classique quand p =1 et q =1:
Dans le cas où p = q on a Bsp;p (
; E) =W

s;p (
; E) :

1.4.4 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach E, connue sous le nom

UMD (Unconditional Martingale Di¤erence property), pour plus détails voir [2].

Dé�nition 1.4.5 On dit que E est UMD si la transformation de HilbertH dé�nie sur Lp (R; E) ;
1 < p <1 par

(Hf) (t) =
1

i�
lim
�!0+

Z
�6jsj< 1

�

f (t� s)
s

ds; 8t 2 R; 8f 2 C1 (R; E)

est bornée.

Dé�nition 1.4.6 E est �-convexe s�il existe une fonction � : E � E ! R convexe telle que

i) � (0; 0) > 0

ii) � (x; y) 6 kx+ yk avec kxk = kyk = 1; 8x; y 2 E:
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Théorème 1.4.3 Soit E un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) E est UMD.

ii) Il existe une fonction � symétrique et biconvexe véri�e � (0; 0) > 0 et

� (x; y) 6 kx+ yk ,

tel que kxk 6 1 6 kyk ;8x; y 2 E:
Exemples

I Les espaces de Hilbert (il su¢ t de choisir � (x; y) = 1 + hx; yi où le crochet h:; :i est le
produit scalaire).

I Les sous espaces fermés d�un espace UMD.

I Les espaces construits sur Lp (
; E) ; 1 < p <1 tel que E est UMD

sont des espaces UMD. Mais les espaces C�(
;E) (� 2 N) ne sont pas UMD.

1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(�;E)

Dans cette sous section, on donne la dé�nition des puissances complexes d�un opérateur

sectoriel. Si A : E ! E est un opérateur borné positif, la puissance complexe de l�opérateur

A est dé�nie par

Azx =
1

2i�

Z



tz (tI � A)�1 xdt;

Où z est un nombre complexe arbitraire.

Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on dé�nit la puissance fractionnaire de

partie réelle positive (Pour 0 < Re z < 1) par la représentation de Balakrishnan suivante

Azx =
sin z�

�

+1Z
0

tz�1 (tI � A)�1Axdt;

Pour tout x 2 D(A) (voir Haase [24], Proposition 3.1.12, page 67).
Si �1 < Re z < 0, on écrit, pour x 2 D(A);

Azx = Az+1A�1x =
sin (z + 1) �

�

+1Z
0

tz (tI � A)�1 xdt:

Le théorème suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de Az (voir Dore et Venni

[12])
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Théorème 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes

1) Soit z 2 C : Re z < 0 et m; n 2 N : m > n+Re z > 0 alors

8x 2 E Azx =
� (m)

� (n+ z) � (m� n� z)

+1Z
0

tz+n�1 (A (tI � A))�1A�nxdt

est absolument convergente.

2) z ! Az est holomorphe de fz 2 C : Re z < 0g dans L (E) :
3) Si m 2 N : m > 2 et z 2 C : Re z < m alors D (Am) est dense dans D (Az) :

4) Soit w; z 2 C : Rew < 0 < Re z alors

AwAz � Aw+z � AzAw:

De plus, si Re (w + z) 6= 0 alors Aw+z = AzAw:
5) Soit � 2 R+ et x 2 D (A�) alors z ! Azx est holomorphe pour Re z < �:

6) Supposons que Ais 2 L (E) pour s 2 R donc
(a) Si Rew < 0 et w + z = is alors Aw+z = AwAz = AzAw:
(b) Si Rew < 0 alors AisAw = Aw+is = AwAis:
(c) Si Rew > 0 alors AisAw � Aw+is � AwAis et la seconde inclusion
est en fait une égalité si Rew > 0:
7) Si 0 < Re z < 1 alors



A�z

 6M �
cosh (� Im z) +

sinh (� Im z)

sin (� Im z)

�
:

8) Soit Ais 2 L (E) avec s 2 R; pour ' 2 ]0; �=2[ �xé, on pose

�' =
�
�ei� : � > 0 et � � ' < � < � + '

	
;

alors Az+is ! Ais (dans la topologie forte de L (E)).
9) Soit � � fz 2 C : Re z < 0g et �1 = � \ (iR) 6= ;: On suppose que

sup
z2�

kAzk < +1;

alors 8w 2 �1; A
w 2 L (E) et Az ! Aw où z ! w; z 2 � (dans la topologie forte de

L (E)).
10) Si T 2 L (E) alors (A� �I)�1 T = T (A� �I)�1 ; pour � 2 � (A) ; et

(a) TAz = AzT pour Re z < 0:

(b) TAz � AzT pour Re z > 0.
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11) Si (A� �I)�1 et (B � �I)�1 commutent alors
(a)AzBw = BwAz pour max fRew;Re zg < 0:
(b) si Ais et Bit 2 L (E) ; 8s; t 2 R alors AzBw = BwAz
pour max fRew;Re zg 6 0:
Dé�nition 1.5.1 On note BIP (E;�) (Bounded Imaginary Powers) ou � 2 [0; �[; l�en-

semble des opérateurs sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornées (

Pour plus de détail voir [12]), c�est à dire U 2 BIP (X;�); si U est un operateur linéaire

fermé densément satisfaisant :

(
]�1; 0[ � �(U); Ker(U) = f0g ; Im(U) = X
et 9c 6 1;8� > 0; k (U + �I)�1 kL(E)6

c

�

(1.5.1)

Ker(U); Im(U) et �(U) sont respectivement le noyau, l�image et l�ensemble résoulvant de

U et : �
pour tout s 2 R; U is 2 L(E) et :
9c > 1;8s 2 R; k U is kL(E)6 ce�jsj

(1.5.2)

On rappelle que l�operateur véri�ant (1.5.1) admet une puissance complexe U z pour tout

z 2 C (voir Haase [24] p.70). D�autre part, soit

� 2]0; 1[; q 2 [1;+1[;m 2 N; � 2 R

et V un operateur linéaire fermé dans X satisfaisant :

]�;+1[� �(V ) et sup
�>�

k �(V � �I)�1 kL(E)< +1:

1.6 Sommes d�opérateurs linéaires dans le cas commu-
tatives

Soit E un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés de

domaines D (A) et D (B) respectivement dans E et leurs ensembles résolvants � (A) et � (B)

non vides.

On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes

d�opérateurs linéaires pour résoudre le problème suivant

Au+Bu� �u = f; � > 0 (1.6.1)

lorsque les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,�
(A� zI)�1 ; (B � �I)�1

�
:= (A� zI)�1 (B � �I)�1 � (B � �I)�1 (A� zI)�1 = 0

La résolution de ce problème repose sur la construction de l�inverse de A + B sous des

hypothèses correspondantes à des méthodes di¤érentes
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1.6.1 Sommes de Da Prato et Grisvard

Da Prato et Grisvard ont étudié l�équation (1.6.1) sous les hypothèses suivantes

(DG:1)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

9 CA; CB > 0; �A; �B 2 [0; �[ tels que
i) � (A) � �A = fz 2 C� : jarg zj < � � �Ag ;

8z 2 �A;


(A� zI)�1

L(X) 6 CA (�)

jzj :

ii) � (B) � �B = fz 2 C� : jarg zj < � � �Bg ;

8z 2 �B;


(B � zI)�1

L(X) 6 CB (�)

jzj .

iii) �A + �B < �.
iv) D (A) +D (B) = E;

(DG:2)

�
8� 2 � (A) ;8� 2 � (B) :�

(A� �I)�1 ; (B � �I)�1
�
= 0:

Ces auteurs ont montré, pour f 2 DA (�; q)+DB (�; q) ; � 2 ]0; 1[ et q 2 [1;+1] que l�équation
(1.6.1) admet une solution stricte et unique u donnée explicitement par l�intégrale de Dunford

u =
�1
2i�

Z

�

(A� (z + �) I)�1 (B + zI)�1 fdz

Où 
� est une courbe simple orientée de 1 e�i�0 à 1 ei�0 avec �0 2 ]�B; � � �A[, demeurant
dans �A�� \ ��B.De plus, la solution a la régularité suivante

Au;Bu 2 DA (�; q) (resp. DB (�; q)) :

1.6.2 Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances

imaginaires bornées pour étudier l�équation (1.6.1). Ils ont supposé que

(DV:0) E est un espace de Banach de type UMD;

(DV:1)

8><>:
i)� (A) � ]�1; 0] et 9MA > 0 :



(A+ tI)�1

 6 MA

1 + t
;8t > 0

ii)� (B) � ]�1; 0] et 9MB > 0 :


(B + tI)�1

 6 MB

1 + t
;8t > 0

(DV:2)

�
8� 2 � (A) ; � 2 � (B) ;
(�I � A)�1 (�I �B)�1 = (�I �B)�1 (�I � A)�1 :

(DV:3)

8>>>><>>>>:
i)8s 2 R : Ais 2 L (E) et
9KA > 1; �A > 0; 8s 2 R : kAisk 6 KAe

�Ajsj;
ii)8s 2 R : Bis 2 L (E) et
9KB > 1; �B > 0; 8s 2 R : kBisk < KBe

�B jsj;
iii) �A + �B < �:
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Alors, la somme A+B est fermée, inversible et son inverse est dé�ni par

(A+B)�1 =
1

2i

Z



A�zBz�1

sin �z
dz;

Où 
 est une courbe verticale contenue dans la bande

fz 2 C : 0 < Re z < 1g ;

et orientée de 1e�i�=2 vers 1ei�=2:
Ce résultat a été généralisé par Prüss et Sohr [30], dans le cas où l�un des deux opérateurs

(seulement) est inversible.

Lemme 1.6.1 ([23, p. 678, Theorem 2]) Soit u une fonction tels que

u 2 W n;p(a; b;E) \ Lp(a; b;D(Qk));

Où n; k 2 N� et p 2]1;+1[. Puis pour j 2 N satisfait la condition de Poulsen 0 < 1
p
+ j < n

et s 2 fa; bg, on a u(j)(s) 2 (D(Qk); E) j
n
+ 1
np
;p:



Chapitre 2

Problème elliptique complet avec
conditions aux limites de type Robin

On va étudier dans ce chapitre le problème (P:2) suivant�
u00(x) + (L�M)u0(x)� LMu(x) = f(x) p:p x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1

posé dans un espace de Banach E:

2.1 Hypothèses sur les operateurs

Supposons que

E est un espace UMD (H.0)

et que les opérateurs L; M et H sont linéaires fermés véri�ants

D(L) = D(M) et D(ML) = D(LM) (H.1)

ML = LM (H.2)

9�L; �M 2]0; �
2
[: �L 2 BIP (X; �L) et�M 2 BIP (X; �M) (H.3)

L+M est inversible d�inverse borné (H.4)�
8� 2 D(H);8� 2 �(L); (L� �I)�1� 2 D(H) et :

(L� �I)�1H� = H(L� �I)�1� (H.5)

et �
8� 2 D(H);8� 2 �(M); (M � �I)�1� 2 D(H) et :

(M � �I)�1H� = H(M � �I)�1� (H.6)
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Les hypothèses précédentes nous permettent de construire l�opérateur eL+M 2 L(X) (voir le
Lemme ci- dessous) donc on peut considérer l�operateur linéaire � dé�ni par :

D(�) = D(L) \D(H) et � = (M �H) + eL+M(L+H)

nous supposerons que :

� est fermé et inversible d�inverse borné (H.7)

Cette dernière hypothèse signi�e exactement que le déterminant dans un certain sens de (P.2)

est inversible, elle généralise l�hypothèse utilisée dans l�article [7]. page 526. Lorsque B = 0

elles coincident. Cela sera discuté en détail dans le chapitre 03.

Le principal résultat de ce travail garantit que sous les hypothèses ci-dessus sur L;M et

lorsque

f 2 Lp(0; 1; X) avec 1 < p <1;

le problème (P.2) admet une unique solution classique u au sens (2) si et seulement si

��1d0; u1 2 (D(LM); X) 1
2p
;p

2.2 Conséquences des hypothèses

Remarque 2.2.1 Sous les hypothèses (H:1) et (H:2). On a

1. D(L2) = D(M2) = D(ML) = D(LM).

2. Pour � 2]0; 1[; q 2 [1;+1[ on a

(X;D(L))�;q = (X;D(M))�;q

et

(X;D(L2))�;q = (X;D(M
2))�;q = (X;D(LM))�;q = (X;D(ML))�;q:

En plus, on a

(X;D(L))1+�;q = (X;D(M))1+�;q:

(Pour la dernière égalité voir ([16], remarque 5 page 4970).

3. 8� 2 �(L); 8� 2 �(M) :

(L� �I)�1(M � �I)�1 = (M � �I)�1(L� �I)�1:
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Remarque 2.2.2 Grâce au résultats de Prüss-Sohr [30] (Théorème 2, page. 437), l�hypothèse

(H.3) impliquent que L etM génèrent des semi groupes analytiques uniformément bornés dans

X

(exL)x�0; (exM)x�0:

Dans la suite, on va détaillé quelques propriétés de la somme L+M et du produit LM .

Remarque 2.2.3 Sous les hypothèses (H:0) et (H:1) v (H:3), on peut appliquer les Théo-
rèmes 4, 5 et le Corollaire 3 dans [30] page. 441, page. 443 et page. 444 respactivement, pour

trouver les résultats importants suivants :

Conséquence 2.2.1 L�opérateur �L�M de domaine D(L) = D(M) est fermé et satisfait

(1:5:1). De plus, si L ou M est inversible et son inverse est bornée, alors L+M est inversible

d�inverse bornée aussi, et dans ce cas (H:4) est satisfait.

Conséquence 2.2.2 On peut choisir " > 0 (arbitraire et petit) tel que :

� (L+M) 2 BIP (X; �) (2.2.1)

avec � = max(�L; �M)+ "; (si �L 6= �M ; on peut prendre " = 0). Il s�ensuit que L+M génère

un semi-groupe analytique uniformément borné dans X.

Remarque 2.2.4 On peut prouvé ce résultat d�une autre manière, sans appliquer la théorie

des opérateurs BIP voir le Lemme 2.2.1 (ci-desous), le point 6.

Conséquence 2.2.3 LM est fermable et

LM 2 BIP (X; �L + �M):

On obtient la fermeture par une application directe du Corollaire 3 dans [30]. Mais, dans ce

cas, comme D(L) = D(M) alors LM est fermé (En appliquant [21], Lemme 1, page. 168),

ainsi

LM 2 BIP (X; �L + �M):

Nous étudions maintenant quelques propriétés de commutativité.

Lemme 2.2.1 Sous les hypothèses (H:0) et (H:1) v (H:7). On a
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1. Soit C l�un des opérateurs fM;L;L+Mg et eC 2 fM;L;Hg ; x � 0 et � 2 D( eC), alors
exC� 2 D( eC)

et eCexC� = exC eC�.
2. Soient C 2 fM;L;L+Mg, eC 2 fM;Lg ; x � 0; z 2 X et � 2 �( eC); alors

exC( eC � �I)�1z = ( eC � �I)�1exCz:
3. Si C 2 fM;Lg ; alors pour � 2 D(�); � 2 �(C) on a

(C � �I)�1� 2 D(�) et (C � �I)�1�� = �(C � �I)�1�:

4. Si C 2 fM;Lg et � 2 D(C); alors on a

C��1� = ��1C�:

5. Pour � 2 D(�) = D(H) \D(L) on a H��1� = ��1H�:

6. pour x � 0; l�opértateur L +M génère un semi-groupe analytique uniformément borné

dans X satisfaisant

ex(L+M) = exLexM = exMexL:

Preuve.

1. Soit x � 0 et � 2 D(H): L�opérateur C génère un C0�semi groupe, donc selon [29],
Théorème 8.3 page. 33 on a

exC� = lim
n�!1

(
n

x
(
n

x
I � C)�1)n�; (2.2.2)

et de (H:2); (H:5) et (H:6); on déduit que

exC eC� = lim
n�!1

(
n

x
(
n

x
I � C)�1)n eC� = lim

n�!1
eC(n
x
(
n

x
I � C)�1)n�;

alors, puisque eC est fermé, on déduit que exC� 2 D( eC) et
eCexC� = exC eC�:

2. Posons � = ( eC � �I)�1z; on déduit, de point 1, que
( eC � �I)exC� = exC( eC � �I)�;

alors ( eC � �I)exC( eC � �I)�1z = exCz:
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3. Puisque � 2 D(H); de (H:5); (H:6) on déduit que (C � �I)�1� 2 D(�) et

�(C � �I)�1� = ((M �H) + eL+M(L+H))(C � �I)�1�

= (M �H)(C � �I)�1� + eL+M(L+H)(C � �I)�1�;

maintenant, de (H:2); (H:5); (H:6) et le point 2, on déduit que

�(C � �I)�1� = (C � �I)�1(M �H)� + (C � �I)�1eL+M(L+H)�

= (C � �I)�1��:

4. On �xé � 2 �(C) et y = ��1(C � �I)�; alors de point 3 on trouve

(C � �I)�1�y = �(C � �I)�1y;

c�est-à-dire � = �(C � �I)�1��1(C � �I)�; donc

(C � �I)��1� = ��1(C � �I)�;

alors

C��1� = ��1C�:

5. Si � 2 D(�) on a
���1� = ��1��;

c�est-à-dire

((M �H) + eL+M(L+H))��1� = ��1((M �H) + eL+M(L+H))�;

alors

M��1� + eL+ML��1� � (I � eL+M)H��1�

= ��1M� + ��1eL+ML� � ��1(I � eL+M)H�;

donc

(I � eL+M)H��1� = ��1(I � eL+M)H� = (I � eL+M)��1H�:

Mais I � eL+M est inversible et borné, donc

H��1� = ��1H�:
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6. En appliquant le point 2, on obtient, pour x 2]0;+1[ et n 2 N

exM
�n
x
(
n

x
I �M)�1

�
= (

n

x
(
n

x
I �M)�1)exM ;

et par (2.2.2), on déduit que

exLexM = exMexL:

Alors (exLexM)x�0 est un semi-groupe fortement continu (voir Engel et Nagel [14], paragraphe

5.15, page. 44).

Notons que, grâce à l�hypothèse (H.4), l�opérateur L +M est fermé, puis du paragraphe

2.7, page. 64 dans [14], on déduit que L +M est le générateur du produit des semi-groupes

(exLexM)x�0:

2.3 Représentation de la solution

Sous les hypothèses (H:0) et (H:1) v (H:7), supposons que le problème (P:2) admet une

solution classique u: c�est à dire :

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ LP (0; 1;D(LM)); u0 2 Lp(0; 1;D(L�M);

avec u0 = u(0) 2 D(H): On peut écrire�
u00(:) + (L�M)u0(:) + LMu(:) 2 Lp(0; 1;X);

u0 = u(0); u(1) = u1:

Donc d�après [21], point 2, Théorème 5, page. 173 on a

u(0); u(1) 2 (D(L2); X) 1
2p
;p = (D(M

2); X) 1
2p
;p: (2.3.1)

D�autre part, en utilisant (1:4:4), on obtient

(D(L2); X) 1
2p
;p = (X;D(L))2� 1

p
;q =

n
� 2 D(L) : L� 2 (X;D(L))1� 1

p
;q

o
:

Ensuite

u(0); u(1) 2 D(L) = D(M): (2.3.2)

On utilise la représentation de la solution u obtenue dans [20] donnée par

u(x) = exM�0 + e
(1�x)L�1 + Ix + Jx

pour p:p x 2 (0; 1); où

Ix = (L+M)
�1

xZ
0

e(x�s)Mf(s)ds, Jx = (L+M)
�1

1Z
x

e(s�x)Lf(s)ds.
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Pour trouver la représentation de u, il su¢ t de déterminer les constantes �0 et �1; en tenant

compte des conditions aux limites du problème (P:2)

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1: (2.3.3)

Il est clair que �0, �1 2 D(L) = D(M) à cause de (2:3:2); alors

u(0) = �0 + e
L�1 + J0:

u(1) = eM�0 + �1 + I1:

Où

J0 = (L+M)
�1

1Z
0

esLf(s)ds et I1 = (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds:

On a, pour p:p x 2 (0; 1)

u0(x) =MexM�0 � Le(1�x)L�1 +MIx � LJx: (2.3.4)

Donc u0(0) =M�0 � LeL�1 � LJ0:
Par suite, on trouve�

M�0 � LeL�1 � LJ0 �H
�
�0 + e

L�1 + J0
�
= d0;

eM�0 + �1 + I1 = u1�
(M �H) �0 � (L+H) eL�1 = (L+H) J0 + d0;

eM�0 + �1 = �I1 + u1
(2.3.5)

Le déterminant de ce système est������
M �H � (L+H) eL

eM 1

������ = (M �H) + eM+L (L+H) = �

Comme � est inversible et son inverse est borné alors

��1(X) = D(H) \D(L) = D(H) \D(M)

donc, le système (2.3.5) admet une unique solution (�0; �1). Pour le déterminer, en e¤et�
��1u(0) = ��1�0 + �

�1eL�1 + �
�1J0

��1u0(0) = ��1M�0 � ��1LeL�1 � ��1LJ0:

Donc ��1u(0) 2 D(H) et�
H��1u(0) = H��1�0 +H�

�1eL�1 +H�
�1J0

��1u0(0) = ��1M�0 � ��1LeL�1 � ��1LJ0:
(2.3.6)
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Ensuite

��1d0 = ��1[u0(0)�Hu(0)] (2.3.7)

= ��1u0(0)�H��1u(0)

= (M �H)��1�0 � (L+H)��1eL�1 � (L+H)��1J0;

Pour les permutations on a utilisé

� le Lemme 2.2.1, point 5 pour H��1u(0) = ��1Hu(0):

� le fait que

u(0); u(1) 2 D(L) = D(M)

et le Lemme 2.2.1, point 4 pour M��1 = ��1M sur D(M); et

L��1 = ��1L

sur D(L):

Ensuite, à partir de u1 = eM�0 + �1 + I1, on obtient

��1d0 = [(M �H) + eL+M(L+H)]��1�0 � (L+H)��1eL(u1 � I1)� (L+H)��1J0
= �0 � (L+H)��1eL(u1 � I1)� (L+H)��1J0;

donc

�0 = �
�1d0 + (L+H)�

�1[eLu1 � eLI1 + J0]; (2.3.8)

et

�1 = �eM(L+H)��1(eLu1 � eLI1 + J0)� eM��1d0 + u1 � I1: (2.3.9)

En�n, on conclure la représentation suivante de u

u(x) = exM [��1d0 + (L+H)�
�1eLu1]

�exM(L+H)��1eL(L+M)�1
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

+exM(L+H)��1(L+M)�1
Z 1

0

esLf(s)ds

+e(1�x)L[(I � (L+H)��1eL+M)u1 � ��1eMd0]

�e(1�x)L(L+H)eM��1(L+M)�1
Z 1

0

esLf(s)ds

�e(1�x)L[I � (L+H)��1eL+M ](L+M)�1
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

+(L+M)�1
Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds;
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On peut écrire

u(x) = S(x; f0; f;M) + S(1� x; f1; f(1� :); L) (2.3.10)

+R(x; Tf1;M)�R(1� x; f0 + TeLf1; L);

où

T = (L+H)��1 2 L(X); (2.3.11)

f0 = �
�1d0 + T (L+M)

�1
1Z
0

esLf(s)ds; (2.3.12)

f1 = u1 � (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds; (2.3.13)

et

S(x; f0; f;M) = exM(��1d0 + (L+H)�
�1(L+M)�1

1Z
0

esLf(s)ds

+(L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf(s)ds:

S(1� x; f1; f(1� :); L) = e(1�x)L(u1 � (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds)

+(L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf(s)ds:

R(x; Tf1;M) = e
xMeL[(L+H)��1(u1 � (L+M)�1

1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds)]:

R(1� x; f0 + TeLf1; L) = e(1�x)LeM [��1d0 + (L+H)�
�1(L+M)�1

1Z
0

esLf(s)ds

+(L+H)��1eL(u1 � (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds)]:

et pour � 2 X et C = L ou M�
S(x; �; f; C) = exC�+ (L+M)�1

R x
0
e(x�s)Cf(s)ds

R(x; �; C) = exCeL+M�C�:
(2.3.14)

Cela montre que si le problème (P:2) a une solution classique u alors il est unique et déterminé

par (2:3:10).
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2.4 Lemmes techniques

On rappelle dans le Lemme suivant une conséquence très importante de la théorie des sommes

d�opérateurs linéaires de Dore-Venni cas commutative

Lemme 2.4.1 Sous l�hypothèse (H:0) et lorsque que l�opérateur �C 2 BIP (X;�) avec � 2
[0; �

2
[ et pour tout g 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p < +1: On a

1: x 7�! C

Z x

0

e(x�s)Cg(s)ds 2 Lp(0; 1;X) (2.4.1)

2: x 7�! CexC
Z 1

0

esCg(s)ds 2 Lp(0; 1;X) (2.4.2)

Preuve.

1. Le premier point, est une conséquence directe de l�exemple donné dans Dore et Venni [12]

en utilisant le résultat de Pruss et Sohr losrsque C n�est pas inversible.

2. Le point 2 est une conséquence de 1: (Voir [20]; p:200, propriété (26)).

Pour les données d0; u1 on utilise le résultat suivant basé sur la dé�nition des espaces

l�interpolation lorsque C est un générateur d�un semi groupe analytique.

Rappelons que, pour tout � 2 ]0; 1[, m 2 N� et 1 < p � 1; (voir [32, p. 96] p. 96),

(D (Cm) ; E)�;p =

8<:� 2 X :

1Z
0



tm�CmetC�

p dt
t
< +1

9=; :
Ceci montre que

� 2 (D(Cm); X) 1
mp
;p () t 7�! CmetC� 2 Lp(0; 1;X); (2.4.3)

il s�ensuite, pour m = 1 et m = 2; que(
� 2 (D(C); X) 1

p
;p () Ce:C� 2 Lp(0; 1;X)

� 2 (D(C2); X) 1
2p
;p () C2e:C� 2 Lp(0; 1;X); (2.4.4)

Lemme 2.4.2 Supposons (H:0) et (H:1) v (H:4): Pour C 2 fL; Mg ; on a
1. � 2 (D(C2); X) 1

2p
;p () (C � �0I)Ce:C� 2 Lp(0; 1;X): où �0 2 �(C).

2. � 2 (D(C2); X) 1
2p
;p () (L+M � C)Ce:C� 2 Lp(0; 1;X):

3. � 2 (D(C2); X) 1
2p
;p () (L+M � C)2e:C� 2 Lp(0; 1;X):
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Preuve.

1. Ce résultat est démontré dans [21] (Lemme 3, page. 171-172).

2. Dans le cas où C = L (la preuve pour C = M est similaire), on e¤et : Soit � 2
(D(L2); X) 1

2p
;p: En prenant �0 = 1 (car �L 2 Bip hypothèse (H:3), donc véri�e (1.5.1)

dans l�assertion 1. et le fait que

MLe: L� =M(L� I)�1(L� I)Le: L� 2 Lp(0; 1;X):

Car M(L� I)�1 2 L(X);
Inversement, supposons que MLe: L� 2 Lp(0; 1;X) et montrons que L2e: L� 2 Lp(0; 1;X)
pour avoir utiliser (2.4.4). En e¤et

Le: L� = L(M � I)(M � I)�1e: L�

= (M � I)�1LMe: L�� L(M � I)�1e: L�;

et donc Le: L� 2 Lp(0; 1;X); ensuite de

L2e: L� = L2(M � I)(M � I)�1e: L�

= L(M � I)�1LMe: L�� L(M � I)�1e: L�;

on déduit que L2e: L� 2 Lp(0; 1;X); par conséquent � 2 (D(L2); X) 1
2p
;p:

3. Supposons que C = L: Si � 2 (D(L2); X) 1
2p
;p; alors Me

: L� 2 Lp(0; 1;X) puisque

Me: L� = M(L� I)�1(L� I)e: L�

= M(L� I)�1Le: L��M(L� I)�1e: L�;

Par le point 2, on déduit que M2e: L� 2 Lp(0; 1;X) car

M2e: L� = M(L� I)�1M(L� I)e: L�

= M(L� I)�1MLe: L��M(L� I)�1Me: L�:

Inversement, si M2e: L� 2 Lp(0; 1;X) donc Me: L� 2 Lp(0; 1;X) car

Me: L� = M(M � I)(M � I)�1e: L�

= (M � I)�1M2e: L��M(M � L)�1e: L�;

mais

LMe: L� = LM(M � I)(M � I)�1e: L�

= L(M � I)�1M2e: L�� L(M � I)�1Me: L�;
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donc LMe: L� 2 Lp(0; 1;X); et la déclaration 2 donne � 2 (D(L2); X) 1
2p
;p:

Maintenant, on peut étudier la régularité des termes R et S apparaissant dans (2.3.10).

Lemme 2.4.3 Supposons (H:0) et (H:1) v (H:7): Soient C = L ou M et � un élément

donné dans X. Alors pour le terme régulier R(:; �; C) dé�nit au-dessus, on a

LMR(:; �; C); L2R(:; �; C); M2R(:; �; C) 2 Lp(0; 1;X):

Pour la preuve de ce lemme, voir Lemme 2 pages. 170-171, dans [21].

Dans la section suivante on va étudier le terme singulier S(:; f0; f;M):

2.5 Etude de S(:; f0; f;M)

Proposition 2.5.1 Sous les hypothèses (H:0) et (H:1) v (H:7) et pour f 2 Lp(0; 1;X); avec
1 < p < +1 et P 2 fLM;M2; L2g on a

PS(:; f0; f;M) 2 Lp(0; 1;X)() ��1d0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

où f0 est dé�ni par (2.3.12).

Preuve. Soit C 2 fL;Mg : On pose, pour presque tout x 2 (0; 1)8>><>>:
L(x; g; C) = LM(L+M)�1

xR
0

e(x�s)Cf(s)ds

M(x; g; C) = LM(L+M)�1exC
1R
0

es(L+M�C)g(s)ds:
(2.5.1)

En vertu de la commutativité de L et M; on peut écrire pour y 2 D(L) = D(M)

LM(L+M)�1y = (L+M � C)(L+M)�1Cy;

On en déduit8>><>>:
L(x; g; C) = (L+M � C)(L+M)�1C

xR
0

e(x�s)Cf(s)ds

M(x; g; C) = (L+M � C)(L+M)�1CexC
1R
0

es(L+M�C)g(s)ds:

Comme (L+M � C)(L+M)�1 2 L(X); alors on a

L(:; g; C) 2 Lp(0; 1;X) (2.5.2)
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et

x 7�! (L+M � C)ex(L+M�C)
1Z
0

es(L+M�C)g(s)ds 2 Lp(0; 1;X):

Ainsi
1Z
0

es(L+M�C)g(s)ds 2 (D(L+M � C); X) 1
p
;p = (D(C); X) 1

p
;p;

voir (2.4.4) et encore

x 7�! CexC
1Z
0

es(L+M�C)g(s)ds 2 Lp(0; 1;X);

de ce qui précède, on déduit

M(:; g; C) 2 Lp(0; 1;X): (2.5.3)

Par exemple, si P = LM , on peut écrire, pour p.p. x 2 (0; 1)

PS(x; f0; f;M) = LMexMf0 + LM(L+M)
�1

xZ
0

e(x�s)Mf(s)ds

= LMexM��1d0 + LM(L+M)
�1

xZ
0

e(x�s)Mf(s)ds

+LMexM(L+H)��1(L+M)�1
1Z
0

esLf(s)ds

= MexML��1d0 + L(x; f;M) + (L+H)��1M(x; f;M);

et comme L��1; H��1 2 L(X); A partire de (2.5.2),(2.5.3) et (2.4.4), on déduit que

PS(:; f0; f;M) 2 Lp(0; 1;X)()Me:ML��1d0 2 Lp(0; 1;X)

() L��1d0 2 (D(M); X) 1
p
;p = (D(L); X) 1

p
;p:

() ��1d0 2 (X;D(L))2� 1
p
;p:

() ��1d0 2 (X;D(L2))1� 1
2p
;p:

() ��1d0 2 (D(L2); X) 1
2p
;p:

() ��1d0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

Les cas P = L2 ou P =M2 sont traités d�une manière similaire.

Pour le terme S(1� :; f1; f(1� :); L) : On a la proposition suivante
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Proposition 2.5.2 Sous les hypothèses (H:0) et (H:1) v (H:7) et pour f 2 Lp(0; 1;X) et
P 2 fLM;M2; L2g on a

PS(1� :; f1; f(1� :); L) 2 Lp(0; 1;X) () u1 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

où f1 est dé�nit par (2.3.13).

Preuve. Supposons que P = LM (par une méthode similaire, on obtient le résultat dans

les cas P =M2 ou P = L2. En e¤et,

PS(1� x; f1; f(1� :); L)

= LMe(1�x)Lf1 + LM(L+M)
�1

1�xZ
0

e(1�x�s)Lf(1� s)ds

= LMe(1�x)Lu1 + LM(L+M)
�1

1�xZ
0

e(1�x�s)Lf(1� s)ds

�LM(L+M)�1e(1�x)L
1Z
0

esMf(1� s)ds

= LMe(1�x)Lu1 + L(1� x; f(1� :); L)�M(1� x; f(1� :); L)

par le Lemme 2.4.2, et le point 2, on trouve

PS(1� :; f1; f(1� :); L) 2 Lp(0; 1;X) () LMe(1�:)Lu1 2 Lp(0; 1;X)
() u1 2 (D(L2); X) 1

2p
;p:

2.6 Résultat principal

Théorème 2.6.1 (Solution classique) Sous les hypothèses (H:0) et (H:1) v (H:7) et pour
f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p <1: Le problème (P:2) admet une unique solution classique u si
et seulement si

��1d0; u1 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

Dans ce cas, u est déterminé par 2.3.10.

Preuve. On sait que, si le problème (P:2) admet une solution classique u alors cette solution

est donnée par 2.3.10

u(x) = S(x; f0; f;M) + S(1� x; f1; f(1� :); L)

+R(x; Tf1;M)�R(1� x; f0 + TeLf1; L)
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où f0; f1 et T sont dé�nis par 2.3.12, 2.3.13 et 2.3.11. Pour conclure, il su¢ t d�étudier la

régularité de u.

Du Lemme 2:4:3, on a

LMR(x; Tf1;M)� LMR(1� x; f0 + TeLf1; L) 2 Lp(0; 1;X);

et les Lemmes 2.2.1 et 2.4.1 donnes(
LMS(:; f0; f;M) 2 Lp(0; 1;X) () ��1d0 2 (D(LM); X) 1

2p
;p

LMS(1� :; f1; f(1� :); L) 2 Lp(0; 1;X) () u1 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

En résumant, on obtient

LMu 2 Lp(0; 1;X) () ��1d0; u1 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

D�autre part, on a

(L�M)u0(x) (2.6.1)

= (L�M)MS(x; f0; f;M) + (L�M)LR(1� x; f0 + TeLf1; L)

�(L�M)LS(1� x; f1; f(1� :); L) + (L�M)MR(x; Tf1;M)

= (LM �M2)S(x; f0; f;M) + (L
2 � LM)R(1� x; f0 + TeLf1; L)

�(L2 � LM)S(1� x; f1; f(1� :); L) + (LM �M2)R(x; Tf1;M):

En utilisant le Lemme 2.4.3 et les Propositions 2.5.1 et 2.5.2, on obtient

(L�M)u0(:) 2 Lp(0; 1;X) () ��1d0; u1 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

Donc, u a la régularité souhaitée.

Maintenant, nous conclurons en montrant que la fonction u donnée par (2.3.10), satisfait le

problème (P:2): On a

u00(x) = M2S(x; f0; f;M!)� L2R(1� x; f0 + TeLf1; L) (2.6.2)

+L2S(1� x; f1; f(1� :); L) +M2R(x; Tf1;M) + f(x);

en utilisant le fait que

M2 + (L�M)M � LM = L2 � (L�M)L� LM � 0
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et (2.3.10), (2.6.2), on trouve

u00(x) + (L�M)u0(x)� LMu(x)

= [M2 + (L�M)M � LM ]S(x; f0; f;M)

�[L2 � (L�M)L� LM ]R(1� x; f0 + TeLf1; L)

+[L2 � (L�M)L� LM ]S(1� x; f1; f(1� :); L)

+[M2 + (L�M)M � LM ]R(x; Tf1;M) + f(x)

= f(x):

De 2.3.10, on a

u(1) = S(1; f0; f;M)�R(0; f0 + TeLf1; L)

+S(0; f1; f(1� :); L) +R(1; T f1;M);

donc

u(1) = eMf0 + (L+M)
�1

1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds� eM [f0 + (L+H)��1eLf1]

+f1 + (L+H)�
�1eL+Mf1

= f1 + (L+M)
�1

1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds = u1;

et

u(0) = S(0; f0; f;M) + S(1; f1; f(1� :); L)

+R(0; T f1;M)�R(1; f0 + TeLf1; L)

= f0 + e
Lf1 + (L+M)

�1
1Z
0

esLf(s)ds

+(L+H)��1eLf1 � eL+M(f0 + (L+H)��1eLf1)

= (I � eL+M)f0 + [I + (I � eL+M)(L+H)��1]eLf1 + (L+M)�1
1Z
0

esLf(s)ds;
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donc

u(0) = ��1(I � eL+M)d0

+��1(L+M)eL[u1 � (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds]

+[� + (I � eL+M)(L+H)]��1(L+M)�1
1Z
0

esLf(s)ds:

De plus, on a � + (I � eL+M)(L+H) � L+M et

(I � eL+M)(L+H)��1 + I = (L+M)��1;

alors

u(0) = ��1(I � eL+M)d0

+��1(L+M)eL[u1 � (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds]

+��1
1Z
0

esLf(s)ds;

d�où on remarque que u(0) 2 D(H) et

u0(0) = MS(0; f0; f;M) + LR(1; f0 + Te
Lf1; L)

�LS(1; f1; f(1� :); L) +MR(0; T f1;M):
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Donc

u0(0)�Hu(0)

= (M �H)S(0; f0; f;M) + (L+H)R(1; f0 + TeLf1; L)

�(L+H)S(1; f1; f(1� :); L) + (M �H)R(0; T f1;M)

= (M �H)f0 + (L+H)eL+M(f0 + (L+H)��1eLf1)� (L+H)eLf1

�(L+H)(L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Lf(1� s)ds+ (M �H)(L+H)��1eLf1

= �f0 + (L+H)[(M �H) + eL+M(L+H)� �]��1eLf1

�(L+H)(L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Lf(1� s)ds

= d0 + (L+H)(L+M)
�1

1Z
0

esLf(s)ds� (L+H)(L+M)�1
1Z
0

esLf(s)ds

= d0:

Remarque. Supposons (H:0) et (H:1) v (H:7): Si

d0 2 (D(M); X) 1
p
;p; u1 2 (D(M2); X) 1

2p
;p;

alors

��1d0; u1 2 (D(M2); X) 1
2p
;p;

comme ��1(X) � D(L) = D(M); alors, le problème (P.1) admet une solution classique u:



Chapitre 3

Retour au problème (P:1) et
Applications

3.1 L�étude de problème (P:1)

Dans cette section, on va utilisé les résultats obtenus dans le chapitre précédent pour

L = B � (B2 � A) 12 et M = �B � (B2 � A) 12 :

En précisant également les hypothèses sur les opérateurs A et B.

3.1.1 Hypothèses sur les opérateurs A, B et H

L�hypothèse essentielle sur les opérateurs A;B est :(
B2 � A est un opérateur linéaire fermé dans X; ]�1; 0] � �(B2 � A) et
sup
��0

k �(�I +B2 � A)�1 kL(X)< +1; (3.1.1)

Remarque 3.1.1 1. l�hypothèse (3.1.1) signi�e l�ellipticité de l�équation (P:1):

2. Sous l�hypothèses (3.1.1) et selon [1] , l�opérateur �(B2�A) 12 est le générateur in�nitésimal
d�un semi-groupe analytique sur X,

D((B2 � A) 12 ) � D(B); (3.1.2)

maintenant, posons

L = B � (B2 � A) 12 et M = �B � (B2 � A) 12 ;

On supposera, en plus

9�L; �M 2]0; �
2
[: �L 2 BIP (X; �L); �M 2 BIP (X; �M); (3.1.3)
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8y 2 D(B); (B2 � A)� 1
2By = B(B2 � A)� 1

2y; (3.1.4)�
8� 2 D(H); 8� 2 �(L); (L� �I)�1� 2 D(H) et

(L� �I)�1H� = H(L� �I)�1�: (3.1.5)�
8� 2 D(H); 8� 2 �(M); (M � �I)�1� 2 D(H) et

(M � �I)�1H� = H(M � �I)�1�; (3.1.6)

De plus, on pose

D(�) = D(L) \D(H) et � = (M �H) + eL+M(L+H):

On suppose, aussi que

� est fermé et inversible borné. (3.1.7)

Remarque 3.1.2 Sous les hypothèses (3:1:1) v (3:1:5); on a

1. D(L) = D(M) = D((B2 � A) 12 ) donc

D(L�M) = D(L+M) = D((B2 � A) 12 ) � D(B);

ainsi

L�M � 2B; L+M = �2(B2 � A) 12 et 0 2 �(L+M):

2. D(ML) = D(LM) = D(B2 � A) et ML = LM � �A:
Preuve. pour la preuve voir le Lemme 7 dans [21].

3.1.2 Résultat principal pour le problème (P.1)

Théorème 3.1.1 Sous les hypothèses (H:0) et (3:1:1) v (3:1:7); et pour f 2 Lp(0; 1;X) avec
1 < p <1: Le problème (P:1) admet une solution classique u satisfaisant de plus

u 2 Lp(0; 1;D(B2 � A)) et u0 2 Lp(0; 1;D(B2 � A) 12 );

si et seulement si

��1d0 2 (D(B2 � A); X) 1
2p
;p et u1 2 (D(B2 � A); X) 1

2p
;p:

Dans ce cas, u est déterminé uniquement par (2.3.10).

Preuve. Si nous supposons les hypothèses (3:1:1) v (3:1:7), alors les hypothèses (H:1) v
(H:7) sont satisfaites avec L;M; � dé�ni dans les hypothèses (3:1:1) v (3:1:7). Ainsi, on peut
appliquer le Théorème 2.6.1.
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3.2 Quelques cas dans lesquels l�hypothèse (H.7) ou
(3.1.7) sont satisfaits

3.2.1 Nouvelles hypothèses impliquant (H.7)

Proposition 3.2.1 Supposons (H:0) et (H:1) v (H:6): Si

M �H est fermé et 0 2 �(M �H); (3.2.1)

et

k (I � eL+M)�1(L+M)eL+M(M �H)�1 kL(X)< 1; (3.2.2)

alors, l�hypothèse (H:7) est satisfaite et on peut appliquer le théorème 2.6.1.

Preuve. Puisque I � eL+M est inversible borné (voir [28], page. 60), on peut écrire

� = (M �H)� eL+M [(M �H)� L�M ]

= (I � eL+M)
�
I + (I � eL+M)�1(L+M)eL+M(M �H)�1

�
(M �H)

= G(M �H);

ou

G = (I � eL+M)
�
I + (I � eL+M)�1(L+M)eL+M(M �H)�1

�
2 L(X):

Maintenant, 0 2 �(G) à cause de (3.2.2). En utilisant (3.2.1), alors � = G(M � H) est
inversible d�inverse borné.

Remarque 3.2.1 1. La Proposition 3.2.1 reste vraie si on remplace (3.2.2) par :�
pour tout n1 2 N� f0g

k [(I � eL+M)�1(L+M)eL+M(M �H)�1]n1 kL(X)< 1:

2. On peut obtenir l�hypothèse (3.2.1), de la manière suivante : Sous (H:0) et (H:1) v (H:6),
si on suppose en plus que8<:

�M 2 BIP (X; �M)
H 2 BIP (X; �H); avec �H 2]0; �[
0 2 �(M) [ �(H) et �M + �H 2]0; �[;

alors (�M)+H est fermé et inversible borné (voir [30], Théorème 4, p. 441 avec la remarque

à la �n de la page 445), c�est-à-dire (3.2.1) est satisfait.

3. Le problème spectral avec un paramètre ! � !0 où !0 � 0 est un nombre �xe�
u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); p.p x 2 (0; 1);

u0(0)�Hu(x) = d0; u(1) = u1;
(3.2.3)
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est étudié dans [?], comme une application de cet article : la mise en

A! = A� !I; L! = B � (B2 � A!)
1
2 et M! = �B � (B2 � A!)

1
2 ;

Le problème spectral (3.2.3) devient�
u00(x) + (L! �M!)u

0(x)� L!M!u(x) = f(x); p.p x 2 (0; 1);
u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1;

et, sous des hypothèses appropriées, on peut appliquer les résultats de cet article, en rem-

plaçant L;M par L!;M!. En particulier, le paramètre spectral ! est utilisé pour obtenir

l�hypothèse (3.2.2) si ! assez grand et alors (H.7) par la proposition 3.2.1.

Proposition 3.2.2 Supposons (H:0) et (H:1) v (H:6): Si

M �H est fermé et 0 2 �(M �H);

et, pour certains n1 2 N� f0g

k ((L+H)(M �H)�1)n1 kL(X)< 1;

alors l�hypothèse (H.7) est satisfaite et on peut appliquer le Théorème 2.6.1.

Preuve. On écrit

� = [I + eL+M(L+H)(M �H)�1](M �H) = (I � C)(M �H);

où C = �eL+M(L+H)(M �H)�1: Donc (H.7) sera satisfait si et seulement si

0 2 �(I � C):

Nous procédons de la même manière que la démonstration du Lemme 2.3 p. 1458 dans [8]

�) 9K � 1; 9� > 0;8y > 0 :k ey(L+M) kL(X)� Ke��y:

�) 9k 2 N� f0g :k e2kn1(L+M) kL(X)� Ke�2kn1� < 1:

Donc k Ckn1 kL(X)< 1 alors 0 2 �(I � Ckn1) et ainsi 0 2 �(I � C):
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3.2.2 Quelques cas particuliers

Considérons le problème (P:2) et supposons que (H:0) et (H:1) v (H:6) sont satisfaites.
1. Si H = �L alors � =M + L; et (H.7) est satisfait.

2. Si �1
2
(L�M) � H alors

� =
1

2
(L+M)(I + eL+M)

et encore, l�hypothèse (H.7) est satisfait.

De même façon, considérons le problème (P.1) et supposons (3:1:1) v (3:1:6): Si

H = �B +
p
B2 � A

ou �B alors (3.1.7) est satisfont.

3.3 Applications

Exemple 3.3.1 Considérons K tel que �K admet des puissances imaginaires bornées et

0 2 �(K): Prendre
L =M = �H = �

p
�K:

Alors � =M + L = �2
p
�K est inversible d�inverse bornée et

�L = (�K) 12 ; (�L)it = (�K) it2 (t 2 R);

en plus L �M � 0 et �ML = K; donc on peut appliquer le résultat principal au Problème
suivant �

u00(x) +Ku(x) = f(x); p:p x 2 (0; 1)
u0(0)�

p
�Ku(0) = d0; u(1) = u1:

Par exemple, si on porend X = Lp(
); avec 1 < p < 1; où 
 est un domaine borné de Rn

de frontière lisse, et

K = �� cI;

c > 0 avec conditions aux limites de type Dirichlet (on peut choisir les conditions décrites

dans [32], page. 320. Alors la puissance fractionnaire
p
��+ cIest bien dé�nie.
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Exemple 3.3.2 Soit a; b; c 2 R; a > 0; c < 0: Considérons X = L2(R) et L;M des

opérateurs dans X dé�ni par 8>>>><>>>>:
D(L) = D(M) = H2(R)

Lu = a
@2u

@y2
+ b

@u

@y
+ cu;

Mu = a
@2u

@y2

donc

(L�M)u = b@u
@y
+ cu

et

(L+M)u = 2a
@2u

@y2
+ b

@u

@y
+ cu

avec 0 2 �(L+M):

On prend H dé�ni par �
D(H) = H1(R)
Hu = �1

2
(b@u
@y
+ cu):

Alors le résultat principal s�applique au problème suivant8>>>>>>>><>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y) +

�
b
@2u

@y@x
+ c

@u

@x

�
(x; y)

�a
�
a
@4u

@y4
+ b

@3u

@y3
+ c

@2u

@y2

�
(x; y) = f(x; y); (x; y) 2 ]0; 1[� R

@u

@x
(0; y) +

b

2

@u

@y
(0; y) +

c

2
u(0; y) = d0(y); y 2 R

u(1; y) = u1(y); y 2 R:

Remarque. on peut généraliser cet exemple sur Rn en prenant l�opérateur di¤érentiel suivant

Lu = �
nX

i;j=1

@

@xi
(ai;j

@

@xj
)u+

nX
i=1

bi
@u

@xi
+ cu:

Pour les propriétés de cet opérateur voir ([30]) et [31].

Exemple 3.3.3 Choisissons

i) L;M deux opérateurs satisfaisant les hypothèses (H:1) v (H:5):
ii) H satisfaisant (H:6):

Supposons de plus que M �H est inersible d�inverse borné.

Il reste à véri�e l�hypothèse (H:7). Mais, comme indiqué dans la proposition 3.2.2, on a

� = [I + eL+M(L+H)(M �H)�1](M �H);
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avec (L+H)(M �H)�1 2 L(X) et l�inversibilité de � est garantie par la petitesse de

k eL+M(L+H)(M �H)�1 kL(X) :

Maintenant, si on remplace L par

L� := L� �I

avec � > 0 assez grand, alors L�; M et H satisfait les hypothèses (H:1) v (H:7), en e¤et :

eL�+M(L� +H)(M �H)�1



L(X) �



eL�

L(X) 

eM(L+H)(M �H)�1



L(X)

+�


eL�

L(X) 

eM(M �H)�1




L(X)

� e��


eL

L(X) 

eM(L+H)(M �H)�1




L(X)

+�e��


eL

L(X) 

eM(M �H)�1




L(X) ;

et alors k eL�+M(L� +H)(M �H)�1 kL(X)< 1 pour � > 0 assez grand.

Ceci nous permet d�appliquer immédiatement aux opérateurs di¤érentiels traités dans les

papiers de Prüss et Sohr cités ci-dessus.
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Elliptic problems with Robin boundary coefficients-operators conditions, in 

𝑳𝒑 spaces and Applications 

Abstract. In this thesis, we give a summary of the results of the article [10]; concerning the 

study of the following second-order differential equations of elliptic type 
 

𝑢′′  𝑥 + 2𝐵𝑢′ 𝑥 + 𝐴𝑢 𝑥 = 𝑓 𝑥   𝑎. 𝑒.  𝑥 ∈  0,1    (1) 

With coefficient-operator in the boundary conditions 

𝑢′ 0 − 𝐻𝑢 0 = 𝑑0 ,     𝑢 1 = 𝑢1.           (2) 

Where A, B and H are closed linear operators in a Banach space X of UMD type, f is a 
function of 𝐿𝑝 0,1, 𝑋  with 𝑝 ∈]1,∞[. 
We are interested in the study of the existence, the uniqueness  and the optimal regularity 
of  the classical solution u of the problem (1) - (2) i.e. we are going to look for a function u 

such that 

 
 𝑖   𝑢 ∈ 𝑊2,𝑝 0,1, 𝑋 ∩ 𝐿𝑝  0,1, 𝐷 𝐴  ,   𝑢′ ∈ 𝐿𝑝 0,1, 𝐷 𝐵  .

 𝑖𝑖   𝑢 0 ∈ 𝐷 𝐻 .
  

This work improves and completes the results obtained in the two works [6] and [7]. 

 .  و تطبيقاث𝐿pيسائم إههيجيت بًؼايلاث راث يؤثشاث خطيت في انششوط انحذيت نشوبٍ، في انفضاءاث

 

انتفاضهيت يٍ انذسجت انثاَيت يٍ انُىع  بشأٌ دساست انًؼادلاث،  [10] ة ، سُقذو يهخصًا نُتائج انًقال انًزكشفي هزِ  : ملخص

 الإههيجي انتاني

𝑢′′ 𝑥 + 2𝐵𝑢′ 𝑥 + 𝐴𝑢 𝑥 = 𝑓 𝑥   𝑝. 𝑝. 𝑥 ∈ (0,1)     (1) 

  في انششوط انحذيت، خطيتيؤثشاث-يغ يؼايلاث

𝑢′ 0 − 𝐻𝑢 0 = 𝑑0 ,     𝑢 1 = 𝑢1.           (2) 

 A ،Bو H  خطيت يغهقت في فضاء بُاخ يؤثشاث X يٍ انُىعUMD. 

  f ٍهي دانت ي𝐿𝑝 (0,1, 𝑋) يغ  𝑝 ∈]1, ∞[.    

حيث  uأي سُبحث ػٍ انذانت  (1) - (2)نهًسأنت  uانىحذاَيت والاَتظاو نهحم انكلاسيكي ،  دبذساست انىجىسُهتى 

 
 𝑖   𝑢 ∈ 𝑊2,𝑝 0,1, 𝑋 ∩ 𝐿𝑝  0,1, 𝐷 𝐴  ,   𝑢′ ∈ 𝐿𝑝  0,1, 𝐷 𝐵  .

 𝑖𝑖   𝑢 0 ∈ 𝐷 𝐻 .
  

 .[7] و[6]هزا انؼًم يطىس ويكًم انُتائج انتي تى انحصىل ػهيها في انؼًهيٍ 
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