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Résumé

Ce mémoire est une synthèse sur l’article [6], où on donne des résultats sur les équations
différentielles opérationnelles elliptiques du second ordre

u′′ (x) + (Lω −Mω)u
′ (x)− 1

2
(LωMω +MωLω)u (x) = f (x) , p.p x ∈ (0, 1)

avec des conditions aux limites de type Robin{
u′ (0)−Hu (0) = d0,

u (0) = u0,

tels que Lω, Mω et H sont des opérateurs linéaires fermés dans l’espace UMD X, vérifiant
l’hypothèse d’ellipticité dans le cadre non commutatif [Lω,Mω] ̸= 0, f est une fonction appar-
tient à Lp(0, 1;X), 1 < p < ∞ et d0, u0 ∈ X. On cherche l’existence, l’unicité et la régularité
optimale de la solution classique, en utilisant la théorie des semi-groupes, espaces d’interpo-
lation et des résultats sur la classe des opérateurs à puissances imaginaires bornées BIP (X).
Une application sur le théorème est donnée par un exemple.

Mots clés : Equations elliptiques complètes, condition aux limites de type Robin, non-
commutativité, semi-groupes analytiques, régularité maximale, espace UMD, espaces d’inter-
polation.
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Introduction

0.1 Aperçu historique
Plusieurs auteurs ont étudié les équations différentielles abstraites complète d’ordre 2 sur

un domaine borné.
Dans une série d’articles à partir de 2004, les auteurs A. Favini,R. Labbas, S. Maingot,H.

Tanabe et A. Yagi (voir [11] et [12]) sont intéressés à l’équation différentielle opérationnelle

u′′ (x) + 2Bu′ (x) + Au (x) = f (x) , x ∈ (0, 1)

dans le cadre des espaces de Hölder, où A et B sont des opérateurs linéaires fermés dans un
espace de Banach complexe X, avec les conditions aux limites de type Dirichlet{

u (0) = u0,

u (1) = u1.

Ils ont prouvé sous certaines hypothèses, l’existence, l’unicité et la régularité de la solution
stricte i.e.

u ∈ C2 ([0, 1] , X) ∩ C1 ([0, 1] , D (B)) ∩ C ([0, 1] , D (A)) .

Ce travail a été complété par les mêmes auteurs, dans l’article [13] paru en 2006, ils ont
traité les équations différentielles abstraites complètes du second ordre de type elliptique dans
le cadre Lp([0, 1];X), p ∈ (1;+∞) avec X un espace UMD de Banach ; l’existence, l’unicité et
la régularité maximale de la solution stricte sont prouvées en utilisant le célèbre théorème de
Dore-Venni.

En 2008, dans l’article [14], les auteurs ont donné une approche unifiée dans l’analyse
du problème ci-dessus, en introduisant deux opérateurs fermés L et M ( pas necéssairement
inversibles ) où L−M ⊂ 2B et ML ⊂ −A, dans le cadre Lp ([0, 1] ;X) avec X un espace UMD

de Banach, ils ont prouvé l’existence, l’unicité et la régularité maximale de la solution stricte.
Dans les deux articles [15] et [16] apparus en 2012 et 2013, les auteurs A. Favini, R. Labbas,

S. Maingot et M. Meisner ont étudié les deux problèmes

u′′ (x) + 2Bu′ (x) + Aωu (x) = f (x) , x ∈ R
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et 
u′′ (x) + 2Bu′ (x) + Aωu (x) = f (x) , x ∈ (0, 1)

u (0) = u0,

u (1) = u1.

Pour cela, ils les ont réécrit sous la forme

u′′ (x) + (Lω −Mω)u
′ (x) + 1

4
((Lω −Mω)

2 − (Lω +Mω)
2)u (x) = f (x) , x ∈ R

danc l’espace BUCθ(R, X) et
u′′ (x) + (Lω −Mω)u

′ (x) + 1
4
((Lω −Mω)

2 − (Lω +Mω)
2)u (x) = f (x) , x ∈ R, x ∈ (0, 1)

u (0) = u0,

u (1) = u1,

dans l’espace Cθ([0, 1], X), avec [Lω;Mω] ̸= 0 et{
Lω −Mω ⊂ 2B,

−1
2
(LωMω +MωLω) ⊂ Aω.

En particulier, sous l’hypothèse qui permet de définir (B2 − Aω)
1
2 , les opérateurs Lω et Mω,

sont définis comme suit

Mω = −B −
(
B2 − A+ ωI

) 1
2 et Lω = B −

(
B2 − A+ ωI

) 1
2 .

En 2015 dans [5], des nouveaux résultats ont été démontrés sur les équations différentielles
d’ordre 2 de type elliptique dans le cadre Lp(0, 1;X) avec p ∈ (1,+∞), X un espace UMD.
Les auteurs M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et Medeghri A ont étudié l’unicité
et la régularité de la solution classique du problème

u′′ (x) + 2Bu′ (x) + Au (x) = f (x) , x ∈ (0, 1)

u′ (0)−Hu (0) = d0,

u (0) = u0,

(1)

où A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X, f ∈ Lp(0, 1;X), d0 et u0 des données
dans X. Les auteurs ont écrit l’équation (1) ci-dessus, sous la forme suivante

u′′ (x) + (L−M)u′ (x)− LMu (x) = f (x) , x ∈ (0, 1)

u′ (0)−Hu (0) = d0,

u (0) = u0,

(2)

où L = B −
√
B2 − A et M = −B −

√
B2 − A, sous certaines hypothèses appropriées et

2



en supposant la commutativité ML = LM. Ils résolvent une plus classe de problèmes avec
condition au limite de Robin (2) .

Ce mémoire est une synthèse sur l’article [6] paru en 2017, où les auteurs M. Cheggag,
A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et K. Ould Melha ont abandonné l’hypothèse de commuta-
tivité LM = ML , ils ont considéré certains opérateurs linéaires fermés dans X, Lω, Mω, en
fonction du paramètre spectral ω ≥ 0, non necéssairement inversibles. Ils ont étudié l’équation
différentielle opérationnelle du second ordre

u′′ (x) + (Lω −Mω)u
′ (x)− 1

2
(LωMω +MωLω)u (x) = f (x) , x ∈ (0, 1) , (3)

avec les conditions aux limites abstraites du type de Robin{
u′ (0)−Hu (0) = d0,

u (0) = u0.
(4)

On applique la théorie des semi-groupes analytiques et le célèbre Théorème de Dore et Venni
[8] pour prouver l’existence de la solution classique de (3), (4), c’est-à-dire une fonction u

satisfaisant (3) et (4) telles que
u ∈ W 2,p(0, 1;X),

x 7−→ (LωMω)u(x), x 7−→ (MωLω)u(x) ∈ Lp(0, 1;X)

x 7−→ (Lω −Mω)u
′(x) ∈ Lp(0, 1;X),

u(0) ∈ D(H).

(5)

0.2 Description des chapitres
Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur quelques notions de base d’analyse
fonctionnelle qui sont utilisées dans ce travail. En particulier, le calcul fonctionnel de Dunford,
la théorie des semi-groupes [23], la théorie des sommes d’opérateurs linéaires [8], [7], les espaces
d’interpolation [18], [27], les puissances fractionnaires d’opérateurs [25].

Le deuxième chapitre est consacré à la recherche de la solution classique u du problème
suivant

u′′ (x) + (Lω −Mω)u
′ (x)− 1

2
(LωMω +MωLω)u (x) = f (x) , p.p x ∈ (0, 1)

u′ (0)−Hu (0) = d0

u (0) = u0,

(6)

tels que Lω, Mω et H sont des opérateurs linéaires fermés de domaines respectivement D (Lω)
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D (Mω) et D (H) ⊂ X, vérifiant l’hypothèse d’ellipticité dans le cas non commutatif
[Lω,Mω] ̸= 0.

Ce chapitre est composé de cinq parties :
- Dans la première partie, on donne les hypothèses, quelques conséquences et un théorème qui
présente le résultat principal.
- La deuxième partie contient certains lemmes techniques.
- Dans la troisième partie, on construit une représentation de la solution du problème (6), en
utilisant une méthode heuristique où on se base sur la représentation de la solution dans le cas
commutatif, pour obtenir l’équation intégrale

v +Rω(v) = Fω(f) + Γω,

avec
u := (Lω +Mω)

−2v

où Rω, Fω et Γω dépendent de Lω,Mω.
- Dans la quatrième partie, on étudie la régularité de la solution où on donne la preuve du
résultat principal.
- Dans la cinquième partie, on donne une comparaison entre le résultat obtenu dans ce travail
et celui du cas commutatif étudié dans l’article [5].

Dans le dernier chapitre, on termine avec un exemple concret d’EDP auquel on applique
le résultat obtenu.
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Chapitre 1
Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base concernant les outils d’analyse
fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les intégrales de Dunford, les espaces fonc-
tionnels, les espaces d’interpolation, la théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires
(pour plus de détails voir [2], [1], [3], [18], [20], [23]). On donnera aussi quelques résultats sur
la théorie des sommes d’opérateurs linéaires dans le cadre commutatif et non commutatif (voir
[8], [17]).

Soit X un espace de Banach complexe, A un opérateur linéaire de domaine D(A) de X à
valeurs dans X, ρ (A) est l’ensemble résolvant de A.

1.1 Les opérateurs linéaires
Soit (X; ∥.∥X) un espace de Banach complexe. Un opérateur linéaire A sur l’espace X est une
application linéaire définie sur un sous espace vectoriel D(A) ⊂ X dit domaine de A et à
valeurs dans X. On désigne par L(X) l’espace des opérateurs linéaires continus définie sur X.
Cet espace muni de la norme

∥A∥L(X) = sup{∥Ax∥X : x ∈ X, ∥x∥X = 1},

est un espace de Banach.

Définition 1.1.1. On dit qu’un opérateur A, défini de X dans X est borné si

D(A) = X et sup
∥ξ∥≤1

∥Aξ∥ < +∞.

Définition 1.1.2. On dit que l’opérateur A est fermé si et seulement si pour toute suite
(xn) ⊂ D (A) telle que xn converge vers x et Axn converge vers y, alors x ∈ D (A) et Ax = y.
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chapter 1 Les opérateurs linéaires

Définition 1.1.3. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. l’ensemble résolvant ρ (A) de A
est définie par

ρ (A) := {λ ∈ C : (λI − A) est inversible dans L (X)} .

Si λ ∈ ρ (A) on définit la résolvante Rλ (A) de A au point λ par

Rλ (A) := (λI − A)−1 .

Le spectre de A, noté σ (A), est définie par

σ (A) := C\ρ (A) .

Proposition 1.1.1. Soit A : D (A) ⊂ X → X un opérateur linéaire.
1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B ∈ L (X,X) ,

l’opérateur A+B : D (A) ⊂ E → F est fermé.
2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A−1 est fermé.
3. Si A est un opérateur fermé à valeurs dans X et D (A) est fermé dans X, alors A est continue
de D (A) dans E (Application directe du théorème du graphe fermé).
4. Si A est un opérateur continue de D (A) dans X, alors A est fermé si et seulement si son
domaine est fermé.
5. Si ρ (A) ̸= ∅ alors A est fermé.

Définition 1.1.4. Soit A : D (A) ⊂ X → X un opérateur linéaire. On peut munir D (A) d’une
norme notée ∥.∥D(A)et appelée norme du graphe, elle est définie pour tout x ∈ D (A) par :

∥x∥D(A) := ∥x∥X + ∥Ax∥X .

Proposition 1.1.2. Si A est un opérateur linéaire fermé, alors
(
D, ∥.∥D(A)

)
est un espace de

Banach.

Proposition 1.1.3. Soient A ∈ L (E) et B : D (B) ⊂ E → X un opérateur linéaire fermé tels
que Im (A) ⊂ D (B). Alors BA ∈ L (E) .

Preuve. Il est clair que BA est défini sur X. Soit (xn)n une suite d’éléments de X telle que{
xn → x dans X,

(BA)xn → y dans X.

Alors comme Im (A) ⊂ D (B), (Axn)nest une suite d’éléments de D (B) et comme A ∈ L (X)

on a {
Axn → Ax dans x,
B(Axn) → y dans X.

Univ-mosta 2020− 2021 6



chapter 1 Les semi-groupes

B étant fermé et Ax ∈ D (B) , d’après la définition (1.1.2) , on a B(Ax) = y. Ainsi x ∈ D (BA)

et (BA)x = y. BA est donc un opérateur fermé et défini sur X. D’après le théorème du graphe
fermé, on obtient BA borné sur X i.e. BA ∈ L (X) .

Définition 1.1.5. [18, p. 19] On dit que l’opérateur A est sectoriel d’angle 0 ⩽ ω ⩽ π, si{
i) σ(A) ⊂ Sω

ii) M (A,ω′) := sup
{
∥λR(λ,A)∥ , λ /∈ Sω′

}
pour tout ω′ ∈ (ω, π)

avec {
Sω := {z ∈ C | z ̸= 0 et |arg z| < ω} si 0 < ω ⩽ π

:= (0,∞) si ω = 0

1.2 L’intégrale de Dunford
Notons par H(A) l’espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le
spectre de A. La formule analogue à la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes est
définie par l’intégrale de Dunford suivante

f (A) =
1

2iπ

∫
γ

f (z) (zI − A)−1 dz.

Où γ est une courbe simple inclue dans ρ(A) et f ∈ H(A). L’opérateur f (A) ∈ L(X) et ne
dépend pas du choix de γ.

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C0 semi-groupe)

Définition 1.3.1. On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach X toute
famille (G (t))t⩾0 dans L (X) vérifiant les axiomes suivants
(i) Pour tout x ∈ X, l’application

R+ → X

t 7→ G (t)x

est continue.
(ii) G (0) = I

(iii) ∀s ⩾ 0,∀t ⩾ 0 : G (t+ s) = G (t)G (s) .

On dit aussi que (G (t))t⩾0 est un C0 semi-groupe.

Remarque 1.3.1. i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (iii) sont
vérifiées pour s, t de signes quelconques.

Univ-mosta 2020− 2021 7



chapter 1 Les semi-groupes

ii) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si

∥G (t)∥ ⩽ 1.

Exemple 1.3.1. 1) Soit A un opérateur borné dans X, alors la famille d’opérateurs

G (t) = etA, t ∈ R

est un groupe sur X.
2) Soit X = Lp (R) avec 1 ⩽ p <∞ et

(G (t) f) (x) = f (x− t) ,

dans ce cas (G (t))t⩾0 est un groupe appelé groupe des translations.

Théorème 1.3.1. Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes
M ⩾ 1 et ω ⩾ 0 telles que

∀t ⩾ 0 ∥G (t)∥ ⩽Meωt.

Définition 1.3.2. On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
(G (t))t⩾0, l’opérateur A défini par


D (A) =

{
x ∈ E : lim

t→0+

G (t)x− x

t
existe

}
Ax := lim

t→0+

G (t)x− x

t
.

Remarque 1.3.2. 1) Si A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe (G (t))t⩾0, alors
A est fermé à domaine dense.
2) Le semi-groupe (G (t))t⩾0 est uniquement déterminé par son générateur infinitésimal A.
3) Le semi-groupe (G (t))t⩾0 est uniformément continu si et seulement s’il est de la forme(
etA
)
t⩾0

où A est un opérateur borné dans X.
4) Si A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (G (t))t⩾0 tel que pour λ > ω, Alors
l’opérateur

(λI − A)−1 x =

∞∫
0

e−λtG (t)xdt,

est borné et pour tout λ ∈ ρ (A)

∥∥(λI − A)−1 x
∥∥ ⩽M (λ− ω)−1 .

5) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (G (t))t⩾0, alors
i) Si x ∈ D(A) et t ⩾ 0 alors

G(t)x ∈ D(A).

Univ-mosta 2020− 2021 8



chapter 1 Les espaces fonctionnels

ii) La fonction t 7→ G(t)x est continûment dérivable sur R+ si et seulement si x ∈ D(A).

De plus
∀t ⩾ 0,

d

dt
G(t)x = AG(t)x = G(t)Ax.

iii) Pour tout x ∈ X et tout t ⩾ 0

t∫
0

G(s)xds ∈ D(A) et A
t∫

0

G(s)xds = G(t)x− x,

et si de plus x ∈ D(A)

A

t∫
0

G(s)xds =

t∫
0

G(s)Axds = G(t)x− x.

1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Définition 1.3.3. On appelle semi-groupe analytique de type α ∈ ]0, π/2[ toute application G

définie sur l’ensemble
Σα = {z ∈ C : |arg z| < α}

à valeurs dans L (X) telle que
(1) z 7→ G (z) est analytique sur Σα.

(2) ∀x ∈ X, G (0) = I et
lim

z∈Σα z→0
G (z)x = x

(3) ∀z1, z2 ∈ Σα, G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) .

De plus
G (t)x =

1

2iπ

∫
γ

etz (zI − A)−1 xdz = etAx.

Théorème 1.3.2 (de Kato). Soit A : D (A) ⊂ X → X un opérateur linéaire vérifiant
(1) A fermé de domaine D(A) dense dans X.
(2) ρ (A) ⊃ {λ ∈ C∗ : Reλ ⩾ 0} et ∃M > 0 telle que

∀λ > 0 :
∥∥(λI − A)−1

∥∥ ⩽ M

1 + λ
.

Alors A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant
(1) ∃C > 0, ∀t > 0 : ∥G (t)∥L(X) ⩽ C.

(2) ∀t > 0, G (t) ∈ L (X,D (A)) et ∥AG (t)∥ ⩽ M

t
.
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1.4 Les espaces fonctionnels
Dans toute la suite, on désigne par Ω un ouvert de Rn (non nécessairement borné) et on pose
α = (α1, α2, ....,αn) un multi-indice, avec |α| =

n∑
i=1

αi et on utilise la notation

∂α =

(
∂

∂x1

)α1

....

(
∂

∂xn

)αn

.

Définition 1.4.1. Soit 1 ≤ p. On définit les espaces Lp(0, R;X) pour R > 0 par :
Lp(0, R;X) = {g : (0, R) −→ X, mesurable telle que la fonction
x 7→ ∥g (x)∥pX est Lebesgue intégrable}

On munit cet espace de la norme :

∥g∥Lp(0,R;X) =

(∫ R

0

∥g (x)∥pX dx
) 1

p

Pour p = ∞ on pose :

L∞(0, R;X) =

{
g : [0, R] −→ E, mesurable telle que sup

x∈(0,R)

ess ∥g (x)∥X < +∞

}
,

muni de la norme : ∥g∥L∞(0,R,X) = sup
x∈(0,R)

ess ∥g (x)∥ .

Théorème 1.4.1. L’espace Lp (0, R;X) , p ∈ [1,+∞] muni de la norme précédente est un
espace de Banach.

1.4.1 Intégrales définies dépendant d’un paramètre

On rappelle le résultat classique :

Proposition 1.4.1. Soient J un intervalle non trivial de R, X un espace de Banach,
f : J × [a, b] → X une application continue admettant une dérivée partielle par rapport à la
première variable ∂f

∂x
continue sur J × [a, b] . Soient α, β deux fonctions de classe C1 sur J et

à valeurs dans [a, b]. Alors, l’application

h : J −→ E

x −→
∫ β

α

f(x, t)dt

est de classe C1 sur J et pour tout x ∈ J

h′(x) = β′(x)f(x, β(x))− α′(x)f(x, α(x)) +

∫ β

α

∂f

∂x
(x, t)dt
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1.4.2 Les espaces d’interpolation

On désigne par E0 et E1 deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un
espace topologique séparé E (c’est à dire E0 ↪→ E, E1 ↪→ E). Considérons les espaces de
Banach

E0 ∩ E1 et E0 + E1

Munis des normes
∥x∥E0∩E1

= ∥x∥E0
+ ∥x∥E1

,

Et
∥x∥E0+E1

= inf
x=x0+x1, xi∈Ei

(
∥x0∥E0

+ ∥x1∥E1

)
.

Le couple {E0, E1} est dit couple d’interpolation.

Définition 1.4.2. Soit {E0, E1} un couple d’interpolation. On appelle espace intermédiaire
entre E0 et E1 tout espace de Banach E tel que

E0 ∩ E1 ⊂ E ⊂ E0 + E1.

Les espaces Ei, i = 0, 1 sont des espaces intermédiaires.

Définition 1.4.3. Soient θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ [1,+∞]. On appelle espace d’interpolation entre E0,

E1 l’espace (E0, E1)θ,p tel que x ∈ (E0, E1)θ,p si et seulement si

{
i) ∀t > 0,∃ui (t) ∈ Ei (i = 0, 1) : x = u0 (t) + u1 (t)

ii) t−θu0 ∈ Lp
∗ (R+, E0) , t1−θu1 ∈ Lp

∗ (R+, E1)

Où

Lp
∗(E) =

f : ]0,∞[ → E :

+∞∫
0

∥f(t)∥pE
dt

t
<∞

 .

Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout ω, θ, t ∈ ]0, 1[

et p, q, r ∈ [1,+∞] :
1) Si 0 < θ ⩽ ω < 1 alors

(E0, E1)θ,p ⊂ (E0, E1)ω,q .

2) Si p ⩽ q alors
(E0, E1)θ,p ⊂ (E0, E1)θ,q .

3) Si E0 = E1 alors
(E0, E1)θ,p = E0 = E1.
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4) Si 0 < θ < 1

(E0, E1)θ,p = (E1, E0)1−θ,p (1.1)

Si 0 < ω < θ < 1, alors on a

((E0, E1)θ,p, (E0, E1)ω,q)t,r = (E0, E1)α,r,

Avec
α = (1− t) θ + tω et 1

r
=

1− t

p
+
t

q
.

Cas Particulier (D(A), E)θ,p

Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans E.
Posons

E0 = D(A) et E1 = E,

Alors
E0 ∩ E1 = D(A) et E0 + E1 = E,

donc, pour tout θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ [1,+∞] on a

D(A) ⊂ (D(A), E)θ,p ⊂ E.

Si ρ (A) ⊃ R+ et s’il existe une constante CA > 0 telle que

∀λ > 0 :
∥∥(A− λI)−1

∥∥
L(E)

⩽ CA

λ
,

Alors

(D (A) , E)θ,p = DA (1− θ, p)

=
{
x ∈ E :

∥∥t1−θA (A− t)−1 x
∥∥
E
∈ Lp

∗
}

.

Définition 1.4.4. Pour tout θ ∈ ]0, 1[ , p ∈ [1,+∞] et k ∈ N, on a

DA (θ + k, p) =
{
x ∈ D(Ak) : Akx ∈ DA (θ, p)

}
,

Avec la norme
∥x∥DA(θ+k,p) = ∥x∥E +

∥∥Akx
∥∥
DA(θ,p)

.

Théorème 1.4.2 (de Lions). Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu (G (t))t⩾0, alors pour tout p ∈ [1,+∞] et θ ∈ ]0, 1[

(D(A), E)θ,p =
{
x ∈ E :

∥∥tθ−1 (G (t)− I)x
∥∥
E
∈ Lp

∗
}
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Muni de la norme

∥x∥(D(A),E)θ,p
= ∥x∥E +

 +∞∫
0

∥∥tθ−1(G (t)− I)x
∥∥p
E

dt

t

1/p

.

Avec les modifications usuelles si p = ∞.

Théorème 1.4.3 (Propriété de réitération). Soient E un espace de Banach, A un opérateur
linéaire fermé de domaine D(A) ⊂ E. Alors pour tout θ ∈ ]0, 1[, p ∈ [1,+∞] et n ∈ N∗

(E,D(An))θ,p = (E,D(A))nθ,p (1.2)

Théorème 1.4.4. Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur linéaire fermé où

(0;+∞) ⊂ ρ(A)et ∃C > 0 : λ > 0,
∥∥λ (A− λI)−1

∥∥ ≤ C

Si u ∈ Lp(a, b;D
(
Ak
)
)∩Wm,p (a, b;X) avec m, k ∈ N∗ et 1 < p < +∞ : Alors pour tout j ∈ N

avec 0 < 1
p
+ j < m et t ∈ {a, b}, on a

u(j)(t) ∈
(
D
(
Ak
)
, X
)

1
mp

+ j
m
,p
.

1.4.3 Les espaces de Sobolev et de Besov

Pour m ∈ N et 1 ⩽ p ⩽ ∞ :
On note Wm,p (Ω, E) l’espace de Sobolev des fonctions f : Ω → E telles que ∂αf ∈ Lp (Ω, E)

pour tout |α| ⩽ m. C’est un espace de Banach avec la norme

∥f∥Wm,p(Ω,E) =


( ∑

|α|⩽m

∥∂αf∥pLp(Ω,E)

)1/p

si 1 ⩽ p <∞

max
|α|⩽m

∥∂αf∥L∞(Ω,E) si p = ∞.

Pour s ∈ ]0, 1[ et 1 ⩽ p <∞ :
On définit l’espace fractionnaire de Sobolev

W s,p (Ω, E) =

f ∈ Lp (Ω, E) :

∫
Ω

∫
Ω

∥f(x)− f(y)∥pE
|x− y|sp+n dxdy <∞

 .

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complètement par interpolation, on est amené à
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définir les espaces de Besov Bm
p,q (Ω, E) . Pour s ∈ ]0, 1[ et 1 ⩽ p, q ⩽ ∞, on définit

Bs
p,q (Ω, E) =

f ∈ Lp (Ω, E) :

∫
Ω

∫
Ω

∥f(x)− f(y)∥pE
|x− y|sq+n dx

q/p

dy <∞

 .

Avec la modification classique quand p = ∞ et q = ∞.

Dans le cas où p = q on a
Bs

p,p (Ω, E) = W s,p (Ω, E) .

1.4.4 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach X, connue sous le nom UMD
(Unconditional Martingale difference property), pour plus détails voir [1].

Définition 1.4.5. On dit que X est UMD si la transformation de Hilbert H définie sur Lp (R, X) ,

1 < p <∞ par

(Hf) (t) =
1

iπ
lim
ϵ→0+

∫
ϵ⩽|s|< 1

ϵ

f (t− s)

s
ds, ∀t ∈ R, ∀f ∈ C∞ (R, X)

Est bornée.

Définition 1.4.6. X est ξ-convexe s’il existe une fonction ξ : X ×X → R convexe telle que

i) ξ (0, 0) > 0

ii) ξ (x, y) ⩽ ∥x+ y∥ avec
∥x∥ = ∥y∥ = 1, ∀x, y ∈ X.

Théorème 1.4.5. Soit X un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) X est UMD.
ii) Il existe une fonction ξ symétrique et biconvexe vérifie ξ (0, 0) > 0 et

ξ (x, y) ⩽ ∥x+ y∥ ,

tel que ∥x∥ ⩽ 1 ⩽ ∥y∥ ,∀x, y ∈ X.

Exemple 1.4.1.

▶ Les espaces de Hilbert (On choisit ξ (x, y) = 1+ ⟨x, y⟩ où le crochet ⟨., .⟩ indique le produit
scalaire).

▶ Les sous espaces fermés d’un espace UMD.

▶ Les espaces construits sur Lp (Ω, X) , 1 < p <∞ tel que X est UMD

▶ Les espaces Cα(Ω;X) (α ∈ N) ne sont pas UMD.
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1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(θ;E)
Dans cette sous section, on donne la définition des puissances complexes d’un opérateur

sectoriel. Si A : E → E est un opérateur borné positif, la puissance complexe de l’opérateur
A est définie par

Azx =
1

2iπ

∫
γ

tz (tI − A)−1 xdt,

Où z est un nombre complexe arbitraire.
Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on définit la puissance fractionnaire de partie

réelle positive (pour 0 < Re(z) < 1) par la représentation de Balakrishnan suivante

Azx =
sin zπ
π

+∞∫
0

tz−1 (tI − A)−1 Axdt,

Pour tout x ∈ D(A) (voir Haase [18], Proposition 3.1.12, page 67).
Si −1 < Re(z) < 0, on écrit, pour x ∈ D(A),

Azx = Az+1A−1x =
sin (z + 1) π

π

+∞∫
0

tz (tI − A)−1 xdt.

Le théorème suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de Az (voir Dore et Venni [8])

Théorème 1.5.1. Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes

1) Soit z ∈ C : Re(z) < 0 et m, n ∈ N : m > n+Re(z) > 0 alors

∀x ∈ E Azx =
Γ (m)

Γ (n+ z) Γ (m− n− z)

+∞∫
0

tz+n−1 (A (tI − A))−1 A−nxdt

est absolument convergente.

2) z → Az est holomorphe de {z ∈ C : Re(z) < 0} dans L (E) .

3) Si m ∈ N : m ⩾ 2 et z ∈ C : Re(z) < m alors D (Am) est dense dans D (Az) .

4) Soit w, z ∈ C : Re(w) < 0 < Re(z) alors

AwAz ⊆ Aw+z ⊆ AzAw.

De plus, si Re (w + z) ̸= 0 alors

Aw+z = AzAw.

5) Soit α ∈ R+ et x ∈ D (Aα) alors z → Azx est holomorphe pour Re(z) < α.
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6) Supposons que Ais ∈ L (E) pour s ∈ R donc
(a) Si Re(w) < 0 et w + z = is alors Aw+z = AwAz = AzAw.

(b) Si Re(w) < 0 alors AisAw = Aw+is = AwAis.

(c) Si Re(w) ⩾ 0 alors AisAw ⊆ Aw+is ⊆ AwAis et la seconde inclusion
est en fait une égalité si Re(w) > 0.

7) Si 0 < Re(z) < 1 alors

∥∥A−z
∥∥ ⩽M

(
cosh (πIm(z)) +

sinh (πIm(z))

sin (πIm(z))

)
.

8) Soit Ais ∈ L (E) avec s ∈ R, pour φ ∈ ]0, π/2[ fixé, on pose

Σφ =
{
ρeiθ : ρ > 0 et π − φ < θ < π + φ

}
,

alors Az+is → Ais (dans la topologie forte de L (E)).

9) Soit ∆ ⊆ {z ∈ C : Re(z) < 0} et ∆1 = ∆ ∩ (iR) ̸= ∅. On suppose que

sup
z∈∆

∥Az∥ < +∞,

alors ∀w ∈ ∆1, Aw ∈ L (E) et Az → Aw où z → w, z ∈ ∆ (dans la topologie forte de
L (E)).

10) Si T ∈ L (E) alors
(A − λI)−1 T = T (A − λI)−1 ,

pour λ ∈ ρ (A) , et

(a) TAz = AzT pour Re(z) < 0.

(b) TAz ⊆ AzT pour Re(z) ⩾ 0.

11) Si (A − λI)−1 et (B − µI)−1 commutent alors
(a)AzBw = BwAz pour max {Re(w), Re(z)} < 0.

(b) si Ais et Bit ∈ L (E) , ∀s, t ∈ R alors AzBw = BwAz

pour max {Re(w), Re(z)} ⩽ 0.

Définition 1.5.1. On note Bip(θ;E) (Bounded imaginary powers) l’ensemble des opérateurs
sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornées.
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1.6 Sommes d’opérateurs linéaires

Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances ima-
ginaires bornées pour étudier l’équation

Au+Bu− λu = f, λ > 0 (1.3)

(DV.0) X est un espace de Banach de type UMD,

(DV.1)


i)ρ (A) ⊃ ]−∞, 0] et ∃MA > 0 :

∥∥(A + tI)−1
∥∥ ⩽ MA

1 + t
, ∀t ⩾ 0

ii)ρ (B) ⊃ ]−∞, 0] et ∃MB > 0 :
∥∥(B + tI)−1

∥∥ ⩽ MB

1 + t
,∀t ⩾ 0

(DV.2)

 ∀λ ∈ ρ (A) , µ ∈ ρ (B) ,

(λI − A)−1 (µI − B)−1 = (µI − B)−1 (λI − A)−1 .

(DV.3)



i)∀s ∈ R : Ais ∈ L (x) et

∃KA ⩾ 1, θA > 0, ∀s ∈ R : ∥Ais∥ ⩽ KAe
θA|s|,

ii)∀s ∈ R : Bis ∈ L (x) et

∃KB ⩾ 1, θB > 0, ∀s ∈ R : ∥Bis∥ < KBe
θB|s|,

iii) θA + θB < π.

Alors, la somme A + B est fermée, inversible et son inverse est défini par

(A + B)−1 =
1

2i

∫
γ

A−zBz−1

sinπz dz,

où γ est une courbe verticale contenue dans la bande

{z ∈ C : 0 < Re(z) < 1} ,

et orientée de ∞e−iπ/2 vers ∞eiπ/2.

Ce résultat a été généralisé par Prüss et Sohr [24], dans le cas où l’un des deux opérateurs
(seulement) est inversible.

Comme application de cette théorie, on cite l’exemple de Dore et Venni [8] pages 196-197. Ils
ont étudiés, dans le cadre Lp(0, T, E) avec 1 < p <∞, le problème de Cauchy{

u′(t) + Au(t) = f(t), 0 ⩽ t ⩽ T

u(0) = 0,
(1.4)
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lorsque
E est un espace UMD, (1.5)

A est un opérateur linéaire fermé vérifie

ρ (A) ⊃ ]−∞, 0] et ∃M > 0 :
∥∥(A + t)−1

∥∥ ⩽ M

1 + t
,∀t ⩾ 0 (1.6)

et
∃K ⩾ 1, θ > 0, ∀s ∈ R :

∥∥Ais
∥∥ ⩽ Keθ|s|. (1.7)

Le résultat est donné par le théorème suivant

Théorème 1.6.1. Sous les hypothèses (1.5), (1.6), (1.7) et pour

f ∈ Lp(0, T, E), 1 < p <∞,

le problème (1.4) admet une unique solution stricte

t 7−→ u(t) =

t∫
0

e(s−t)Af(s)ds ∈ Lp(0, T, E),

de plus

t 7→ Au(t) = A
t∫

0

e(s−t)Af(s)ds ∈ Lp(0, T, E).
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Chapitre 2
Etude des équations différentielles ellip-
tiques abstraites complètes dans le cas
non commutatif

On étudie l’équation différentielle opérationnelle du second ordre

u′′ (x) + (Lω −Mω)u
′ (x)− 1

2
(LωMω +MωLω)u (x) = f (x) , x ∈ (0, 1) (3)

posée dans un espace de Banach complexe X de type UMD, avec les conditions aux limites
abstraites du type Robin {

u′ (0)−Hu (0) = d0,

u (0) = u0.
(4)

Telles que Lω, Mω et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X, ω un paramètre spectral
ω ≥ ω0 ≥ 0, f ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p <∞ et d0, u0 deux données dans X.
On cherche l’existence de la solution classique de (3)-(4), c’est-à-dire une fonction u satisfaisant (3) et
(4) telles que 

u ∈ W 2;p(0, 1;X),

x 7−→ (LωMω)u(x), x 7−→ (MωLω)u(x) ∈ Lp(0, 1;X)

x 7−→ (Lω −Mω)u
′(x) ∈ Lp(0, 1;X),

u(0) ∈ D(H).

(5)

2.1 Hypothèses et conséquences
On suppose que

X est un espace UMD. (2.1)
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Les hypothèses sur les opérateurs H Lω et Mω sont les suivantes

∃ C0 > 0 , ∃ ω0 > 0 : ∀ω ≥ ω0,

]0,+∞[ ⊂ ρ(Lω) ∩ ρ(Mω),

ker(Lω) = ker(Mω) = {0} R(Lω) = R(Mω) = X

sup
λ>0

∥∥λ (Lω − λI)−1
∥∥
L(X)

≤ C0 et sup
λ>0

∥∥λ (Mω − λI)−1
∥∥
L(X)

≤ C0,

(2.2)

et 
∃ θ1, θ2 ∈ ]0, π

2
[ ∃C ≥ 1 : ∀ω ≥ ω0, ∀s ∈ R,

(−Lω)
is, (−Mω)

is ∈ L(X),

∥(−Lω)
is∥L(X) ≤ C0e

θ1|s| et ∥(−Mω)
is∥L(X) ≤ C0e

θ2|s|.

(2.3)

Les hypothèses (2.2) et (2.3) impliquent que, pour tout ω ≥ ω0 les opérateurs −Lω et −Mω

appartiennent à la classe BIP (X, θ) [voir [24], Definition 1, p. 431], Puisque θ1, θ2 ∈ ]0; π
2
[; Lω

et Mω génèrent des semi-groupes analytiques (eξLω)ξ≥0, (eξMω)ξ≥0 bornés dans X.
Pour tout ω ≥ ω0, on suppose aussi que

D(Lω) = D(Mω), (2.4)

D((Lω +Mω)
2) ⊂ D((Lω −Mω)

2), (2.5)

0 ∈ ρ(Lω +Mω). (2.6)

On définit l’opérateur Λω par

Λω := (Mω −H) + eLωeMω(H + Lω), (2.7)

avec
D (Λω) = D (H) ∩D (Mω) ,

on suppose que
ω ≥ ω0, 0 ∈ ρ(Λω), (2.8)

en plus ;
∀ ξ ∈ D(Lω),∀ ω ≥ ω0,Λ

−1
ω ξ ∈ D((Lω +Mω)

2). (2.9)

Soit la notation

CLω ,Mω = (MωLω − LωMω)(Lω +Mω)
−2 = [Mω;Lω](Lω +Mω)

−2, (2.10)

alors
CLω ,Mω ∈ L(X)
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Nous supposons dans tout ce travail que le commutateur vérifie l’estimation suivante

∀ω ≥ ω0, ∥CLω ,Mω∥L(X) ≤ X (ω), (2.11)

où
X : [ω0,+∞[−→ R+ telle que lim

ω→+∞
X (ω) = 0. (2.12)

Dans de nombreux cas concrets, la fonction X a la forme suivante
X (ω) = Cα

ω
pour ω assez grand, avec C, α > 0.

Le commutateur défini dans (2.10) a été utilisé pour la première fois par Favini et al. dans [15]
.

Remarque 2.1.1. De l’hypothèse(2.6), on déduit que (Lω +Mω)
2 est fermé.

Remarque 2.1.2. Nous n’avons pas supposé que Lω et Mω sont inversibles comme dans
Cheggag et al. [5],[4].

Remarque 2.1.3. Par le théorème de réitération ( voir chapitre 1), on a

(X;D(Lω +Mω)
2)1− 1

2p
, p = (X;D(Lω +Mω))2− 1

p
, p = (X;D(Lω))1+1− 1

p
, p

=
{
ϕ ∈ D(Lω) : Lωϕ ∈ (X;D(Lω))1− 1

p
, p

}
, (2.13)

et
u(0), u(1) ∈ D(Lω) = D(Mω). (2.14)

Remarque 2.1.4. Concernant (2.4) et (2.5), on note que si P et Q sont deux opérateurs
linéaires fermés sur X, alors l’hypothèse D(P ) = D(Q) n’implique pas D(P 2) = D(Q2) ;
généralement, on a

D((Lω +Mω)
2) ̸= D((Lω −Mω)

2).

En effet, on touche cette différence entre les domaines dans notre exemple donné dans le chapitre
3, voir aussi [21] page 105.

2.2 Lemmes techniques
Dans les lemmes suivants, nous remplaçons Lω,Mω,Λω par L,M, Λ ; car les propriétés trouvées
sont indépendantes de ω.

Lemme 2.2.1. On suppose (2.2) ∼ (2.3). Alors

1) D(LM) = D(M2) et D(ML) = D(L2).

2) D((L+M)2) = D(L2) ∩D(M2) = D(LM) ∩D(ML).

3) D((L−M)2 − (L+M)2) = D(LM) ∩D(ML) = D((L+M)2).
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Preuve. 1) Soit ϕ ∈ D(LM), alors ϕ ∈ D(M) et Mϕ ∈ D(L) = D(M)

d’où ϕ ∈ D(M2).

Inversement, si ϕ ∈ D(M2) alors ϕ ∈ D(M) et

Mϕ ∈ D(L) = D(M),

d’où ϕ ∈ D(LM). On obtient aussi l’égalité D(LM) = D(M2). En échangeant les rôles
de L et M , on obtient D(ML) = D(L2).

2) Soit ϕ ∈ D((L+M)2), alors il existe ζ ∈ X tel que

ϕ = (L+M)2ζ,

de plus ϕ ∈ D(L+M) = D(M) ∩D(L) = D(M) et

Mϕ = M(L+M)−2ζ

=
1

2
(2M(L+M)−1)(L+M)−1ζ

=
1

2
(I − (L+M − 2M)(L+M)−1)(L+M)−1ζ

=
1

2
(I − (L−M)(L+M)−1)(L+M)−1ζ

=
1

2
(L+M)−1ζ − 1

2
(L−M)(L+M)−2ζ,

mais y = 1
2
(L+M)−1ζ ∈ D(M) et de(2.4) et (2.5), on a

z =
1

2
(L−M)(L+M)−2ζ ∈ D(L−M) = D(M),

d’où Mϕ = y − z ∈ D(M) donc ϕ ∈ D(M2). En échangeant les rôles de L et M ,
on obtient ϕ ∈ D(L2) et ainsi

ϕ ∈ D(M2) ∩D(L2).

Inversement, soit ϕ ∈ D(M2) ∩D(L2). Alors

Lϕ ∈ D(L) = D(L+M) textetMϕ ∈ D(M) = D(L+M).

donc Lϕ+Mϕ ∈ D(L+M), ainsi ϕ ∈ D((L+M)2).

3) L’assertion 2 et l’hypothèse (2.5) permettent de déduire

D((L−M)2 − (L+M)2) = D((L+M)2) = D(LM) ∩D(ML).
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Remarque 2.2.1. Supposons (2.1) ∼ (2.11) .Du Lemme ci-dessous, on a

D(LωMω) ∩D(MωLω) = D(Lω +Mω)
2.

Supposons que le problème (3)(4) admet une solution classique u. c-à-d

u ∈ W 2;p(0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;D(Lω +Mω)
2),

donc
u ∈ Lp(0, 1;D(LωMω))

u ∈ Lp(0, 1;D(MωLω))

}
⇐⇒ u ∈ Lp(0, 1;D(LωMω) ∩D(MωLω)),

ce qui implique

u(0) ; u(1) ∈ (D(Lω +Mω)
2;X) 1

2p
, p = (X;D(Lω +Mω)

2)1− 1
2p

, p. (2.15)

Preuve. 1) ? ⇒

Soient 
u ∈ Lp(0, 1;D(LωMω)) ⇔

1∫
0

∥u(x)∥pD(LωMω)
dx <∞

et

u ∈ Lp(0, 1;D(MωLω)) ⇔
1∫
0

∥u(x)∥pD(MωLω)
dx <∞.

On a

1∫
0

∥u(x)∥pD(MωLω∩LωMω)
dx =

1∫
0

[
∥u(x)∥D(MωLω)

+ ∥u(x)∥D(LωMω)

]p
dx

≤


 1∫

0

∥u(x)∥pD(MωLω)
dx


1
p

+

 1∫
0

∥u(x)∥pD(LωMω)
dx


1
p


p

<∞,

donc
u ∈ Lp(0, 1;D(LωMω) ∩D(MωLω)) = Lp(0, 1;D(Lω +Mω)

2).

2) ? ⇐

Soit
1∫

0

∥u(x)∥pD(MωLω∩LωMω)
dx <∞.
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On a 
1∫
0

∥u(x)∥pD(MωLω)
dx ≤

1∫
0

[
∥u(x)∥D(MωLω)

+ ∥u(x)∥D(LωMω)

]p
dx <∞

1∫
0

∥u(x)∥pD(LωMω)
dx ≤

1∫
0

[
∥u(x)∥D(MωLω)

+ ∥u(x)∥D(LωMω)

]p
dx <∞,

par conséquent 
u ∈ Lp(0, 1;D(LωMω))

et
u ∈ Lp(0, 1;D(MωLω)).

Lemme 2.2.2. Sous les hypothèses (2.1) ∼ (2.10). Alors pour tout opérateur
S, S̃ ∈ {L,M,L+M,L−M}, on a

1) S(L− I)−1, S(L+M)−1 ∈ L(X),

2) S(L−M)(L+M)2, S S̃(L+M)−2 ∈ L(X),

3) (L+H)Λ−1, (M +H)Λ−1 ∈ L(X).

Preuve. Pour les assertions 1 et 2, on utilise la proposition 1.1.3

3) Grâce à l’assertion 2, on obtient{
(L+M)(L−M)(L+M)−2 ∈ L(X),

(L−M)+2(L+M)−2 ∈ L(X).

Puisque (L+H) est un opérateur fermé sur X et Λ−1 ∈ L(X) et

Λ−1(X) ⊂ D(L+H),

alors (L+H)Λ−1 ∈ L(X).

Lemme 2.2.3. Soit (2.1) ∼ (2.8). On a les assertions suivantes :

1) (L±M)2 = L2 ± LM ±ML+M2 et pour ϕ ∈ D((L±M)2),

on a (L±M)2ϕ = L2 ± LMϕ±MLϕ+M2ϕ.

2) LM +ML = 1
2
((L+M)2 − (L−M)2).

3) [(L−M); (L+M)−1] = −2 [M ; (L+M)−1] = 2 [L; (L+M)−1].

4) CL;M = 1
2
(L+M) [(L−M); (L+M)−1] (L+M)−1.

5) (L+H)Λ−1 = (L+M)Λ−1 + eLeM(L+H)Λ−1 − I.

6)
{

(L+M)−1M − (L+M)−1CL;M(L+M) =M(L+M)−1,

(L+M)−1L− (L+M)−1CL;M(L+M) = L(L+M)−1.
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7)
{
M(L+M)−1M + 1

2
(L−M)(L+M)−1CL;M(L+M) = 1

2
M − 1

2
(L−M)M(L+M)−1,

L(L+M)−1L+ 1
2
(L−M)(L+M)−1CL;M(L+M) = 1

2
L− 1

2
(L−M)L(L+M)−1.

8)
M + (L−M)M(L+M)−1 − (LM +ML)(L+M)−1 = 0 dans D(M),

L+ (L−M)L(L+M)−1 − (LM +ML)(L+M)−1 = 0 dans D(L).

Preuve. 1) En vertu de l’assertion 2 du Lemme 2.2.2, on a pour ε ∈ {−1, 1}
et pour ϕ ∈ D((L+M)2) ⊂ D((L−M)2)

(L+ εM)2ϕ = (L+ εM)(Lϕ+ εMϕ)

= L(Lϕ+ εMϕ) + εM(Lϕ+ εMϕ)

= L2ϕ+ εLMϕ+ εMLϕ+M2ϕ.

2) C’est une conséquence de l’assertion précédente.

3) Soit ϕ ∈ D(M) = D(L), on a

[
(L−M); (L+M)−1

]
ϕ =

[
L; (L+M)−1

]
ϕ−

[
M ; (L+M)−1

]
,

de même, on a

[
L; (L+M)−1

]
ϕ+

[
M ; (L+M)−1

]
ϕ =

[
(L+M); (L+M)−1

]
ϕ = 0.

c-à-d [
(L−M); (L+M)−1

]
= −2

[
M ; (L+M)−1

]
= 2

[
L; (L+M)−1

]
4) On a

CL;M = [M ;L](L+M)−2

= (ML− LM)(L+M)−2,

et puisque on a pour ϕ ∈ D((L+M)2){
(L+M)(L−M)ϕ = L2ϕ− LMϕ+MLϕ−M2ϕ,

(L−M)(L+M)ϕ = L2ϕ+ LMϕ−MLϕ+M2ϕ,

et ainsi
((L+M)(L−M)− (L−M)(L+M))ϕ = 2(ML− LM)ϕ,
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d’où

CL;M =
1

2
((L+M)(L−M)− (L−M)(L+M))(L+M)−2

=
1

2
(L+M)((L−M)(L+M)−1 − (L+M)−1(L−M))(L+M)−1

=
1

2
(L+M)

[
(L−M); (L+M)−1

]
(L+M)−1.

5) Puisque Λ = (M −H) + eLeM(H + L), alors

(L+M)Λ−1 + eLeM(L+H)Λ−1 − I

= [(L+M) + eLeM(L+H)− (M −H)− eLeM(L+H)]Λ−1

= (L+H)Λ−1.

6) D’après l’assertion 4, on a

(L+M)−1M − (L+M)−1CL;M(L+M)

= (L+M)−1M − 1

2
(L+M)−1(L+M)

[
(L−M); (L+M)−1

]
(L+M)−1(L+M)

= (L+M)−1M − 1

2

[
(L−M); (L+M)−1

]
= (L+M)−1M +

[
M ; (L+M)−1

]
= M(L+M)−1,

et

(L+M)−1L− (L+M)−1CL;M(L+M)

= (L+M)−1L− 1

2
(L+M)−1(L+M)

[
(L−M); (L+M)−1

]
(L+M)−1(L+M)

= (L+M)−1L− 1

2

[
(L−M); (L+M)−1

]
= (L+M)−1L+

[
L; (L+M)−1

]
= L(L+M)−1.

7) D’après l’assertion 3 et 4, on a

M(L+M)−1M +
1

2
(L−M)(L+M)−1CL;M(L+M)

= M(L+M)−1M − 1

2
(L−M)

[
M ; (L+M)−1

]
= M(L+M)−1M − 1

2
(L−M)M(L+M)−1 +

1

2
(L−M)(L+M)−1M
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= M(L+M)−1M − 1

2
(L−M)M(L+M)−1 +

1

2
(L+M − 2M)(L+M)−1M

= M(L+M)−1M − 1

2
(L−M)M(L+M)−1 +

1

2
M −M(L+M)−1M

=
1

2
M − 1

2
(L−M)M(L+M)−1,

de même, on obtient

L(L+M)−1L+
1

2
(L−M)(L+M)−1CL;M(L+M) =

1

2
L+

1

2
(L−M)L(L+M)−1.

8) Sur le domaine D(L) = D(M), on a d’après l’assertion 2

M + (L−M)M(L+M)−1 − (LM +ML)(L+M)−1

= M + (L−M)M(L+M)−1 +
1

2

(
(L−M)2 − (L+M)2

)
(L+M)−1

= M + (L−M)M(L+M)−1 +
1

2
(L−M)2(L+M)−1 − 1

2
(L+M),

c’est-à-dire

M + (L−M)M(L+M)−1 − (LM +ML)(L+M)−1

= (L−M)M(L+M)−1 +
1

2
(L−M)2(L+M)−1 +M − 1

2
(L+M)

= (L−M)M(L+M)−1 +
1

2
(L−M)2(L+M)−1 − 1

2
(L+M − 2M)

=
1

2
(L−M) [2M + (L−M)] (L+M)−1 − 1

2
(L−M)

=
1

2
(L−M)(M + L)(L+M)−1 − 1

2
(L−M)

= 0,

de même, on obtient

L− (L−M)L(L+M)−1 − (LM +ML)(L+M)−1 = 0.

Lemme 2.2.4. Sous les hypothèses (2.1) ∼ (2.3). Pour f ∈ Lp(0, 1;X), avec 1 < p < ∞ et
Q ∈ {L,M}, on a

1) x 7−→ Q
x∫
0

e(x−s)Qf(s)ds ∈ Lp(0, 1;X).

2) x 7−→ Q
1∫
x

e(s−x)Qf(s)ds ∈ Lp(0, 1;X).

3) x 7−→ Q
1∫
0

e(s+x)Qf(s)ds ∈ Lp(0, 1;X).
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4)
1∫
0

esQf(s)ds,
1∫
0

e(1−s)Qf(s)ds ∈ (D(Q), X) 1
p
,p.

Preuve. Pour les assertions 1, 2 et 3, voir [[8], [14], p. 167, 168] ainsi que [[13]]. L’énoncé 4 est
une conséquence directe des assertions 1 et 2, et on utilise le fait que

x 7−→
x∫

0

e(x−s)Qf(s)ds, x 7−→
1∫

x

e(s−x)Qf(s)ds ∈ W 1,p (0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;D (Q)).

Lemme 2.2.5. Sous les hypothèses (2.1) ∼ (2.9) et pour φ ∈ (D(Q), X) 1
p
,p avec Q ∈ {L,M},

on a
1) (L+M) Λ−1φ ∈ (D(Q), X) 1

p
,p.

2) (L+H) Λ−1φ ∈ (D(Q), X) 1
p
,p.

Preuve. 1) On pose T = (L + M)Λ−1, alors T est un opérateur linéaire continu de X

dansX. En utilisant l’hypothèse (2.9), on obtient

T (D(L)) ⊂ D(L)et T ∈ L(D(L), D(L)).

ici D(L) est un espace de Banach muni de la norme du graphe.
Alors, en utilisant les propriétés de l’interpolation, on trouve

T ∈ L((X,D(L)) 1
p
,p, (X,D(L)) 1

p
,p).

voir [20], p. 19.

2) D’après l’assertion 5 du Lemme (2.2.3), on a

(L+H)Λ−1 = (L+M)Λ−1 + eLeM(L+H)Λ−1 − I,

donc, d’après l’assertion 1, on déduit

(L+H)Λ−1φ ∈ (D(Q);X) 1
p
,p,

pour φ ∈ (D(Q), X) 1
p
,p.

2.3 Représentation de la solution

En utilisant un raisonnement heuristique basé sur la représentation de la solution du problème
(3)- (4) dans le cas commutatif, nous essayerons d’obtenir une équation intégral vérifiée par
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l’éventuelle solution classique
u := (L+M)−2v.

Cette équation intégrale est écrite sous la forme

v +R(v) = F (f) + Γ,

où R,F et Γ dépendent de L, M , R et CL;M ; aussi Γ dépend des données u1, d0 .
Dans le cadre commutatif, la solution formelle u du problème (3)−(4) est donnée, p. p x ∈ (0, 1),
sous la forme suivante

u(x) = exMξ0 + e(1−x)Lξ1 + Ix + Jx,

pour p.p x ∈ (0, 1), où

Ix = (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)Mf(s)ds, Jx = (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)Lf(s)ds.

Pour trouver la représentation de u, il suffit de déterminer les constantes ξ0 et ξ1, en tenant
compte des conditions aux limites (4)

u′(0)−Hu(0) = d0, u(1) = u1.

Pour ξ0, ξ1 ∈ D(L) = D(M) et pour u(0), u(1) ∈ D(L) = D(M). (Voir [[5], p. 62]), alors

u(0) = ξ0 + eLξ1 + J0,

u(1) = eMξ0 + ξ1 + I1.

Où

J0 = (L+M)−1

1∫
0

esLf(s)ds et I1 = (L+M)−1

1∫
0

e(1−s)Mf(s)ds.

On a, pour p.p x ∈ (0, 1)

u′(x) =MexMξ0 − Le(1−x)Lξ1 +MIx − LJx.

Donc u′(0) =Mξ0 − LeLξ1 − LJ0.

Par suite, on trouve {
Mξ0 − LeLξ1 − LJ0 −H

[
ξ0 + eLξ1 + J0

]
= d0,

eMξ0 + ξ1 + I1 = u1
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{
(M −H) ξ0 − (L+H) eLξ1 = (L+H) J0 + d0,

eMξ0 + ξ1 = −I1 + u1
(2.16)

Le déterminant de ce système est∣∣∣∣∣∣∣
M −H − (L+H) eL

eM Iid

∣∣∣∣∣∣∣ = (M −H) + eM+L (L+H) = Λ.

Comme Λ est inversible et son inverse est borné alors

Λ−1(X) = D(H) ∩D(L) = D(H) ∩D(M),

donc, le système (2.16) admet une unique solution (ξ0, ξ1). Pour le déterminer, en effet{
Λ−1u(0) = Λ−1ξ0 + Λ−1eLξ1 + Λ−1J0

Λ−1u′(0) = Λ−1Mξ0 − Λ−1LeLξ1 − Λ−1LJ0.

Donc Λ−1u(0) ∈ D(H) et{
HΛ−1u(0) = HΛ−1ξ0 +HΛ−1eLξ1 +HΛ−1J0

Λ−1u′(0) = Λ−1Mξ0 − Λ−1LeLξ1 − Λ−1LJ0.

Ensuite

Λ−1d0 = Λ−1[u′(0)−Hu(0)]

= Λ−1u′(0)−HΛ−1u(0)

= (M −H)Λ−1ξ0 − (L+H)Λ−1eLξ1 − (L+H)Λ−1J0,

Pour les permutations on a utilisé HΛ−1u(0) = Λ−1Hu(0). (voir [5]) le Lemme 1, point 5 et
(21) ) et MΛ−1 = Λ−1M sur D(M), et LΛ−1 = Λ−1L sur D(L).(voir [5]) le Lemme 1, point 4 )
Ensuite, à partir de u1 = eMξ0 + ξ1 + I1, on obtient

Λ−1d0 = [(M −H) + eL+M(L+H)]Λ−1ξ0 − (L+H)Λ−1eL(u1 − I1)− (L+H)Λ−1J0

= ξ0 − (L+H)Λ−1eL(u1 − I1)− (L+H)Λ−1J0,

donc
ξ0 = Λ−1d0 + (L+H)Λ−1[eLu1 − eLI1 + J0],

et
ξ1 = −eM(L+H)Λ−1(eLu1 − eLI1 + J0)− eMΛ−1d0 + u1 − I1.
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Enfin, en remplaçant ξ0 et ξ1 , on peut réécrire u sous la forme suivante

u(x) =exMξ0 + e(1−x)Lξ1 + Ix + Jx

= exM
[
Λ−1d0 + (L+H)Λ−1

(
eLu1 − eLI1 + J0

)]
+ e(1−x)L

[
−eM(L+H)Λ−1(eLu1−eLI1 + J0)−eMΛ−1d0 + u1 − I1

]
+ (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)Mf(s)ds+ (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)Lf(s)ds,

en remplaçant I1 et J0, on obtient

u(x) = (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)Lf(s)ds+ (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)Mf(s)ds

−(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)Mf(s)ds

+(L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds

−(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds

−(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)Mf(s)ds

+exMΛ−1d0 − e(1−x)LeMΛ−1d0 + exMeL(L+H)Λ−1u1

+e(1−x)Lu1 − e(1−x)LeMeL(L+H)Λ−1u1,

on pose
u (x) := Φ(x) + Ψ(x) +D(x),

telles que

Φ(x) = (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)Mf(s)ds+ (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)Lf(s)ds,

Univ-mosta 2020− 2021 31



chapter 2 Représentation de la solution

Ψ(x) = −(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)Mf(s)ds

+(L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds

−(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds

−(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)Mf(s)ds,

et

D(x) = exMΛ−1d0 − e(1−x)LeMΛ−1d0 + exMeL(L+H)Λ−1u1

+e(1−x)Lu1 − e(1−x)LeMeL(L+H)Λ−1u1,

où
Λ = (M −H) + eLeM(L+H),

avec
D(Λ) = D(M) ∩D(H) = D(L) ∩D(H).

(Voir Cheggag et al. dans [[5], p. 63]).
Dans le cas non commutatif, en faisant un raisonnement heuristique et cela en supposant qu’il
existe une solution classique u du problème (3)- (4) satisfaisant la propriété de régularité maxi-
male pour trouver une équation intégrale de la forme :

v := (L+M)2u. (2.17)

Le calcul de Φ :

En remplaçant f par u′′ (x) + (L−M)u′ (x)− 1
2
(LM +ML)u (x), p.p x ∈ (0, 1), Φ s’écrit sous

la forme

Φ(x) = (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)Mf(s)ds+ (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)Lf(s)ds

= (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)M

[
u′′ (s) + (L−M)u′ (s)− 1

2
(LM +ML)u (s)

]
ds
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+(L+M)−1

1∫
x

e(s−x)L

[
u′′ (s) + (L−M)u′ (s)− 1

2
(LM +ML)u (s)

]
ds

=
6∑

i=1

Φi(x),

avec

Φ1(x) = (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)Mu′′ (s) ds,

Φ2(x) = (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)Lu′′ (s) ds,

Φ3(x) = (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)M(L−M)u′ (s) ds,

Φ4(x) = (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)L(L−M)u′ (s) ds,

Φ5(x) = −1

2
(L+M)−1

x∫
0

e(x−s)M(LM +ML)u (s) ds,

Φ6(x) = −1

2
(L+M)−1

1∫
x

e(s−x)L(LM +ML)u (s) ds.

L’idée principale est de réaliser l’intégration par parties en vue de déduire l’équation intégrale
satisfaite par Φ. Puisque u satisfait (5), tous les calculs ci-dessus sont justifiés p.p x ∈ (0, 1).
Donc

Φ1(x) = (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)Mu′′ (s) ds

= (L+M)−1
[
e(x−s)Mu′(s)

]x
0
+ (L+M)−1

x∫
0

Me(x−s)Mu′(s)ds

= (L+M)−1u′ (x)− (L+M)−1exMu′ (0) + (L+M)−1Mu (x)

−(L+M)−1MexMu(0) + (L+M)−1

x∫
0

M2e(x−s)Mu(s)ds,
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de même, on a

Φ2(x) = (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)Lu′′ (s) ds

= (L+M)−1e(1−x)Lu′ (1)− (L+M)−1u′ (x)− (L+M)−1Le(1−x)Lu1

+(L+M)−1Lu(x) + (L+M)−1

1∫
x

L2e(s−x)Lu(s)ds.

Le calcul de (L+M)2 (Φ1(.) + Φ2(.))

Suite à la Remarque 2.1.3, on a

u(0) , u(1) ∈ D(L) = D(M),

donc

(L+M)−1MexMu0 = (L+M)−1exMMu0,

(L+M)−1Le(1−x)Lu1 = (L+M)−1e(1−x)LLu1.

Puisque,
v(.) := (L+M)2u(.) et u′(0) = d0 +Hu(0),

on applique (L+M)2 à (Φ1(x) + Φ2(x)), on obtient

(L+M)2 (Φ1(x) + Φ2(x)) = v(x)− (L+M)exM (H +M)u(0) (2.18)

+(L+M)e(1−x)L(u′(1)− Lu1)− (L+M)exMd0

+(L+M)

x∫
0

M2e(x−s)M(L+M)−2v(s)ds

+(L+M)

1∫
x

L2e(s−x)L(L+M)−2v(s)ds.

De la même manière, on calcule (L+M)2 (Φ3(.) + Φ4(.)), pour p.p x ∈ (0, 1) ,on obtient grâce
aux intégrations par parties

Φ3(x) = (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)M(L−M)u′ (s) ds

= (L+M)−1(L−M)u(x)− (L+M)−1exM(L−M)u(0)

+(L+M)−1

x∫
0

Me(x−s)M(L−M)u (s) ds,
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et

Φ4(x) = (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)L(L−M)u′ (s) ds

= (L+M)−1e(1−x)L(L−M)u(1)− (L+M)−1(L−M)u(x)

−(L+M)−1

1∫
x

Le(s−x)L(L−M)u (s) ds,

d’où

Φ3(x) + Φ4(x) = −(L+M)−1exM(L−M)u(0) + (L+M)−1e(1−x)L(L−M)u(1)

+(L+M)−1

x∫
0

Me(x−s)M(L−M)u (s) ds

−(L+M)−1

1∫
x

Le(s−x)L(L−M)u (s) ds.

D’après {
M(L−M)u(x) =M(L−M)(L+M)−2(L+M)2u(x),

L(L−M)u(x) = L(L−M)(L+M)−2(L+M)2u(x).

En appliquant (L+M) à Φ3(x) + Φ4(x), et en remplaçant u par (L+M)−2v, on obtient

(L+M) (Φ3(x) + Φ4(x)) = −exM(L−M)u(0) + e(1−x)L(L−M)u(1)

+

x∫
0

e(x−s)MM(L−M)(L+M)−2v (s) ds

−
1∫

x

e(s−x)LL(L−M)(L+M)−2v (s) ds

En appliquant à nouveau (L+M) à (L+M) (Φ3(x) + Φ4(x)), on obtient

(L+M)2 (Φ3(x) + Φ4(x)) = −(L+M)exM(L−M)u(0)

+(L+M)e(1−x)L(L−M)u(1)

+(L+M)

x∫
0

e(x−s)MM(L−M)(L+M)−2v (s) ds

−(L+M)

1∫
x

e(s−x)LL(L−M)(L+M)−2v (s) ds
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= −(L+M)exM(L−M)u0 + (L+M)e(1−x)L(L−M)u1 (2.19)

+(L+M)

x∫
0

e(x−s)MML(L+M)−2v (s) ds

−(L+M)

x∫
0

e(x−s)MM2(L+M)−2v (s) ds

+(L+M)

1∫
x

e(s−x)LLM(L+M)−2v (s) ds

−(L+M)

1∫
x

e(s−x)LL2(L+M)−2v (s) ds.

Le calcul de (L+M)2 (Φ5(.) + Φ6(.))

En appliquant (L+M) à Φ5(x) + Φ6(x), et en remplaçant u par (L+M)−2v, on obtient

(L+M) (Φ5(x) + Φ6(x)) = −1

2

x∫
0

e(x−s)M(LM +ML)u (s) ds

−1

2

1∫
x

e(s−x)L(LM +ML)u (s) ds

= −1

2

x∫
0

e(x−s)MLMu (s) ds− 1

2

x∫
0

e(x−s)MMLu (s) ds

−1

2

1∫
x

e(s−x)LLMu (s) ds− 1

2

1∫
x

e(s−x)LMLu (s) ds

= −1

2

x∫
0

e(x−s)MLM(L+M)−2v (s) ds

−1

2

x∫
0

e(x−s)MML(L+M)−2v (s) ds

−1

2

1∫
x

e(s−x)LLM(L+M)−2v (s) ds

−1

2

1∫
x

e(s−x)LMLu (s) ds.
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En appliquant à nouveau (L+M) à (L+M) (Φ5(x) + Φ6(x)), on obtient

(L+M)2 (Φ5(x) + Φ6(x)) = −1

2
(L+M)

x∫
0

e(x−s)MLM(L+M)−2v (s) ds (2.20)

−1

2
(L+M)

x∫
0

e(x−s)MML(L+M)−2v (s) ds

−1

2
(L+M)

1∫
x

e(s−x)LLM(L+M)−2v (s) ds

−1

2
(L+M)

1∫
x

e(s−x)LML(L+M)−2v (s) ds.

En utilisant (2.18), (2.19) et (2.20), on obtient

(L+M)2Φ(x) =

v(x)− (L+M)exM (H +M)u(0) + (L+M)e(1−x)L(u′(1)− Lu1)− (L+M)exMd0

+(L+M)

x∫
0

M2e(x−s)M(L+M)−2v(s)ds+ (L+M)

1∫
x

L2e(s−x)L(L+M)−2v(s)ds

−(L+M)exM(L−M)u0 + (L+M)e(1−x)L(L−M)u1

+(L+M)

x∫
0

e(x−s)MML(L+M)−2v (s) ds− (L+M)

x∫
0

e(x−s)MM2(L+M)−2v (s) ds

+(L+M)

1∫
x

e(s−x)LLM(L+M)−2v (s) ds− (L+M)

1∫
x

e(s−x)LL2(L+M)−2v (s) ds

−1

2
(L+M)

x∫
0

e(x−s)MLM(L+M)−2v (s) ds− 1

2
(L+M)

x∫
0

e(x−s)MML(L+M)−2v (s) ds

−1

2
(L+M)

1∫
x

e(s−x)LLM(L+M)−2v (s) ds− 1

2
(L+M)

1∫
x

e(s−x)LML(L+M)−2v (s) ds,
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après les simplifications, on obtient

(L+M)2Φ(x) = v(x)− (L+M)exM [(H + L)u0 + d0]

+(L+M)e(1−x)L (u′(1)−Mu1)

+
1

2
(L+M)

x∫
0

e(x−s)M [ML− LM ] (L+M)−2v (s) ds

−1

2
(L+M)

1∫
x

e(s−x)L [LM −ML] (L+M)−2v (s) ds,

d’où

(L+M)2Φ(x) = v(x)− (L+M)exM [(H + L)u0 + d0]

+(L+M)e(1−x)L (u′(1)−Mu1)

+
1

2
(L+M)

x∫
0

e(x−s)MCL,Mv (s) ds

−1

2
(L+M)

1∫
x

e(s−x)LCL,Mv (s) ds,

avec
CL,M := (ML− LM)(L+M)−2 = [M ;L](L+M)−2.

Le calcul de Ψ :

dans ce cas non commutatif, en remplaçant f par u′′ (x) + (L−M)u′ (x)− 1
2
(LM +ML)u (x),

p.p x ∈ (0, 1), Ψ s’écrit

Ψ(x) = −(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)M [u′′ (s) + (L−M)u′ (s)] ds

+
1

2
(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL

1∫
0

e(1−s)M(LM +ML)u (s) ds

+(L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL [u′′ (s) + (L−M)u′ (s)] ds

−1

2
(L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(LM +ML)u (s) ds

−(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL [u′′ (s) + (L−M)u′ (s)] ds
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−(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)M [u′′ (s) + (L−M)u′ (s)] ds

+
1

2
(L+M)−1e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)M(LM +ML)u (s) ds

=
12∑
i=1

Ψi(x),

avec

Ψ1(x) = −(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)Mu′′ (s) ds,

Ψ2(x) = (L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLu′′ (s) ds,

Ψ3(x) = −(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLu′′ (s) ds,

Ψ4(x) = −(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)Mu′′ (s) ds

Ψ5(x) = −(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)M(L−M)u′ (s) ds,

Ψ6(x) = (L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(L−M)u′ (s) ds,

Ψ7(x) = −(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(L−M)u′ (s) ds,

Ψ8(x) = −(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)M(L−M)u′ (s) ds,

Ψ9(x) =
1

2
(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL

1∫
0

e(1−s)M(LM +ML)u(s)ds,

Ψ10(x) = −1

2
(L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(LM +ML)u(s)ds,

Ψ11(x) =
1

2
(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(LM +ML)u(s)ds,
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Ψ12(x) =
1

2
(L+M)−1e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)M(LM +ML)u(s)ds.

En utilisant l’intégration par parties, on trouve

Ψ1(x) = −(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)Mu′′ (s) ds

= −(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
(
u′(1)− eMu′(0) +Mu1 −MeMu(0)

)
−(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eLM2

1∫
0

e(1−s)Mu(s)ds.

Ψ2(x) = (L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLu′′ (s) ds

= (L+M)−1exM(L+H)Λ−1

eLu′(1)− u′(0)− LeLu1 + Lu(0) + L2

1∫
0

esLu(s)ds



Ψ3(x) = −(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLu′′ (s) ds

= −(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1
(
eLu′(1)− u′(0)− LeLu1 + Lu(0)

)
−(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1L2

1∫
0

esLu (s) ds.

Ψ4(x) = −(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)Mu′′ (s) ds

= −(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] (
u′(1) +Mu1 − eM(u′(0) +Mu(0)

)
−(L+M)−1e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
M2

1∫
0

e(1−s)Mu (s) ds,
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de même pour les fonctions Ψ5(x),Ψ6(x),Ψ7(x),Ψ8(x)

Ψ5(x) = −(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)M(L−M)u′ (s) ds

= −(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
(
(L−M)u1 − eM(L−M)u(0)

)
−(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eLM

1∫
0

e(1−s)M(L−M)u (s) ds,

Ψ6(x) = (L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(L−M)u′ (s) ds

= (L+M)−1exM(L+H)Λ−1
(
eL(L−M)u1 − (L−M)u(0)

)
−(L+M)−1exM(L+H)Λ−1L

1∫
0

esL(L−M)u (s) ds,

Ψ7(x) = −(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(L−M)u′ (s) ds

= (L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1
(
eL(L−M)u1 − (L−M)u(0)

)
+(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1L

1∫
0

esL(L−M)u (s) ds,

et

Ψ8(x) = −(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)M(L−M)u′ (s) ds

= −(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] (
(L−M)u1 − eM(L−M)u(0)

)
−(L+M)−1e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
M

1∫
0

e(1−s)M(L−M)u (s) ds.

Le calcul de (L + M)2 (Ψ1(x) + Ψ2(x) + Ψ3(x) + Ψ4(x))
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En appliquant (L+M)2 à (Ψ1(x) + Ψ2(x) + Ψ3(x) + Ψ4(x)), on obtient

(L+M)2 (Ψ1(x) + Ψ2(x) + Ψ3(x) + Ψ4(x))

= −(L+M)exM(L+H)Λ−1eL
[
u′(1)− eMu′(0) +Mu1 −MeMu(0)

]
+(L+M)exM(L+H)Λ−1

[
eLu′(1)− u′(0)− LeLu1 + Lu(0)

]
−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

[
eLu′(1)− u′(0) + LeLu1 + Lu(0)

]
−(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] [
u′(1) +Mu1 − eM(u′(0) +Mu(0)

]
−(L+M)exM(L+H)Λ−1eLM2

1∫
0

e(1−s)Mu(s)ds

+(L+M)exM(L+H)Λ−1L2

1∫
0

esLu(s)ds

−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1L2

1∫
0

esLu (s) ds

−(L+M)e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
M2

1∫
0

e(1−s)Mu (s) ds.

Le calcul de (L + M)2 (Ψ5(x) + Ψ6(x) + Ψ7(x) + Ψ8(x))

En appliquant (L+M)2 à (Ψ5(x) + Ψ6(x) + Ψ7(x) + Ψ8(x)), on obtient

(L+M)2 (Ψ5(x) + Ψ6(x) + Ψ7(x) + Ψ8(x))

= (L+M)exM(L+H)Λ−1eL
(
(L−M)u1 − eM(L−M)u(0)

)
−(L+M)exM(L+H)Λ−1

(
eL(L−M)u1 − (L−M)u(0)

)
−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

(
eL(L−M)u1 − (L−M)u(0)

)
−(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] (
(L−M)u1 − eM(L−M)u(0)

)
−(L+M)exM(L+H)Λ−1eLM

1∫
0

e(1−s)M(L−M)u (s) ds

−(L+M)exM(L+H)Λ−1L

1∫
0

esL(L−M)u (s) ds

+(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1L

1∫
0

esL(L−M)u (s) ds

−(L+M)e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
M

1∫
0

e(1−s)M(L−M)u (s) ds,
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où

(L+M)2 (Ψ5(x) + Ψ6(x) + Ψ7(x) + Ψ8(x))

= (L+M)exM(L+H)Λ−1eLeM(L−M)u(0)

−(L+M)exM(L+H)Λ−1(L−M)u(0)

−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1
(
eL(L−M)u1 − (L−M)u(0)

)
−(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] (
(L−M)u1 − eM(L−M)u(0)

)
−(L+M)exM(L+H)Λ−1eLM

1∫
0

e(1−s)M(L−M)u (s) ds

−(L+M)exM(L+H)Λ−1L

1∫
0

esL(L−M)u (s) ds

+(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1L

1∫
0

esL(L−M)u (s) ds

−(L+M)e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
M

1∫
0

e(1−s)M(L−M)u (s) ds.

De même le calcul de (L+M)2 (Ψ9(x) + Ψ10(x) + Ψ11(x) + Ψ12(x))

En appliquant (L+M)2 à (Ψ9(x) + Ψ10(x) + Ψ11(x) + Ψ12(x)), on obtient

(L+M)2 (Ψ9(x) + Ψ10(x) + Ψ11(x) + Ψ12(x))

=
1

2
(L+M)exM(L+H)Λ−1eL

1∫
0

e(1−s)M(LM +ML)u(s)ds

−1

2
(L+M)exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(LM +ML)u(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(LM +ML)u(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)M(LM +ML)u(s)ds,

alors

(L+M)2Ψ(x) =
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= (L+M)2
12∑
i=1

Ψi(x)

= −(L+M)exM(L+H)Λ−1eL
[
−eMu′(0) +Mu1 −MeMu(0)

]
+(L+M)exM(L+H)Λ−1

[
−u′(0)− LeLu1 + Lu(0)

]
−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

[
eLu′(1)− u′(0)− LeLu1 + Lu(0)

]
−(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] [
u′(1)− eMu′(0) +Mu1 −MeMu(0)

]
−(L+M)exM(L+H)Λ−1

(
I − eLeM

)
(L−M)u(0)

−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1
[
eL(L−M)u1 − (L−M)u(0)

]
−(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] [
(L−M)u1 − eM(L−M)u(0)

]
−(L+M)exM(L+H)Λ−1eLM2

1∫
0

e(1−s)Mu(s)ds

+(L+M)exM(L+H)Λ−1L2

1∫
0

esLu(s)ds

−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1L2

1∫
0

esLu (s) ds

−(L+M)e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
M2

1∫
0

e(1−s)Mu (s) ds

−(L+M)exM(L+H)Λ−1eLM

1∫
0

e(1−s)M(L−M)u (s) ds

−(L+M)exM(L+H)Λ−1L

1∫
0

esL(L−M)u (s) ds

+(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1L

1∫
0

esL(L−M)u (s) ds

−(L+M)e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
M

1∫
0

e(1−s)M(L−M)u (s) ds

+
1

2
(L+M)exM(L+H)Λ−1eL

1∫
0

e(1−s)M(LM +ML)u(s)ds

−1

2
(L+M)exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(LM +ML)u(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esL(LM +ML)u(s)ds
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+
1

2
(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)M(LM +ML)u(s)ds,

en posant v(.) := (L+M)2u(.), et puisque sur D((L+M)2), on a

L2eL = eLL2 et M2eM = eMM2

alors, après des simplifications, on obtient

(L+M)2Ψ(x)

= −(L+M)exM(L+H)Λ−1eL
[
−eMu′(0) + Lu1 − eMLu(0)

]
+(L+M)exM(L+H)Λ−1

[
−u′(0)− eLMu1 +Mu(0)

]
−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

[
−u′(0)− eLMu1 +Mu(0)

]
−(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] [
−eMu′(0) + Lu1 − eMLu(0)

]
−(L+M)e(1−x)Lu′(1)

+(L+M)exM(L+H)Λ−1 ×
1∫

0

e(1−s)M

[
−M2 −M(L−M) +

1

2
(LM +ML)

]
(L+M)−2v(s)ds

+(L+M)exM(L+H)Λ−1 ×
1∫

0

esL
[
L2 − L(L−M)− 1

2
(LM +ML)

]
(L+M)−2v(s)ds

+(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1 ×
1∫

0

esL
[
−L2 + L(L−M) +

1

2
(LM +ML)

]
(L+M)−2v(s)ds

+(L+M)e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
×

1∫
0

e(1−s)M

[
−M2 −M(L−M) +

1

2
(LM +ML)

]
(L+M)−2v(s)ds

Comme
CL;M := (ML− LM)(L+M)−2 = [M ;L](L+M)−2.

alors

(L+M)2Ψ(x)

= (L+M)exM(L+H)Λ−1
[(
−I + eLeM

)
u′(0)− eL(L+M)u1 +

(
M + eLeML

)
u(0)

]
(2.21)
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−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1
[(
eLeM − I

)
u′(0) +M + eLeMLu(0)

]
+(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

−(L+M)e(1−x)L
[
−eMu′(0) + u′(1) + Lu1 − eMLu(0)

]
−1

2
(L+M)exM(L+H)Λ−1eL

1∫
0

e(1−s)MCL,Mv (s) ds

−(L+M)exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLCL,Mv (s) ds

+
1

2
(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLCL,Mv (s) ds

−1

2
(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)MCL,Mv (s) ds.

Finalement, Puisque u′0(0) = Hu(0) + d0, on obtient,

(L+M)2Ψ(x) = (L+M)exM(L+H)u(0)− (L+M)exM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

−(L+M)exM(L+H)Λ−1(I − eLeM)d0

+(L+M)e(1−x)MeM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

+(L+M)e(1−x)L(L+H)Λ−1(I − eLeM)d0

−(L+M)e(1−x)Lu′ (1)− (L+M)e(1−x)LLu1 + (L+M)e(1−x)LeMd0

−1

2
(L+M)exM(L+H)Λ−1eL

1∫
0

e(1−s)MCL,Mv (s) ds

−(L+M)exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLCL,Mv (s) ds

+
1

2
(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLCL,Mv (s) ds

−1

2
(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)MCL,Mv (s) ds.

(L+M)2Ψ(.) sommée avec (L+M)2Φ (.) permet de poser

v(x) +R(v)(x) = F (f) (x) + Γ(x). (2.22)
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où

R(v)(x) =
1

2
(L+M)

x∫
0

e(x−s)MCL,Mv (s) ds−
1

2
(L+M)

1∫
x

e(s−x)LCL,Mv (s) ds

−1

2
(L+M)exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLCL,Mv (s) ds

−1

2
(L+M)exM(L+H)Λ−1eL

1∫
0

e(1−x)MCL,Mv (s) ds (2.23)

−1

2
(L+M)e(1−x)L

[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−x)MCL,Mv (s) ds

+
1

2
(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLCL,Mv (s) ds,

F (f)(x) = (L+M)

x∫
0

e(x−s)Mf(s)ds+ (L+M)

1∫
x

e(s−x)Lf(s)ds

−(L+M)exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)Mf(s)ds

+(L+M)exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds (2.24)

−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds

−(L+M)e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)Mf(s)ds,

et

Γ(x) = (L+M)exM(L+H)Λ−1
(
I − eLeM

)
d0

+(L+M)exMd0 − (L+M)e(1−x)LeMd0

−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1
(
I − eLeM

)
d0 (2.25)

+(L+M)exM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

+(L+M)e(1−x)L(L+M)u1.
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Comme
(L+H)Λ−1 = (L+M)Λ−1 + eLeM(L+H)Λ−1 − I,

on peut écrire
Γ(x) = R̃(x) + S(x),

avec

R̃(x) = (L+M)exMeLeM(L+H)Λ−1d0 − (L+M)exM(L+H)Λ−1eLeMd0

−(L+M)exMeLeM(L+H)Λ−1eLeMd0 + (L+M)exMeLeMd0

−(L+M)e(1−x)LeM
[
I + (L+H)Λ−1(I − eLeM)

]
d0

+(L+M)exMeLeM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

−(L+M)exMeL(L+M)u1

−(L+M)e(1−x)LeM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

+(L+M)exM(L+M)Λ−1eL(L+M)u1,

et
S(x) = (L+M)exM(L+M)Λ−1d0 + (L+M)e(1−x)L(L+M)u1.

2.4 Etude de Fω(f ), Sω, R̃ω et Rω

On suppose u1 ∈ D(L+M) = D(L) , f ∈ Lp(0, 1;X) avec 1 < p <∞.

Si u est une solution classique, alors v := (L+M)2u, vérifie l’équation intégrale suivante

v(.) +R(v)(.) = F (f)(.) + R̃(.) + S(.).

Proposition 2.4.1. (voir [27], p. 96) Soient Q un générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique

(
exQ
)
x≥0

sur X, φ ∈ X, 1 < p <∞ et m ∈ N∗. Alors

1. e.Qφ ∈ Lp(0, 1;X).

2. Qme.Qφ ∈ Lp(0, 1;X) ⇐⇒ e.Qφ ∈ Wm,p(0, 1;X) ⇐⇒ ’φ ∈ (D(Qm), X) 1
mp

,p.
On pose, p.p x ∈ (0, 1)

G(g)(x) =

x∫
0

e(x−s)Mωg(s)ds et K(g)(x) =

1∫
x

e(s−x)Lωg(s)ds

où g est une fonction de (0, 1) de X.

On applique [24] et la remarque dans [9], p. 25 et en utilisant le théorème du graphe, on obtient
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Proposition 2.4.2. On suppose (2.1) ∼ (2.3) . Pour g ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p <∞, on a

1) Il existe C > 0 te lque
∥ G(g) ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X) ; ∥ K(g) ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X),

∥ x 7→MG(g)(x) ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X),

∥ x 7→ LK(g)(x) ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X) .

2) K(g), G(g) ∈ W 1,p(0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;D(M)),

3)
G(g)(1), K(g)(0) ∈ (D(M), X) 1

p
,p = (D(L), X) 1

p
,p . (2.26)

Preuve. 1) Ce résultat est démontré dans [ [23] page 70] et [21] dans la Proposition I.46 page
33.
2) Selon 1) on a K(g), G(g) ∈ Lp(0, 1;D(M)) et MG(g), LK(g) ∈ Lp(0, 1;D(M)),
et p.p x ∈ (0, 1), on a

G′(g)(x) =MG(g)(x) + g(x) et K ′(g)(x) = −LK(g)(x)− g(x).

D’après 1)

K ′(g), G′(g) ∈ Lp(0, 1;D(M)),

alors
K(g), G(g) ∈ W 1;p(0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;D(M)).

3) D’après le Théorème de trace 1.4.4, on obtient

G(g)(1) K(g)(0) ∈ (D(M), X) 1
p
,p = (D(L), X) 1

p
,p .

Proposition 2.4.3. Soient (2.1) ∼ (2.5) et (2.8)− (2.9). Soient g ∈ Lp(0, 1;X) avec 1 < p <

∞, et 

Ψ1(g) := e.M(L+H)Λ−1K(g)(0),

Ψ2(g) := e.M(L+H)Λ−1eLG(g)(1),

Ψ3(g) := e(1−.)LeM(L+H)Λ−1eLG(g)(1),

Ψ4(g) := e(1−.)LeM(L+H)Λ−1K(g)(0),

Ψ5(g) := e(1−.)LG(g)(1),

alors il existe C > 0, tels que
∥ Ψi(g) ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X), i = 1, 5,

∥MΨi(g) ∥Lp(0,1,X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X), i = 1, 2,

∥ LΨi(g) ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X), i = 3, 4, 5.
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Preuve. On étudie Ψ1(g) (même travail pour les autres fonctions). On note C une constante
quelconque et peut être dépendante de p. Il est clair que Ψ1(g) ∈ Lp(0, 1;X) et

∥ Ψ1(g) ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X) .

Maintenant, on montre que Ψ1(g) ∈ Lp(0, 1;D(M)). On a

Ψ1(g) = exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLg(s)ds

=

x∫
0

e(x−s)MexM(L+H)Λ−1esLg(s)ds+ exM(L+H)Λ−1

1∫
x

esLg(s)ds

c’est-à-dire
Ψ1(g) = G(g̃)(x) + Ψ̃1(g)

avec

g̃(s) = exM(L+H)Λ−1esLg(s) et Ψ̃1(g) = exM(L+H)Λ−1

1∫
x

esLg(s)ds

Mais g̃ ∈ Lp(0, 1;X), alors d’après la Proposition 2.4.2, G(g̃) ∈ Lp(0, 1;D(M)) et

∥ x 7→MG(g̃)(x) ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g̃ ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X) . (2.27)

Maintenant, suite au Lemme 2.2.3, l’assertion 5, on a

(L+H)Λ−1 = (L+M)Λ−1 + eLeM(L+H)Λ−1 − I

donc, on peut écrire

Ψ̃1(g)

= exM(L+H)Λ−1

1∫
x

esLg(s)ds

= exM
[
(L+M)Λ−1 + eLeM(L+H)Λ−1 − I

] 1∫
x

esLg(s)ds

= exM(L+M)Λ−1

1∫
x

esLg(s)ds

= +exMeLeM(L+H)Λ−1

1∫
x

esLg(s)ds− exM
1∫

x

esLg(s)ds,
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on peut écrire
Ψ̃1(g) = I1(x) + I2(x) + I3(x). (2.28)

Puisque eL(X) ⊂ D(M), on a MeLeM(L+H)Λ−1 ∈ L(X) et on peut écrire

1∫
0

∥ MI2(x) ∥p ds =
1∫

0

∥∥∥∥∥∥exMMeLeM(L+H)Λ−1exL
1∫

x

e(s−x)Lg(s)ds

∥∥∥∥∥∥
p

dx

≤ C

1∫
0

∥∥∥∥∥∥
1∫

x

e(s−x)Lg(s)dx

∥∥∥∥∥∥
p

ds ≤ C ∥ K(g) ∥pLp(0,1;X)

≤ C ∥ g ∥pLp(0,1;X),

de même

1∫
0

∥ MI3(x) ∥p dx =

1∫
0

∥∥∥∥∥∥exMM
1∫

x

esLg(s)ds

∥∥∥∥∥∥
p

dx

=

1∫
0

∥∥∥∥∥∥exMM(L− I)−1(L− I)

1∫
x

esLg(s)ds

∥∥∥∥∥∥
p

dx

≤ C

1∫
0

∥∥∥∥∥∥(L− I)

1∫
x

esLg(s)ds

∥∥∥∥∥∥
p

ds

≤ C

1∫
0

∥∥∥∥∥∥L
1∫

x

esLg(s)ds−
1∫

x

esLg(s)ds

∥∥∥∥∥∥
p

ds

≤ C
(
∥ LK(g) ∥Lp(0,1;X) + ∥ K(g) ∥

)p
≤ C ∥ g ∥pLp(0,1;X) .

Pour I1, on utilise l’hypothèse (2.9) pour montré que M(L+M)Λ−1(L− I)−1 ∈ L(X) et donc

1∫
0

∥ MI1(x) ∥p dx

=

1∫
0

∥∥∥∥∥∥MexM(L+M)Λ−1

1∫
x

esLg(s)ds

∥∥∥∥∥∥
p

dx

=

1∫
0

∥∥∥∥∥∥exMM(L+M)Λ−1(L− I)−1(L− I)

1∫
x

esLg(s)ds

∥∥∥∥∥∥
p

dx

≤ C

1∫
0

∥∥∥∥∥∥(L− I)

1∫
x

esLg(s)ds

∥∥∥∥∥∥
p

dx ≤ C ∥ g ∥pLp(0,1;X) .
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Finalement, les estimations précédentes concernant I1, I2 et I3 avec (2.27) et (2.28), montrent
que Ψ1 ∈ Lp(0, 1;D(M)) et

∥ x 7→MΨ1(g)(x) ∥Lp(0,1;X)≤ C ∥ g ∥Lp(0,1;X) .

Proposition 2.4.4. Sous les hypothèses (2.1) ∼ (2.8), pour f ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p <∞. Alors

F (f) ∈ Lp(0, 1;X).

Preuve. En utilisant les notations de la Proposition 2.4.3, on peut écrire F (f) sous la forme

F (f)

= (L+M)(M − I)−1(M − I)G(f) + (L+M)(L− I)−1(L− I)K(f)

−(L+M)(M − I)−1(M − I)Ψ2(f) + (L+M)(M − I)−1(M − I)Ψ1(f)

−(L+M)(L− I)−1(L− I)Ψ4(f) + (L+M)(L− I)−1(L− I)Ψ3(f)

−(L+M)(L− I)−1(L− I)Ψ5(f)

On rappelle que (L + M)(L − I)−1, (L + M)(M − I)−1 ∈ L(X). Ainsi, en vertu des deux
propositions précédentes (2.4.2) et (2.4.3), F (f) ∈ Lp(0, 1;X).

Proposition 2.4.5. On suppose (2.1) ∼ (2.9). Soit 1 < p <∞. Alors

R̃ ∈ Lp(0, 1;X).

Preuve. On note

U := (L+M)(L− I)−1 ∈ L(X) et V := (L+M)(M − I)−1 ∈ L(X).

Pour n ∈ N∗ et ξ ∈ X, on a

eLξ ∈ D(Ln) et eMξ ∈ D(Mn),

donc (M − I)eL, (L− I)eM ∈ L(X), ainsi d’après l’hypothèse (2.9),

(M − I)(L+M)−1Λ−1eL =M(L+M)Λ−1(L− I)−1(L− I)eL − (L+M)Λ−1eL ∈ L(X).
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Pour x ∈ (0, 1), on peut écrire

R̃(x) = V exM(M − I)eLeM(L+H)Λ−1d0

−V exM(M − I)(L+M)Λ−1eLeMd0

−V exM(M − I)eLeM(L+H)Λ−1eLeMd0 + V exM(M − I)eLeMd0

−Ue(1−x)L(L− I)eM
[
I + (L+H)Λ−1

(
I − eLeM

)]
d0

+V exM(M − I)eLeM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

−V exM(M − I)eL(L+M)u1

−Ue(1−x)L(L− I)eM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

+V exM(M − I)(L+M)Λ−1eL(L+M)u1,

donc, suite à la Proposition 2.4.1, R̃ ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p <∞.

Proposition 2.4.6. On suppose (2.1) ∼ (2.8). Soit 1 < p <∞. Alors

S ∈ Lp(0, 1;X)

si et seulement si
u1,Λ

−1d0 ∈ D((L+M)2)1− 1
2p

,p.

Preuve. Pour x ∈ (0, 1), on a

S(x) = (L+M)exM(L+M)Λ−1d0 + (L+M)e(1−x)L(L+M)u1

= (L+M)(M − I)−1(M − I)exM(L+M)Λ−1d0

+(L+M)(L− I)−1(L− I)e(1−x)L(L+M)u1

= S1(x) + S2(x).

Comme (L+M)(M − I)−1 est inversible dans L(X), alors S1 ∈ Lp(0, 1;X) si et seulement si

x 7−→ (M − I)exM(L+M)Λ−1d0 ∈ Lp(0, 1;X), (2.29)

et, d’après la Proposition 2.4.1, on a (2.29) est équivalente à :

(L+M)Λ−1d0 ∈ (X;D(M))1− 1
p
,p = (X;D(L+M))1− 1

p
,p.
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D’une autre part, on a S1 ∈ Lp
(
1
2
, 1;X

)
et S2 ∈ Lp

(
0, 1

2
;X
)
, alors

S ∈ Lp(0, 1;X)

⇐⇒ S ∈ Lp

(
0,

1

2
;X

)
et S ∈ Lp

(
1

2
, 1;X

)
⇐⇒ S1 ∈ Lp

(
1

2
, 1;X

)
et S2 ∈ Lp

(
1

2
, 1;X

)

⇐⇒

 (L+M)Λ−1d0 ∈ (X;D(L+M))1− 1
p
,p

et (L+M)u1 ∈ (X;D(L+M))1− 1
p
,p,

,

Grâce à la propriété de réitération, on obtient :

S ∈ Lp(0, 1;X) ⇐⇒ u1,Λ
−1d0 ∈ D((L+M)2)1− 1

2p
,p.

Maintenant, on a besoin de la dépendance de ω donc on réintroduit le paramètre ω dans R, R̃,
F (f) et S, en les notant Rω, R̃ω, Fω(f) et Sω.
Dans la proposition suivante, on montre que I +Rω est inversible pour ω assez grand, donc la
représentation de la solution classique u du problème (3), (4) est

u(.) = (Lω +Mω)
−2
[
(I +Rω)

−1
(
Fω(f) + R̃ω + Sω

)
(.)
]
. (2.30)

Proposition 2.4.7. On suppose (2.1) ∼ (2.12). Soit 1 < p <∞. Alors Rω ∈ L(Lp(0, 1;X)) et
il existe ω∗ ≥ ω0 tel que pour tout

∥Rω∥L(Lp(0,1;X)) < 1.

Ainsi I +Rω est inversible dans L(Lp(0, 1;X)) pour ω∗ ≥ ω0.

Preuve. Soit v ∈ Lp(0, 1;X). Puisque CLω ,Mω ∈ L(X) alors CLω ,Mωv ∈ Lp(0, 1;X). En utilisant
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les notations des Propositions 2.4.2 et 2.4.3, on peut écrire

2Rω(v)(.)

= (Lω +Mω)(Mω − I)−1(Mω − I)G(CLω ,Mωv(.))(.)

−(Lω +Mω)(Lω − I)−1(Lω − I)K(CLω ,Mωv(.))(.)

−(Lω +Mω)(Mω − I)−1(Mω − I)Ψ1(CLω ,Mωv(.))(.)

−(Lω +Mω)(Mω − I)−1(Mω − I)Ψ2(CLω ,Mωv(.))(.)

+(Lω +Mω)(Lω − I)−1(Lω − I)Ψ3(CLω ,Mωv(.))(.)

+(Lω +Mω)(Lω − I)−1(Lω − I)Ψ4(CLω ,Mωv(.))(.)

−(Lω +Mω)(Lω − I)−1(Lω − I)Ψ5(CLω ,Mωv(.))(.),

et comme (Lω +Mω)(Mω − I)−1, −(Lω +Mω)(Lω − I)−1 ∈ L(X) donc, d’après les Propositions
2.4.2 et 2.4.3, on a Rω(v) ∈ Lp(0, 1;X) et il existe une constante b > 0 telle que, pour ω ≥ ω0

∥Rω(v)∥Lp(0,1;X) ≤ b ∥CLω ,Mω∥L(X) ∥v∥Lp(0,1;X) ,

et par l’hypothèse (2.12), on a

∥Rω(v)∥Lp(0,1;X) ≤ CX (ω) ∥v∥Lp(0,1;X) ,

avec lim
ω→+∞

X (ω) = 0, Il existe donc ω∗ ≥ ω0 tel que pour tout ω ≥ ω∗

∥Rω∥L(Lp(0,1;X)) < 1.

Alors I +Rω est inversible en L(Lp(0, 1;X)) pour tout ω ≥ ω∗

Le résultat principale de ce travail est donné par :

Théorème 2.4.1. Sous les hypothèse (2.1) ∼ (2.11) . Soit f ∈ Lp(0, 1;X) avec 1 < p < ∞.
Alors, il existe ω∗ ≥ ω0 tel que, pour tout ω ≥ ω∗, les deux assertions suivantes sont
équivalentes.

1) Le problème (3)-(4) admet une solution classique unique i.e.
u ∈ W 2;p(0, 1;X) ∩ Lp

(
0, 1;D

(
(Lω +Mω)

2))
u′ ∈ Lp(0, 1;D(Lω −Mω))

u(0) ∈ D(H)

u vérifie (3) et (4)

2)
u1, Λ−1

ω d0 ∈ (X;D(Lω +Mω)
2)1− 1

2p
, p (2.31)
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Le plan de cet article [5] est le suivant :

2.5 Preuve du théorème
Assertion 1 implique l’assertion 2 :
On suppose l’assertion 1, i.e u définie par (2.30) est une solution classique du problème (3),(4),
d’après la remarque 2.2.1, on a

u ∈ W 2,p (0, 1;X) ∩ Lp
(
0, 1;D

(
(Lω +Mω)

2)) .
Puisque

∥u∥D((Lω+Mω)
2) =

∥∥(Lω +Mω)
2 u
∥∥
X
+ ∥u∥X

on déduit que
x 7−→ (Lω +Mω)

2 u(x) ∈ Lp (0, 1;X) .

De (2.30), on constate

x −→ (Lω +Mω)
2u(x) = (I +Rω)

−1
(
Fω(f) + R̃ω + Sω

)
(x) ∈ Lp(0, 1;X).

D’après la proposition 2.4.7, l’opérateur (I +Rω) est un opérateur bornné, d’où

Fω(f) + R̃ω + Sω ∈ Lp(0, 1;X).

En appliquant les Propositions 2.4.4, 2.4.5, on trouve

Sω ∈ Lp(0, 1;X),

finalement, de la proposition 2.4.6, on déduit

u1, Λ−1
ω d0 ∈ (X;D(Lω +Mω)

2)1− 1
2p

, p

Assertion 2 implique l’assertion 1 :
On suppose (2.31). Le but est de montrer que u, définie par (2.30), est une solution classique
de (3)-(4) . Soit

v(x) = (Lω +Mω)
2u(x) = (I +Rω)

−1
(
Fω(f)(x) + R̃ω(x) + Sω(x)

)
Première étape : On montre que u ∈ Lp

(
0, 1;D((Lω −Mω)

2)
D’après les Propositions 2.4.4, 2.4.5 et 2.4.6, on a

Fω(f) + R̃ω + Sω ∈ Lp(0, 1;X).
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D’après 2.4.7 et l’effet que (I +Rω)
−1 est borné, on obtient

v ∈ Lp(0, 1;X) (2.32)

Puisque
(Lω −Mω)

2 (Lω +Mω)
−2 ∈ L(X)

donc
x −→ (Lω −Mω)

2u(x) = (Lω −Mω)
2 (Lω +Mω)

−2 v(x) ∈ Lp(0, 1;X)

Deuxième étape : Montrons que (Lω −Mω)u
′ ∈ Lp(0, 1;X). D’après (2.22) ;

v = Fω(f) + Γω −Rω(v),

on a

u(.) : = (Lω +Mω)
−2 v(.) (2.33)

= (Lω +Mω)
−2 (Fω(f) + Γω −Rω(v)) (.)

= (Lω +Mω)
−2 (Fω(f)(.) + Γω(.))− (Lω +Mω)

−2Rω(v)(.)

donc, en utilisant (2.23), (2.24) et (2.25), on peut réécrire u sous la forme suivante

u = u+ ũ+ û

telles que 

u(x) = (Lω +Mω)
−1G(f)(x) + (Lω +Mω)

−1K(f)(x)

−1
2
(Lω +Mω)

−1G (CLω ,Mωv (.)) (x)

+1
2
(Lω +Mω)

−1K (CLω ,Mωv (.)) (x)

ũ(x) = (Lω +Mω)
−1 exMωf0

û(x) = (Lω +Mω)
−1 e(1−x)Lωf1

avec

f0 = (Lω +H) Λ−1
ω eLωG(f)(1) + (Lω +H) Λ−1

ω K(f)(0)

+ (Lω +H) Λ−1
ω

[(
I − eLωeMω

)
d0 + eLω (Lω +Mω)u1

]
+ d0

+
1

2
(Lω +H) Λ−1

ω K (CLω ,Mωv (.)) (0)

+
1

2
(Lω +H) Λ−1

ω eLωG (CLω ,Mωv (.)) (1),
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et

f1 = −eMω (Lω +H) Λ−1
ω K(f)(0) +

(
−eMωd0 + (Lω +Mω)u1

)
−
[
I − eMω (Lω +H) Λ−1

ω eLω
]
G(f)(1)

−eMω (Lω +H) Λ−1
ω

[(
I − eLωeMω

)
d0 + eLω (Lω +Mω)u1

]
+
1

2

[
I − eMω (Lω +H) Λ−1

ω eLω
]
G (CLω ,Mωv (.)) (1)

−1

2
eMω (Lω +H) Λ−1

ω K (CLω ,Mωv (.)) (0).

On montre que
(Lω −Mω) (u

′ + ũ′ + û′) ∈ Lp(0, 1;X).

On a

(Lω +Mω)u
′(x) = MωG(f)(x)− LωK(f)(x)− 1

2
MωG(CLω ,Mωv (.))(x)

−1

2
LωK(CLω ,Mωv (.))(x)− CLω ,Mωv (x) .

D’après la première étape (2.32) , on a v ∈ Lp(0, 1;X) et puisque f ∈ Lp(0, 1;X), en appliquant
la Proposition 2.4.2 et l’assertion 5 du Lemme (2.2.3) , on trouve

(Lω +Mω)u
′(.) ∈ Lp(0, 1;X).

Puisque
(Lω −Mω)u

′(.) = (Lω −Mω) (Lω +Mω)
−1 (Lω +Mω)u

′(.),

on déduit que
x 7→ (Lω −Mω)u

′(x) ∈ Lp(0, 1;X). (2.34)

On a
û(x) = (Lω +Mω)

−1 e(1−x)Lωf1,

d’où
(Lω +Mω) û

′(x) = −Lωe
(1−x)Lωf1,

Maintenant on fait preuve que f1 ∈ (D(Lω);X) 1
p
,p, on assemble tous les termes dans f1 qui

contient eMω ; on peut réécrire

f1 = (Lω +Mω)u1 −G(f)(1) +
1

2
G(CLω ,Mωv (.))(1) + eMωµ1

avec µ1 ∈ X.
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Donc, d’après (2.26), on a[
G(f)(1) +

1

2
G(CLω ,Mωv (.))(1)

]
∈ (D(Mω);X) 1

p
,p .

Puisque
u1 ∈ (X;D(Lω +Mω)

2)1− 1
2p

, p

d’après (2.13),
u1 ∈ (X;D(Lω +Mω))2− 1

p
, p = (X;D(Lω))1+1− 1

p
, p

d’où

u1 ∈ D(Lω) avec


Lωu1 ∈ (X;D(Lω))1− 1

p
, p

et
Mωu1 ∈ (X;D(Mω))1− 1

p
, p = (X;D(Lω))1− 1

p
, p

donc
(Lω +Mω)u1 ∈ (X;D(Lω))1− 1

p
, p = (D(Lω);X) 1

p
,p .

On a pour tout µ1 ∈ X,

eMωµ1 ∈ D(Mω) = D(Lω) ⊂ (D(Lω);X) 1
p
,p .

On déduit
f1 ∈ (D(Mω);X) 1

p
,p = (D(Lω);X) 1

p
,p .

Par conséquent
(Lω +Mω) û

′ ∈ Lp(0, 1;X).

Puisque
(Lω −Mω) (Lω +Mω)

−1 ∈ L(X),

donc
x 7→ (Lω −Mω)û

′ = (Lω −Mω) (Lω +Mω)
−1 (Lω +Mω) û

′ ∈ Lp(0, 1;X),

par conséquent
x 7→ (Lω −Mω) û

′(x) ∈ Lp(0, 1;X). (2.35)

On montre que
x 7→ (Lω −Mω) ũ

′(x) ∈ Lp(0, 1;X).

On a
ũ(x) = (Lω +Mω)

−1 exMωf0,

d’où
(Lω +Mω) ũ

′(x) =Mωe
xMωf0. (2.36)
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Maintenant on fait preuve que f0 ∈ (D(Mω);X) 1
p
,p, on assemble tous les termes dans f0 qui

contient (Lω +H) Λ−1
ω eLω , on trouve

f0 = (Lω +H) Λ−1
ω eLω

[
G(f)(1)− eMωd0 + (Lω +Mω)u1 +

1

2
G (CLω ,Mωv (.)) (1)

]
+(Lω +H) Λ−1

ω

[
K(f)(0) +

1

2
K (CLω ,Mωv (.)) (0)

]
+(Lω +H) Λ−1

ω d0 + d0,

d’après (2.7) , on a

(Lω +H) Λ−1
ω d0 + d0 = (Lω +Mω) Λ

−1
ω d0 + eLωeMω (Lω +H) Λ−1

ω d0,

d’où

f0 = (Lω +H) Λ−1
ω eLωτ

+(Lω +H) Λ−1
ω

[
K(f)(0) +

1

2
K (CLω ,Mωv (.)) (0)

]
+(Lω +Mω) Λ

−1
ω d0,

telle que

τ = G(f)(1)− eMωd0 + (Lω +Mω)u1 +
1

2
G (CLω ,Mωv (.)) (1) + eMω (Lω +H) Λ−1

ω d0.

Donc, d’après (2.26), on a[
K(f)(0) +

1

2
K (CLω ,Mωv (.)) (0)

]
∈ (D(Mω);X) 1

p
,p ,

et
eLωτ ∈ (D(Mω);X) 1

p
,p ,

en appliquant le Lemme 2.2.5, on obtient

(Lω +H) Λ−1
ω eLωτ + (Lω +H) Λ−1

ω

[
K(f)(0) +

1

2
K (CLω ,Mωv (.)) (0)

]
∈ (D(Mω);X) 1

p
,p .

D’autre part, on a
Λ−1

ω d0 ∈ (X;D(Lω +Mω)
2)1− 1

2p
, p

d’après (2.13),

Λ−1
ω d0 ∈ (X;D(Lω +Mω))2− 1

p
, p = (X;D(Mω))1+1− 1

p
, p = (X;D(Lω))1+1− 1

p
, p
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d’où

Λ−1
ω d0 ∈ D(Mω) avec


LωΛ

−1
ω d0 ∈ (X;D(Lω))1− 1

p
, p = (X;D(Mω))1− 1

p
, p

et
MωΛ

−1
ω d0 ∈ (X;D(Mω))1− 1

p
, p

donc
(Lω +Mω) Λ

−1
ω d0 ∈ (X;D(Mω))1− 1

p
, p = (D(Mω);X) 1

p
,p .

On déduit
f0 ∈ (D(Mω);X) 1

p
,p ,

De (2.36) et d’après la proposition 2.4.1, on obtient

(Lω +Mω) ũ
′ ∈ Lp(0, 1;X).

Puisque
(Lω −Mω) (Lω +Mω)

−1 ∈ L(X),

donc
x 7→ (Lω −Mω)ũ

′ = (Lω −Mω) (Lω +Mω)
−1 (Lω +Mω) ũ

′,

par conséquent
x 7→ (Lω −Mω) ũ

′(x) ∈ Lp(0, 1;X) (2.37)

Finalement, à partir de (2.34), (2.35) et (2.37), on conclut que

x 7→ (Lω −Mω)u
′(x) ∈ Lp(0, 1;X)

Troisième étape : Montrons que u ∈ W 2,p(0, 1;X).
Grâce aux étapes précédentes et vu que u vérifie l’équation (3) , on déduit que

x 7→ u′′ (x) = −(Lω −Mω)u
′ (x) +

1

2
(LωMω +MωLω)u (x) + f (x) ∈ Lp(0, 1;X)

ce qui implique u ∈ W 2,p(0, 1;X).
On montre que u vérifie le problème (3),(4) p,p x ∈ (0, 1), on a

v(x) = (Lω +Mω)G(f)(x) + (Lω +Mω)K(f)(x)

−1

2
(Lω +Mω)G(CLω ,Mωv (.))(x) (2.38)

+
1

2
(Lω +Mω)K(CLω ,Mωv (.))(x)

+ (Lω +Mω) e
xMωf0 + (Lω +Mω) e

(1−x)Lωf1,
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et

(Lω +Mω)u
′(x) = MωG(f)(x)− LωK(f)(x)− 1

2
MωG(CLω ,Mωv (.))(x)

−1

2
LωK(CLω ,Mωv (.))(x)

+Mωe
xMωf0 − Lωe

(1−x)Lωf1 − CLω ,Mωv (x) ,

Par conséquent, en insérant (2.38) dans (Lω +Mω)u
′(x), et en utilisant le Lemme (2.2.3),

l’assertion 6, p.p tout x ∈ (0, 1)on obtient

u′(x) = Mω (Lω +Mω)
−1G(f)(x)− Lω (Lω +Mω)

−1K(f)(x)

−1

2
Mω (Lω +Mω)

−1G(CLω ,Mωv (.))(x) (2.39)

−1

2
Lω (Lω +Mω)

−1K(CLω ,Mωv (.))(x)

+Mω (Lω +Mω)
−1 exMωf0 − Lω (Lω +Mω)

−1 e(1−x)Lωf1.

Alors, p.p tout x ∈ (0, 1)

u′′(x) = f(x) +Mω (Lω +Mω)
−1MωG(f)(x) + Lω (Lω +Mω)

−1 LωK(f)(x)

−1

2
Mω (Lω +Mω)

−1MωG(CLω ,Mωv (.))(x)

+
1

2
Lω (Lω +Mω)

−1 LωK(CLω ,Mωv (.))(x) (2.40)

+
1

2
(Lω −Mω) (Lω +Mω)

−1CLω ,Mωv (x)

+Mω (Lω +Mω)
−1Mωe

xMωf0 + Lω (Lω +Mω)
−1 Lωe

(1−x)Lωf1,

En substituant (2.38) dans (2.40) donc, p.p tout x ∈ (0, 1), on obtient

u′′(x) = f(x) + E1G(f)(x) + T1K(f)(x)− 1

2
E1G(CLω ,Mωv)(x)

+
1

2
T1K(CLω ,Mωv)(x) + E1e

xMωf0 + T1e
(1−x)Lωf1, (2.41)

où, sur le domaineD(Lω +Mω)

E1 = Mω (Lω +Mω)
−1Mω +

1

2
(Lω −Mω) (Lω +Mω)

−1CLω ,Mω (Lω +Mω)

=
1

2
Mω − 1

2
(Lω −Mω)Mω (Lω +Mω)

−1 ,
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et

T1 = Lω (Lω +Mω)
−1 Lω +

1

2
(Lω −Mω) (Lω +Mω)

−1CLω ,Mω (Lω +Mω)

=
1

2
Lω +

1

2
(Lω −Mω)Lω (Lω +Mω)

−1 ,

en vertu du Lemme 2.2.3, l’assertion 6, on utilise (2.33), (2.39) et (2.41), p.p tout x ∈ (0, 1),
on trouve

u′′ (x) + (Lω −Mω)u
′ (x)− 1

2
(LωMω +MωLω)u (x)

= f(x) + E2G(f)(x) + T2K(f)(x)− 1

2
E2G(CLω ,Mωv(.))(x)

+
1

2
T2K(CLω ,Mωv(.))(x) + E2e

xMωf0 + T2e
(1−x)Lωf1,

avec

E2 =
1

2
Mω − 1

2
(Lω −Mω)Mω (Lω +Mω)

−1 + (Lω −Mω)Mω (Lω +Mω)
−1

−1

2
(LωMω +MωLω) (Lω +Mω)

−1 ,

et

T2 =
1

2
Lω +

1

2
(Lω −Mω)Lω (Lω +Mω)

−1 − (Lω −Mω)Lω (Lω +Mω)
−1

−1

2
(LωMω +MωLω) (Lω +Mω)

−1 .

Mais, en vertu du Lemme (2.2.3), l’assertion 8, on obtient

E2G(f)(.) = T2K(f)(.) = 0 dans Lp(0, 1;X)

Finalement, on déduit

u′′ (x) + (Lω −Mω)u
′ (x)− 1

2
(LωMω +MωLω)u (x) = f (x) .

On conclut alors que u, déterminée par (2.30), est une solution classique de (3),(4).

2.6 Revenir au cas commutatif
Cette section est consacrée à une comparaison avec le resultat de l’article [5]. On va montrer que
ce travail améliore les résultats contenus dans [5]. En fait, on considère L, M deux opérateurs
linéaires fermés dans X respectivement à la place des familles d’opérateurs linéaires (Mω)ω≥ω0

,
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(Lω)ω≥ω0
, telles que {

D(M) = D(L)

ML = LM.
(2.42)

Comme les hypothèses (11) et (12), p. 59 dans [5]. Ceci implique

D((Lω +Mω)
2) ⊂ D((Lω −Mω)

2).

On a affaibli les conditions, on éliminant l’inversibilité des opérateurs L, M, et la commutativité
au sens des résolvantes entre H et L, M ; au lieu de cette commutativité, on a considéré
l’hypothèse

∀ξ ∈ D(L) = D(M) = D(L+M), Λ−1ξ ∈ D((L+M)2),

cette condition est vérifiée lorsque l’opérateur H commute avec L et M au sens des opérateurs
résolvants.
D’après (2.42) , on a

Λ = (M −H) + eLeM(L+H) = (M −H) + eL+M(L+H)

et puisque CLω ,Mω = 0, on a R = 0. Alors, grâce à (2.30), la solution du problème{
u′′ (x) + (L−M)u′ (x)− LMu (x) = f (x) x ∈ (0, 1)

u′ (0)−Hu (0) = d0 ; u (1) = u1
(2.43)

est de la fomrme
u(.) = (L+M)−2(F (f)(.) + Γ(.)),

(ici (I +R)−1 = I). De plus, pour p.p. x ∈ [0, 1]

(L+M)−2F (f)(.) = (L+M)−1

x∫
0

e(x−s)Mf(s)ds+ (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)Lf(s)ds

−(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)Mf(s)ds

+(L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds

−(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds

−(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)Mf(s)ds,
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et

(L+M)−2Γ(x) = (L+M)−1exM
[
(L+H)Λ−1 + I − (L+H)Λ−1eL+M

]
d0

−(L+M)e(1−x)LeM [(L+H)Λ−1 + I − (L+H)Λ−1eL+M ]d0

+(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

+(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
(L+M)u1.

Maintenant, en utilisant le fait que

(L+H)Λ−1 = (L+M)Λ−1 + eL +M(L+H)Λ−1 − I,

(voir Lemme 2.2.3, l’assertion 5), on déduit

eMd0 + eM(L+H)Λ−1d0 − eM(L+H)Λ−1eL+Md0

= eMd0 + eM
[
(L+H)Λ−1 + eL+M(L+H)Λ−1 − I

]
d0

−eM(L+H)Λ−1eL+Md0

= eM(L+M)Λ−1d0 + eMeL +M(L+H)Λ−1d0

−eM(L+H)Λ−1eL+Md0

= eM(L+H)Λ−1d0 + eM [eL+M ; (L+H)Λ−1]d0,

et puisque

(L+H)Λ−1d0 + d0 − (L+H)Λ−1eL+Md0

=
[
(L+H) + (M −H) + eL+M(L+H)

]
Λ−1d0 − (L+H)Λ−1eL+Md0

=
[
(L+M) + eL+M(L+H)

]
Λ−1d0 − (L+H)Λ−1eL+Md0

= (L+M)Λ−1d0 + [eL+M ; (L+H)Λ−1]d0,

on obtient

(L+M)−2Γ(x)

= exMΛ−1d0 + (L+M)−1exM
[
eL+M ; (L+H)−1Λ−1

]
d0

−e(1−x)LeMΛ−1d0 − (L+M)−1e(1−x)LeM
[
eL+M ; (L+H)−1Λ−1

]
d0

+(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

+(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
(L+M)u1,
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Finalement, la représentation de la solution du problème (2.43), pour p.p. x ∈ (0, 1), est

u(x) = exMΛ−1d0 + (L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL(L+M)u1

−(L+M)−1exM(L+H)Λ−1eL
1∫

0

e(1−s)Mf(s)ds

+(L+M)−1exM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds

−e(1−x)LeMΛ−1d0 + (L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

]
(L+M)u1

−(L+M)−1e(1−x)LeM(L+H)Λ−1

1∫
0

esLf(s)ds

−(L+M)−1e(1−x)L
[
I − eM(L+H)Λ−1eL

] 1∫
0

e(1−s)Mf(s)ds

+(L+M)−1

x∫
0

e(x−s)Mf(s)ds+ (L+M)−1

1∫
x

e(s−x)Lf(s)ds

+(L+M)−1(exM − e(1−x)LeM)
[
eL+M ; (L+H)Λ−1

]
d0,

Cette représentation généralise celle utilisée dans [5], p. 63. Notons que, le dernier terme

(L+M)−1(exM − e(1−x)LeM)
[
eL+M ; (L+H)Λ−1

]
d0

disparaîtra lorsque H et les opérateurs L et M commutent au sens des résolvantes. Notre
solution coïncide avec celle trouvée dans [5].

Corollaire 2.6.1. Soient L et M deux opérateurs linéaires fermés vérifiant (2.42) On suppose
(2.1) ∼ (2.9) tel que pour tout ω ≥ ω0, Lω = L, Mω =M . Soit f ∈ Lp(0, 1;X) avec 1 < p <∞.
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) Le Problème {
u′′ (x) + (L−M)u′ (x)− LMu (x) = f (x) x ∈ (0, 1)

u′ (0)−Hu (0) = d0, u (1) = u1,

admet une unique solution classique.

2) u1, Λ−1d0 ∈ (X,D ((L+M)2))1− 1
2p

,p.

Remarque 2.6.1. Notre résultat trouvé dans le cas commutatif coincide avec le résultat trouvé
dans [5]. En fait, d’après le Lemme 2.2.1, on a

D
(
(L+M)2

)
= D (LM) ∩D (ML) ,
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et comme D (LM) = D (ML) , on déduit

(X,D
(
(L+M)2

)
)1− 1

2p
,p = (X,D(LM))1− 1

2p
,p = (D(LM), X) 1

2p
,p
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Chapitre 3
Application

3.1 Exemple
Soit X = L2(R). On définit les opérateurs Lω,Mω et H par

D(Lω) = D(Mω) = H2(R) D(H) = H1(R),
Lωφ(y) = φ′′(y) + a(y)φ′(y)− ωαφ(y), Mωφ(y) = φ′′(y)− ωαφ(y),

Hφ(y) = φ′(y),

(3.1)

avec α > 0, ω > 0 et a ∈ C2
b (R), a ̸= 0

3.1.1 Vérification des hypothèses

1. L’espace L2(R) est un espace UMD.

2. Lω et Mω vérifient les hypothèses (2.2), (2.3) ( pour plus de détails voir Seeley [26] ), donc
Lω et Mω génèrent des semi-groupes analytiques.

3. D’après (3.1), on a D(Lω) = D(Mω). D’autre part

LωMω ̸=MωLω,

car

D(MωLω) = {φ ∈ D(Lω) : Lωφ ∈ D(Mω)}

=
{
φ ∈ H2(R) et φ′′ + aφ′ − ωαφ ∈ H2(R)

}
=

{
φ ∈ H3(R) : φ′′ + aφ ∈ H2(R)

}
=

{
φ ∈ H3(R) : φ′′ ∈ H2(R)

}
= H4(R)
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et

(MωLω)φ(y) = Mω (Lωφ(y))

= (φ′′(y) + a(y)φ′(y)− ωαφ(y))
′′

−ωα (φ′′(y) + a(y)φ′(y)− ωαφ(y))

= φ(4)(y) + a′′(y)φ′(y) + a′(y)φ′′(y) + a(y)φ(3)(y)

+a′(y)φ′′(y)− ωαφ′′(y)− ωαφ′′(y)− ωαa(y)φ′(y) + ω2αφ(y)

= φ(4)(y) + a(y)φ(3)(y) + (2a′(y)− 2ωα)φ′′(y)

+ (a′′(y)− ωαa(y))φ′(y) + ω2αφ(y),

d’où 
D(MωLω) = H4(R)
(MωLω)φ(y) = φ(4)(y) + a(y)φ(3)(y) + (2a′(y)− 2ωα)φ′′(y)

+ (a′′(y)− ωαa(y))φ′(y) + ω2αφ(y) y ∈ R.
(3.2)

De même 
D(LωMω) = H4(R)
(LωMω)φ(y) = φ(4)(y) + a(y)φ(3)(y)− 2ωαφ′′(y)

−a(y)ωαφ′(y) + ω2αφ(y) ; y ∈ R
(3.3)

D’après (3.2) et (3.3), on a

[Mω;Lω]φ(y) = φ(4)(y) + a(y)φ(3)(y) + (2a′(y)− 2ωα)φ′′(y)

+ (a′′(y)− ωαa(y))φ′(y) + ω2αφ(y)

−φ(4)(y)− a(y)φ(3)(y) + 2ωαφ′′(y)

+a(y)ωαφ′(y)− ω2αφ(y)

= 2a′(y)φ′′(y) + a′′(y)φ′(y),

c’est-à-dire {
D([Mω;Lω]) = H4(R)
[Mω;Lω]φ(y) = 2a′(y)φ′′(y) + a′′(y)φ′(y) y ∈ R

4. D((Lω +Mω)
2) ⊂ D((Lω −Mω)

2), car
D(Lω +Mω) = H2(R)
(Lω +Mω)φ(y) = φ′′(y) + a(y)φ′(y)− ωαφ(y) + φ′′(y)− ωαφ(y)

= 2φ′′(y) + a(y)φ′(y)− 2ωαφ(y); y ∈ R
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et 
D(Lω −Mω) = H2(R)
(Lω −Mω)φ(y) = φ′′(y) + a(y)φ′(y)− ωαφ(y)− φ′′(y) + ωαφ(y)

= a(y)φ′(y) y ∈ R.

De même, on a

D((Lω +Mω)
2) = {φ ∈ D(Lω +Mω) : (Lω +Mω)φ ∈ D(Lω +Mω)}

=
{
φ ∈ H2(R) et 2φ′′ + aφ′ − 2ωαφ ∈ H2(R)

}
= H4(R)

et

D((Lω −Mω)
2) = {φ ∈ D(Lω −Mω) : (Lω −Mω)φ ∈ D(Lω −Mω)}

=
{
φ ∈ H2(R) et aφ′ ∈ H2(R)

}
= H3(R).

Remarquons que D((Lω −Mω)
2) ̸= D((Lω +Mω)

2).

5. L’inversibilité de Lω +Mω dans L(X). on pose
D(P ) = D(Q) = H1(R)
Pφ = φ′(y) ; y ∈ R
Qφ = a(y)φ′(y) ; y ∈ R

on a
Lω +Mω = 2P +Q− 2ωαI

D’après Engel-Nagel [10], Exemple 2.2, p. 169 et le Lemme 2.6, p. 173, on a

2ωα ∈ ρ(2P 2 +Q)

et ∥∥(2P +Q− 2ωαI)−1
∥∥ ≤ C

2ωα

autrement dit, Lω +Mω est inversible à inverse borné.

6. L’inversibilité de Λ−1
ω , on a

Λω := (Mω −H) + eLωeMω(H + Lω).
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On fait preuve que (Mω −H) est inversible. On a{
D(Mω −H) = H2(R)
(Mω −H)φ(y) = φ′′(y)− ωαφ(y)− φ′(y) = ψ(y).

Par la transformation de Fourier, on résout l’équation

(Mω −H)φ(y) := φ′′(y)− ωαφ(y)− φ′(y) = ψ(y) ou ψ ∈ L2(R),

qui impliquera
φ(y) = (Mω −H)−1 ψ(y).

Soient φ, ψ ∈ H2(R), on appliquant la transformation de Fourier, on obtient

(2πiξ)2φ̂(ξ)− ωαφ̂(ξ)− 2πiξφ̂(ξ) = ψ̂(ξ),

d’où
φ̂(ξ) = − ψ̂(ξ)

4π2ξ2 + ωα + 2πiξ
,

donc

φ(.) = −F

(
ψ̂(ξ)

4π2ξ2 + ωα + 2πiξ

)
(.),

telle que F définit la transformation de Fourier inverse, d’où le résultat

[
(Mω −H)−1 ψ

]
(y) = −F

(
ψ̂(ξ)

4π2ξ2 + ωα + 2πiξ

)
(y)

= −
∫
R

e2πiyξψ̂(ξ)

4π2ξ2 + ωα + 2πiξ
dξ.

On a

Λω = (Mω −H) + eLωeMω(Lω +H)

=
(
I + eLωeMω(Lω +H)(Mω −H)−1

)
(Mω −H) (3.4)

et

(Lω +H)
[
(Mω −H)−1 ψ

]
(y) = Lω

[
(Mω −H)−1 ψ

]
(y) +H

[
(Mω −H)−1 ψ

]
(y)

=

∫
R

4π2ξ2e2πiyξψ̂(ξ)

4π2ξ2 + ωα + 2πiξ
dξ
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− (a(y) + 1)

∫
R

2πiξe2πiyξψ̂(ξ)

4π2ξ2 + ωα + 2πiξ
dξ

+ωα

∫
R

e2πiyξψ̂(ξ)

4π2ξ2 + ωα + 2πiξ
dξ.

Alors

∥∥(Lω +H)
[
(Mω −H)−1 ψ

]∥∥
L2(R) ≤ C

∥∥∥ψ̂∥∥∥
L2(R)

+ Cωα
∥∥∥ψ̂∥∥∥

L2(R)

= C (1 + ωα)
∥∥∥ψ̂∥∥∥

L2(R)
,

et

∥∥eLωeMω(Lω +H)(Mω −H)−1ψ
∥∥
L2(R) ≤ C (1 + ωα)

∥∥eLω
∥∥∥∥eMω

∥∥∥∥∥ψ̂∥∥∥
L2(R)

≤ C

ω2α
(1 + ωα)

∥∥∥ψ̂∥∥∥
L2(R)

.

Par conséquent, pour ω assez grand, on a l’inversibilité de Λω

7. Maintenant, on montre que

∀φ ∈ D(Lω) = H2(R) Λ−1
ω φ ∈ D((Lω +M)2) = H4(R).

Soit Λ−1
ω φ = ψ, alors{

ψ ∈ D (Λω) = H2(R)
φ = Λωψ =

[
(Mω −H) + eLωeMω(Lω +H)

]
ψ,

et
(Mω −H)ψ = (ψ′′ − ωαψ − ψ′) ∈ D(Lω) = H2(R),

ce qui implique
Λ−1

ω φ = ψ ∈ H4(R) = D((Lω +Mω)
2).

Pour le commutateur on a la proposition suivante

Proposition 3.1.1. ( [21], p. 120) Il existe C > 0 tel que pour tout ω > 0

∥∥[Lω;Mω] (Lω +Mω)
−2
∥∥
L(X)

≤ C

ωγ

où
{

γ = 2α si 0 < ω < 1

γ = α si ω ≥ 1

Ainsi, on peut appliquer nos résultats trouvés pour ω positif suffisamment grand,
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pour le problème aux limites suivant

∂2u
∂x2 (x, y) + 2 ∂3u

∂y2∂x
(x, y) + a(y) ∂2u

∂y∂x
(x, y)− ∂4u

∂y4
(x, y)− a(y)∂

3u
∂y3

(x, y)

−a′(y)∂2u
∂y2

(x, y)− 1
2
a′′(y)∂u

∂y
(x, y) + ωαa(y)∂u

∂y
(x, y)

+ωα ∂u
∂y
(x, y) + 2ωα ∂2u

∂y2
(x, y)− ω2αu(x, y) = f(x, y), x ∈ (0, 1) y ∈ R

∂u
∂x
(0, y)− ∂u

∂y
(0, y) = d0(y) y ∈ R

u(1, y) = u1 y ∈ R.

(3.5)

D’après les notations dans (3.1) , On a la forme abstrait de ce problème est donnée par (3) et
(4) ; puisque tous les hypothèse (2.1) ∼ (2.11) sont vérifiées, alors on a la proposition suivante.

Proposition 3.1.2. Soit f ∈ Lp(0, 1;L2(R)) avec 1 < p <∞ : Alors, pour ω > 0, suffisamment
grand, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1) Le problème (3.5) admet une unique solution classique u
2) u1,Λ

−1
ω d0 ∈ D(H4(R), L2(R)) 1

2p
,p ̇

tel que (H4(R), L2(R)) 1
2p

,p = B
4(1− 1

2p)
2p (R) (Voir [[17], p. 680, 681]).
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Abstract

This thesis is a synthesis of article [6], where we give results on second order elliptical operational
differential equations

u′′ (x) + (Lω −Mω)u
′ (x)− 1

2
(LωMω +MωLω)u (x) = f (x) , p.p x ∈ (0, 1)

with Robin-type boundary conditions{
u′ (0)−Hu (0) = d0,

u (0) = u0,

such that Lω, Mω and H are closed linear operators in the UMD X space, satisfying the
hypothesis of ellipticity in the noncommutative case [Lω,Mω] ̸= 0, f is a function belongs to
Lp(0, 1;X), 1 < p < ∞ and d0, u0 ∈ X. We are looking for existence, uniqueness and optimal
regularity of the classical solution,using the theory of semi-groups, interpolation spaces and
results on the class of operators with bounded imaginary powers BIP (X). An application to
the theorem is given by an example.

Key words : Complete elliptical equations, Robin-type boundary conditions, noncommutati-
vity, analytical semi-groups, maximal regularity, UMD space, interpolation spaces.
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الملخص
التفاضلية المعادلات على المحصلة النتائج ندرس حيث [6] المقال على دراسة إطار في يأتي العمل هذا

التالية: مؤثرات عن عبارة معاملاتها

u′′ (x) + (Lω −Mω)u
′ (x)− 1

2
(LωMω +MωLω)u (x) = f (x) , p.p x ∈ (0, 1)

لروبن عامة حدية بشروط
u′ (0)−Hu (0) = d0,

u (0) = u0,

،UMD بخاصية X البناخي الفضاء في مغلقة خطية مؤثرات هي H و Lω, Mω حيث
d0, u0 ∈ X و

1 < p < ∞ ، f ∈ Lp(0, 1;X) و [Lω,Mω] ̸= 0 التبادلي غير الإطار في الدراسة هذه
الاستيفاء ية نظر باستخدام الكلاسيكي، للحل الأقصى والانتظام وحدانية بوجود، الدراسة هذه في نهتم
من ية النظر على التطبيق إعطاء يتم BIP (X) المحدودة التخيلية القوى ذات المؤثرات فئة على والنتائج

مثال. خلال
، مؤثرات عن عبارة معاملاتها الثانية الدرجة من التفاضلية معادلات الرئيسية: والعبارات الكلمات

.Lp
∗ فضاء ،UMD فضاء الاقصى، الانتظام التحليلية، الزمر نصف تبديلي، غير اطار
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