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RESUME

Ce mémoire dédié au théoreme d’extension de Friedrichs qui décrit les extensions
auto-adjointes d’opérateurs semi-bornés .Pour cela ,on comence par rappeller les notions
élémentaires des opérateurs bornés et non-bornés, puis on décrit la théorie de Von

Neumann pour finir par le théoréme qui fait 'objet de notre étude.
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INTRODUCTION

La théorie des extensions des opérateurs symétriques et plus particulierement des opérateurs
semi-bornés inférieurement, joue un roéle important dans la mécanique quantique, le lecteur
peut par exemple consulter les réferences [5] et [10] qui traitent des applications de cette
théorie. L’objet de notre travail fournit justement une méthode inspirée majoritairement
de [8] et [14] qui permet de construire une extension autoadjoint pour un opérateur positif
puis un opérateur semi-borné inférieurement, cette méthode décrite dans le théoréme appelé
"théoreme d’extension de friedrichs" a été enoncée pour la premiére fois par J Von Neumann
[13], mais les démonstrations du théoréme complet sont dies & Stones [16] et Friedrichs [7].
Ce mémoire est composé de quatre chapitres

Dans le premier chapitre , on introduit les notions élémentaires des opérateurs linéaires bornés
dans les espaces de Hilbert .

On a pris soin d’énoncer le théoréme de completion, qui affirme que tout espace préhilbertien
peut étre complété a un espace de Hilbert, avec une démonstration détaillée, car celle-ci sera
déterminante pour la suite de notre étude .

Dans le second chapitre ont étés introduites les définitions et propriétés des opérateurs li-
néaires non-bornés dans les espaces de Hilbert dont les opérateurs symétriques, auto-adjoints
et semi-bornés inférieurement, plus particulierement les opérateurs positifs.

Le troisieme chapitre quant a lui consacré a la théorie de Von Neumann, théorie qui décrit le
construction d’une extension auto-adjointe d’un opérateur symétrique, ainsi que les conditions
de l'existance de cette derniere, cela nous permet de déduire que tout opérateur symétrique
positif admet au moins une extension auto-adjointe.

Le quatriéme et dernier chapitre présente le théoréme d’extension de Friedrichs pour les opé-
rateurs symetriques positifs de prime-abord, puis les opérateurs semi-bornés inférieurement
plus généralement . Nous verrons ainsi une méthode différente de celle de Von Neumann
pour la construction d’une extension auto-adjointe par ces opérateurs et garantit que cette

extension est aussi positive dans le premier cas et semi-bornée dans le second.






Chapitre 1

Notions préliminaires

Tout au long de ce mémoire k désigne R et C.

1.0.1 Les espaces vectoriels normés

Définition 1.0.1 Soit E un k espace vectoriel (k =RV C). On appelle norme sur E toute

application N : E — R qui vérifie les trois conditions suivantes ;

i) Ve € E:N(x)=0<«= x=0g (séparation)
it) Ve € EVAek: N (Ax)=|\N(x) (homogénéité)

iti) Ve,y € E:N(z+y) < N(zx)+ N(y) (inégalité triangulaire)

Notation : On note N (z) = ||z||, ou plus simplement N (z) = ||z|| lorsqu’il n’y a pas

d’embiguité. Ainsi, on peut réecrire les trois conditions citées comme suit,

iWr € E:lz||p,=0<2=0g
Ve € ENAek: | x|z =Nzl g

wi) Vr,y € E:lle+yllp <zl +lyle

Définition 1.0.2 On appelle espace vectoriel normé (EVN) tout espace vectoriel muni d’une

norme, ou encore, tout couple (E, ||| z) -
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1.0.2 Convergence dans les espaces vectoriels normés, espaces de
Banach

Définition 1.0.3 On dit que (xy), oy est une suite de Cauchy si,
Ve = 0,3ng € N,Vn,m € N: [ng <n <m= ||z, — 2,/ 5 < ¢
On dit qu’une suite (), oy €st convergente vers une limite | € I si;
Ve = 0,3ng e N\Vn e N:[ng <n = |z, — ||z < €]

ou encore,

l =
lim |z, —l[p =0

Définition 1.0.4 (les espaces de Banach) On appelle espace de Banach tout EVN com-
plet par rapport o sa distance induite. Aurement dit c’est un espace vectoriel normé pour

lequel toute suite de Cauchy est convergente selon sa norme (et donc sa distance).

1.0.3 Applications linéaires bornés dans les espaces vectoriels nor-
meés

Définition 1.0.5 Soient (E, ||||z) et (F,||||z) deux espaces vectoriels normés sur le méme

corpsk, AC E,xqg € A et f: E— F une fonction. On dit que f est continue en xq si,
Ve > 0,30 = 0,Vz € E: [||[z —xollp < 0 = ||f (x) — f (o)l < €]

On écrit,

lim f(z) = f (o)

r—>X0

On dit que f est continue sur A si elle est continue pour tout élement appartenant a A.

On suppose dans tout ce qui suit que (£, |||| ;) et (F, ||||») sont deux espaces vectoriels normés

sur le méme corps k et que f: E — F est une application.

Définition 1.0.6 Une application f : E — F est dite linéaire si elle vérifie la condition

sutvante,
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Vaz,y € E,Va,B €k f(ax + By) = af (z) + Bf (1)
Définition 1.0.7 Une application est bornée st,
3C - 0,2 € B |f (@)lp < Clall
on dit aussi que f est un operateur borné.

Théoréme 1.0.1 Soit f : (E,||||z) — (F,||llp) une application linéaire, les assertions
suivantes sont équivalentes
i) f est continue sur E.

ii) f est continue en xy =0

ii1) 3e = 0¥ € B || (@) < cllall,

1.1 Espaces préhilbertiens, espaces de Hilbert

Définition 1.1.1 Soit E un C espace vectoriel et p : E — C une application. On dit que

© est un produit scalaire sur E si elle vérifie les trois conditions suivantes;
Proposition 1.1.1 1. ¢ est linéaire par rapport a la 1ére variable,
Va,y,z € EsVa,B € C: ¢ (ax + Bz,y) = ap (z,y) + Be (2, y)

2. ¢ est hermitienne,

(z,y) EEXE:p(x,y) =¢(y,T)

3. @ est définie positive,
Vee E:p(x,z) >0 et [p(x,2) =0<= x = 0g]
On note Uapplication ¢ par (,) et le couple (F, (,)) est appelé " C—espace préhilbertien”.
De méme lorsque E un R espace vectoriel,

Définition 1.1.2 Soit E un R espace vectoriel et o : E — R une application. On dit que

@ est un produit scalaire sur E si elle vérifie les trois conditions suivantes ;
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Proposition 1.1.2 1. ¢ est linéaire par rapport a la 1ére variable,
Va,y,2 € E;Va, B € R:p(azx+ Bz,y) = ap (2,y) + B (2,9)

2. ¢ est symétrique,
(z,y) € Ex E:o(xz,y) =¢(y )

3. @ est définie positive,
Vee E:p(x,z) >0 et [p(x,2) =0<= x = 0g]
On note lapplication ¢ par (,) et le couple (E, (,)) est appelé " R—espace préhilbertien”.

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Soit V' un k espace vectoriel, alors

pour tout x,y € E;

[z, )| < VAz,2) v/ (Y, y)

Définition 1.1.3 (Proposition) Soit E un k espace préhilbertien, alors ,

IV — Ry z— [lz] = vz, 2) (ou ||z]| = v (2, 7))

est une norme associée au C—produit scalaire (,) (ou ) souvent appelée”

norme hermitienne”
et "norme euclidienne” dans le cas d’un R—produit scalaire (,) . En effet, il est aisé de vérifier
que cette application ainsi définie constitue une norme sur E, et par conséquent, tout espace

préhilbertien est aussi un espace vectoriel normé.

Définition 1.1.4 (les espaces de Hilbert) On appelle espace de Hilbert tout espace pré-
hilbertien complet par rapport a sa norme induite. Aurement dit c’est un espace préhilbertien

pour lequel toute suite de Cauchy est convergente selon sa norme associée.

Il découle de cette définition que tout espace de Hilbert est aussi un espace de Banach.

Exemple 1.1.1 L?(R,C) espace des fonctions L* sur R pour :{(f,g) = /f(a:)g(x)dx
R

+oo
Exemple 1.1.2 [*(N) espace des suites complezes (x,,)n>0 telles que Z |2, < 400 munies

n=0

“+oo
de : (T, Yn) = an%
n=0
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1.1.1 Completion ou completé d’un espace préhilbertien

Le théoreme ci-dessous permet d’étendre tout espace péhilbertien a un espace de Hilbert.

Théoréme 1.1.1 Soit (E,{(,)g) un espace préhilbertien quelconque, alors il existe un espace
de Hilbert (H,(,)n) et une transformation U : V. — H tels que

i) U est linéaire

ii) U est isométrique ie : Vr,y € E: (Uz,Uy)y = (x,y)E.

i) U(V) = {Uzx/x € E} est dense dans H , ie : U(E) = H et si E est complet alors
U(E) = H..

H est alors appelé "complété” ou "completion” de E.

Nous allons démontrer cela pour un C espace préhilbertien, le cas d’un R espace préhilbertien
est similaire, pour cela, nous allons suivre le principe décrit dans [[6]] ainsi que [[I4] | et établir
la série de résultats énoncés ci-dessous :

Nous commencons tout d’abord par définir I’ensemble,

V = {z ={2,},cy /= est une suite de Cauchy dans E'} (1.1.1)

et on y définit le relation suivante,
Pour = (2,,)nen €t ¥ = (Yn)nen de Cauchy dans V' jon dit que = est équivalante & y et on

note xRy si et seulement si : lirf |Zn — ynllp =0
TRy <— lirf |z — ynllp =0 (1.1.2)

Proposition 1.1.4 La relation (1.1.2) ainsi définie , est une relation d’équivalance sur V.

Preuve. i) R est réflexive

Ve eV :xRx
Effectivement, Vo = (2,)neny € V

|z — 20l = 0,VneN

= lim |jz, —2,||p =0

n—-+o00
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et donc xRx.

ii) R est symétrique c’est a dire,
Ve,y € V:xRx = yRx

Soient & = (Z)nen; ¥ = (Yn)nen dans V'

TRy <~ lirf |Zn — Ynllp =0
— hIJP Hyn - anE =0

<— yRx

iii) R est transitive c’est a dire Vz,y,z € V :

[tRy NyRz| = xRz

soient & = () nen, ¥ = (Yn)nen € V, 2 = (25)nen dans V'

rRy — lirf |Zn — Ynllg =0

yRz = lim |y =2l =0
OnaVneN

[2n = znllp = 120 = Yn + 0 — 2nllp
< [2n = ynll g + 1y — 2l
— lim |z, —z0llp < lim 2, —yollp+ Lm lyn — 20l
n—-+oo n—-+oo n—-+00
<

0+0=0

= lim ||z, —2|z=0

n—-+o0o

— xRz

de i), ii) et iii) : R est une relation d’équivalance sur V.
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On peut désormais définir la classe d’équivalance d'un élément x = (z,)neny € V par la

formule classique,
& ={y = (Yn)nen €V : yRx}

On obtient directement des propriétés de la relation d’équivalence.
Corollaire 1.1.1 Soient xz,y € V alors;
soit & =1 soit Ny = ¢

On note par H = V /R l’ensemble de toute les classes d’équivalences des suites de cauchy
dans V. Les classes définissent une de ce fait une partition de ’ensemble H.
On a donc ,

H = {1,/ est la classe d’équivalence de = = (x,,)nen € E}

Lemme 1.1.1 Siz = (2,)nen , ¥ = (Yn)nen sont dans V alors lim (x,,y,)p existe.

n—-+00

Preuve. Soient n,m € N

(T Yn) B = (@, Ym) Bl = [@n — T + Ty Yn) B — (T Ym) B
= [&n = Tm, Yn) B + (Tms Yn — Ym) B
< Kzn — 2m, Yn) Bl + [(@m, Yn — Ym) Bl
< lon = 2wllp [9nllg + 2wl g 190 = yml g

(Cauchy-Schwartz)

(Zn )pen €t (Un),en sont des suites de Cauchy dans (E, (,)g) donc
dny, € N pour lequel

m>n>mn = ||z, — Tnlp <e

dns € N pour lequel

mZ”ZanHyn_ym“E<52

De plus ,du fait que (z,, ),cy €t (¥n), ey sont de Cauchy, elles sont bornées c’est a dire,
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3C, > 0;Vn e N: |yl p < Cy

On pose a présent ng = max(ny,ny), on obtient pour m > n > ng

(s yn) B = (T ym) Bl < Nan = 2l g [[Ynll o + 12wl 5 |90 = Yl o

< 0251 + 0182

Ce qui veut dire ({Zn,¥n)),cn €st une suite de Cauchy dans (C, ||) qui est complet et donc

({TnsYn) ) pen st convergente d’out liril (T, yn) existe et est finie. O
n—-roo

Lemme 1.1.2 La limite définie dans le lemme ne depent pas des suites de Cauchy

choisies pourvu qu’elles soitent équivalantes.

Preuve. Soient = (,)nen €t @' = (2] )nen [reSP ¥ = (Yn)nen €t ¥ = (Y, nen] deux suites

équivalantes dans V. Nous avons Vn € N :

<5Un7 yn)E - <xn - l’; + :U;w Yn — y; + yn>E
- <In - l‘;,yn - y’:L>E + <l‘;“yn - y:z>E + <$n - x;w y:z>E + <x;wyiz>E

< lon =2l lyn = lle + 2l lyn = villp + 2 = 20l 190l e + 2l 2 190l 2

= lm (zp,y0)p < lim |z, — 29 ]1p e — yllp + C1 lim ly, — ynllp
n—-+o00 n—-+00 n—-+o0o

+Cy T | — 2+ T (2 )

= lim (2,,9,)p <0+ 0+0+ lim (2,9, )p

li
n—-4o0o n—-4o0o

= lim (x,,y)p < Em (z, Yn) B

n—-+0o00 n—-+o0o

Par symétrie on déduit aussi que

n—-+o0o n—-+00

et enfin

n—-4o0o n—-+4o0o
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Corollaire 1.1.2 [’application

<7>H : HxH—C

(l',y) — <$7y>H:nETm<xnayn>E

est bien définie.

Lemme 1.1.3 Pour &,y € H et o € C,les opérations
Pty =T 4y

ar = ax

sont bien définies.

Preuve. Soient (), €t (), [1eSP (Un)nrioo €6 (Uh)norioo | deux suites équiva-

lantes dans E.Alors,

1(n +yn) = (2 + )l = M@ —23) + (o = vl

< Nlan —20llg + lun — Yol 5 n::-(o)o

de meme,pour « € C :

lawn — x|l p = lla (wn = 20) || g < laf 2n — 2]l —0
n

— 400

Lemme 1.1.4 L’application

<,>H : HXH—>R+

(:v,y) — <i’y>H:nEI£w<xnayn>E

est un produit scalaire sur H.

Preuve. 1i)Vi,y,z2€ HVa,feC:

(ai+82,9)n = (o + Bz 90 = lm (0w, + fz,ya)s

= lim (a(@n, Yn)E + B(2n, Yn)E)

n—-+o0o

alx, 9 + B2, 9)u
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ii) Vi,y € H :
iii) Vi € H :
(T,)g = lir+n (Tp,p)p >0 carVn € N: (z,,z,)g >0
de plus,
(&, &)y = lim (Tp,p)p =0 <= lim 2% =0
<— || lim z,|| =0
n—-+00 E
<~ || lim z,|| =0
n——+00

E
< lim ||z, —0]z=0
n—+o0o
La suite (2,,),,y est donc convergente dans (E, (,)g) vers 0.Sachant que la suite stationnaire
nulle converge aussi vers 0.
On déduit que (z,),y et la suite stationnaire nulle sont équivalantes, et par conségence

appartiennes a la meme classe d’équivalance, d’ou 4 = 0. Il
Proposition 1.1.5 (H, (,)y) est complet c¢’est a dire un espace de Hilbert .

Preuve. On va montrer que toute suite de Cauchy est convergente dans (H, |||, ).Soit
(j:(”))neN est une suite de Cauchy dans H. On rappelle que chaque élément de cette suite
représente une classe d’équivalance de suites de Cauchy dans E qui sont équivalentes, ainsi

pour n € N (fixé), si 2" = <xl(")> Ly = <yl(”) )l sont des éléments dans V,
EN

leN

i = {y(”) dans V' : y(”)Rx(")}

11 suffit donc de choisir une suite quelconque dans (™ pour la representer ,soit par exemple

(M = <ml(")> et on a,
leN

(a:l(l)> est de Cauchy = Ve >0d, e NtqVm,l e N-m>l1etl >, = Hxl(l) — x%)
leN

<e¢€
E
En particulier poure =1et m =1; :

Jd,eNtqVi> 1l = Hxl(l) - acl(ll)

’<1
E
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de la méme maniere,

($§2)>1€N est de Cauchy = JLeNtqVIeN:[>1> 1 = Hxl( —al|| < %

(x,“"))leN est de Cauchy = Il eNtqVIEN: 1>l >0y > 1) = Hx,(3> —afl|| < %
(1.1.3)

(xgm)lEN est de Canchy —> 3l €Ntq¥ IEN: 1210, > .2l = o =2 < %

(On peut toujours ordonner les éléments de (i

YneN pour quel, > ... > 1y > 1)
i) Soit & présent (r,), .y la suite définie par x, = xl ).On montre (77,) ,en que est une suite

de Cauchy dans (£, |||/ ) -Soit € > 0

|Tn — Tmllp = xn_wln +$ln +xl _meE

IA
8
3
|
B

A
E E

e =] = e = s, 1

IN
8

:cl(n)

IN
8
I3

R P A !

de (TT3)

1
n

pour [ >

m ’m 1
etl > I, : Hml - H < —
m g m

De plus, par définition

i 4, = i ot et

Alors

Ve > 0,3Nym € Ntq Vn,m e N: [N(mm) <net Nym <m=— ‘Hxl(")—a:l(m)H - Hi(")—:t(m)HH‘ < Z]
E

Et par les propriétés de la valeur absolue

Ve > 0, 3Ny € N tQ ¥n,m € N [Ny < 10t Ny <m0 = [[af ™| -], < ]
E
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Enfin, on a supposé que (:fc("))neN est une suite de Cauchy dans (H, ||||;) donc,

Ve > OEIN(mm)GthVn,mEN:

- - ) o(m £
[N(n,m) <net Npm <m=— Hx( ) — )HH < Z]

Soit N € N vérifiant N > maX{N, g} Pour tout n,m > N on a

N>1 n>1
—
n>Netm>N ng
1 ¢
=1
— {13!
m — 4
et donc ,
(n) _  (n) 1 _c«¢
T T < —<-
H In Ulle n = 4
(m) <m>’ 1 _¢
x x < —<-
Hl || g m ~ 4
mais aussi,

Ainsi, pour tout n,m € N vérifiants n,m > N et pour | > max{ N, m), I, ln} on aura dans

(T.1.4)

Jon = nlly < ol = 2 E+[Hx§”>_x§m>HE_H:t-(ﬂ>_¢<m>||H]+H¢<n>_¢<m>||H+Hx§m>_:c;?HE
< EL gL f 8,
4 4 4 4

(#n),,en st de Cauchy dans .
ii)Soit & la classe d’équivalence de la suite (z,,),o - On montre que
= lim 4 . Ici aussi on peut choisir la suite (75),en que 'on a définie ci-dessus.

n—-4oo

Soit € > 0, on a par définition

i =0, =t o — ] = i =557
ou bien encore,
(m) _ (n) (m) _ () H (n) _ .(n)
Hxlm Tm || g = Hxl’” Tin E+ T T ||

(inégalité triangulaire)
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et comme x,, = (xl(n)> est une suite de Cauchy
"/ neN

Ve > 0,IN e NtqVn,meN:

e
< —

[n >N etm> N — ”acl(m) — a:l(n) 2}
m n E

D’autre part de (1.1.3]), pour m > [,, on a Hxl(:) — :

< £
E

On pose N € N: N > max{N,%}.Alors pour tout n € N: n > N et tout m € N:m >

max{N ,l,} on aura (méme principe que plus haut)

ot a2, < [fote ==l + [l - ot
™ E " e " B
< = + = <eg
2 2
A (O N R _ )
= [J# ="y = dim_[lom — 2] <e
Ce qui veut dire que la suite (:'B(”))neN converge vers & ,et donc (H, ||||;;) est complet. O

Proposition 1.1.6 On définit l’application,
U:F— Hax—Uzx=1z

ol & représente la classe d’équivalance de la suite (), .y tq 2, = 2,Vn € N [c’est & dire
toutes les suites de Cauchy équivalentes a la suite stationnaire de terme général x].Alors

1) U est linéaire et vérifie
Ve,y e Vi (Ux,Uy)y = (z,y)p
2Q)U(F) ={Ux/x € E} est dense dans H, c'est a dire
(7 -

3) Si (E,||||) est complet ,alors U(E) = H.
Preuve. 1-1\ U est une application linéaire :Va, 8 € C,Vz,y € E

Ul(ax + By) = ax + fy = ai + py = aUx + Uy
1-2\ U est isométrie c’est a dire

Ve,y € B (Uzx,Uy)y = (z,y)E
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on a par définition :

<U$, Uy>H = <x?y>H = lim <xn7yn>E = <xay>E

n—-+o0o

ol (Zn),cry [1€SP (¥n),en] €st la suite stationnaire de terme général  [resp y] .

Il en découle que U est injective!

2\ U(F) est dense dans H :

11 faut et il suffit de montrer que tout élément de H est la limite d’une suite de U(FE) .Pour
cela, on montre que pour & € H quelconque, la suite (U (2,)),,cn converge dans (H, ||| )
vers &. Soit « € & [On rappelle que & est la classe d’équivalence de la suite de Cauchy (x,,),,c

dans V' ] et soit (ym),,cy la suite définie par y,, = U (z,,),m € N [, est par la définition

posée pour U, la classe d’équivalence de la suite stationnaire de terme général x,, |. On a,

[ =U@a)lg = &= 9mly

= nl_lgloo |zn — wm”E

Or, (), cy est une suite de Cauchy ,

Ve > 0,dng e N,Vn,m e N:

n > ngetm>ng= ||z, —Tn|p <ec
Enfin pour m > n > ng

|2 = U (zm)llg = lm |2y —2plp — 0
n—-+o00 m——+00

3\ Si E est complet alors U(E) = H

Soit & € H , il nous faut trouver au moins un élément x € E tel que Uz = 3.De la partie (2)
71

Pour tout # € H : & = nl_iglooU (xn)

Mais par définition de U ,(U (y)),,cy €st une suite de Cauchy et U est une isométrie ,en

particulier

1T @)l = U (@), U (@)t = (@ons T} = [l
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Donc , (2y),,cy €st aussi une suite de Cauchy dans F, mais (E, |||| ;) étant complet ,3z € E :

lim z, = x.Alors,
n—-+o00

Ur = U(lim z,)= lim U(x,) =%

n—-4o00 n—-4o00

( U isométrie donc continue)

g

b
Exemple 1.1.3 La completé de C([a,b], C) par rapport au produit scalaire (f, g) = /f (t) g (t)dt

a

est confondu avec L*([a,b],C).

Corollaire 1.1.3 On déduit que U : E — U(V') est bijective, unitaire et donc V' et U(V)

sont isomorphes .On peut imaginer £ comme un sous espace de H.

Corollaire 1.1.4 Dans le cas ot E est complet , E et U(E) = H sont isomorphes. E devient

son propre complété.

1.2 Les opérateurs linéaires bornés

On suppose dans tout ce qui suit que (£, |||| ;) et (F, ||||z) sont deux espaces vectoriels normés

sur le méme corps k et que f : E — F est une application.

Définition 1.2.1 Une application f : E — F est dite linéaire si elle vérifie les deux condi-

tions suivantes,

iWr,y € E:f(v+y)=f(x)+ f(y) (additive)
i)Ve € ENVAXek: f(Ax)=Af(x) (homogéne)

Lorsque F' =k, f est dite "fonctionelle linéaire”

Définition 1.2.2 Une application est bornée st,
de-0ve e B | f (2)llp < cllzlg

on dit aussi que f est un operateur borné.
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Exemple 1.2.1 On muni £ = C ([0, 7],R) deuzx normes suivantes, pour tout f € E :

™

I, = [ @laelsl= | [ @

0

On pose
A (E ) — &) f — A(S)

avec A (f) (t) = f(t)sint, alors A est un opérateur linéaire borné (application linéaire bor-

née).

Théoréme 1.2.1 Soit f : (E,||||z) — (F,|||lp) une application linéaire, les assertions
suivantes sont équivalentes

i) [ est continue sur E.

i1) f est continue en xy =0

iii) Ic = 0, Ve e B ||f (2)||p < cllz] 5

iv) f est est lipschitzienne.

Définition 1.2.3 On définit (ou rappelle) les notions suivantes ;
L(E,F) est l’espace des applications continues de E dans F.
Lorsque E =F : L(E,E) = L(F)

Proposition 1.2.1 Soit f : (E,||||zp) — (F,||llz) une application linéaire continue. On

pose,

Ny = sup (M)

S\ el
Ny = sup ([If (2)llr)
z€5(0,1)
Ny = sup (If(@)lp)
JJEBf(O,l)

Ny = inf{c>0,Vee E:|f(@)|p<clzlg}

AlOT’S, Nl = N2 = N3 = N4
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Proposition 1.2.2 L’application,
HHE(E,F) L(E,F) — R, fr— HfHL(E,F) =Ny =Ny =Nz =Ny

est une norme pour L (E, F) appelé "norme subordonnée a L (E,F)”

!

Théoréme 1.2.2 Cette norme est aussi noté |||, et est appelée dans ce cas "triple norme"

(notation souvent utilisée dans les espaces matriciels)
Théoréme 1.2.3 (Représentation de Riesz)

Soit (H, (,)r) un k—espace de Hilbert et f : H — k une forme linéaire continue sur H.
Alors, il existe un unique y dans H tel que pour tout = de H on ait f,(z) = (y,x)n c’est &
dire,

dye HVr € H: fy(z) = (y,2)n

et on a [|fyll oz = Nyllx



Chapitre 2

Opérateurs non bornés dans un espace
de Hilbert

Dans ce chapitre sont présentées les principales définitions et propriétés des opérateurs non

bornés, fermés, symétriques, autoadjoints et semi-bornés.

2.1 Définitions des opérateurs non bornés

Définition 2.1.1 Soit (H,(,)) un espace de Hilbert. Un opérateur T' (non forcement borné)
dans H est une application linéaire définie sur un espace vectoriel D (T)) C H et dont l’image
est contenue dans H. On suppose dans la suite que D (T') est dense dans H, c’est a dire que

D(T) = H.

— On appelle G(T') "graphe de l'opérateur T” le sous-espace de H x H défini par :
G(T) ={(z, Tz) tel que x € D(T)}.
— On appelle N(T) "noyau de opérateur 7' " le sous-espace de H défini par :
N(T)={x € D(T) tel que Tz =0}
On appelle R(T) "image de 'opérateur T' 7 le sous-espace de H défini par :

RT)={yeH, JxeDT): y=Tz}
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Exemple 2.1.1 (opérateur non borné) On considére dans L* (R) lopérateur T défini sur

D(T)={fe€ L*(R)/Tf e L*(R)} par I’équation,

df
Tf=1—
f deJ

La majorité des propriétés décrites ci-dessous sont issues de [2], [14] et [I§]

Définition 2.1.2 Un opérateur T € L (H) est appelé isométrie si ,
Va,ye H: (Tx,Ty) = (z,y)

Il s’en suit directement que ¥ x € H : |[Tz|| = ||z]| .

Définition 2.1.3 Un opérateur T € L (H) est dit unitaire si T est une isométrie pour la-

quelle R(T) = H (surjective).
Définition 2.1.4 Deux opérateurs T et S sont dits égaux, et on note T =5, si

D(T)=D(S) etTe=Sx,YaxeH (ie) G(T)=G(S5)

L’opérateur S est une extension de l’opérateur T' ou bien T est la restriction de S si
D(T)cD(S) e Tex=Sz, VYxeD((T) (ie) G(T)CG(S),
On écrit : T C S.

Opérations algébriques :

— La somme
(S+T)(z) = Sz + Tx avec
D(S+T)=D(S)nD(T).

— Le produit :
(S.T)(x) = S(T(x)) avec

D(S.T)={x € D(T) tel que: T(x) € D(S)}.
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— Les lois usuelles d’associativité
(R+S)+T =R+ (S+T), (RS)T = R(ST)
— Les lois de distributivité
(R+S)T=RT+ ST, T(R+S)DTR+TS
Remarque 2.1.1 I se peut que(R + S)x € D(T) méme si Rz ou Sx n'est pas dans D(T).

— Multiplication par scalaire :
Si =0 Alors D(aT) = H et oT = 0.
Si aw# 0 Alors D(aT) = D(T) et (o1)x = a(T'x) pour xz € D(T).

2.2 Opérateurs fermés

Définition 2.2.1 1. Un opérateur T défini dans un espace de Hilbert H est dit fermé si

et seulement si son graphe G (T) est un sous-espace fermé de H x H, c’est a dire :

G (1) =G (D).

2. Lopérateur T est dit fermable si G (T) représente le graphe d’un opérateur.

Remarque 2.2.1 Si T est un opérateur fermable, alors il existe d’aprés 2.de la définition

un opérateur T tel que G (T) = G (T), ce dernier est unique et il est évident que T est

fermé. Comme G(T) C G(T) =G (T) . on voit que T est une extension de T, c’est méme

la plus petite extension de T qu’on appelle "fermeture de T'"
Proposition 2.2.1

1. On dit que T est fermé si et seulement si pour toute suite (x,), de D (T) convergente

vers x telle que la suite des images (T'x,,), converge versy dans H, on a
reD(T) et y="Tux.

2. Un opérateur T est fermable, si pour chaque suite : (z,,), C D(T) telle que liin z, =0
n—-1+00

pour laquelle la suite des images (T'x,), soit convergente on a,

lim Tz, = 0.

n—-+o00

Proposition 2.2.2 Si l'opérateur T' est fermé, alors tout opérateur (T — \I) est fermé pour

X € C. De plus, si l'opérateur T' est fermé et T ‘emiste, alors T~ est fermé.
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2.3 Adjoint d’un opérateur non-borné.

Définition 2.3.1 Soit T' un opérateur linéaire défini sur D(T) tel que D(T) = H. On

définit l'opérateur adjoint T* : H — H comme suit, on pose
D(TY={ye H /3heH: (Tx, y)=(x, h), Ve € D(T)}.
Alors, la relation T*y = h définit ainsi un opérateur comme suit
(Tz,yy = (z, T"y), Yo € D(T), Yy € D(T™).
On appelle T opérateur adjoint de T'.

Théoréme 2.3.1 Soient S et T deux opérateurs non bornés densément définis. Alors :

1. si TS est densement défini alors on a S*T™* C (T'S)”.

2. s1 S est borné alors S*T* = (T'S)".

Théoréme 2.3.2 Soint S et T deux opérateurs de Hydans H,

1. Si T est densement défini, alors on a (aT)* = aT*,~a étant le conjugué de a € C*.
2. Si T+ S est densement défini, alors T* + S* C (T + S)*

3. Si S est borné et T dense dans H, alors on a T* + S* = (T + S)"

Proposition 2.3.1 Si T' est un opérateur linéaire densement défini dans H pour lequel

T~ existe et D (T—1) = H. Alors,
(T—l)* _ (T*)fl

Théoréme 2.3.3 Pour chaque opérateur T a domaine D(T) dense dans H, le complément

orthogonal de l’image est le noyau de l’adjoint (i.e.) :
R(T)" = N(T*) et R(T)= N(T*)"

si de plus R(T') est fermé alors,
R(T) = N(T*)*

(i.e.) L’équation Tz =y admet une solution x si et seulement si, y € N(T*)*.
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Preuve. Soit z € R(T)*, alors
(z, Tuy =0,Yu € D(T)

Et on a,
(Tu, z) =(u,T*z ) =0,Yu € D(T)
D’ou,

T*2 =0 cest adire z € N(T™).
Soit z € N(T*). Alors T*z = 0 et,
(u,T*z ) = 0,Yu € D(T)

Et on a

(u, T*z Yy = (Tu, z) =0,Yu € D(T)

Ce qui implique que

z€ R(T)*

Si R(T) est fermé alors : R(T) = R(T)*+ = N(T*)*. O

2.4 Opérateurs symétriques, autoadjoints, semi-bornés
inférieurement et positifs

Graphes et opérateur symétrique

Si H est un espace de Hilbert, alors H x H peut étre muni d’une structure d’espace de

Hilbert en définissant le produit scalaire suivant, pour (a,b), (¢,d) € H x H par :

<(CL, b) ) (Cv d)>H><H = <a7 C> + <b7 d>

En particulier la norme dans H x H donné par :

(@, D)7 zr = llall” + I1o]
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A patir de ce dernier, on définit le produit scalaire suivant sur D(7') comme suit ; pour tout

fig€D(T):

<f7 g>D(T) = <(f7T(f)) ) (gaT(g)»HxH = <f7 g> + <Tf7 Tg>
I, = P17+ 1T A1

Théoréme 2.4.1 T est fermé si est seulement si (D(T)7 (:)p(r) > est un espace de Hilbert.

Théoréme 2.4.2 Tout opérateur borné est fermable. Un opérateur borné 'l est fermé si est

seulement si D (T) est fermé. Si T est borné alors D (T) = D (T); T est une extension

(d’opérateur borné) de T sur D (T).

Théoréme 2.4.3 Un opérateur T est fermable si est seulement s’il admet une extension

fermée.

Remarque 2.4.1 Par le théoréme 1l arrive que l'on définisse un opérateur fermable

comme étant un opérateur qui admet une extension fermée.

Théoréme 2.4.4 SiT est un opérateur o domaine dense dans H, Alors T™ est un opérateur

fermé. En particulier les opérateurs autoadjoints sont fermés.

Théoréme 2.4.5 Si T est un opérateur a domaine dense dans H, alors : T est fermable si

et seulement si D(T*) est dense dans H et T = T**.

Définition 2.4.1 Soit T' un opérateur ¢ domaine dense dans H.

- On dit que T est symétrique si T C T, i.e. :
D(T)C D(T*) et Tx=Tz; Yee D(T)

Autrement dit,

Ve e D(T), Yy € D(T) : (Tx,y) = (x,Ty) .

- On dit que T est autoadjoint si T'=T%, i.e. :

D(T)=D(T*) et Tx=Tz; Yxe D(T)
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Exemple 2.4.1 On considere Uopérateur T défini par Uéquation : Tf = if avec H =
12[0,1] et D(T) = {f € Co[0,1] : £(0) = f(1) = 0} © H]]

Montrons que l'opérateur T' est symétrique c’est & dire, montrons que
VS geDT): (Tfg)=(fTg)
on a
1 L T
Ts.9) = [ Tra@d = [ if g
0 0

Une intégration par partie donne :

Tf.9) = (i9f0) = 90)f(0) ~i | f(w)g (@)

1
— [ @) (@) do = (7.79).
0
Donc, T est un opérateur symétrique.

Théoréme 2.4.6 Soit T un opérateur densement défini sur H, st 'T' est symétrique alors

(Tf, f)€R pour tout f € D(T).

Preuve. On a pour tout f € D(T);

(Tf, ) =T =(Tff)=(Tf f)eR

Propriétiés 2.4.1
1. Un opérateur symétrique T est toujours fermable puisque
D(T) C D(T*) est dense.
2. SiT est un opérateur symétrique alors T et T** sont deux extensions fermées de T' avec
TCcT™*CTr.
3. 81T est un opérateur symétrique fermé alors T =T** C T.

4. Si'T est un opérateur autoadjoint alors T =T = T*.

LCet ensemble est dense Dans H , (voir [2],[18])
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Théoréme 2.4.7 Tout opérateur symétrique T est fermable, de plus T est aussi symétrique.

Preuve. Comme T C T* et T* est fermé. Alors T est fermable et T existe. On montre
que T est symétrique.

Soient f,g € D(T), Alors ils existent deux suites (fy), , (gn), de D(T) telles que

n’

nirfwf f Jm g, =g

et
Tf= lim Tf, T g= lim Tg,.

n—-4oo n—-4oo

Alors,

(T f. g9) =< lim 7'f,, lim gn> = lim (Tfo,gn )= lm T(fs, Tgn)

n—-+00 n—-+o0o n—-+o0o

= < lim f,, ngrfongn> =(f. Tyg)

n—-+o0o

Proposition 2.4.1 Soient T est un opérateur symétrique, A\ une valeur propre de T et
f € D(T) son vecteur propre associé ; autrement dit f est non nul et vérifie : Tf = \f. Alors

AeR.

Preuve. En effet,
(Tf f)y= Ny =M1 1)
et,
(L, TF) = (£, M) =X2(f, )
Or, T est symétrique,
M) =T ) =T = 1)
Clest 4 dire,

(A=X)(f.fy=0

Etant donné que f est un vecteur propre, il est non nul ce qui implique que (f, f) # 0 et

donc forcement \ = \. O
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Définition 2.4.2 Un opérateur densement défini sur D est semi-bornée inférieurement s’il

existe une constante C' > 0 telle que

(Tz,z) > C(x,x) pour tout x € D.
Définition 2.4.3 Un opérateur T' densement défini sur D est positif st,

(Tx,z) >0 Yx e D

Remarque 2.4.2 Les opérateurs positifs sont des opérateurs semi-bornés inférieurement.
Proposition 2.4.2 SiT est un opérateur symétrique et borné sur H alorsT est auto-adjoint.
Preuve. Si T est symétrique et bornée, alors il est défini partout et donc auto-adjoint. [
Proposition 2.4.3 Soient T, S deux opérateurs autoadjoints tels que T' C S, alors T = S.

Théoréme 2.4.8 Soit T' est un opérateur autoadjoint.
a) Si T est inversible, alors son inverse T~ est autoadjoint.

b) L'opérateur T + aly est autoadjoint Vo € R.



Chapitre 3

Extension d’un opérateur symétrique

Ce chapitre traite de la construction des extensions d’un opérateur symétrique et présente la
théorie de Von Neumann.

Rappel : Si B est une extension d’'un opérateur symétrique 7" alors T C B et par suite
B*CT*

mais si B est un opérateur symétrique : B C B* donc :

T C B C B* C T *(i.e.) chaque extension symétrique d’un opérateur 7' est une restriction

de l'opérateur T™.

3.1 Espaces de défaut d’un opérateur symétrique

Définition 3.1.1 Soit T un opérateur symétrique et A € C : Im X # 0. On note
R(T — X)) = Ry et R(T — \I) = Ry

Ry et Ry sont deuxr sous-espaces de H et on note par Xy = H © Ry, Ry = H © Ry les
compléments orthogonaur de Ry et Ry, ces derniers sont appelé les espaces de défaut de

Uopérateur T.

Proposition 3.1.1 Les espaces de défaut Xy et Rysont les espaces de solutions de 'opérateur T

associés aux valeurs propres et \ respectivement.

Preuve. Si z € XN, alors pour chaque vecteur y € D(T), on a :(Ty — \y;x) = 0, donc :

(Ty,z) = (y, T"x)
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Alors,
(y, T*z) = (y, \x)

Et par la définition de I'opérateur T
v € D(T*) et T"r = Iz

Si, inversement, I’équation T*x = Az est vérifie, alors pour un y € D(T') arbitraire on a :

(y, T"x) = <y,Xx>
Alors
(Ty, =) = <y,Xm>

Donc :

(Ty — Ay;x) =0 (i.e) x € N

3.2 Transformation de CAYLEY

Définition 3.2.1 Soit T un opérateur symétrique et X € C: Im X # 0. L’opérateur :
V =(T—-X)(T—-\)"*
est appelé la transformation de CAYLEY de l'opérateur T.

Cette définition a un sens car : A n’est pas une valeur propre (voir proposition [2.4.1) de T
donc

(T — X )™! existe.

Proposition 3.2.1 1. La transformation de CAYLEY 'V d’un opérateur symétrique T’ est
un opérateur isométrique avec D(V') = Ry et R (V') = R,.
2. L’ensemble de Vy —y (ouy— Vy) tel que y € D(V') est dense dans H.

3. Chaque opérateur V qui vérifie la ™ condition est la transformation de CAYLEY
d’un opérateur symétrique T' = ()\I — XV) (I—V)™".
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Preuve. 1.-a-On montre que D(V) = Ry. On a
V= (T - X (T—-X)""!

pour chaque y € D(V) on a :
y € R(T —\) = Ry

Inversement, pour y € Ry on applique 'opérateur (7' — A\I)~!, donc;

v = (T —X)'yeD(T—N)
— {xEH:JJED(T)ﬂD<XI)}
= {s€H:2eDT)NH}=D(T)

On applique Vopérateur (7' — AI) (puisque D(V) = D(T — AI)), donc;
(T — M)z = (T —\N)(T - X)'y=Vy,

donc y € D(V) alors Ry = D(V).

-b-On montre & présent que R (V) = Ry. Soit x € D(T) posant :. y = (T — M)z donc

y€ Ry=D(V)et:
Vy=(T - XI)(T — M) 8T — X))z = (T — ),

donc :

Et de plus; pour tous y;,y2 € Ry = D(V),

<T’y1, Ty2> = <(T — /\I)Il, (T — )\[)ZBQ)

= <T§C1,Tﬂf2> - A <$1,T§CQ> — X<T131,.T2> + ’/\|2 <SL’1,132> s
et

(yi,12) = (T — M)y, (T — X)z2)
= (Txy,Txs) — A(wy, Taa) — ATy, 22) + | AP (21, )
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Et comme;

<TI’1,$2> = <x1,T.’L'2> ,v.fb'l,l’g = D(T)

il advient que,
(Ty1, Ty2) = (y1,92)

donc V' est un opérateur isométrique.

2.0na:y=(T—X)x et Vy= (T — A )z, donc
y—Vy= (/\—X)x

alors :

R(I-V)={y—-Vy : yeD((V)}

coincide avec D(T) (car y —Vy = (A= Xz et z € D(T)) .

3. -a-Montrons que I'opérateur (I —V)~! existe.V est un opérateur vérifiant la 2¢™¢ condition
ce qui veut dire que I'ensemble des élements y — Vy tels que y € D(V') est dense dans H.De
plus, V' n’admet pas A = 1 comme valeur propre (i.e.) y = Vy seulement pour y = 0.

Démontrons-le. Si ce n’est pas le cas alors pour z € D (V) :

<VZ - Z7y> = <VZ,y> - <Zay> = <VZ, Vy> - <Z7y> =0

donc y # 0 doit étre orthogonal a R(I — V) qui est d’aprés 2 dense dans H et cela est
impossible.
On conclut que 'opérateur (I — V)~! existe.
-b- On pose
T=MN-XV)I-V)"

Montrons que T est un opérateur symétrique dont la transformation de CAYLEY est V,
posons :

D(T)=R(-YV)
pour tout z € D(T) :Jy € D (V) :x =y — Vy, alors;

Te = Ty-Vy)=N-XV)IT-V)"(y-Vy)
= M -M)IT-V)'I-V)y
= (M =AV)y
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De la 2°"¢ condition D(T') dense dans H et de plus V 1, 2o € D(T) :

<Tﬂ71, :L‘2>

Et

<.T1, T.232>

Donc

= (T(y1 —Vi1),y2 — Vi)
= </\yl - vala?ﬁ - Vy2>

= (A +A) (Y1, 92) — AV, y2) — Ay1, Vi)

= (= Vuy, T (y2 — Vo))
= <y1 —Vuyi, Aya — XVy2>

= (A +X) (W1, 92) — X (Vyr, y2) — A {y1, Vo)

(Tzy,20) = (T (y1 — V), 42 — Vyz2) = (y1 — Vyr, T (y2 — Vo)) = (w1, T'wa)

C’est a dire que T est un opérateur symétrique.

Pour tout z € D(T) : Tx = Ay — A\Vy, alors

Et

Donc;

(T—Xf)a:: ()\—X)y

(T—XM)z=Tz— X z= (A=) Vy.

Tm—)\x:(/\—X)Vy:V()\—X)y:V(Tx—Xr)

Alors;;

(T -

ou bien,

Alors

M)z =V (T —X) z pour tout = € D(T)

(T —X)=V (T - X))

V =(T—-X)(T - X))

donc V est la transformation de CAYLEY de 'opérateur symétrique 7. U
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Théoréme 3.2.1 Soient T, Ty deux opérateurs symétriques et Vi, Vo respectivement leurs
transformation de CAYLEY. Alors Ty est une extension de Ty si et seulement si Vo est une

extension de V.

Remarque 3.2.1 De ce théoréme, le probléme de [’extension d’un opérateur symétrique T’ se
réduit au probléeme de l’extension d’un opérateur isométrique qui est sa transformation de
CAYLFEY ; plus précisement, la recherche d’une extension autoadjointe d’un opérateur symé-

trique revient a la recherche de [’extension unitaire de sa transformée de Cayley.

Théoréme 3.2.2 Un opérateur symétrique T est fermé si et seulement si sa transformation

de CAYLEY'V est une isométrie fermée (c’est le cas si et seulement si Ryet Rysont fermés).

Preuve. On suppose que T est fermé et {y,} une suite définie par;

Yn = (T—/\])xn

tel que x, € D(T') converge vers y. Et tant que V' est isométrique; la suite {Vy,} définie

par : Vy, = (T — A\) x,, converge vers z. On a
Y — Vi = Ty — Aty — Ty + A2y,
donc :
Yn — VY = (/\—X) Tn
On obtient

1
n— T = n_VTL e —
T == U = Vi) = T (= 2)

Et on a aussi

Donc

A
Te, = Vyn+ —X Yn = Vyn) = Vyn + =Yn — =V
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Donc

1 — 1 _
T )\_)\(y y)n:mo)\_)\(y z)
Et T est fermé donc

y—2z¢€ D(T)etT(y —z) = Ay — Az.

Par conséquent

_ 1 _
y:(T—)\I)T(y—z):m[T(y—z)—)\(y—z)}
donc;
ye€Ry=D(V)
Et
1% (T — M) L ( )
pu— —_— _— _Z
) )\_)\y
= TH-A) - Ay -2
= rlx()\y—Xz—/\y+)\z)
donc;
Vy==z

Cela montre que V' est un opérateur fermé et aussi Ry est un sous-espace fermé; alors R, est
I'image par une isométrie du sous-espace fermé Ry, donc R, et aussi fermé.
De la méme facon on peut montrer que si opérateur V' ( ouRy ) est fermé , alors 'opérateur

T est fermé. 0

3.2.1 Domaine de définition d’un opérateur adjoint

Définition 3.2.2 On dit que les sous-espaces My, Mo, ....... M,, sont linéairement indépen-
dants :

St x1+ 20+ ... +x, =0 pour z;, € My, et k=1,n alors :



3.2 Transformation de CAYLEY 35

— Si les sous-espaces My, M, ....... M,, sont linéairement indépendants, il est possible de for-
mer leurs somme directe M1 & My P ....... @ M,, alors :

chaque v € My & My & ....... @ M, peut étre représenté d’une facon unique sous la forme :
rT=x1+To+ ....... + x,

tel que xj, € My etk =1,n.
— Sl existe une autre représentation x = $1+xl2+ ....... —|—a:/n tel que x;q € My etk =1,n, donc :

’

0= (21 — ) + (T2 — Tg) + oonn.. + (z, — x,,)

avec Ty, —x;ﬂ € My et k=1,n.
Mais My, M, ....... M,, sont linéairement indépendants alors :

(z, — ) = 0 donc x, = 1, pour k =1, 7.

Théoréme 3.2.3 Si T est un opérateur symétrique fermé, alors D(T), Ny, Xy sont linéaire-

ment indépendants et :

D(T*) = D(T) ® Ny @ N,.

Preuve. Montrons I'indépendance linéaire :
Soit t +y+ 2z =0tel que v € D(T), y € Xy, z € V).
Appliquant opérateur (7 — A ) on obtient ;

(T* = M)z +y+2z)=0
Donc :
Te+Xy+Xz—Ax —dy—Az=0

Alors
(T—X)z+(A=XN)y=0
Mais (T — M)z € Ry, et (A= A)y € Ry et on sait que Ry et Ry sont orthogonaux donc
(T — M)z + (A= X)y = 0 est possible seulement si (T — X )z =0et (A—X)y =0.
Donc z =0 et y =0 (x = 0 car A est non-réel ne peut pas étre une valeur propre de 7" qui

est symétrique), et aussi z = 0 car

r+y+z=0,2=0et y=0 impliquent z = 0.
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(*) Montrons que

D(T*) = D(T) & Ry @ R,

1-On a D(T'), Ny, R, sont inclus dans D(T™*) donc D(T) @& 8y & X\ C D(T™)

2-Soit u € D(T*). Montrons que u peut étre représenté sous la forme
U=r+y—+=z

ouz e D(T), ye Ny, z € Ry.
Comme T fermé alors Ry est un sous-espace fermé. Sachant queX, est son complément

orthogonal ; on peut écrire

R5x @ NX =H
Chaque v € H peut alors étre représenté sous la forme
v=0v +0v onv € R5 et A= Ny

Sachant que les éléments de R(T* — \I) décrivent I'image de tous les élements de D(7™). On

essaye de représenter v sous forme
v=(T" - \)u

v € Ry alors;

v = (T—=X)z ou ze€ D(T).
Posant v" = ()\ — X) y, y € Ny. On obtient
(T* = X)u=(T-X)z+ A=Ay
Et pour T*y = \y, T*z = Tx (car x € D(T))
(T* —MX)u = Tz — Xz +T*y— Ny
= (T* = M)z + (T* = Xy
= (T* =) (z+y)

Donc

(T* =N (u—z—y) =
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On pose

z2=u—T—Yy

alors z € Ny et

uU=r+y-+=z

otz e D(T), ye Ny, z €Ny ce qui nous donne
T u=Tx+ \y + Az
]

Corollaire 3.2.1 Un opérateur symétrique fermé est autoadjoint si Xy = {0}, Ny = {0}

dans ce cas : D(T) = D(T™).
Théoréme 3.2.4 Corollaire 3.2.2 D(T*) = D(T) & Ny & X, pour A = —i on obtient :
D(T*) = D(T) &\ & R,

cette formule est appelée : "formule de Neumann". Chaque x € D(T*) a la représentation
unique

r=1"+a2 +2t oua® e D(T), 2~ €N;, at €N
Montrons que;
Im(T*z,2) = [[*|* ~ [l
(T*z,z) = (Ta®—iz~ +iz", 2%+ 2~ +a7)
= (Ta°,2% + (—iz™ +iz*,a°) + (T2’ 2~ + 2¥) + (—iz™ +iz" 2~ +27)

Et on a :

(T’ x~ + a2ty = (2", T* (27 +2™)) = (a°, —iz™ + iz™)

(T*z,x) = <Tm0,x0> + <—ix_ + ix+,x0> + <x0, —ir~ + ix+> —1 Hx_H2 +1 ||:1c+H2
—i(z", 2"y +i{at,27)

= (T2°,2°) +2Re [(2% —iz™ +iz™) +i(a",27)] +i <Hx+H2 — ||ac_H2>
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Donc,

(T, 2) = [l " = o~

On décompose D(T*) en trois sous-ensembles : e*, e~ €° tel que :Im(T*z,x) = 0, <0, =0

respectivement donc : chaque x € D(T*) est dans e* ou e ou £°.

Corollaire 3.2.3 D(T) Cc %, N, Cce” U{0}, R_; Cce"U{0}.

Preuve. Pourz € D(T): 2z~ =27 =0 donc :
] = fl~ " = 0

Donc z € £°.
Pour z # 0 :

Siz e R, donc 2° =27 =0 donc x = x~. Alors :

e [* = [l = = [l < 0
Donc x € e~ C e~ U{0}.
Siz eV, donc 2° =2~ =0donc x = zt. Alors :

" = [l = fJa*]]" = 0

Donc z € e C et U{0}.
Enfin0€ D(T),0€e” U{0},0€eet U{0}.
Donc D(T) C €% R, c e~ U{0}, R_; CeTU{0}. O

Proposition 3.2.2 Si a > 0 et 5 € R alors les espaces de défaut X_;, N; de I’ opérateur

T et XN, N de l'opérateur S = oT + BI ont les mémes dimensions.

Preuve. On a: D(T) = D(S). Et aussi :

(S*r,z) = {((aT + BI)" z,z)
= (o1 + fz,z)

= a(T"z,x) + B (z,z),
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et
Bz, x) =B z|” € R,

donc

tm{s°w;2) = o ([l ~ a7

et a > 0 donc €™, e~ sont les mémes pour les deux opérateurs T et S et dimXN; = dim N; et

dim®_; = dim¥’,. O
Théoréme 3.2.5 Pour chaque nombre complexe A du demi-plan supérieur :
dim Ry = dim N_; et dim Ny = dim N;

Preuve. On pose : A\ = a +ib et A dans le demi-plan supérieur donc : b > 0, on note par

N etX; les deux espaces de défaut de 'opérateur :

S=b"'(T—al)

Pour
r € N exeD(S) telque S*r = —ix

& x € D(S) telque b (T* — al)x + iz =0
& xcD(TY) telque b (T*z — ax + ibr) = 0
& 1€ D(T) telque b (T*x — (a — ib)z) =0
& xe€D(TY) telque b (T* = N) z =0
& x € D(TY) telque T*z = \x
& x €Ny

Donc;

N, = N,

De la méme facon on montre que X, = Ny.
Et de la proposition précédente, les opérateurs T et S = b~ (T —al) = b~'T — b~ tal ou
b= 0etbla € R ont les mémes indices de défaut, c’est a dire dim ®; = dim N; etdimN_; =

. ! 2 2
dim N_;, en résumé
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dim®; =dim¥; =dimRy et dim®_; =dim® ; = dim ¥y,

donc

dim Ry =dimR; et dim Ny = dimN_;.

i

Définition 3.2.3 (Indices de défaut) On pose : m = dim;, n = dim X, m, n sont ap-

pelés les indices de défaut de l'opérateur T .

Du théoréme précédent

:m =dimNy,n =dim N5 si ImA > 0.

Proposition 3.2.3 Un opérateur symétrique fermé est autoadjoint si et seulement si m =0

etn=0.

Théoréme 3.2.6 Si T est un opérateur symétrique fermé et si S est un opérateur borné,

hermitien et défini sur toute H alors, les deux opérateurs T’ et T + S ont les mémes indices

de défaut.

Preuve. Ona: (T+S)"=T*+S donc:
D((T+8)") =D(T"),

et pour z € D (T*) :

(T+98) z,z) = (T"+9)x,x)

= (T"z,x) + (Sz,z)
et tant que (Sz,x) € R alors :
Im (T + S)" z,z) = Im (T*z, x) .

Donc et des opérateurs T et T + S coincide et aussi e~ donc de la proposition : T et

T + S ont les méme indices de défaut. O
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3.2.2 Construction de ’extension d’opérateurs symétriques

Soit T un opérateur symétrique fermé et soit T une extension symétrique fermée de T' .On
note par V et V : les transformations de CAYLEY de T et T respectivement :
Ona:V CV alors :

D(V)c D(V) et R(V) C R(V).

On pose :
P=DWV)oD(V)et Q=R(V)O R(V),
donc :
P 1 D(WV)=Rset QL R(V)=R,,

alors : P C H© Ry donc P C Nyet Q C HO Ry donc () C Ry.

Définissant 1'opérateur U par :
U:a:—>Ux:‘7$p0ur:B€P,

tant que V : D(V) — R(V) est une isométrie alors V : P — Q est aussi une isométrie donc
U: P — (@ l'est aussi.
Inversement

On suppose un opérateur isométrique

U:PC®;—QCRydonné (P=D(V)e D(V)) donc :

D(V) = P& D(V)

Si on pose pour y € D(V); z € P; V(y + z) = Vy+ Uz on obtient un opérateur isométrique
1% qui représente une extension de V' et par conséquent V est la transformation de CAYLEY

d’une certaine extension symétrique fermée de 'opérateur 7.

Construction de T ’extension de T (a I’aide de U)

Du théoréme concernant la transformation du CAYLEY (chaque opérateur isométrique V' qui

vérifie la 2¢™¢ condition, est la transformation de CAYLEY de certain opérateur symétrique),

T = (M — A\V)(I = V)" donc : D(T) = R(I — V),
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donc pour : y+ z € D(V) : z' € D(T),

r=W+z2)-Vy+z))=y+z—Vy+Uz)

avec V =V sur D(V), y € D(V), z € P.
Posant :

xzy—Vy:(/\—X)itelquezﬁeD(T),

D(T') consiste en tous les vecteurs de la forme :
:cl:x—l—z—UztelquexED(T), zeP Uze€Q.
Et tant que : TCcT*ouze Ry, Uz € Ny, donc :
Tr =Tz + Az — AUz,
et de la définition de f, ces espaces de défaut sont donnés par ;
NL=R;O P et Ny, =8, 0Q.
On a donc le théoréme suivant

Théoréme 3.2.7 chaque extension symétrique fermé T dun opérateur symétrique fermé T’
est déterminée par certain opérateur isométrique U tel que D(U) = P ; un sous espace fermé

de Xy et Q = R(U) est un sous espace fermé de X,. Et

D(T) = {x/: t =x42—Uz tel que x € D(T), ZEP}

- D(T)o(I-U)P

avec ;

T =Tx+ M z—\Uz

Inversement : Pour chaque opérateur U avec les formules ci-dessus détermine un extension

symétrique fermée T del ‘opérateur T', ses espaces de défaut sont :
NL=R;o P et Xy, =N, 0Q.

Remarque 3.2.2 Pour A = —i, on obtient la 2™ formule de Neuman.
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Proposition 3.2.4 Une extension T deT est autoadjointe si et seulement si,

/

5 =10}, ¥y = {0}

N

(i.e.) Siet seulement si : P = Ny et () = Rj.

Donc pour que l'opérateur U eziste, il est nécessaire et suffisant que Ry, Ry aient la méme

dimension.(i.e.) si et seulement si :
P =RXset Q=NX,
Théoréme 3.2.8 Une extension T est autoadjointe si et seulement si;
D(U) =Ry et R(U) = N,.

Théoréme 3.2.9 Un opérateur T' admet une extension autoadjointe T si et seulement si :

Ny, Ny ont la méme dimension (i.e.) ces indices de défaut sont égauz.



Chapitre 4

Extension de Friedrichs

Nous avons vu dans le chapitre 3 que la condition nécesaire et suffisante pour qu'un opé-
rateur symétrique ai une extension autoadjointe est que cet opérateur posséde des indices
de défauts égaux. Comme c’est évidement le cas pour les opérateurs positifs et semi-bornés
inférieurement, on déduit que ces catégories d’opérateurs ont des extensions autoadjoints. Un
exemple de construction est fournit par la théorie de Von Neunann décrite dans le chapitre
précedent.

Nous allons explorer dans cette partie le théoréme de Friedrichs et qui donne dans le cas
d’opérateurs symétriques positifs ou plus généralement symétriques semi-bornés inférieure-
ment une extension qui sera elle aussi positive ou semi-bornée inférieurement. Ce théoéme,
qui utilise la méthode de prolongement par cloture, peut s’enoncer de différentes maniéres

selon la nature de 'opérateur en question.

4.1 Extension de Friedrichs pour les opéraeurs positifs

Théoréme 4.1.1 (de Friedrishs) Tout opérateur T' densément défini symétrique et positif

admet une extention auto-adjointe positive.

On va suivre essentiellement [8] et [I4] pour la démonstration . Le lecteur interréssé peut
consulter [17] pour une variante de la démonstration dans le cas d’opérateurs semi-bornés
inférieurement et [I0] pour une démonstration qui utilise les formes quadratiques ainsi que

le théoréme de Lax-Milgram. On démontre au préalable les deux lemmes suivants.
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Lemme 4.1.1 On définit sur D x D [application suivante,
<l‘,y>1 - <x,y> + <T$,y>=V$,y €D
Alors, (D, (,)1) est une space préhilbertien.

Preuve. On montre que (,); est une forme hermitienne.

a) (,)1 est lineaire par rapport a la lére variable. Soit x1, 22,y € D,a, 3 € C

(az1 + Bra,yh = (azi + Bra,y) + (T(axr + Ba2),y)
= ofx1,y) + Blxe,y) + (e + Pag, Ty)
= oz, y) + flze, y) + ofwy, Ty) + B{xa, Ty)
= afz1,y) + B(r2,y) + (Tw1,y) + B{Txa,y)
= af(zr,y) + (Tor,y)] + Bl(z2, w) + (Tx2, y)]
= oz, y)1 + Blaz, yh

b)(, )1 est hermitien,

<y7 l’>1 = <ya {L‘>

c) (, )1 est définie positive, soit z € D : (z,z); = (x,z) + (Tz, x)
On a
(Tz,z) > 0= (z,2)1 = (z,2) + (Tz,z) > (z,2) > ||lz|* > 0
donc, (z,x); >0 Vx € D.
de plus,
(x,x); = 0= (z,2)+ (Tz,2) =0

(x,2) =0AN(Tz,2) =0

R
5
8
O\/\//\

I
e}
>
\/
=2
=)
=2
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De a),b),c) on conclut que (,); est une forme hermitienne. O

On note |.||; la norme correspondante & la nouvelle forme hermitienne (, );. Il vient évidement

que pour tout x € D

Iz} = (z,z):
= (v,2) + Tz, z)

2

= |=ll” + (T, )
On note aussi par d; la distance induite de ||.|| .
Remarque 4.1.1 pour tout x € D

2 2 2
lelly = llel” + Tz, z) > [|l|

=zl < ll=lly

Lemme 4.1.2 Soit D, la fermeture de D par rapport a la métrique dy induite par la norme

Ill,- Alors,D; est un dy—complété de D .

Preuve. (D, ||||,) étant un espace préhilbertien, il existe un espace de Hilbert (H, ||| ;) et
une isométrie Uy : D — H pour lesquels Uy (D) = H (voir la théoréme M)
Soit

D" = {(xy),en / (@n) ey €st une suite de Cauchy dans D}
tel que défini dans la formule (1.1.1)).
On rappelle qu’insi , H représente ’ensemble de toutes les classes d’équivalances de suite de
Cauchy équivalantes dans D.
Or, D; représent justement la fermeture de D par rapport a la métrique d; ,et donc, par
définition chaque élément de D; représente la limite d’au moins une suite dans D’ cette suite
n’est par contre pas forcément unique. Maintenant,en prenant la classe d’équivalance de cette
suite , nous pouvons définir une application de H sur D; qui est par construction, bijective.

Soit donc

U, : H—D

T — Us(d) ==
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olu, T représente la classe d’équivalance de la suite de Cauchy dans D dont la d;-limite est x.
comme il a été déja mentionné U, est bijective.

Or, par la méme raisonnement suivi pour montrer le lemme , il vient que 'application

<7>D1 : D1XD1 —>R+

(x,y) U <5U;3/>D1 = <$73'/>H: lim <:1:,y>1

n—-+00

est un produit scalaire sur D;. Enfin, en appliquant la méme démonstration éffectuée pour
(H,(,)n) (voir proposition |1.1.5)), nous obtenons un espace de Hilbert (D, (,)p,) vérifions a
présent que U, est une isométrie lineaire.

i) Us est lineaire : Vo, 5 € C,Vi,y € H

Us(ad + B) = Un(ax + By) = az + By = aly (i) + BUs(5)

ii) Us est une isométrie. Vi, y € H
(@, 9)n = (z,y)p, = (U2(2), U2(9)) p
Considérons a présent I'application
U= (Uyoly): (D, )1) — (D1, (,)p,)

Alors,
i) U est une isométrie linéaire (composé de deux isométries linéaires)

i) U(D) = H

En effet Uy (D) = H alors Vi € H;3(x,,),, oy dans D vérifiant

lim Uy(z,) =9

n—-+o0o

Soit & présent z € D; quelconque. U, étant bijective,
Ay e H:Us(y) ==
Mais alors, 3 (z,,),,cy dans D pour lequel

2= Ua(§) = U( lim () = lim Up(Us(ra)) = Tim (U0 U)(,) = lim Ua)
Us est une isométrie donc continue
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Donc

U(D) = D,

Enfin, sachant que (Dq,(,)p,) est un espace de Hilbert, on conclut que les conditions du
théoréme sont vérifiées et il résulte que D7 est un d;-complété de D. O
Nous allons établir la preuve du théoréme [4.1.1]

Preuve. On muni D du produit scalaire défini dans le lemme[.T.1]et soit D; son d; —complété.

Pour h € H on définit la fonctionnelle suivante,

A Dy — Cio— Npx = (z, h)
Alors,
i) A\, est linéaire. Soient x1, 9 € Dy,a, 3 € C (D C H)
Mn(azy + Brs) = (axy + Bro, h)
= (axy, h) + (B2, h)
= afx1, h) + B{z2, h)

= a/\hml + B)\hl’g

ii) A, est bornée,

Anz| = [z, )| <[]l [[R]]
< iy [17]
< Cll=fl,
= Ml ey < IR (4.1.1)

On déduit que Aj, est une fonctionnelle linéaire bornée sur D; d’apres le théoréme de repré-

sentation de Riesz[[.2.3] il existe un unique b, € D; pour lequel Vz € D; on a

M = (b, @) et Al ooy ) = Ilonll (412)

et de la remarque ainsi que les formules (4.1.1)) et (4.1.2))

1Ball < [lonlly = [IAnll 2o, ) (4.1.3)

< [|n]
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On considére a présent 'application
B:H — Dy,h+— Bh=b,
Il découle directement de la formule que
BRIl = [|bn]| < [[R]]

B est borné. D’autre part, B est injectivd| En effet, soit x1, 7, € H,

supposons que Bxy = Bxy alors pour tout y € D,

(Bz1,y)1 = (Bxo,y)1 <= (bay, Y)1 = (bsy, Y)1
= A\ Y = ALY

= (y,21) = (¥, T2)
<:><y,$1—$2>:0
< T1 = X9
Car
DcDicH=H=DcD,CH

C’est a dire que D; est dense dans H par rapport & d la métrique associée a la norme originelle

()

B est aussi symétrique positif. En effet pour tout =,y € H ,

(Bx,y) = M\,Bx = (b, Bx);

= (By,Bx); = (Bx, By),

= \By

= <Byv$>

= (x,By) Vx,y € H

et pour h € H quelconque
(Bh,h) = M\,Bh = (by, Bh);

= (Bh, Bh); = ||Bh|?

> ||Bn|* >0

'L ’auteur dans [[8]] mentionne que I'opérateur B est linéaire afin de démontrer plus tard son injectivité.
Nous avons démontré I'injectivité par sa définition sans cette remarque
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On montre que I'image de B est dense dans D; par rapport a (Ds, (,),). Pour tout y €
Dy, h € H tels que

(Bh,y)1 = (bn,y)1 = Ay =0
on trouve
0=My=(hy) (Vhe H)

Ainsi, y = 0 ce qui prouve la densité de I'image de B dans D;.

Conclusion : B : H — D est borné, positif (donc symétrique) on déduit de la proposition
que B est auto-adjoint. Comme B est injectif avec une image dense, il en découle que
B est inversible et a un inverse densement défini, possiblement non borné et qui est aussi est
auto-adjoint par le théoréeme [2.4.8)f

Il nous reste & montrer que A est positif, c’est & dire

Ve € D(A); (Az,z) >0
En effet, soit + = By,y € H

(x,Ax) = (By,y) = \,By (4.1.4)
= (By, By)1 = (By, By)

> (z,x) >0
ainsi (r, Ax) est réel et est égal & son conjugué et 'on obtient

(Az,x) > 0,V € D (A)

(Puisque B : H — D; , le domaine de A est contenu dans D car B (H) C D; et donc tout
élement de la forme By (y € H) appartient a D(A))

On conclut que A est un opérateur positif autoadjoint. On montre maintenant que D(A) est
dense en Dy dans (Dq, (,)1).

Remarquons en premier lieu que pour 2’ = By',y' € H et x € D,

(x, Az") = (z,y) = N\yx = (By,x) (4.1.5)

=(z,By)y = (x,2'); ;2 € D(A)

B est autoadjoint

2L auteur dans [[8]] démontre que cet opérateur inverse est autoadjoint, nous avons suivi [[14]] qui le déduit
a partir du théoréme cité.
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Soit & présent un élement = € D; orthogonal a D (A) par rapport a (D1, (, )1),
(z,2"); = 0,Vz' € D(A)
et en utilisant I'identité (4.1.5))
(v, A’y = (x,2"); = 0,V2’ € D(A)
or, A: D(A) — H est surjective. Ainsi, si on pose z = Az’ on obtient
(x,2) =Vz€e H

ou bien encore x1 H et forcement x = 0.

Pour finir on montre que A est une extension de S = Iy + 7. On rappelle que

D’une part, pour z,y € D
(x,Sy) = Agyx = (bgy, x)1 = (BSy,z)1 = (x, BSY);.
D’autre part, par la définition de (| );
(z,5y) = (x,(In + T)y) = (x,y1 (x,y € D)

Ainsi

<x7y_BSy>l :O)

mais D est dense dans D; par rapport & (D1, (, }1) car par définition D; représente la fermeture

de D par rapport a cet espace. D’ou,
BSy=y YyeD.

Ainsi , y € D appartient & R (B) (I'image de B), il est donc dans D(A) et,
Ay = A(BSy) = Sy

Ainsi, le domaine de A contient celui de S (7" et S sont tout deux définies dans D) et étend

S.
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On considére en tout dernier lieu 7 = A — I, on sait que,
D=D(T)=D(S)C D(A) =D(T")
et pour tout x € D
TFr = A-Ip)vr=Az—x=Sx—x
= (T+Ig)z—xz=Tx
ce qui veut dire que T est une extension de T'. De plus, de il vient que,
(T"z,2) = (A= I)z,z) > 0,Vz € D(A) = D (T")

TT est donc positif et du théoéme autoadjoint. c’est I’extension recherchée. U

4.1.1 Extension de Friedrichs pour les opérateurs semi-bornés

Soit T" un opérateur densement défini sur D symétrique et semi-borné inférieurement, c’est
a dire pour lequel 3C' > 0,
(Tx,x) > C(x,x) Yr € D

On considérant U'opérateur A = T'—C'Iy, il vient tout d’abord que A est symétrique et positif,
d’apreés le théoréme il admet une extension positive autoadjointe A"; soit TH = AF +C1Iy
alors T est aussi autoadjoint (théoréme et,
<AF:L',x> = <(TF — CIH) :c,x>

= <TF33,:1:>—C’(3:,$> 20,V1’€D(TF) :D(AF)

= <TFx,a7> > C(x,z),Vr e D (AF)
d’ott A” est semi-bornée inférieurement par la méme constante que celle de 7T'. Enfin,

D=D(A)c D(A")=D(T")
et,
TFy = (AF—I—CIH):L':AFZB+C£E
= Av+Cox=(T-Cly)z+Cx

Tz

donc T'F est une extension de 7. On peut énoncer le théoréme suivant,
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Théoréme 4.1.2 (de Friedrishs) Tout opérateur T densément défini symétrique semi-borné

inférieurement admet une extention auto-adjointe semi-bornée inférieurement.



CONCLUSION

Nous avons vu a travers ce mémoire qu’il est possible de construire pour tout opérateur
positif au semi-borné inférieurement une extension auto-adjointe qui garde la méme
propriété que celle de 'opérateur original, en d’autre terme , cette derniére est positive dans
le premier cas semi-bornée inferieurement dans le second .

Neamoins, cette extension dite "extension de Friedrichs" ou "extension canonique" n’est
pas unique ,nous avons déja vu la théorie de Von Neumann qui garantit a tout opérateur
symétrique ayant des indices de défauts égout,dont les opérateurs sus-cités ont font partie
,une extension auto-adjointe.

Déja ,I’on pourait de posé la question suivant : Existe-il un lien entre les deux types
d’extensions dans la cas d’opérateurs positifs ou semi-bornés ?

On pourait explorer encore d’autres méthodes d’extensions ,dont ’extension de Krein-Von
Neumann.Il s’avére que 1’extension de Friedrichs est la plus vaste extension propre,alors que
celle de Krein-Von Neumann est la plus petite (voir [I5] pour plus de détails).

Enfin, on pourait étudier I'inversibilité de 1’extension de Friedrichs (voir[I5] ).
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