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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats d’existence et l’unicité des

solutions pour des problèmes aux limites concernant les équations différentielles frac-

tionnaires avec la dérivée du Caputo-Hadamard. Ces résultats ont été obtenus par

l’utilisation du théorème de point fixe ( théorème de Banach pour montrons l’existence

et l’unicité des solutions, de Scheafer, et l’alternative non linéaire de Leray-Schauder

pour montrons l’existence des solutions).

Mots-clés : équation différentielle, dérivée fractionnaire, point fixe, Banach, Caputo-

Hadamard, Schauder.
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INTRODUCTION

Les équations différentielles fractionnaires sont devenus importantes, ces dernières

années dans différentes branches mathématiques appliquées telle que les phénomènes

physiques, la technologie, l’énergie et la biologie ... etc.

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine

intéressant à explorer ces dernières années. Notons que cette théorie a de nombreuses

applications dans la description de nombreux évènements dans le monde réel.

Ce mémoire consiste à étudier l’existence et l’unicité des solutions pour des problèmes

aux limites concernant les équations différentielles fractionnaires avec la dérivée du

Caputo -Hadamard. Notre approche est basé sur la théorie du point fixe (théorème de

Banach, Scheafer et l’alternative non linéaire de Leary-Schauder).

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Il est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré à des notions préliminaires concernant notations

et définitions, les espaces de Banach, les fonctions spéciales, la compacité, quelques

propriétés de l’intégrale et dérivées fractionnaires aux sens de Caputo, aux sens de Ha-

damard, et aux sens de Caputo-Hadamard, lemmes Auxiliaires et quelques théorèmes

du point fixe.
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Le deuxiéme chapitre est consacré à l’existence et l’unicité pour les équations dif-

férentielles fractionnaires avec la dérivée de Caputo - Hadamard où l’ordre α ∈ ]0, 1[.

Notre approche est basé sur les théories du point fixe de Banach, de Schaefer et l’al-

ternative non linéaire de Leray-Schauder, et on termine avec un exemple qui illustre

le cas théorique.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans la suite de ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions, préliminaires,

et théorèmes nécessaires pour cette étude.

1.1 Notations et définitions

Soit J := [0, T ], T > 0 et E est un espace de Banach, muni de la norme‖.‖.

• Notons C(J,E) l’espace de Banach des fonctions continues y : J −→ E, muni

de la norme :

‖ y ‖∞:= sup‖ y(t) ‖, t ∈ J .

• Soit L1(J,E) est l’espace de Banach des fonctins y : J −→ E intégrables par

rapport à la mesure de Lebesgue muni de la norme :

‖y‖L1 :=
∫ T
0
|y(t)|dt.

• Soit L∞(J,E) est l’espace de Banach des fonctions mésurables y : J −→ E qui

sont bornées, muni de la norme :

‖y‖L∞ := inf{c > 0, ‖y(t)‖ ≤ c} p.p t ∈ J .
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1.2. LES ESPACES DE BANACH

Soient les espaces suivants :

ACn(J,E) = {f : J −→ E; f (k) ∈ C(J,E), k = 0, 1, ..., n− 1, f (n−1) ∈ AC(J,E)}, et

ACn
δ (J,E) = {y : J −→ E; δn−1y ∈ AC(J,E)},

où δ = t
d

dt
est l’opérateur de dérivation de Hadamard et AC(J,E) L’espace des

fonctions absolument continues.

Définition 1.1.1. [14] Une fonction f : J :−→ E est dite absolument continue, si

pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute partition finie [ai, bi]
p
i=1vérifiant :∑p

i=1(bi − ai) < δ,

alors ∑p
i=1 ‖ y(bi)− y(ai) ‖< δ.

On note par AC1(J,E) l’espace de Banach des fonctions dérivables y : J −→ E dont

la première dérivée est absolument continue.

1.2 Les espaces de Banach

Définition 1.2.1. Un espace vectoriel (E,+, .) est un espace normé si pour tout

x, y ∈ S il existe une fonction continue de E dans R+ vérifiant :

1. ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0.

2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖, λ ∈ K (K = R ou C), et

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Définition 1.2.2. Un espace de Banach est un espace normé complet pour la distance

associée à sa norme.

Proposition 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique compact, et (X
′
, d
′
) un espace

métrique. Soit E une partie de C0(X,X
′
).
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1.2. LES ESPACES DE BANACH

∗ E est équicontinue si :

∀x ∈ X, ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀y ∈ X, ∀f ∈ E, d(x, y) < η ⇒ d
′
(f(x), f(y)) < ε.

∗ E est uniformément équicontinue si :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x, y ∈ X, ∀f ∈ E, d(x, y) < η ⇒ d
′
(f(x), f(y)) < ε.

∗ E est ponctuellement truc si :

∀x ∈ X, {f(x), f ∈ E} est truc .

On rappelle que dans notre cas où X est compact, équicontinue est équivalent à

uniformément équicontinue.

Preuve 1.2.1. Il est évident que uniformément équicontinue implique équicontinue.

Supposons E équicontinue.

Soit ε > 0. Alors pour tout x ∈ X, il existe ηx > 0 tel que :

∀y ∈ X, ∀f ∈ E, d(x, y) < ηx ⇒ d
′
(f(x), f(y)) < ε.

On prend
⋃
x∈X

B(x,
ηx
2

) est un recouvrement d’ouverts de X, et X est compact, donc il

existe x1 · · ·xn ∈ X tels que X =
n⋃
i=1

B(xi,
ηxi
2

).

On pose η := min
1≤i≤n

ηxi
2
.

Soit f ∈ E et x, y ∈ X tels que d(x, y) < η .

Soit i ∈ {1, ..., n} tel que x ∈ B(xi,
ηxi
2

) .

Alors d(x, xi) < ηxi, donc d
′
(f(x), f(xi)) < ε et :

d(y, xi) ≤ d(y, x) + d(x, xi) < η +
ηxi
2
≤ ηxi,

donc d′(f(y), f(xi)) < ε.

Finalement :

d
′
(f(x), f(y)) ≤ d

′
(f(x), f(xi)) + d

′
(f(xi), f(y)) < 2ε .

Donc E est uniformément équicontinue.
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1.3. LES FONCTIONS SPÉCIALES

La notion d’équicontinuité intervient notamment dans le théorème d’Arzela-Ascoli :

Théorème 1.2.1. (Arzela-Ascoli) [10] Soit A un sous ensemble de C(J,E) ; est

relativement compact dans C(J,E) si et seulement si les conditions suivantes sont

vérifées :

1. L’ensemble A est borné c’est à dire :

∃k > 0 : ‖f(x)‖ ≤ k; ∀x ∈ J ; et f ∈ A.

2. L’ensemble A est équicontinu.

1.3 Les Fonctions Spéciales

La fonction Gamma joue un rôle très important dans la théorie du calcul fraction-

naire.

Définition 1.3.1. On appelle fonction Gamma Euler notée Γ définie par :

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1 dt,

où x est un nombre complexe quelconque tel que Re(x) > 0.

Propriété 1.3.1.

pour tout x ∈ R \{0,−1,−2, ...} et n ∈ N on a :

1. Γ(x+ 1) = xΓ(x).

2. Γ(x+ n) = x(x+ 1)...(x+ n− 1)Γ(x).

3. Γ(n+ 1) = n!.

Quelque valeurs particulières de la fonction Gamma

1. Γ(1
2
) =
√
π .

2. Γ(−3
2

) = 4
3

√
π .

3. Γ(−1) = (−1)! = +∞ .
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1.3. LES FONCTIONS SPÉCIALES

4. Γ(−1
2

) = −2
√
π .

5. Γ(3
2
) =

√
π

2
.

6. Γ(n+ 1
2
) = (n− 1

2
)Γ(n− 1

2
) = (n− 1

2
)(n− 3

2
) · · · − 3

2
1
2
Γ(1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π.

7. Γ(5
2
) =

3
√
π

4
.

8. Γ(1) = 0! = 1 .

Graphe de la fonction Γ(x)
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1.4. LA COMPACITÉ

1.4 La compacité

Définition 1.4.1. (Les espaces métriques compacts) : On dit que (E, d) est un es-

pace métrique compact si toute suite {xn}n∈N d’éléments de E admet une suite extraite

converge vers un point de E.

Définition 1.4.2. (Les parties compactes) : Une partie S de E est dite compacte

si le sous-espace métrique (S, d) est compact.

Définition 1.4.3. (Les parties relativement compactes) : Une partie S d’un es-

pace métrique (E, d) est dite relativement compacte si son adhérence est une partie

compacte de E. Par exemple, les parties relativement compactes de Rn sont les parties

bornées.

1.5 Intégration Fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l’intégra-

tion d’ordre entier.

Définition 1.5.1. [11] L’opérateur intégral fractionnaire de Hadamard d’ordre α > 0 ;

pour une fonction h ∈ C([a, b]) est définie par :

HI
α
a h(t) =


1

Γ(α)

∫ t

a

(
log

t

s

)α−1
h(s)

s
ds; α > 0

h(t); α = 0

(1.1)

Remarque 1.5.1. Dans la formule (1.1), en prennant a = 1, HIαa sera notée HI
α.

1.6 Dérivation Fractionnaire

Il existe plusieurs définitions mathématiques concernant la dérivation d’ordre frac-

tionnaire. On va présenter les trois célèbres approches de la dérivée fractionnaire :
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1.6. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

dérivée de Caputo (1967), et de Hadamard (1891) et enfin, dérivée de Caputo-Hadamard

(2012).

1.6.1 Dérivée au sens de Caputo

Définition 1.6.1. [12] soit h ∈ Cn([a, b]), n ∈ N∗. On définit la dérivée fractionnaire

au sens de Caputo de la fonction h par :

cDα
ah(x) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)(n−α−1)h(n)(s)ds; n− 1 < α < n

= In−αa Dnh(t),

telle que n = [α] + 1 et [α] désignent la partie entier de α.

cas particuliers

• (0 < α < 1) :

cDα
ah(x) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αh′(s)ds

= I1−αa D1h(t)

• (1 < α < 2) :

cDα
ah(x) =

1

Γ(2− α)

∫ t

a

(t− s)1−αh′′(s)ds

= I2−αa D2h(t).

Propriété 1.6.1.

1. cDα
a c = 0 ; c est une constante.

2. cDα
a t
β =


Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
tβ−α; β > α− 1

0; β ≤ α− 1
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1.6. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

1.6.2 Dérivée au sens de Hadamard

Définition 1.6.2. [11] Soit une fonction h ∈ C([a, b]), la dérivée fractionnaire d’ordre

α > 0 au sens de Hadamard de h est :

HD
α
a =

1

Γ(n− α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(
log

t

s

)n−α−1
h(s)

s
ds; n− 1 < α < n

= δn(HI
n−αh)(t),

tel que n = [α] + 1.

1.6.3 Dérivée au sens de Caputo - Hadamard

Définition 1.6.3. [11], [13] Soit h ∈ ACn
δ ([a, b]), n ∈ N∗. La dérivée

fractionnaire d’ordre α ≥ 0 au sens de Caputo-Hadamard de la fonction h est définie

comme suite :

(cHD
α
ah)(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
log

t

s

)n−α−1
δn
h(s)

s
ds; n− 1 < α < n

=H In−α(δnh)(t),

tel que δ = t
d

dt
.

Proposition 1.6.1. [10] Soit α > β > 0. Si f ∈ C([a, b]), alors

c
HD

β
a (HI

α
a f)(t) = Iα−βa f(t).

En particulier, si α = β alors

c
HD

α
a (HI

α
a f)(t) = f(t).
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1.7. LEMMES AUXILIAIRES

1.7 Lemmes Auxiliaires

Lemme 1.7.1. [11] Soient α > 0, n = [α] + 1 et h ∈ ACn
δ , alors on a :

HI
α(cHDh)(t) = h(t)−

n−1∑
i=0

δiy(1)

i!
(log t)i, (1.2)

tel que δi est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre i, où i = 0, 1, ..., n− 1.

1.8 Quelque théorèmes du Point Fixe

Les théorèmes du point fixe sont trés utiles en mathématique et particulièrement

dans la résolution des équations différentielles et intégrales. En effet, ces théorèmes

fournissent des conditions suffisantes pour les quelles une fonction donnée admet un

point fixe, ainsi on assure l’existence de la solution d’un problème donnée en le trans-

formant en un problème de point fixe, et on détermine éventuellement ces points fixes

qui sont les solutions du problème posé.

Alors on commence cette section par les définitions suivantes :

Définition 1.8.1. On dit que X est complet pour la norme ‖.‖ si toute suite de Cauchy

dans X est convergente. Un tel espace est aussi appelé espace de Banach .

Définition 1.8.2. Soit (X, ‖.‖) un espace normé. Un sous-ensemble Ω ⊂ X est dit

borné s’il existe M > 0 tel que pour tout x ∈ Ω on a :

‖x‖ ≤M .

La définition suivante va être utilisée dans le théorème de Schaefer pour les équa-

tions différentielles fractionnaires .

Définition 1.8.3. Soit (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé. Une application Φ de X

dans X est dite contractante s’il existe un nombre positive k ∈]0; 1[, tel que pour tout

x, y ∈ X, on a :
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1.8. QUELQUE THÉORÈMES DU POINT FIXE

‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ k‖x− y‖.

Définition 1.8.4. [14] Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.|| et

T : E −→ E une application. Un élément x de E est dit point fixe de T si

Tx = x.

Définition 1.8.5. Soient X et Y deux espaces de Banach. L’opérateur continu

Φ : X → Y est complétement continu s’il transforme tout borné de X en une partie

relativement compact dans Y .

Introduisons maintenant le principe de contraction de Banach.

Théorème 1.8.1. ( point fixe de Banach : [9]) Soient (E, ‖.‖) un espace de Banach

et f : X ⊂ E → X telle que X est un fermé de E est une application contractante.

Alors f admet un point fixe unique ie :

∃!x0 ∈ X : f(x0) = x0.

Théorème 1.8.2. ( point fixe de Schaefer : [9]) Soient X un espace de Banach

et Φ : X → Xune appllication continue et compact sur X.

Si l’ensemble

A = {x ∈ X;x = λΦ(x), 0 < λ < 1},

est bornée, alors l’application Φ admet au moins un point fixe.

Théorème 1.8.3. (Alternative Non Linéaire de Leray- Schauder :[1]) Soit X

un espace de Banach et K un sous ensemble convexe non vide, soit U un sous ensemble

ouvert non vide de K, 0 ∈ U et T : U → K un opérateur complètement continu, alors

soit

1. L’opérateur T admet un point fixe dans U , sinon

2. ∃λ ∈ (0, 1) et x ∈ ∂U tels que x = λT (x).
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Chapitre 2
Existence des solutions

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques résultas d’existence et d’unicité des

solutions du problèmes aux limites concernant des équations différentielles fraction-

naires avec la dérivée de Caputo-Hadamard .

On considère le problème aux limites pour les équations différentielles fractionnaires

suivant :

Dαy(t) = f(t, y(t)), 0 < α < 1, t ∈ J = [0, T ]

ay(0) + by(T ) = c.

Où cDα désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, T ]×R→ R est une

fonction continue, a, b et c sont des constantes réels tels que a+ b 6= 0.

On va convertir le travail ci-dessus, avec le problème différentielle fractionnaire sui-

vant :
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2.2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

c
HD

αy(t) = f(t, y(t)), 0 < α < 1, t ∈ J = [0, T ] (2.1)

ay(0) + by(T ) = c, (2.2)

où c
HD

α désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard, a, b et c sont

des constantes réels tels que a+ b 6= 0, et f : [1, T ]×R→ R est une fonction donnée.

2.2 Existence des Solutions

Définition 2.2.1. Une fonction y ∈ AC1
δ ([1, T ],R) est dite une solution du problème

(2.1) - (2.2) si elle satisfait l’équation différentielle
c
HD

αy(t) = f(t, y(t)), pour t ∈ J , ainsi que la condition (2.2).

Pour l’existence des solutions pour le problème (2.1) -(2.2), nous avons besoin des

lemmes suivants :

Lemme 2.2.1. Soit h : [1,+∞) → R une fonction continue. La fonction y est une

solution de l’équation d’intégrale fractionnaire :

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
h(s)

ds

s
− b

Γ(α)(a+ b)

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
h(s)

ds

s
+

c

(a+ b)
(2.3)

si et seulement si y est une solution du problème

c
HD

αy(t) = h(t); 0 < α < 1 (2.4)

ay(1) + by(T ) = c. (2.5)

Preuve 2.2.1. En utilisant (2.4) et le lemme (1.7.1) on a :
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2.2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

c
HD

αy(t) = h(t)

HI
α(cHD

αy(t)) = HI
αh(t)

y(t)− y(1) = HI
αh(t)

donc

y(t) = HI
αh(t) + y(1),

et pour y(1) = c1 on trouve :

y(t) = HI
αh(t) + c1

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
h(s)

ds

s
+ c1. (2.6)

La condition (2.5) permet d’éffectuer le calcul de y(1), on a :

ay(1) + by(T ) = ay(1) +
b

Γ(α)

∫ T

1

(log
T

s
)α−1

h(s)

s
ds+ by(1) = c

= ay(1) + by(1) +
b

Γ(α)

∫ T

1

(log
T

s
)α−1

h(s)

s
ds+ by(1) = c

= (a+ b)y(1) + b
1

Γ(α)

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
h(s)

ds

s
= c,

ainsi

y(1) =

c− b 1

Γ(α)

∫ T
1

(
log

T

s

)α−1
h(s)

ds

s

(a+ b)
,

et comme y(1) = c1 alors :

c1 =

c− b 1

Γ(α)

∫ T
1

(
log

T

s

)α−1
h(s)

ds

s

(a+ b)
.

En remplaçant c1 dans (2.6) et on trouve la formule (2.3) :

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
h(s)

ds

s
− b

Γ(α)(a+ b)

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
h(s)

ds

s
+

c

(a+ b)
.
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2.3. LE PREMIER RÉSULTAT

Inversement, on suppose que y satisfait (2.3). En suite, en utilisant le fait que la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard d’une constante est nulle, et on obtient :

c
HD

αy(t) =c
H Dα

[
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
h(s)

ds

s

]
,

grâce à la propriété c
HD

αIαh(t) = h(t), on obtient :

c
HD

αy(t) = h(t).

Par conséquent, l’équation intégrale (2.3) est équivalente au problème (2.4)-(2.5).

2.3 Le premier Résultat

Le premier résultat est basé sur le théorème du point fixe de Banach.

Théorème 2.3.1. On suppose que :

(H1) Il existe une constante k > 0 telle que :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ k|x− y| pour tout t ∈ J et x, y ∈ R.

Si [
1 +

|b|
|a+ b|

]
k(log T )α

Γ(α + 1)
< 1.

Alors le problème (2.1) -(2.2) admet une solution unique sur [1, T ].

Preuve 2.3.1. On transforme le problème (2.1)-(2.2) au un problème de point fixe.

On considère l’opérateur N : C([1, T ],R)→ C([1, T ],R) définie par :

(Ny) (t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
f(s, y(s))

ds

s

− b

(a+ b)Γ(α)

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
f(s, y(s))

ds

s
+

c

(a+ b)
.

(2.7)
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2.4. LE DEUXIÈME RÉSULTATS

Clairement, les points fixes de l’opérateur N sont solution du problème (2.1)-(2.2).

On utilise la théorème de Banach pour montrer que N admet un point fixe unique.

Soient x, y ∈ R, ∀t ∈ [1, T ], on a :

|(Nx) (t)− (Ny) (t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

s

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

s

≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

T

s

)α−1
|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

s

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

s

≤
[
1 +

|b|
|a+ b|

]
k(log T )α

Γ(α + 1)
‖x− y‖∞,

donc

‖N(x)−N(y)‖∞ ≤
[
1 +

|b|
|a+ b|

]
k(log T )α

Γ(α + 1)
‖x− y‖∞.

Puisque, N est une contraction et d’aprés le théorème de Banach, N admet un seul

point fixe qui l’unique solution du problème (2.1)-(2.2).

2.4 Le deuxième Résultats

Le deuxiéme résultat est basé sur le théorème de point fixe de Schaefer.

Théorème 2.4.1. Supposons que :

(H2) La fonction f : [1, T ]× R→ R est continue.

(H3) Il existe une constante M > 0 telle que :

|f(t, u)| ≤M pour chaque t ∈ [1, T ] et toutes u ∈ R.

Alors le problème (2.1) -(2.2) admet au moins une solution sur [1, T ] .
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2.4. LE DEUXIÈME RÉSULTATS

Preuve 2.4.1.

Nous allons utiliser le théorème de point fixe de Schaefer pour prouver que N dé-

finie par (2.7) a un point fixe.

La preuve sera donnée en 4 étapes :

Étape 1 :" N est continue."

Soit yn une suite telle que yn → y dans C([1, T ],R). Alors pour tout t ∈ [1, T ] on a :

|(Nyn)(t)− (Ny)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

s

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

s

≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
sup
s∈[1,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds
s

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
sup
s∈[1,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds
s

≤ ‖f(.; yn(.))− f(.; y(.))‖∞
Γ(α)

.

[∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
ds

s
+
|b|
|a+ b|

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
ds

s

]

≤
[
1 +

|b|
Γ(α)|a+ b|

]
(log T )α

Γ(α + 1)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞.

Comme f est continue, on a

‖(N(yn)−N(y)‖∞ → 0 lorsque n→∞.

Étape 2 :"N transforme un ensemble borné en un ensemble borné dans C([1, T ],R)"

En effet, il suffit de montrer que pour tout µ∗ > 0, il existe une constante positive l

telle que pour chaque y ∈ Bµ∗ = {y ∈ C([1, T ],R) : ‖y‖∞ ≤ µ∗}, alors il faut montrer

que ‖N(y)‖∞ < l, on a ∀t ∈ [1, T ].

|N(y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
|f(s, y(s))|ds

s

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
|f(s, y(s))|ds

s
+
|c|
|a+ b|

.
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2.4. LE DEUXIÈME RÉSULTATS

Donc

‖N(y)‖∞ ≤
M (log T )α

Γ(α + 1)

[
1 +

|b|
|a+ b|

]
+
|c|
|a+ b|

:= l.

Étape 3 :"N transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue dans

C([1, T ],R)".

Soient t1, t2 ∈ [1, T ], t1 < t2, Bµ∗ est un ensemble borné de C([1, T ],R) comme

dans étape 2, et soit y ∈ Bµ∗ . Alors :

|(Ny)(t2)− (Ny)(t1)| ≤
1

Γ(α)

∫ t1

1

[(
log

t2
s

)α−1
−
(

log
t1
s

)α−1]
|f(s, y(s))|ds

s

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(
log

t2
s

)α−1
|f(s, y(s))|ds

s

≤ M

Γ(α + 1)
[(log t2)

α − (log t1)
α] .

Quand t1 → t2, le second membre de cette dernière inégalité tend vers zéro. Ainsi les

étapes 1 à 3 et d’aprés le théorème Arzela- Ascoli, on conclut que N est complétement

continu.

Étape 4 :"Les limites à priori".

Maintenant il reste montrer que l’ensemble :

ε := {y ∈ C(J,R) : y = µN(y) pour certain 0 < µ < 1}

est borné.

y(t) = µ

[
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
f(s, y(s))

ds

s
− b

Γ(α)(a+ b)

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
f(s, y(s))

ds

s

+
c

(a+ b)

]
.
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2.5. LE TROISIÈME RÉSULTATS

Soit y ∈ ε. Alors y = µN(y), pour un certain µ compris strictement entre 0 et 1 on a :

|N(y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
|f(s, y(s))|ds

s

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
|f(s, y(s))|ds

s
+
|c|
|a+ b|

≤ (log T )α

Γ(α + 1)

[
1 +

|b|
|a+ b|

]
+
|c|
|a+ b|

:= R.

Donc

‖N(y)‖∞ ≤ R.

Cela montre que l’ensemble ε est borné. Comme une conséquence de point fixe le

théorème de Schaefer, nous en déduire que N a un point fixe qui est une solution du

problème (2.1) - (2.2).

2.5 Le troisième Résultats

Le toisième résultat est basé sur l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Théorème 2.5.1. Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

(H4) Il existe φf ∈ L1(J,R+) et ψ : [0,∞) −→ (0,∞) continue et croissante tel que :

|f(t, u)| ≤ φf (t)ψ(|u|) pour tout t ∈ J et u ∈ R.

(H5) Il existe un nombre M∗ > 0 tel que :

M∗[
1 +

|b|
|a+ b|

]
ψ(M∗)HIαφf (T ) +

|c|
|a+ b|

> 1.

Alors le problème (2.1) - (2.2) admet au moins une solution dans C([1, T ],R).

Preuve 2.5.1.

22



2.5. LE TROISIÈME RÉSULTATS

D’aprés le théorème (2.4.1), l’opérateur N est continu, compact, et envoie les en-

sembles bornés dans des ensembles équicontinus. Donc, une application du théorème

d’Arzela- Ascoli mène à déduire que N est un opérateur complètement continu.

∀t ∈ [1, T ], on a

|y(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
φf (s)ψ(|y|)ds

s

+
|b|

Γ(α)(|a+ b|

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1
φf (s)ψ(|y|)ds

s
+
|c|
|a+ b|

≤
[
1 +

|b|
|a+ b|

]
ψ(‖y‖∞)Iαφf (T ) +

|c|
|a+ b|

,

donc

‖y‖∞[
1 +

|b|
|a+ b|

]
ψ(‖y‖∞)Iαφf (T ) +

|c|
|a+ b|

≤ 1.

D’aprés la condition (H5), il existe M∗ tel que ‖y‖ 6= M∗,

et soit

BM∗ := {y ∈ C([1, T ],R) : ‖y‖∞ < M∗} ,

ce qui contredit le fait que y ∈ ∂BM∗ tel que y = µN(y), pour certain µ ∈ (0, 1).

D’aprés l’alternative non linéaire de Leray-Schauder, on peut conclure que N admet

au moins un point fixe qui est une solution de problème (2.1) - (2.2).
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2.6. EXEMPLE

2.6 Exemple

Dans cette section, on présente un exemple pour illustrer non résultats.

Exemple 2.6.1. On considère le problème suivant :

c
HD

1
2y(t) =

cos2 t

(e−t + 3)2|y(t)|
, ∀(t, y) ∈ ([1, e],R+), (2.8)

y(1) + y(e) = 0, (2.9)

où α = 1
2
, T = e, a = b = 1 et c = 0, et f(t, y) :=

cos2 t

(e−t + 3)2|y(t)|
.

On a

|f(t, y)| = | cos2 t

(e−t + 3)2|y(t)|
| ≤ 1

9
.

On pose M = 1
9
et on obtient :

‖N(y)‖∞ ≤
M(log T )α

Γ(α + 1)

[
1 +

|b|
|a+ b|

]
+
|c|
|a+ b|

=
1

3
√
π
< 1.

Alors par le théorème (2.4.1), le problème (2.8) - (2.9) admet des solution sur [1, e].

Exemple 2.6.2. On considère le problème suivant :

c
HD

3
2y(t) = (log t)4

y2e−y

2|y| (e−y + 2)2
, ∀(t, y) ∈ ([1, e],R+), (2.10)

y(1) + 2y(e) = −1, (2.11)

où α = 1
2
, T = e, a = 1, b = 2 et c = −1, et f(t, y) := (log t)4

y2e−y

2|y| (e−y + 2)2
,

alors

|f(t, y)| := | (log t)4
y2e−y

2|y| (e−y + 2)2
| ≤ (log t)4

|y|
8
.
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2.6. EXEMPLE

On pose ψ(|y|) =
|y|
8
, φf (t) = (log t)4, et HI

1
2φf (e) = 256

63
√
π
. Si

M∗[
1 + |b|

|a+b|

]
ψ(M∗)HIαφf (T ) + |c|

|a+b|

=
M∗

5
24
M∗ 256

63
√
π

+ 1
3

=
M∗

M∗ 1280
1512

√
π

+ 1
3

> 1,

on trouve que pour M∗ ≈ 0.638 les conditions de théorème (2.5.1) sont verifiées, alors

il exist ou moin une solution de problème (2.10)- (2.11) sur [1, e].
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Conclusion et perspectives

L’objectif de cette mémoire est de présenter plusieurs résultats d’existence et d’uni-

cité pour certaines classes des problèmes concernant les équations différentielles d’ordre

fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard.

Les résultats obtenus sont basés sur l’argument du piont fixe, en particulier on a utilise

trois théorèmes de point fixe bien connus ( Banach, Schaefer et Leray-Schauder ).

Dans le future, on peut utilisé Théorème de Mönich.
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