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Résume:

Dans cette mémoire de Master, On s’intéresse aux équations différen-
tielles fractionnaire de Sturm-Liouville.Le mémoire est divisé en deux chapitres,
Dans le premier chapitre on va donner certains définitions,quelques propriétés et
des théoréemes dont on aura besoin dans le chapitre suivantes.Dans le deusiéme
chapitre, Nous avons présente l’existence et unicite, I'existence sans unicite de
solution par le théoréme de point fixe.
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Introduction

En mathématiques, la théorie de Sturm-Liouville étudie le cas particulier des équations
différentielles linéaires scalaires d’ordre deux de la forme :

d dy
@

avec en plus des conditions aux extrémités de l'intervalle [a, b] de la forme :

kiy(a) + kay'(a) =
{ Ly(b) + Loy (b) = @)

avec kq, ko, [1 et I3 sont deux nombres réels tels que ki, ko, I1 et [y non nuls et A est un
parameétre quelconque (Une solution d’un probléme de Sturm-Liouville est une fonction qui
satisfait a la fois I’équation de Sturm-Liouville (1) et les conditions (2). La fonction triviale
y = 0 est clairement une solution pour tout probleme de Sturm-Liouville. Les solutions y # 0
(si elles existent) sont dites étre les fonctions caractéristiques ou encore fonctions propres
du probléme et, dans ce cas, la valeur A pour laquelle une telle solution existe est la valeur
propre ou caractéristique de cette solution (voir [4], [26], [30] et [35]).

)+ (q(z) + Ap(z))y =0, ou =€ [a,b], (1)

D’autre part, les opérateurs de dérivation et d’intégration fractionnaires sont utilisés
pour la description des propriétés de plusieurs matériaux comme polymeéres et la théorie de
la dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel que nous le
connaissons aujourd’hui, ses origines remontent a la fin du 17 éme siecle, I’époque ot Newton
et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral (voir [?], [6], [7], [9]

t [17]) .

0.1 Apercu historique :

Dans une série d’articles a partir de 2014, les auteurs Z. Dahmani et M. Houas (voir [23],
[24] et [25]) se sont intéressés au systéme d’équations différentielles fractionnaires :

D*a(t) = fi(t,y(1), D*2y(t), D*y(t), ..., D*y(t)), ¢ €[0,T],
Dhva(t) = fi(t,y(t), D2y t) Dﬁi”y() L Dny(t), t€[0,T],

z(0) = 2%, 2/(0) = 2"(0) = ... = 2("~ (0) =0,
y(0) = y*, ¥ (0) = y"(0) = ... = y""D(0) = 0,
DPz(1) = A DPx(n), Diy(1) = A\ D%(E),



ou D%, DB i =1,.. nreprésentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre
«;, [3; respectevement.

En 2016, les auteurs C. Kiataramkul et al. (voir [30]) ont étudié Iexistence et 'unicité de
solution pour le probléme différentielle fractionnaire de Sturm-Liouville soumis a I’approche
de Hadamard. Durant les derniéres années (voir [35]) plusieurs auteurs se sont penchés sur
les problémes fractionnaires avec conditions aux limites de Sturm-Liouville.

Ce manuscrit s’organise en deux chapitre : Le premier chapitre contient la base théorique
du calcul fractionnaire nécessaire pour la bonne compréhension et le développement des
chapitre qui suivent.

Dans le chapitre deux, on va discuter ’existence et I'unicité de solution du probléme aux
limites de Sturm-Liouville pour une équation différentielle fractionnaire, c’est-a-dire :

{ D2 (p(t) D™ x(t)) = f(t,z(t), D a(t), DP2x(t), ..., DPra(t)), 1<t<e, ()
z(l)+x(e) =0, D%(1)+ D%zx(e) =0,

otl D* est la dérivé fractionnaire d’ordre A € {ai,ﬁj} avec i = 1,2 et 7 = 1,...,n au
sens d’'Hadamard et f : [1,e] Xx R" — R est une fonction continue donnée. Aussi p est une
fonction continue sur [1,e].



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on présente quelques fonctions spéciales et des opérateurs, qui seront
utilisées dans les autres chapitres, ces fonctions jouent un role trés important dans la théorie
du calcul fractionnaire.

1.1 Opérateurs de Hadamard :

Définition 1.1 On note par AC([a,b]) l’espace des fonctions absolument continues sur [a, b]
constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesque sommables ie :

f € AC([a,b]) <= Fp € L'([a, b)),

telle que N
f(z) = c+/ o(t)dt.

Définition 1.2 Pour n € N, on note par AC"([a,b]) l’espace des fonctions a valeurs com-
plexes f(x) ayant des dérivées jusqu’a lordre (n—1) continues sur [a,b] telle que f™~Y(z) €
AC([a, b)), c’est -a-dire :

AC"[a,b) = {f :[a,b] = Cet f " V(z) € ACa,b]}.
En prticulier on a AC™[a,b] = AC|a,b).
Définition 1.3 L’espace noté AC}[a,bldéfini par :
AC}la,b) = {f :[a,b] = C et 6" ' f(z) € AC[a,b],6 = xd/dz}

est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égalel.

1.2 Intégration fractionnaire au sens de Hadamard :

Définition 1.4 Soit f une fonction continue sur |a,b] & valeurs dans R avec 0 < a < b <
oo et a > 0. Alors,lintégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Hadamard de f définie par

JOf(x) = ﬁ/a (log %)a_lydt; a<x<b,

ou I' est une fonction Gamma d’Euler.



1.2.1 Quelques propriétés :

Proposition 1.1 Soient f et g deux fonctions continues sur |a,b] a valeurs dans R, \; et
X ER, Va>0ona:

Ja (Mf (@) + dag(z)) = M7 f () + A7 g ().

Proposition 1.2 Soit f : [a,b] — R (log %) une fonctions continues ,f € L*([a,b]).Va, 3 €

R7, ona:
ds di
Je I8 fr) = &/“&/mlog )" (log 1) ()"

tellequeagtgm,agsgt.

Proposition 1.3 Soit f : [a,b] — R une fonction continue, f € LP(|a,b]). Alors, pour tout

a,BERL, ona:
JeIlf(x) = Jf(x)
JIISf ().
Preuve. Nous avons m
ds dt
JeTf(@) //manﬂﬁwﬁ.
Puisque

a<t<ux,
et

a < s <,
ce qui implique

s<t<zx
Posons

log(t/s)

- log(z/s)

il vient
1 ot t dt] ds
a 18 1 a 11 £—1
57256 = o || Gt os by ]

Alors

[ o) t0g Ly 1) T

= /01 [logm — ylogf — 1ogs} ! [ylogg + log s — logs]ﬁllog (%) dy



donc

c’est-a-dire

JeT f(z) = /

s
_ a B— 1f(8)
N a+@ / s : s 5

_ JOH'Bf
En utilise les memes techniques, on obtient
T g f(x) = I3 f ().
Exemple Soient o > 0,5 > 0 et

Alors

Preuve. On a

t o5 1 ¢ T 5.5_1ds
Jy (log(a)’g 1) = —/ (log g) Ylog =)' —.

() a s
Soit le changement de variable suivant : m
_ (logs/a)
~ (logt/a)’
on trouve
t B (lOg i)a-i—ﬁ—l 1 ~ -
Jo “\Z\8-1 0 a / 1 — u)® 1, 8-1
2 (log(>) o @
B, a) t
— ) 1 “ya+p-1
I'(8) tarse
_ 1 a+pB—-1
Tt 7) (log =)

Remarque 1.1 En particulier, si 3 =1 et a>0. Alors, on a

500 = P (b))



1.3 Dérivation fractionnaire au sens d’Hadamard :
Définition 1.5 La dérivée fractionnaire au sens Hadamard de la fonction f est définie par :

Bpof(z) = o"J"“f(x)
d

= ()T ()

SR e (G B BT SOk 0P S

oun—1<a<n, n=|al+1.
Proposition 1.4 Pour a >0 et f € Cla,bl,on a :
TDRIf(t) = f(1),
mais
JHDRf(t) # (1)

Exemple 1.1 Soient f une fonction définie comme suite :
t
f(t) = (log =)t avec B>0.
a

Alors

I'(B)

D f(t) = T(B—a)

t
(log—)?=7' avec a>0 et (>0.
a

On a ;
1DE (1) = 83" (log 1)),

d’aprés (17), on trouve

I'(5)

t)n—a—i—ﬁ—l
L'(n—a+p)

t
Jr(log =) = log —
o (log ) (log =

)

d’ou le résultat.

Remarque 1.2 En particulier, si
=1 et a>0.

Alors la dérivée fractionnaire de Hadamard d’une fonction constante est en général mon

nulle, c’est-a-dire
1 t

log —)™“.
] (log ~)

H na
D= —
a® I'l -«
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1.4 Lien entre la dérivée fractionnire au sens de Ca-
puto et celle au sens de Hadamard

Pour tout y € AC}[a, b], Nous avons :

n—1 (52
‘Dyy(x) = { y 10g } ,
1=0 '

1.5 Lemmes auxilliares :

ou n=a]+ 1.

Lemme 1.1 Soient f € AC}([a,b],R) et a >0, on a :

n—1
JDf(x chlogx
k=1
onCrpeR, k=1,2........ n—let n—1<a<n,n=la+1

1.6 Théorémes des Points Fixes

Les théoréemes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a établir
I’existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode de point fixe consiste a
transformer un probléme donné en un probléme de point fixe. Les points fixes du probléme
transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

Dans cette section nous rappelons les théorémes célébres du point fixe que nous allons utiliser
pour obtenir des résultats d’existence variés.

1.6.1 Concepts Essentiels

Définition 1.6 Soit (X,|.||) un espace vectoriel normé; une application linéaire A de E
dans lui-méme est appellé un opérateur linéaire dans X. On appelle domaine de A et on
désigne par D 4 tel que

Dy={x€e E:Ax € E}.

Définition 1.7 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé. Un sous-ensemble Q@ C X est dite
borné s’il existe M > 0 telle que pour tout x € 2 on a :

]| < M.
Définition 1.8 Une sous-ensemble 2 d’un espace vectoriel X est dit convexe ssi
V(z,y) € X,Va € [0,1],(1 — o)z + ay € X.

Autrement dit un ensemble est convexe s’il contient toute droite passant par deux de ses
points.
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Si ||| une norme sur l'espace vectoriel X. Pour tout x € X et r > 0, la boule centrée en
x et de rayon r (ouverte ou fermée) est convexe :

B(z,y) ={ye X [z —y| <r}.

Pour tout forme linéaire ® : X — R et b € R, le sous-niveau
P={z € X;0(x) <b},
est un ensemble convexe est appelé demi-espace.

Définition 1.9 On dit que Q2 est une partie compacte de X si de toute suite de points de €)
on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de ).

Définition 1.10 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé et (uy,),, n € N, une suite de X.
On dit que (uy,), est une suite de Cauchy si :

Ve>0,3dN >0,Vn> N,Vp>N; |unyp — un| <e.

Définition 1.11 On dit que l’espace vectoriel normé (X, ||.||) est complet si toute suite de
Cauchy (up)n, n € N, d’élément de X est convergente dans X. Un tel espace est aussi appelé
espace de Banach.

Définition 1.12 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé et ¢ une application d’un élement
de X dans lui méme. On appelle point fixe de ¢ tout point x € X tel que :

YT = T.

Définition 1.13 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé. Une application f de X dans X
dite Lipschitzienne de constante L > 0 si elle vérifie :

Vr,ye X, |[|f(x) = fW)llx < Lllx —yllx-

Définition 1.14 L’application Lipschitzienne f est dite une contraction si L €]0, 1].

Définition 1.15 Soit Q un sous ensemble de X = C([a,b], E). On dit que  est équi-
continue si pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que :

|t1 — t2| S o6 — |w(t1) — ¢<t2)| S g, \V/tl, ty € [a,b], w e Q.

1.6.2 Principe de Contraction de Banach

Définition 1.16 Soit X un espace de Banch et f : X — X wune contraction. Alors, f
admet un point fixe unique.

Définition 1.17 Soient X et Y deux espaces de Banach. L’opérateur continue ¢ : X —
Y est complétement continue s’il transforme tout borné de X en une partie relativement
compacte dans Y .
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1.6.3 Théoréme du point fixe de Schaefer

Notre deuxiéme résultat du point fixe est théoreme du point fixe de Schaefer.

Théoréme 1.1 Soit X un espace de Banach et T : X — X on opérateur complétement
continue. Si l’ensemble

A={reX:o=pTz, 0<p<l},

est borné, alors T posséde au moins un poit fixe.

1.6.4 Théoréme du point fixe de Schauder

Notre troixiéme résultat du poit fixe est le théoréme du poit fixe de Schauder :

Théoréme 1.2 Soit X un espace de Banach. U un fermé, convexe et non vide de X tel que
Uapplication T : U — U est relativement compact dans X. Alors, T posséde au moins un
poit fixe dans U.

1.6.5 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Théoréme 1.3 Soit 2 C X. Alors Q) est relativement compact dans X si et seulement si
les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Q uniformément borné.

2. Q) est équi-continue.

1.6.6 Théoréme du point fixe Krasnoselskii

Théoréme 1.4 Soient X un espace de Banach, 2 un sous-ensemble fermé, borné et convezxe
de X. On suppose que les opérateurs S et T vérifient :

1. Tx+ Sy e, Vx,yell
2. S est continue et compact.

3. T est contractant.

Alors, il exsite au moins un élément z € Q) tel que Sz + Tz = 2.



Chapitre 2

EDF's avec conditions de
Sturm-Liouville

2.1 Introduction
On considére le probléme :

{ D2 (p(t)D*a(t)) = f(t, x(t), DPra(t), DP2a(t), ..., DPuz(t)), 1<t <e, 2.1)
0, .

z(1) + z(e) = D*z(1) + D*z(e) =0,

ot D est la dérivé fractionnaire d’ordre \ € {Oéi, ﬁj} avect=1,2et 7 =1,...,n au sens
d’'Hadamard et 0 < A < 1. Ainsi que f : [1,e] x R" — R est une fonction continue donnée.
Aussi p est une fonction continue sur [1, e] avec

P ()] > K > 0. (2.2)

2.2 Probléme intégral :

Lemme 2.1 Soient 0 < o, < 1. La représentation intégrale du probléme au limite frac-
tionnaire (2.1) est donnée par :

x(t)

1 L tia
- F(Oél) /1 (10g5>

X (P_I(S) {r(;) /18(10g;)aQ_lf(T7$(T)>D’le(T),D’BQx(T),...,Dﬁnx(T)d—T}) ds

- b (e)/p (1) ! e og $)o2 L #(s, x(s), DPra(s), DPx(s Prg(s
1+ (p~1(e)/p—1(1)) (F(Oég)/l (1 88) f(s,x(s), D" x(s), D™x(s), ..., D"ra(

x {F(<112) /15<1og %) (7. a(7). D (), D). .. Dﬁnx(T)‘i__T} %

SN—
o;|§~
N—
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(p~'(e)/p~'(1)) L 0w EY02-1 f(s. (s). D (). D2l 50y 5
B G T (e ], 098517 16260 D) D). o D))

(s [0S0,

ol

p(t) = f(t,x(t), DMa(t), DPa(t), .., DPra(t).
Preuve. Pour tout 1 <t <e, on a
D2(p(t)DMx(t)) = f(t,x(t), DP1a(t), DP2x(t),..., DPa(t), 1<t <e.

On pose
o() = F(t,(t), DPa(t), DPa(), .., Dar(t),

il vient

D (p(t)D™z(t)) = (1), 1<t<e. (2.3)
Maintenant, en appliquant l’opérateur J** a l’équation (2.3), nous avons

J2D (p(t)D* () = J* (1),
et on utilise le Lemme 1.1, il vient
p(t) D™ x(t) = J**p(t) + ko, (n=log] +1=1).
ot ko est une constante. Puisque p # 0, on trouve
D*x(t) = (p_lj‘”go) (t) + kop (1) (2.4)

Maintenant, en utilisant la condition D*x(1) + D*z(e) = 0, on trouve

{ Dera(1) = (p~1J*2) (1) + kop™'(1),
D*a(e) = (p~'J%2¢) (e) + kop™*(e),

en additionnant les deux équations de cet system, on a

(P~ T%%0) (1) + kop™ ' (1) = — (07 T°%p) (€) — kop™'(e),
d’ot

[ () +p7He)] ko= — (p1T0) (1) = (071 T*9) (e).
On sait que JPp(1) = 0, il vient

[ (D) +p He)] ko = — (p~"T*9) (e),

et grace 'hypothése (2.2), on trouve

ko = — Jp(e)
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Posons )
- p~(e)
p~ (1)
On obtient u
kg = ——"—J™*
0 1+ o(e)

On applique Uopérateur J*' a ’équation (2.4), nous avons
JUDMx(t) = J[(p71 %) () + kop (1))
= JU (p ) (1) + ko (JUp7) (1),
d’ot
z(t) = J (p7'J%20) (t) + ko (J*'p ") () + K, (2.5)

tel que ki est une constante. D’autre part, on a

{ w(1) = Jo (p~1J%20) (1) + ko (J*1p~1) (1) + ko,
z(e) = J* (p7rJ2p) (e) + ko (J*'p~t) (€) + k.

On utilise la condition initiale x(1) 4+ xz(e) = 0, on obtient

Jor (ptJ220) (1) + ko (J*1p™h) (1) +
= —J (p1J20) (€) — ko (JU'p~") (€) — Ka,

et puisque

J (p_lJo‘2<,0) (1) et ko (J‘“p_l) (1),
sont nuls, on trouve

2k = —JN (p_lJazgo) (e) — ko (Jo‘lp_l) (e),
Enfin

1 1
k= =5 J (07 %) (€) = Sho (Jp77) (e).
Finalement, en remplacant ko et ki par leurs exepressions dans l’équation (2.5), on a
a(t) = JU(pH ) (1)

Tt () 0

1 o1 (o—1 7o H Qs ag,,—1
—§J (p'J 90)(6)+—MJ ple) (JUp7) (e),

Done

2 e i) (i st )
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Alors

o [t (6 { s [t ar ) &
e (e | 200 (e
_ZF(lozl) lea"gg)al 1p_1<8){r(;)/13(1°g§)a2 ISOTT)‘”}%
S oty (e /. 0 ) (g [ e

D’ot le résultat. m

2.3 Probléme de point fixe :
Tout dabord, on introduit ’espace de Banach X défini par :
X ={z/z € C([1,T],R); D"1z, D"z, ..., D’z € C([1,T],R)},

muni de la norme :

lzllx = llzllo + |1D72|, + [[D%22], + ... + || D], (2:6)
Ou
|zl = sup |z(t) = s | DPrar(t)]
z€[1,T] z€[1,T]
HD/B%HOO = sup ‘Dﬁ%v )’, an = sup ‘Dﬂnx )|
z€[1,T) z€[1,T]

On considére 'opérateur ‘H défini par :

H: X — X
r — Hzx

tel que, pour tout ¢ € [1,¢], on a

Ha(t)

= e J toe
. (p_l(s) {F(;) [UOg;)az—lf(mf(T),Dﬁlx(T),Dﬁ?x(r),...,Dﬁm(T)d_TD ds

W) (L[ et ) D), DPa(s). . Diea(s
T 00y T | (08500500, D950, D). D

(&%)

N—
o>|§~
N—
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(s [oe 0% - s [osSym
{

/ls(log g)az-lf(f, (), DPa(7), DP2(7), ..., Dﬁnm)dl} ds

T S

T A

2(14 (p~'(e)/p~1(1))) \I'(az
1 ¢ € ai1 —1 @
X (F(Oé1)/1 (log;) p (S> S )7

2.4 Existence et unicité :

On considére les hypothéses suivantes :
— (Hy): Lafonction f:[1,e] x R” — R est une fonction continue.
— (H,) : Pour tout t € [1,¢] et x1, 9, ..., Tpn, Y1, Y2, ..., Yn € R, o0 a

’f (t,.flfl,l'g, >In) - f (taylay% 7yn)| < ZLZ ‘xl - yl’ 3
k=1

et
L =max(L;), i=1,..,n.

] /le(log g)o‘2_1f(s, z(s), D"1x(s), DﬁQx(s), s

Théoréme 2.1 Sous ’hypothése Hsy, le probléme (2.1) posséde une solution unique si

01+ 09 < 1,
Ou
3(1+ M)SL 1
o (1 + a1)I(1 + ay) L1+ a)T(1+ar — 5;)
Avec
S=sup [p~'(t)] ,
tell,e]
Aussi 1( )
M p (e
M=— t =
T+ T
Preuve.

Etape 1 : Tout d’abord, on montre qu’il existe §2; tel que :

IHe = Hyllo <01 llz —yllx -

S+m>’
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Soient x, y € X. Pour tout ¢t € [1,¢], on a

[Ha(t) — Hy(t)]

< o {|m A
X (p_l(s){ 1 /ls(log;)‘”_l { _f(TwT(T);D61$(7>,Dﬁ2$(7),...,Dﬁnx(T) }d_r}) ds

f(Tvy(T)7Dﬁly(T)’Dﬂgy(T)’“'7Dﬁny(7) T S

T+ ()/p (1)

. (r(;) /j“og?a“ [ f}?’x(?)3?£;f§<)>l);;f§2> . %3552(( )> } d‘)
(i [ oy 92) - o [t

o [wosnr [ e i | T
L e/

l D%1(s), DP2a(s), ..., DPna(s) } @)

DPiy(s), DP2y(s),..., DPry(s) | s
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C’est-a-dire

Ha(t) — Hy(t)]
1 ¢ t a1
= F(al)/l (log 2)

\

1 1 S S\ap1 - f(r,2(r), Da(7), DP22(7), ..., DPra(r) | dr
X (8861[112] I~ (s)] {F(%)/1 (IOgT) I’)} { ~ (7, y(r), DPry(r), DP2y(r), ..., DPuy(7) } - }
[(p~"(e)/p~"(1)]
@/ )

1 E az—1 f(S,ZL‘(S )
- (F(OQ)/l (log 8) ssel[lll,)e] |: —f(S,y(

1 ¢ a1 1 ds 1 ¢ €\ ay1 1
fo [ a0 s 09| )+ g [ Gos S s i)

S s€[1l,e] B s€[1,e]

), DP23(s), ..., DPna(s) ] ds
s), DP2y(s), ..., DPny(s) | s

L [ 2y s [ 0 Do) Do) Dt | d_T} ds

T T€[L,€] _f(svy(3)>Dﬁly<3)>Dﬂ2y<3)"“’Dﬂny(s> T s

/e(logf>a2_1 [ f(s,z(s), DPra(s), DP2x(s), ..., DPna(s) ] ds
1 S _f(suy(S)7D61y<S),D52y<S),...,D’Bny(s)

(F(QZ) T€E[1,€] S
1 € e ds
X log =)~ gu L) =
(F(al)/l( g7) sup P~ ()] =

Posons
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Il vient
[Hx(t) — Hy(t)|
1 ¢ U1
< m/l (log g)
" 1 g Syaz-1 o f(r,2(r), D%ra(r), DP22(7), ..., DPra(7) ] dr | ds
i {r<a2>/1 L RN [ e e Nl B
1 o €ranmi “ f(s,2(s), DPra(s), DP2x(s), ..., DPnx(s) | ds
+ F(Oég)/l (log 3) se[ll?e} |: f(87y<8)7Dﬁ1y<3)7D52y(8)7"'7D6ny(8> :| S
1 ¢ Lig,—1ds S 1 ¢ o Y1
o <F(041)/1 (log ) 5>+ 2 (F(Oél)/1 (log J) )
1 ‘ Syaz—1 su f(7_7x(7')7D’81$(T),D’821’(7), ...,Dﬁnx(T) ﬁ @
% {F(OAQ)/l (logT) Te[ll,)e] |: —f(s,y(S),D'Bly(S),DﬁQy(S),...,Dﬁny(s) :| T } S
M 1 ¢ o EYe21 gy f(s,2(s), DPra(s), DP2x(s), ..., DPnx(s) | ds
* 2 F(a2)/1 (log s) 86[12} [ —f(s,y(s), DP1y(s), DP2y(s), ..., DP»y(s) } s)
1 ¢ € q,_1d8
< (e | 055 5)
Or
[Hx(t) — Hy(t)]
S ¢ a1
= F(al)/1 (IOgs)
x {F(; j [ o 2yt [L1 e - |+ZL [D%a(r) - D%m\] d—}d—
+SM (ﬁ /16(10g§)0‘2 1 lep} [L1 |z — y +ZL ]Dﬁ Dﬂiy(s)| ?S

L[t ds
(g [ s 5)
Jr21“?041) /1 (log E)al_l
X {ﬁ/le(log )21 sup [Ll |x—y|+ZL |D5 Dﬁiy(T)‘] g %

TE[L€e]

SM 1 ‘ €\ g1 8, 5 ds
+T (F(Oéz)/1 (logs) sup [L1 |z — 9| +ZL ‘D - D y(s)|] ?>

s€([1,e]

(v [ 0o
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Ce qui implique

[H(t) — Hy(t)]

39 N e
< — log —)*~!
< 2F(a1)/1( &)
1 /e 1 dr | ds
X 4§ = log —)** " sup |Lq|z—y|+ L; |DPix(1) — DPy(r)|| — ¢ —
{F(Oéz) 1 ( ) 76[16][ 1| | 12; | ) y( )‘ 4 °
3SM 1 /e e ds
F— lo ~Laup | Lz —y|+ L, Dﬁlx — DPi
2 (F(Oéz) 1 ( gS) se[lpe}[ el 122: | vel| S s
1 ¢ e ds
- 1 o1 —177 ]
% <F(a1)/1 <Ogs) s>
On trouve
[Hx(t) — Hy(t)]
3S sup [Ll |z —y| + ZL }Dﬁ% D’Biy(T)‘]
T€[L,e] i=2
- 2F(Ozl)

oy [ 4}

3SM sup [Ll |z —y| + ZL |D61$ — DPiy(s )}]

s€[1,e] i—2

2

(et [ver) (s [ %)

D’autre part, on sait que d’apreés la remarque 1.1

1 c s arlﬁ B .
o ) s~ )

B (1) €\ ay
= T +ap 87
I'(1)
T(1+as)
1

L(1+ag)

On a aussi
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Il vient
[Ha(t) — Hy(?)]
< 35 sup | Ly |z —y|+ 2": L; }D'giﬁ(T) - Dﬂiy(7)|
T 21+ a)T(1+ a2) reig P
3SM =
+ sup |Li|lz —y|+ L; | DPix(s) — DPy(s)|] .
2I(1 + ap)I(1 +Oé2)s€[11,)e] [ 1] d ; ‘ (5) l )’]
Or
[Ha(t) — Hy(t)]
3SL =
< — DPBiy — DPi
= 201+ a)T(1 + ) I« y"°°+;“ ! y‘(’o]
3SML "
— DBiy — DPs )
T+ a1+ ) = y”°°+;H ! yHO"]
C’est-a-dire
(Ha(t) — Hy(?)]
3(14+ M)SL &
< _ DBiy — DB
T 2T(1 4 a)T(1 + ay) (Hx y||oo+;H ’ yHm)
3(1+ M)SL Iz — |
= 01+ a)l(ltap) " Ylx
Enfin
[He —Hyll, < d1llz —yllx- (2.7)

Etape 2 : On a

Hax(t)

= o [t (0 { s [ e T ) 2
(e [ oe 59 ) (s [ es 92

ity [ Gos S0 x {5 [ tos Do TS

i (e |, (s 9 00%) x (g [ Gos 70T,
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Pour tout 2 = 1, ..,n nous avons

DPiHz(t)
- [y [ty <0y [ o)
—D"™ [ﬁ (F(;) [e(logS)QZ‘lw(s)%) X (F(;) Zt(logé)al_lp_l(s)%ﬂ .

C’est-a-dire

DPiHa(t)
1

1 ¢ t
= log —)er—Ai—1
F(al_ﬁi)/l( gs)

—ﬁ (r(;) /18(10gS)”_lf(s,x(s),Dﬁlx(s),DBQx(s), ...,Dﬁnm(s)%)
(e [ o).

11 vient

| DPHa(t) — D Hy(t)|

< A /e
(o [ st { TR o i i )71 T

_% (%/e(hgs)arl{ f(s,2(s), DPrac(s), DP2x(s), ..., DPna(s) }@)
p s

042) 1 _f<7_7y(8)7Dﬁly(s)vDBQQ(s)v“'7D6ny(8) S

(v [ 0T
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Ce qui implique

| DPHa(t) — D Hy(t)|

1 ¢ e
< S —/ log &)1 =Ai=1
N {F(al—ﬂi) 1( gs)
“ 1 ¢ e dr | ds
— DBiy — DPi _/1 Zyee—1 20 U 77
Xlllﬂf ylloﬁr;:2 | D% y\m]{r(%) | (log )™
] LR w1 R M ey ey
1+p * = | \I'(a2) J4 s s

(i [ 0T

| DPHa(t) — D Hy(t)|

5 (lle = vl + Y- D% = D7
i=2 1 ‘ tha —6-—1d$
< (log =)™ 7" —
[(1+ ay) C(ey —B;) Ny S S

1 (IIfr — Yl + D || Dz — Dy
=2

1

+
Donc
| DPHax(t) — D Hy(t)]
s (nx ~ Yl +Z | Do~ Dy \w> p (nx ~ Yl + Z | D% — DRy Im)
< i= -

D1+ ao)0(1 + a1 — ) T )T+ a1+ s — B)
< [ 5 n b } e~y
= [T +a)l(l+ta—3;) A+ TA+a)T(+ar—B,) Ylix

< 1 (S+ p )H:U— ||
= T+ a1+ a1 — By 1+ p) Ylix
< oz =yl

Enfin

) e
eI <r<a11— ol “"gé)m_ﬂrlp_l(s)@ |

| DPHa — D Hy|| < b2 llz —yllx - (2.8)

En utilisant (2.7) et (2.8), il vient
IHa = Hyllo < (614 d2) [z = yllx -

D’ou le résultat. m
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2.5 Existence sans unicité :

Théoréme 2.2 On supppse que l’hypothése (Hy) est vérifie et l’hypothése suivante :
(H3) : Il existe une constante N > 0 tel que la fonction f est borné par N.
Done, notre probléme admet au moins une solution sur [1,¢]

Preuve. On considére une suite (z,),en de X tel que

r, — x C X.
Pour tout t € [1,e], nous avons
[Han(t) — Ha(t)]
1 Lot
= log — )1

A
1 1 ° S\an—1 3 3 P dr ds
X p (S) (log_) 2 f(Trrn(T)aD lxn(T)7D 2xn(7—)a"'7D ”{En(T)— -
INCRA T - s

% (Pl(s) {r((l%) /15(10g§)a21f(7',x(7)aDﬁlx(T),DﬁQm(T),...,Dﬁnx(T)d?T}> %

O (L e D (o) Do () Do
T (e | (08 9 6209 D) D3 DP9

(e /{“Og@““pl(s)%) - s [ Gos 5 17
{ /1 (log ;)aQ_lf(T,xn(r),Dﬁlxn(T), DP2z, (1), ..., DB7an<7_)d_T} ds

T S

+ (p” Ee)/p* (1)1 (F(Zg) /j(log g)”_lf(s,x(s),Dﬁlx(s),DBQx(s),...,Dﬁnx(s)@)

(i [ 0o 77 007) =iy [ e
) {réz) | oz 2y a(). DPva(r), D). Dﬁn:cmcii} 5

L 7@ (F(l) /jaog§>a2—1f<s,xn<s>,Dﬁla:n@),Dﬁzxn(s),---,D%@)—

2(1+ (p~e)/p~t(1)))

) (”; /f“‘)g?“l‘lp*(s@
o

= N—

 (pHe/p() (F(l )/le(logf)az1f(s,x(8),D51:c(S),DB%(S),...,DB“:E(S)—

2(1+ (p‘l(ee)/p‘l(l)))
(g [ w002 ).

~—

ds

S

)
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Ce qui implique

|[Han(t) — Ha(t)]

) [(log é)‘“‘l
{

1

I'(

{
X (p_l(S)

€[1,e]

sup

<

ds
s

dr
.

ey DPrg, (T

|

/1 8(10g

(1))

1

[(a,)

Ye)/p~!

(p~

o
S
—
<= =
~—~
—~ =~
w0~ —
~ S
S 8K
T
Q o ~—
Qa7 "R
oo jo8 [
: : — o
~ = | \W/\IN
A~~~ = -
<

O N
ns./\) nT
S’f —~ T’f
[ | [
— 1p .I,A
LT ]
—~
Toolm wln W
i =10} a0 =0l —
_ ) S S
& 2 =2 =2 &
)e Al 15 1\/}
e e )
— — —~ ~—
| N — & |
B 3 ~|3 — |3
N— N~— S~— —
+ ~ —~ ~

DPrz,(s
DPrz(s)

—N
VRS
Va)
L
—~
w
S~—
i
_|_,p
= - 7
— | L
N
N A
o0
= ¥ 23
T ~
~—> QO
i i —
S =X =
+ —|s ~|E
—
= K
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Encore
[ H,(t) — Ha(t)]
1 ¢ e
< log =)~ ! x sup [p~!(s
F( 1) 1 ( 3) sE[l,e]‘ ( )‘

1 ¢ 5\ ap_1 f(1,2,(7), DPr2, (1), DP22, (7)), ..., DPr,,(7) | d7 | ds
X{n% s |ty Dot }?}?
[(p~'(e)/p~'(1))|
+(p 1

“e)/p~(1))]

(log sup s, z(s), DPra(s), D%x(s), ..., DPra(s))

S s€(l,e]

1
1 /e t ds 1 c e
X (log =)' sup [p~ — —i— /(log— “lgup |p~
(F(al) 1 S s€([l,€] | | S ( ) ) s€[1,e] | ’

L [ o 100t gy | S 2n(7), DI (7), D2y (7), oy Do () | dr | ds
/1( g-) P { (1), ] }

f(r, T s

/e €)ar-t [ F(5,2n(s), D12 (5), D2, (8), ..o, Dy (5) } ds>

(1), DPra(7), DP2x(7), ..., DPna(T)

T TE€[Le]

T€[1,€]

1 ¢ e ds
log =)~ 1 gu 1) = .
F(al) /1 ( & 3) se[ll,:)e] |p ( ){ S >

1 € €raz-1 g f(s,2,(8), DPra,(s), DP2x,(s), ..., DPra,(s) @
% <F(a2)/1 (logs) P [ —f(s,x(s), Dr2(s), DP2a(s), ..., DPna(s) } s)

Donc,
[Han(t) — Hax(t)|
S ¢ e
< log —)1~1
S Tan) 1( &)

T T€[L,€] _f(TVI(T)?Dﬁlx(T)wDBZx(T),...,Dﬂnl‘(T)

X ({I L /e(logf)az—l sup { f(7,20(7), DPr2,, (1), D222, (7), ..., DPr, (7) ] ﬁ} ds

MS [ e . f(s,2n(s), DPra,(s), DP2x,,(5), ..., DPrax,(s) | ds
+ F(a2)/1 (log;) 1321[1112} [ —f(s,2(s), DP12(s), DP2x(s), ..., DPna(s)) ] ?)
1 C o tiao1ds S S €ia
(i [ 0o 2) + e [ Qs 9
1 ¢ 5\ f(1,2,(7), D12, (1), DP2,, (7) ...,Dﬁnx dr | ds
X F(Oé2)/1 (log ;) 17—561[111)6}|: —f(T,CU(T)vDBIx( ) D52$( D'B”l‘ 7}?

MS 1 € f(s,2,(5), D%r2,,(5), D2, (5) ...,Dﬁnxn s
"2 Py /1“0%;) 171%2]{ (s, 2(s), DP1x(s), DP2ax(s), } )

(e [ 095
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Puisque la fonction f est continue, alors, on déduit que
| Han(t) — Ha(t) [[oo— 0, quand n — 0.
D’autre part, on a

|DPiHa,(t) — D Ha(t)|

_ 1 ' E al—ﬁi—l
B ‘F(Oél - 5) /1 (log 3)

(s So a2l g(r a2 (1), D2, (1), DP2x, (T By Td—T @
(16 { gy [ o8 21 e (). D (1), D2, (1) o D (1) L)
_F(Ozll— 6‘)/1(10g£)a1_5i_1
X (pl(s) {P(; ) /j(log;)()&1f(T,£C(7'),Dﬁ1£C(7'),Dﬁzm(T), ...,D’Bn:v(T)Ci_—T}> %
O (L[ e e (o e (o
G T (e [, 008 507 6 D06 D25 D5
(Fm g [ s 0% g g [ s
L Sofo“r1 7, 2(7), D12, (), D22, (T B g Td—T@

A [ 10821 (5,000, DV (7). Do), o D ()

GO (L[t e o DA Disae) . Den(a®
T (e, 008 97760200, D). D5t D))
‘ (r'(a' =5 |/ s EWBFIP_I“)%) -5 ) | g Sy i)
X {F(iy )/1 (log ;)O‘Tlf(T,m(T),Dﬁlm(T),Dﬁ2m(7'), ...,Dﬁnx(r)ai_—T} %

(™ (©)/r (V) L e R R
G (T | 008 5 60205 D) D5 Dl

(/) (F(l )/j(logg)az1f(s,w(8),D513:(5),Dﬁzx(S),...,Dﬁna:(s
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Ce qui implique

| DPHa,,(t) — D Ha(t)|

< oo (e [ o
S 8Up | Ay og — ‘
te(l,e] F(al - ﬂz) 1 S

(o i [ [ B0 oS | )
(P~ Ef)/p E}zi

(o [ s o i )
(g [ o 0% ) - gt [og Sty
\

1 s S an_t | J(T,20(7), DPra, (1), DP22, (7), ..., DPr, (1) | dT | ds
/1(10g;) [ ~f(r.a(r), DPra(r), DP2a(r), .... DPna(7) 1 }_

T S

(e L o | 05 o e it ] 5)

N——

Ou bien

|DPHa, (t) — D " Ha(t)|

1 ‘ ar—B3;—1
< r(al—m/l (g 3)

_ 1 € 5\ iy f(1,2,(7), DP12,,(7), DP223,,(7), ..., DPr,, (T) dr
X(éﬁ% I 1<8)|{r<a2>/1 (log 2) 12%%[ —£(7,2(r), D%sa(7), DP2ax(7), .., Doear(7) ]
1)l
1

N [(p~'(e)/p~(
1+ (p~t(e)/p~(1))|

1 €\ an1 f(s,20(s), DPr,(5), D2, (5), ..., DOy (s) | ds
x(m/ﬁl‘)g‘) o | ] )

8 s€[1,e] _f(S, x(s) Dﬁlﬂ?(s), DBQZE(S), e DB”J}(S)

1 ¢ t ds 1 ¢ e
X —_————C 10 Zyer—pi—1 Ssu N — + —/ IO —yer—pi—1 su -1 S
(Fm-m/l( A L ‘3) e —5) Jy (%) b )



1 © S\an_1 f(r,2,(7), DPr2, (1), DP22, (7)), ..., DPra,(7) | dr
X{ /1(10g—) Sup [ —f(r,2(7), DP1a(7), DP22(7), ..., DPn(T) }7}

T T€E[1,€]

[(p~"(e)/p~'(1))]
211+ (p~e)/p~(1)))|

X ( ! /e(log yaz-1 { f(s,20(s), DPray(s), D22y (s), ..., DPray,(s) ] @)

+

P(OQ) S Tsel[lll,)e] —f(S,ZL'(S), Dﬁlx(s)7Dﬁ2x(S)> sy DBTLx(S) S
1 /e €. a4 B ds
X | =— log =) it sup [p~(s)| — | .
(F(al - B:) N ( 5) 86[1,6}‘ ( )‘ $
Ou bien

}DﬁiHmn(t) - Dﬂin(t)‘

S e 1
e J, tos3"
x ( 1 /1€(log f)%,l { f(r,2n(7), DPr2, (1), DP22, (1), ..., DPnx, (1) ] dr) %

IN

sup —f(r,2(7), D%r2(7), DP22(7), ..., DPn(T)

T TE[L,e]

+ (F(})@) /:Ung)azl sup [ f(s,2,(s), D12, (s), DP2x,,(5), ..., DPra,(s) } @)

s
s selle] —f(s,2(s), DPrx(s), DP2x(s), ..., DPnx(s))

M5 Eyea—pi-198 S o Caypio
. (F<O‘1 - B;) /1 (log 3) S ) * 2I'(o1 — B3;) /1 (log s)

1 S Svas-1 " f(7, 2y (7), D1y (1), D22, (7), ..., DPnay () } dr
" T(a) /1 (log ) Ti[fd[ —f(r,x(r), D%ra(r), DP2x(r), ..., DPna(r)

MS [ 1 f° e E102-1 g f(s,2,(s), DPra,(s), DP2x,(s), ..., DPrax,(s)
+ ( )/1 (log ) P [ —f(s,2(s), DP1a(s), DP2x(s), ..., DPna(s) }

S T€[L,e]

1 - ‘ € O‘l_ﬁi_lé
. (F(Oél—ﬁi)/l (logs) 5> '

Puis que la fonction f est continue, Alors, On déduit que
| D%Ha,(t) — D*"Ha(t) [[oo— 0, quand n — 0.
Par conséquent,Quand
| Han(t) — Ha(t) ||oo + || D Han(t) — DPHa(t) |loo— 0, quand n — 0 .

D’ou
| Hzp(t) — Ha(t) ||oo— 0.

Donc 'opérateur ‘H est continue. D’autre part, On définit ’ensemble suivante :
Q={zeX, |z[x<p}, a>0.

Nous avons
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X (pl(é‘) {F(}%) /18(log g)wlf(T’x(T),Dﬁlx(T),D52x(r),...,Dﬁngg(T)d_TD ds

@) (L [ e e e e ds
Ty (g J, 108571052060 D720 Dot D200 T

~—

1 ¢ traro1 1, \ds 1 ¢ €y 1 1
(e [ 0o 50207 ) = g [ s )

L oe 5021 £ (2). DPra(r). DP2(r B () T | 48
<{ iy [ 0w 200 D). D)o Do)}

e A S N R
B GO (e J, 10850062060 D70, D) D)

< (s [ s S0 2|,

C’est-a-dire

(Ha(t)
1 ‘ € a1—1
o / (105 %)

X (sup }p—1(8)| {@/j(log;)%_l sup f(T’x(T)7D/81x(7—>’D/B2x(7—>’ .‘.’DﬁnI(T)d_T}) @

IN

s€[1,€e]

TE[L,€] T s
(P~ (e)/p~ (1))
1+ (p~t(e)/p~1 (1)
! e Syaa=1 qup (s, z(s 1z, (s 27(s acs§
([‘(a2)/l (log ) sqf,)e]f( ,(s), D%, (s), DP2x(s), ..., DPna( )S>
1 e tal—lsu ~1(g @ ; e N Eal_lsu -1
x <m/1 (log ) Sup P~ (s)] S>+2F(a1)/1 (log ) s ™ (5)]
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Alors, En utilisant ’hypothése (H3), il vient

Ha(0)
N € €\ a1
o / (105 %)

(oo oty fouir2])

IN

NI @ O (1 [ ends) (L [0t ds
T Gt ey (e | 006 $>X(F(a1)/1(1gs) b Pl

N ¢ € a1 1 1 ¢ S a2_1d7' ds
AR I g AL e
N (1) /r (1) L[ e s
20+ o) )] (rmz) IR )
X (F(;) /le(log§>“1‘1 sup P (5)] %) :

Ou bien

VAN
e N
=S \=
S—
»_\m
]
Q)
e
—
VR
—
N
M
N—
ﬁ
5}
o
N ®»
]
L
2[5
N——
w | &

Ce qui implique

[Ha(t)| e e
- 2ifN>/ og 3 (r@)/l o 2y T)
3MSN ) &2 ( 1 /e(logf)allﬁ).
I'(a1) Jy S S

On sait que

1 ¢ e ds 1
log —)y—12°2 — =
F(al)/1 log )™ T(1+ao)
Et
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D’ou
[Ha(t)]
3SN n 3MSN
T M1+ a) (14 a2) 21+ o) T(1 + a2)
< 3SN n 3MSN
T M1+ o)1+ a2) 21+ o) T(1 + a2)
< K.
Ou

B 39N
C20(1 + a)T(1 + ay)

On conculut que 'opérateur H est borné. En uitisant les mémes techniques pour 'opéreteur
(DP,i=1,..n),ona

(1+ M).

Dﬁ |: 1 /t(]_ t)al—l
1 Og —
te[L,e] [(a1) Jy s

X (p‘1<s) {ﬁ /1 s(log ;)aQ_lf(TaIE(T),DBl:E(T),DBQ:E(T),...,Dﬁnm(T)d—T}> ﬁ]

e [ 7 e/ () L o E10 1 (e als). DOl Doun(s b ds
7 [1+<p1<e>/p1<1>> (r< 5 008 50717 652060, D10(6) D), o, Dt )

< (e [ tos 0] = 0% o [og S

% {F 22) /15(103 ;)az_lf(T,x(T),Dﬁlx(T),Dﬁzx(T), ---,Dﬁ”x(’i')—} _}

(
B; (p'(e)/p (1)) 1 e 00 V21 £ (s w(s). DBPra(s). DP2a(s B )
+D [2(1+<p—1(e)/p_1(1>>> (F<a2)/1 (log =)™~ f(s, 2(s), D"w(s), D*(s), ..., D"(s)

(e [tesSm 02|
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C’est-a-dire

| DPHa(t)|
1 t t
< sup / log —)x1 it
te[l,e] I'(on — 5;) 1( gs)

X (p_l(S) {ﬁ/j(log ;)aQ_lf(T,x<7-),DﬁlI(T),D62x<T), ".JDan(T)d_T}> ds

- (p_l e)/p_l(l)) L ) e} E w=lfis r(s le S 62:p S Bnm S ds
C ) (e J, 008 977 6079, DP2(6) D) D207

~—

L ) o} Eyaz-1 s, 2(s), D"1x(s), DP2x(s Bug(s)—
ST G (o |, 0085 o) D720, Dt D
1

% (F(al vy le(log R )Cis)
D’ou
| DPHa(t)|
1 ‘ o €ya1-p;-1
= I'(ar = 5;) /1 ¢ gS)
su (s L eofarlsu 7,2(1), D" a(7), D22 (7 anTd—T @
(P~ (e)/p (1))
1+ (p~(e)/p~ (1))
1 € e ds
log =)~ ! su s,2(s), DPa,(s), D?2x(s), ..., DPrx(s)—
X(rm»ﬁX )" s f(s,a(s), D), Da(s) <>S>
—1 ) 0 E a—=Bi=1 gy (s @ —1 ) 0 Eyo—pi-1 su (s
. <F(a1_ﬁi)/1 (1 gs) se[lI,)e} ‘p ( )‘ 3>+2F(041—ﬂi)/1 (l gs) sE[lI,)e] |p ( )|
1 ¢ S dr | ds
log =)t gu 7, 2(7), D12(7), DP2x(7), ..., DPna (1) — % —
X{n%)[( 52 s f(r,a(r), DVa(r), DPea(r) <>T}S
6@ )
211+ (p~e)/p~H(1)))]
1 c ds
log —)*27! su s, x(s), DP1x(s), DP2x(s), ..., DPra(s)—
X(Fmﬂzk 57 s J(s.2(6), D¥a(s) Do) ()S)
1 € e ds
log —)*~#i~1 gy )| =
X(N%_BJ1<gS> [y <M8>
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Alors, En utilisant ’hypothése (H3), Il vient

| DPHa(t)|
N

¢ E a1—B;—1
(a1 = 7) / (log 3)

ot foir2)?

OO (L [ e ds
1+ (- (e)/p 1 (1) (r<a2>/1“g) >

(e [t 01 %) g [t
L s adrds (7 @)/ ) L[ € mds
- {N%)/l (log ) } s T o)) (F<a2>/1 (log D) )
N e Bt g || B
- (F(al_ﬁi)/lags) sG[lI,)e}‘p ( )‘ 3>'

11 vient

IN

| DPiHa(t)]

(i [ oS 2) (G [ )
+$ﬁm/j(log )i (ﬁ [e(logz)%lcﬁ_j) %
(e ) (S P t)

Ce qui implique

3NS ¢ e 1 ¢ s dr\ ds
e e 1 “yai1—pB;—1 / 1 “yaz—17" ) P2
oW(ar — 5 Jy (85 <r<a2> e 2) ) ;

3MNS [€ e ds 1 € t ds
NS oty (1 [ )
(lo 3) on = B Jy U85

S S

D’autre part

Et




36

On conclut
| DPHa(t)|
< 3NS n 3MNS
T 214+ a1 - B)M(1+az) 21+ )14+ oq — ;)
3SN

S T To BT ray) L TM)

Montrons H est équi-continue. Soient t1,ty € [1,¢] tel que t; < t5, on a

Pttt
= ‘ 1 t2 log Yot
F(a1
dr ds
X { 10g )a2 Y¥(r,x(7), DP2(r), D?22(7), ..., D? x(r)7}> ~

T
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L+ (p7(e)/p~(1)) \T'(a2 5
ooy [ o260 ) = ey [ o
(p—'(e)/p~' (1)) L [ o E102=1 £(s. 2(s). DPrao(s). DP2(s PRI
b O (e [ 00 5 15,0060, D(6), DP20(0) o D))
g (F(il)/l (log %)a11p1(5>%) - 2r(1a1)/1 (log )™ ~p™!(s)
. {F(iy ) /S(IOgj_)QZ1f(T,$(T),D61m(T),D82m( )y oy DPra (7 )Ci_T} cis
( ( )/p ( )) 1 ‘ € aa—1 lx(s 2x(s nx(s
TG (0D (r( >/ (08 7 5(5), DP4a(5). D*%0(5), .. D)

(
_ (p (e /p 1( )) 1 Eaz=1r(¢ 2(6) DB 2(s). DP2r( s B s
(F( )/(1g8> f(s,2(s), D"ra(s), D”2x(s), ..., D nx(s)
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On peut écrire

|Hx(ty) — Ha(tq)]

ey . 0082 (e [ 2 )
et s (e [ s )
(s ot o
tartay | s (g [ 0o T)
(F e
+21£\([51) [Gogz)al_l (r(@ lsaogj)az 1d¢ ) Cis

(405 o) s [ %)

IN

Ou bien
NS [zt 1 s dr\ ds
< log -2)or—1 1 az—1 Yo
< oy ] tos <r<a2>/1(°g7> ) 5
NS [& t 1 s dr\ ds
1 a1—1 1 as—1
g /. 0o (r<a2>/1(°g ) ) 5
MNS [* d <F 1) (logm)al ldss>
€ ay—145 tya1—1ds
+(F(a2) /1 (1Ogs) s) +< (log ) 5)
+(F(a1 fl lOg 041 16%:)
NS [ e 41 1 3 ap_1dT ds
iy J, 89 (rmz)/l (08 7) ) 5
Or

IHx(tz) th)]

t t ds
1 011 1 S 1 @1 — 1 1
T(a 1+a Ul Og +/1 (log - ) + ]

+a2 fl IOg a1 lds)

Quand t; — t5; on trouve

[Ha(tz) — Ha(t)] o — 0.

[ ? (log 2)o1 1ds> n (f )a171%> ] |
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D’autre part, On a

| D*Ha(ty) — D% Ha(ty)]

too . 4
1 oa1—f3;—1
‘ <w1 ﬁz)/l (Og )

{F log;)aQ_lf(T,:E(T)7Dﬂlx(T)7Dﬂ2x(T)7 MDBW(T)d_:}) ds

m/l (log )=t
X (pl(S) {F(;) /f(log;)m1f(T,:c(T),Dﬁ1:c(T),Dﬁ?x(r),.,.,Dﬁnx(T)d_T}) ds

O (L g Do, D) Do
TG (e J, (087 0,000 D7) D300, D)

- (m /1t2 (log %)alﬁilpl<8)?) - m /jﬂog g)al’ﬁ"’lp’l(s)
{F<a2> /:“Og D (), DYa(r), D), o D%md—T} 5

(p~'(e)/p~(1)) 1 “(loe £Y02-1 (s 2(s). DPra(s). DPp(s PN
T o <1>><< 5 [ 108 57 (s, 0(0). D" a(s). D). D) )

Gt " (g Byt - r s oS
\

Xp 3)

1 € €\ on—f,—1, — @
: (F(al —B:) )1 (log g) » 1(8) S )

- (b ()/p(1) ! e og )21 (s, 2(s), DPra(s), DP2a(s Bug(s)—
2(1+ (p-'(e)/p1(1)) (F( )/1 (1 gs) f(s,x(s), Drx(s), D"2x(s), ..., D"nx(s)

: (F(all— 5) [“Og Swﬁilpl“)%) |
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Alors

IA

C’est-a-dire

IA

D’ou

NS to t2 a1—B;—1 1 s p a271d7— o
m/l (log ) <F(a2)/1 (log ) 7>?

MNS [ e ds Pty g 1ds
+<m/1 (log ) ?) (m/l (log =) 7 s)

| D Ha(ty) — D Har(t)]

NS t2 to a1—B,—1 1 s s anldT o
o), e (g [ e 5) S
= tl : < 1 s 5 dr\ ds
t——"— [ (log 2)mt / s aﬂ_) .
I-‘<O{1_Bl)/l ( gS) F( 2) 1 ( gT) T S

(0]
) s\a1—f,—1ds
MNS [¢ d (ﬁ | (log L2)o1—Fi 1%)
+ ( / (log E)a21_s) + (m 1t1(10g%)a1_61_1%>
1 K2

’ e\a1—3;—1ds
+<mf1 (logg) 1—6; 1?>

NS e e 1 ) ) o
- - - a1f[8i,1 5 aprdr as
+F(Oé1 —B;) /1 (log S) <F(a2) [ (log 7') - ) o

| D% Ha(ts) — DY Ha(ty)]

NS to to ds ” . N
< 1 Z2yap—B; 172 / 1 “Iyag—B,—1%° .
- Doy —6,)T(1+ ) [/1 (Ogs) S+ 1 (Ogs) S+

+ MNS ( ltz (10g %)OH—/Bi—l%) + (fltl (lOg %)al—ﬁi_1%>
I(1+ as)l(eq — ;) |

+ (ff(log f)o‘l—ﬁi—l %)

Quand t; — t; il vient
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Par conséquent, On a
D’ou

|Hxz(t2) — Ha(t1)],, — 0.

o0

Maintenant, On définit ’ensemble suivante :
={reX o= Hz,0< <1 }.

Pour tout t € [1,e] et z € IT , On a

()
= My [ o
. (Pl(s) {r(;) /18(10g§)a21f(7'737(7)>Dﬁlw(T),Dﬁ2$(7),...,D’an(T)Ci_—T}) -

(p_l(e)/p_l(l)) ! ) o €raz-1 s, x(s Bir(s Par(s Brg(s
+ (p~(e)/p~1(1)) (F(a2)/1 (log =)™ f(s,2(s), D™ (s), D72 (s), oo, D7

N—
Cn|§~
N—

" (F(ixl) /1 (log é)allpl@%) B 2r(1a1) /j“og U
X {F(iy ) /18(10g ;)arlf(Taﬁ(T),DBlI(T),DBQI(T), ...,Dﬁnx(T)ci_—T} %
(p~'(e)/p~ (1)) 1 “loe Y021 £(s. 2(s). DPrao(s). DP2op(s B ()25
S G (o J, (o8 70 D), Dt D)

(g [ eS0T

En utilisant 'hypothése (Hj), on trouve

1
S la(®)

3 Jetr oty [t )
e J, 0050 (T /[ 0050 7')

(8%
MNS [€ €\ ay_1d8
* <2F(a2)/1 (log ) 3)

1
L o)
- NS+ MNS N NS+ MNS
T I'l+a)lM(l+a,) 214+ o)1+ ag)

IN

+

Donc
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Ce qui implique
|z (t)]
3NS
-2+ a)(1 + )

1+ M)|.

D’autre part, On a

o ey [ tom e
. (Pl(s) {p(;) /:UOg;)az1f<7'a37(7')7DBlJZ(T),D62x(7'),...,Dﬁnx(T)d;}> %

OO (L [ e s
Ol (s [ 08 Sy (). D), DP0(5). o D))

(e [ e 0 O0F) =iy [ s
{ 1 /15(10g 78_)@2 Y (7, z(7), D" a(7), D2x(7), “wDB"IL'(T)ﬁ} ds

['(a,) T ) s
(p~'(e)/p~(1)) L [ oe 1021 £(s 2(s). DPros(s). D2 s PN
T GG Y (g J, 00850 (o) Dt D) D)
X (F(all—ﬂ) 1 (log E)O‘l—ﬁ -1 ‘1(5)%)]
Or
1
S 1a(0)

F(%fﬁi)[(log é)al_ﬁi_l (P(;)/ls(logT)‘” 1d:> Cf:
vy | 00T (g | e )
+$€ﬁi) /1 (log st (ﬁ /1 “(log z)azld%)%
(5 ottt (et

Ce qui implique

IN

1
L atr)
< NS+ MNS n NS+ MNS
T I'l+a—B)F(1+a,) 2'(1+a; —B,)T(1+ as)’

Ou bien

3SN

= 2I'(1 4 ay —5i)F(1+a2)(1+M) :
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Finalement

3SN (1+ M)+ 3SN
2I'(1 4+ a1 + «,) 2I'(14+ oy — BT (1 + o)

o0+ |D%o(0)].. <3| a+an)]

C’est-a-dire

3SN (14 M)+ 3SN
I+ a)l(1+a,) 214+ a3 — BT (1 + o)

EOIREY P ).

On déduit que
()]l < oo

D’ou, il existe un point fixe d’apreés le théoréme de schaefer.
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Conclusion :

Dans le premier chapitre on va donner certains définitions et quelques propriétés ainsi
que des théorémes dont on aura besoin dans le chapitre suivante. Ensuite, dans le deuxiéme
chapitre on utilise le type Hadamard de la dérivée fractionnaire pour résoudre des équations
différentielles fractionnaires linéaire avec conditions aux limites de Sturm-Liouville ou I’éta-
blissement de conditions nécessaires et suffisantes assurant I’existence et 'unicité de notre
solution par le théoréme de point fixe .
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