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Résume:
Dans cette mémoire de Master, On s�intéresse aux équations di¤éren-

tielles fractionnaire de Sturm-Liouville.Le mémoire est divisé en deux chapitres,
Dans le premier chapitre on va donner certains dé�nitions,quelques propriétés et
des théorèmes dont on aura besoin dans le chapitre suivantes.Dans le deusiéme
chapitre, Nous avons présente l�existence et unicite, l�existence sans unicite de
solution par le théorème de point �xe.
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Introduction

En mathématiques, la théorie de Sturm-Liouville étudie le cas particulier des équations
di¤érentielles linéaires scalaires d�ordre deux de la forme :

d

dx
(r(x)

dy

dx
) + (q(x) + �p(x))y = 0, où x 2 [a; b] ; (1)

avec en plus des conditions aux extrémités de l�intervalle [a; b] de la forme :�
k1y(a) + k2y

0(a) = 0;
l1y(b) + l2y

0(b) = 0;
(2)

avec k1, k2, l1 et l2 sont deux nombres réels tels que k1; k2; l1 et l2 non nuls et � est un
paramètre quelconque (Une solution d�un problème de Sturm-Liouville est une fonction qui
satisfait a la fois l�équation de Sturm-Liouville (1) et les conditions (2). La fonction triviale
y = 0 est clairement une solution pour tout problème de Sturm-Liouville. Les solutions y 6= 0
(si elles existent) sont dites être les fonctions caractéristiques ou encore fonctions propres
du problème et, dans ce cas, la valeur � pour laquelle une telle solution existe est la valeur
propre ou caractéristique de cette solution (voir [4], [26], [30] et [35]).

D�autre part, les opérateurs de dérivation et d�intégration fractionnaires sont utilisés
pour la description des propriétés de plusieurs matériaux comme polymères et la théorie de
la dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel que nous le
connaissons aujourd�hui, ses origines remontent à la �n du 17 ème siècle, l�époque où Newton
et Leibniz ont développé les fondements du calcul di¤érentiel et intégral (voir [?], [6], [7], [9]
et [17]) .

0.1 Aperçu historique :

Dans une série d�articles à partir de 2014, les auteurs Z. Dahmani et M. Houas (voir [23],
[24] et [25]) se sont intéressés au système d�équations di¤érentielles fractionnaires :8>>>><>>>>:

D�1x(t) = f1(t; y(t); D
�2y(t); D�3y(t); :::; D�ny(t)); t 2 [0; T ] ;

D�1x(t) = f1(t; y(t); D
�2y(t); D�3y(t); :::; D�ny(t)); t 2 [0; T ] ;

x(0) = x�; x0(0) = x00(0) = ::: = x(n�1)(0) = 0;
y(0) = y�; y0(0) = y00(0) = ::: = y(n�1)(0) = 0;
Dpx(1) = �1D

px(�); Dqy(1) = �2D
qy(�);
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où D�i ; D�i ; i = 1; ::; n représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d�ordre
�i; �i respectevement.

En 2016, les auteurs C. Kiataramkul et al. (voir [30]) ont étudié l�existence et l�unicité de
solution pour le problème di¤érentielle fractionnaire de Sturm-Liouville soumis à l�approche
de Hadamard. Durant les dernières années (voir [35]) plusieurs auteurs se sont penchés sur
les problèmes fractionnaires avec conditions aux limites de Sturm-Liouville.

Ce manuscrit s�organise en deux chapitre : Le premier chapitre contient la base théorique
du calcul fractionnaire nécessaire pour la bonne compréhension et le développement des
chapitre qui suivent.

Dans le chapitre deux, on va discuter l�existence et l�unicité de solution du problème aux
limites de Sturm-Liouville pour une équation di¤érentielle fractionnaire, c�est-à-dire :�

D�2
�
p(t)D�1x(t)) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t)

�
; 1 < t < e;

x(1) + x(e) = 0; D�x(1) +D�x(e) = 0;
(3)

où D� est la dérivé fractionnaire d�ordre � 2
�
�i; �j

	
avec i = 1; 2 et j = 1; :::; n au

sens d�Hadamard et f : [1; e] � Rn ! R est une fonction continue donnée. Aussi p est une
fonction continue sur [1; e].



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on présente quelques fonctions spéciales et des opérateurs, qui seront
utilisées dans les autres chapitres, ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie
du calcul fractionnaire.

1.1 Opérateurs de Hadamard :

Dé�nition 1.1 On note par AC([a; b]) l�espace des fonctions absolument continues sur [a; b]
constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue sommables ie :

:f 2 AC([a; b])() 9' 2 L1([a; b]);
telle que

f(x) = c+

Z x

a

'(t)dt:

Dé�nition 1.2 Pour n 2 N; on note par ACn([a; b]) l�espace des fonctions à valeurs com-
plexes f(x) ayant des dérivées jusqu�à l�ordre (n�1) continues sur [a; b] telle que f (n�1)(x) 2
AC([a; b]); c�est -à-dire :

ACn[a; b] =
�
f : [a; b]! C et f (n�1)(x) 2 AC[a; b]

	
:

En prticulier on a ACn[a; b] = AC[a; b]:

Dé�nition 1.3 L�espace noté ACn� [a; b]dé�ni par :

ACn� [a; b] =
�
f : [a; b]! C et �n�1f(x) 2 AC[a; b]; � = xd=dx

	
;

est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égale1.

1.2 Intégration fractionnaire au sens de Hadamard :

Dé�nition 1.4 Soit f une fonction continue sur [a; b] à valeurs dans R avec 0 < a < b �
1 et � > 0: Alors,l�intégrale fractionnaire d�ordre � au sens de Hadamard de f dé�nie par
:

J�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(log
x

t
)��1

f(t)

t
dt; a < x < b;

où � est une fonction Gamma d�Euler.
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1.2.1 Quelques propriétés :

Proposition 1.1 Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b] à valeurs dans R; �1 et
�2 2 R, 8� > 0 on a :

J�a (�1f(x) + �2g(x)) = �1J
�
a f(x) + �2J

�
a g(x):

Proposition 1.2 Soit f : [a; b]! R (log x
t
) une fonctions continues ,f 2 LP ([a; b]):8�; � 2

R�+; on a :

J�a J
�
a fx) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

Z t

a

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

ds

s

dt

t
;

telle que a � t � x; a � s � t:

Proposition 1.3 Soit f : [a; b]! R une fonction continue, f 2 Lp([a; b]): Alors, pour tout
�; � 2 R�+, on a :

J�a J
�
a f(x) = J�+�f(x)

= J��J
�
a f(x):

Preuve. Nous avons

J�a J
�
a f(x) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

Z t

a

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

ds

s

dt

t
:

Puisque

a � t � x;

et
a � s � t;

ce qui implique
s � t � x:

Posons

y =
log(t=s)

log(x=s)
;

il vient

J�a J
�
a f(x) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

�Z t

s

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

dt

t

�
ds

s
:

Alors

Z t

s

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

dt

t

=

Z 1

0

h
log x� y log

x

s
� log s

i��1 h
y log

x

s
+ log s� log s

i��1
log
�x
s

�
dy
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donc

Z t

s

(log
x

t
)��1(log

t

s
)��1f(s)

dt

t
=

Z 1

0

�
(1� y)��1 y��1

� �
log

x

s

��+��1
dy

= B(�; �)(log
x

s
)�+��1

=
�(�)�(�)

�(�+ �)
(log

x

s
)�+��1:

c�est-à-dire

J�a J
�
a f(x) =

B(�; �)

�(�)�(�)

Z x

a

(log(
x

s
))�+��1

f(s)

s
ds

=
1

�(�+ �)

Z x

a

(log(
x

s
))�+��1

f(s)

s
ds

= J�+�a f(x):

En utilise les memes techniques, on obtient

J�a J
�
a f(x) = J�+�a f(x):

Exemple Soient � > 0; � > 0 et

f(t) =

�
log(

t

a
)

���1
:

Alors

J�a

"�
log(

t

a
)

���1#
=

�(�)

�(�+ �)

�
log(

t

a
)

��+��1
:

Preuve. On a

J�a

�
log(

t

a
)��1

�
=

1

�(�)

Z t

a

(log
t

s
)��1(log

s

a
)��1

ds

s
:

Soit le changement de variable suivant :

u =
(log s=a)

(log t=a)
;

on trouve

J�a (log(
t

a
))��1 =

(log t
a
)�+��1

�(�)

Z 1

0

(1� u)��1u��1

=
B(�; �)

�(�)
(log

t

a
)�+��1

=
�(�)

�(�+ �)
(log

t

a
)�+��1:

Remarque 1.1 En particulier, si � = 1 et � > 0: Alors , on a

J�a (1) (t) =
�(1)

�(1 + �)

�
log(

t

a
)

��
:
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1.3 Dérivation fractionnaire au sens d�Hadamard :

Dé�nition 1.5 La dérivée fractionnaire au sens Hadamard de la fonction f est dé�nie par :

HD�
a f(x) = �nJn��a f(x)

= :(x
d

dx
)nJn��a f(x)

= :
1

�(n� �)
(x

d

dx
)n
Z x

a

(log
x

t
)n���1f(t)

dt

t
;

où n� 1 < � < n; n = [�] + 1:

Proposition 1.4 Pour � > 0 et f 2 C[a; b];on a :

HD�
aJ

�f(t) = f(t);

mais
J�HD�

a f(t) 6= f(t):

Exemple 1.1 Soient f une fonction dé�nie comme suite :

f(t) = (log
t

a
)��1 avec � > 0:

Alors

HD�
a f(t) =

�(�)

�(� � �)
( log

t

a
)����1 avec � > 0 et � > 0:

On a
HD�

a f(t) = �n(Jn��a (log
t

a
)��1);

d�après (??), on trouve

Jn��a (log
t

a
)��1 =

�(�)

�(n� �+ �)
(log

t

a
)n��+��1;

d�où le résultat.

Remarque 1.2 En particulier, si

� = 1 et � > 0:

Alors la dérivée fractionnaire de Hadamard d�une fonction constante est en général non
nulle, c�est-à-dire

HD�
a c =

1

�(1� �)
(log

t

a
)��:
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1.4 Lien entre la dérivée fractionnire au sens de Ca-
puto et celle au sens de Hadamard

Pour tout y 2 ACn� [a; b]; Nous avons :

cD�
a y(x) = D�

a

(
y(x)�

n�1X
i=0

�iy(a)

i!
(log

x

a
)

)
;

où n = [�] + 1:

1.5 Lemmes auxilliares :

Lemme 1.1 Soient f 2 ACn� ([a; b];R) et � > 0; on a :

J�D�f(x) = f(x)�
n�1X
k=1

ck(log x)
k:

où Ck 2 R; k = 1; 2:::::::::n� 1 et n� 1 < � < n; n = [�] + 1:

1.6 Théorèmes des Points Fixes

Les théorèmes de point �xe sont les outils mathématiques de base qui aident à établir
l�existence de solutions de divers genres d�équations. La méthode de point �xe consiste à
transformer un problème donné en un problème de point �xe. Les points �xes du problème
transformé sont ainsi les solutions du problème donné.
Dans cette section nous rappelons les théorèmes célèbres du point �xe que nous allons utiliser
pour obtenir des résultats d�existence variés.

1.6.1 Concepts Essentiels

Dé�nition 1.6 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé ; une application linéaire A de E
dans lui-même est appellé un opérateur linéaire dans X. On appelle domaine de A et on
désigne par DA tel que

DA = fx 2 E : Ax 2 Eg:

Dé�nition 1.7 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé. Un sous-ensemble 
 � X est dite
borné s�il existe M > 0 telle que pour tout x 2 
 on a :

kxk �M:

Dé�nition 1.8 Une sous-ensemble 
 d�un espace vectoriel X est dit convexe ssi

8(x; y) 2 X;8� 2 [0; 1]; (1� �)x+ �y 2 X:

Autrement dit un ensemble est convexe s�il contient toute droite passant par deux de ses
points.
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Si k:k une norme sur l�espace vectoriel X. Pour tout x 2 X et r � 0, la boule centrée en
x et de rayon r (ouverte ou fermée) est convexe :

B(x; y) = fy 2 X kx� yk � rg:

Pour tout forme linéaire � : X �! R et b 2 R, le sous-niveau

P = fx 2 X; �(x) � bg;

est un ensemble convexe est appelé demi-espace.

Dé�nition 1.9 On dit que 
 est une partie compacte de X si de toute suite de points de 

on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de 
.

Dé�nition 1.10 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé et (un)n; n 2 N; une suite de X.
On dit que (un)n est une suite de Cauchy si :

8" > 0; 9N � 0; 8n � N; 8p � N ; kuN+p � unk � ":

Dé�nition 1.11 On dit que l�espace vectoriel normé (X; k:k) est complet si toute suite de
Cauchy (un)n; n 2 N; d�élément de X est convergente dans X. Un tel espace est aussi appelé
espace de Banach.

Dé�nition 1.12 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé et ' une application d�un élement
de X dans lui même. On appelle point �xe de ' tout point x 2 X tel que :

'x = x:

Dé�nition 1.13 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé. Une application f de X dans X
dite Lipschitzienne de constante L � 0 si elle véri�e :

8x; y 2 X; kf(x)� f(y)kX � Lkx� ykX :

Dé�nition 1.14 L�application Lipschitzienne f est dite une contraction si L 2]0; 1[.

Dé�nition 1.15 Soit 
 un sous ensemble de X = C([a; b]; E). On dit que 
 est équi-
continue si pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que :

jt1 � t2j � � =) j (t1)�  (t2)j � "; 8t1; t2 2 [a; b];  2 
:

1.6.2 Principe de Contraction de Banach

Dé�nition 1.16 Soit X un espace de Banch et f : X �! X une contraction. Alors, f
admet un point �xe unique.

Dé�nition 1.17 Soient X et Y deux espaces de Banach. L�opérateur continue � : X �!
Y est complètement continue s�il transforme tout borné de X en une partie relativement
compacte dans Y .
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1.6.3 Théorème du point �xe de Schaefer

Notre deuxième résultat du point �xe est théorème du point �xe de Schaefer.

Théorème 1.1 Soit X un espace de Banach et T : X �! X on opérateur complètement
continue. Si l�ensemble


 = fx 2 X : x = �Tx; 0 < � < 1g;

est borné, alors T possède au moins un poit �xe.

1.6.4 Théorème du point �xe de Schauder

Notre troixième résultat du poit �xe est le théorème du poit �xe de Schauder :

Théorème 1.2 Soit X un espace de Banach. U un fermé, convexe et non vide de X tel que
l�application T : U �! U est relativement compact dans X. Alors, T possède au moins un
poit �xe dans U .

1.6.5 Théorème d�Arzela-Ascoli

Théorème 1.3 Soit 
 � X. Alors 
 est relativement compact dans X si et seulement si
les conditions suivantes sont véri�ées :

1. 
 uniformément borné.

2. 
 est équi-continue.

1.6.6 Théorème du point �xe Krasnoselskii

Théorème 1.4 Soient X un espace de Banach, 
 un sous-ensemble fermé, borné et convexe
de X. On suppose que les opérateurs S et T véri�ent :

1. Tx+ Sy 2 
; 8x; y 2 
.
2. S est continue et compact.

3. T est contractant.

Alors, il exsite au moins un élément z 2 
 tel que Sz + Tz = z.



Chapitre 2

EDFs avec conditions de
Sturm-Liouville

2.1 Introduction

On considère le problème :�
D�2

�
p(t)D�1x(t)) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t)

�
; 1 < t < e;

x(1) + x(e) = 0; D�x(1) +D�x(e) = 0;
(2.1)

où D� est la dérivé fractionnaire d�ordre � 2
�
�i; �j

	
avec i = 1; 2 et j = 1; :::; n au sens

d�Hadamard et 0 < � < 1. Ainsi que f : [1; e]� Rn ! R est une fonction continue donnée.
Aussi p est une fonction continue sur [1; e] avec��p�1(t)�� � K > 0: (2.2)

2.2 Problème intégral :

Lemme 2.1 Soient 0 < �; � < 1: La représentation intégrale du problème au limite frac-
tionnaire (2.1) est donnée par :

x(t)

=
1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

��
ds

s

� (p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

�
�

1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

�
ds

s

13
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+
(p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
:

où
'(t) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t):

Preuve. Pour tout 1 < t < e; on a

D�2(p(t)D�1x(t)) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t); 1 < t < e:

On pose
'(t) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t);

il vient
D�2 (p(t)D�1x(t)) = '(t); 1 < t < e: (2.3)

Maintenant, en appliquant l�opérateur J�2 à l�équation (2.3), nous avons

J�2D�2 (p(t)D�1x(t)) = J�2'(t);

et on utilise le Lemme 1.1, il vient

p(t)D�1x(t) = J�2'(t) + k0; (n = [�2] + 1 = 1):

où k0 est une constante. Puisque p 6= 0; on trouve

D�1x(t) =
�
p�1J�2'

�
(t) + k0p

�1(t) (2.4)

Maintenant, en utilisant la condition D�x(1) +D�x(e) = 0, on trouve�
D�1x(1) = (p�1J�2') (1) + k0p

�1(1);
D�1x(e) = (p�1J�2') (e) + k0p

�1(e);

en additionnant les deux équations de cet system, on a�
p�1J�2'

�
(1) + k0p

�1(1) = �
�
p�1J�2'

�
(e)� k0p

�1(e);

d�où �
p�1(1) + p�1(e)

�
k0 = �

�
p�1J�2'

�
(1)�

�
p�1J�2'

�
(e):

On sait que J�'(1) = 0; il vient�
p�1(1) + p�1(e)

�
k0 = �

�
p�1J�2'

�
(e);

et grace l�hypothèse (2.2), on trouve

k0 = � p�1(e)

p�1(1) + p�1(e)
J�2'(e)

= �

p�1(e)

p�1(1)

1 +
p�1(e)

p�1(1)

J�2'(e):
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Posons

� =
p�1(e)

p�1(1)
:

On obtient
k0 = �

�

1 + �
J�2'(e):

On applique l�opérateur J�1 à l�équation (2.4), nous avons

J�1D�1x(t) = J�1
��
p�1J�2'

�
(t) + k0p

�1(t)
�

= J�1
�
p�1J�2'

�
(t) + k0

�
J�1p�1

�
(t);

d�où
x(t) = J�1

�
p�1J�2'

�
(t) + k0

�
J�1p�1

�
(t) + k1; (2.5)

tel que k1 est une constante. D�autre part, on a�
x(1) = J�1 (p�1J�2') (1) + k0 (J

�1p�1) (1) + k1;
x(e) = J�1 (p�1J�2') (e) + k0 (J

�1p�1) (e) + k1:

On utilise la condition initiale x(1) + x(e) = 0; on obtient

J�1 (p�1J�2') (1) + k0 (J
�1p�1) (1) + k1

= �J�1 (p�1J�2') (e)� k0 (J
�1p�1) (e)� k1;

et puisque
J�1

�
p�1J�2'

�
(1) et k0

�
J�1p�1

�
(1);

sont nuls, on trouve

2k1 = �J�1
�
p�1J�2'

�
(e)� k0

�
J�1p�1

�
(e);

En�n

k1 = �
1

2
J�1

�
p�1J�2'

�
(e)� 1

2
k0
�
J�1p�1

�
(e):

Finalement, en remplaçant k0 et k1 par leurs exepressions dans l�équation (2.5), on a

x(t) = J�1
�
p�1J�2'

�
(t)

� �

1 + �
J�2'(e)

�
J�1p�1

�
(t)

�1
2
J�1

�
p�1J�2'

�
(e) +

�

2 (1 + �)
J�2'(e)

�
J�1p�1

�
(e);

Donc

x(t)

=
1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1

�
p�1J�2'

�
(s)

ds

s

� �

1 + �

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1'(s)

ds

s

�
:

�
1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

�
p�1J�2'

�
(s)

ds

s

+
�

2 (1 + �)

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1'(s)

ds

s

�
:

�
1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
;
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Alors

x(t)

=
1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1

�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

'(�)

�
d�

��
ds

s

� (p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1'(s)

ds

s

��
1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

'(�)

�
d�

�
ds

s

+
(p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1'(s)

ds

s

�
:

�
1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
:

D�où le résultat.

2.3 Problème de point �xe :

Tout dabord, on introduit l�espace de Banach X dé�ni par :

X =
�
x=x 2 C([1; T ] ;R); D�1x;D�2x; :::; D�nx 2 C([1; T ] ;R)

	
;

muni de la norme :

kxkX = kxk1 +
D�1x


1 +

D�2x

1 + :::+

D�nx

1 ; (2.6)

Où

kxk1 = sup
x2[1;T ]

jx(t)j ;
D�1x


1 = sup

x2[1;T ]

��D�1x(t)
�� ;D�2x


1 = sup

x2[1;T ]

��D�2x(t)
�� ; :::;D�nx


1 = sup

x2[1;T ]

��D�nx(t)
�� :

On considère l�opérateur H dé�ni par :

H : X ! X
x ! Hx

tel que, pour tout t 2 [1; e] ; on a

Hx(t)

=
1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

��
ds

s

� (p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
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�
�

1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

�
�

1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

�
ds

s

+
(p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
;

2.4 Existence et unicité :

On considère les hypothèses suivantes :
� (H1) : La fonction f : [1; e]� Rn ! R est une fonction continue.
� (H2) : Pour tout t 2 [1; e] et x1; x2; :::; xn; y1; y2; :::; yn 2 R; on a

jf (t; x1; x2; :::; xn)� f (t; y1; y2; :::; yn)j �
nX
k=1

Li jxi � yij ;

et
L = max(Li); i = 1; ::; n:

Théorème 2.1 Sous l�hypothèse H2; le problème (2.1) possède une solution unique si

�1 + �2 < 1;

Où

�1 =
3(1 +M)SL

2�(1 + �1)�(1 + �2)
et �2 =

1

�(1 + �2)�(1 + �1 � �i)

�
S +

�

(1 + �)

�
;

Avec
S = sup

t2[1;e]

��p�1(t)�� ;
Aussi

M =
�

1 + �
et � =

p�1(e)

p�1(1)
:

Preuve.
Etape 1 : Tout d�abord, on montre qu�il existe 
1 tel que :

kHx�Hyk1 � �1 kx� ykX :
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Soient x; y 2 X: Pour tout t 2 [1; e] ; on a

jHx(t)�Hy(t)j

� sup
t2[1;e]

����� 1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

�
f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)
�f(� ; y(�); D�1y(�); D�2y(�); :::; D�ny(�)

�
d�

�

��
ds

s

� (p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
�

1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

�
f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s)

�
ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

�
�

1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

�
f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)
�f(� ; y(�); D�1y(�); D�2y(�); :::; D�ny(�)

�
d�

�

�
ds

s

+
(p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))

�
�

1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

�
f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s)

�
ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

������ :
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C�est-à-dire

jHx(t)�Hy(t)j

� 1

�(�1)

Z e

1

(log
t

s
)�1�1

�
 
sup
s2[1;e]

��p�1(s)��( 1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)
�f(� ; y(�); D�1y(�); D�2y(�); :::; D�ny(�)

�
d�

�

)!
ds

s

+
j(p�1(e)=p�1(1))j

j1 + (p�1(e)=p�1(1))j

�
 

1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

s2[1;e]

�
f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s)

�
ds

s

!

�
 

1

�(�1)

Z e

1

(log
t

s
)�1�1 sup

s2[1;e]

��p�1(s)�� ds
s

!
+

1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1 sup

s2[1;e]

��p�1(s)��
�
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s)

�
d�

�

)
ds

s

+
j(p�1(e)=p�1(1))j

2 j(1 + (p�1(e)=p�1(1)))j

�
 

1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s)

�
ds

s

!

�
 

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1 sup

s2[1;e]

��p�1(s)�� ds
s

!
:

Posons

M =
(p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))
et S = sup

t2[1;e]

��p�1(t)�� :
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Il vient

jHx(t)�Hy(t)j

� 1

�(�1)

Z e

1

(log
t

s
)�1�1

�S
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)
�f(� ; y(�); D�1y(�); D�2y(�); :::; D�ny(�)

�
d�

�

)
ds

s

+M

 
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

s2[1;e]

�
f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s)

�
ds

s

!

�S
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
t

s
)�1�1

ds

s

�
+
S

2

�
1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

�
�
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s)

�
d�

�

)
ds

s

+
M

2

 
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

s2[1;e]

�
f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)
�f(s; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s)

�
ds

s

!

�S
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

ds

s

�
:

Or

jHx(t)�Hy(t)j

� S

�(�1)

Z e

1

(log
t

s
)�1�1

�
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(�)�D�iy(�)

��# d�
�

)
ds

s

+SM

 
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

s2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��# ds
s

!

�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
t

s
)�1�1

ds

s

�
+

S

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

�
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(�)�D�iy(�)

��# d�
�

)
ds

s

+
SM

2

 
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

s2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��# ds
s

!

�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

ds

s

�
:
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Ce qui implique

jHx(t)�Hy(t)j

� 3S

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

�
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(�)�D�iy(�)

��# d�
�

)
ds

s

+
3SM

2

 
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

s2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��# ds
s

!

�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

ds

s

�
:

On trouve

jHx(t)�Hy(t)j

�
3S sup

�2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(�)�D�iy(�)

��#
2�(�1)

�
Z e

1

(log
e

s
)�1�1

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+

3SM sup
s2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��#
2

�
�

1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

��
1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

ds

s

�
:

D�autre part, on sait que d�après la remarque 1.1

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�
= I�2(1)(e)

=
�(1)

�(1 + �2)
(log

e

1
)�2

=
�(1)

�(1 + �2)

=
1

�(1 + �2)
:

On a aussi
1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

ds

s
=

1

�(1 + �1)
:
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Il vient

jHx(t)�Hy(t)j

� 3S

2�(1 + �1)�(1 + �2)
sup
�2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(�)�D�iy(�)

��#

+
3SM

2�(1 + �1)�(1 + �2)
sup
s2[1;e]

"
L1 jx� yj+

nX
i=2

Li
��D�ix(s)�D�iy(s)

��# :
Or

jHx(t)�Hy(t)j

� 3SL

2�(1 + �1)�(1 + �2)

"
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

#

+
3SML

2�(1 + �1)�(1 + �2)

"
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

#
:

C�est-à-dire

jHx(t)�Hy(t)j

� 3(1 +M)SL

2�(1 + �1)�(1 + �2)

 
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

!

� 3(1 +M)SL

2�(1 + �1)�(1 + �2)
kx� ykX :

En�n
kHx�Hyk1 � �1 kx� ykX : (2.7)

Etape 2 : On a

Hx(t)

=
1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1 �

�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1'(�)

d�

�

��
ds

s

� �

1 + �

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1'(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)�

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1'(�)

d�

�

�
ds

s

+
�

2 (1 + �)

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1'(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
:

Où

� =
p�1(e)

p�1(1)
et '(t) = f(t; x(t); D�1x(t); D�2x(t); :::; D�nx(t):
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Pour tout i = 1; ::; n nous avons

D�iHx(t)

= D�i

�
1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1 �

�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1'(�)

d�

�

��
ds

s

�
�D�i

�
�

1 + �

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1'(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

��
:

C�est-à-dire

D�iHx(t)

=
1

�(�1 � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�1��i�1 �

�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1'(�)

d�

�

��
ds

s

� �

1 + �

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1'(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1 � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�1��i�1p�1(s)

ds

s

�
:

Ou bien

D�iHx(t)

=
1

�(�1 � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�1��i�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

��
ds

s

� �

1 + �

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1 � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�1��i�1p�1(s)

ds

s

�
:

Il vient��D�iHx(t)�D�iHy(t)
��

� sup
t2[1;e]

�
1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

�
)�2�1

�
f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)
�f(� ; y(�); D�1y(�); D�2y(�); :::; D�ny(�)

�
d�

�

��
ds

s

� �

1 + �

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

�
f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)
�f(� ; y(s); D�1y(s); D�2y(s); :::; D�ny(s)

�
ds

s

�
�
�

1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1p�1(s)

ds

s

��
:
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Ce qui implique��D�iHx(t)�D�iHy(t)
��

� S

�
1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1

�
"
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

#�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+
�

1 + �

"
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

#�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

�
�
�

1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1p�1(s)

ds

s

��
:

Or ��D�iHx(t)�D�iHy(t)
��

�
S

 
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

!
�(1 + �2)

�
1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
t

s
)�1��i�1

ds

s

�

+

�

 
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

!
(1 + �) �(1 + �2)

�
1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
t

s
)�1��i�1p�1(s)

ds

s

�
:

Donc ��D�iHx(t)�D�iHy(t)
��

�
S

 
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

!
�(1 + �2)�(1 + �1 � �i)

+

�

 
kx� yk1 +

nX
i=2

D�ix�D�iy

1

!
(1 + �) �(1 + �2)�(1 + �1 � �i)

�
�

S

�(1 + �2)�(1 + �1 � �i)
+

�

(1 + �) �(1 + �2)�(1 + �1 � �i)

�
kx� ykX

� 1

�(1 + �2)�(1 + �1 � �i)

�
S +

�

(1 + �)

�
kx� ykX

� �2 kx� ykX :

En�n D�iHx�D�iHy

1 � �2 kx� ykX : (2.8)

En utilisant (2.7) et (2.8), il vient

kHx�Hyk1 � (�1 + �2) kx� ykX :

D�où le résultat.
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2.5 Existence sans unicité :

Théorème 2.2 On supppse que l�hypothèse (H1) est véri�e et l�hypothèse suivante :
(H3) : Il existe une constante N > 0 tel que la fonction f est borné par N:
Donc, notre problème admet au moins une solution sur [1; e]

Preuve. On considère une suite (xn)n2N de X tel que

xn ! x � X:

Pour tout t 2 [1; e] ; nous avons

jHxn(t)�Hx(t)j

=

���� 1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; xn(�); D

�1xn(�); D
�2xn(�); :::; D

�nxn(�)
d�

�

��
ds

s

� 1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

��
ds

s

� (p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s)
ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

�
�

1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; xn(�); D

�1xn(�); D
�2xn(�); :::; D

�nxn(�)
d�

�

�
ds

s

+
(p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

�
�

1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

�
ds

s

+
(p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s)
ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� (p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

����� :
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Ce qui implique

jHxn(t)�Hx(t)j

� sup
t2[1;e]

����� 1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

�
f(� ; xn(�); D

�1xn(�); D
�2xn(�); :::; D

�nxn(�)
�f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

�
d�

�

��
ds

s

� (p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
�

1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

�
f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s)
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

�
ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z t

1

(log
t

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

�
�

1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

�
f(� ; xn(�); D

�1xn(�); D
�2xn(�); :::; D

�nxn(�)
�f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

�
d�

�

�
ds

s

+
(p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))

�
�

1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

�
f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s)
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

�
ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

������ ;
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Encore

jHxn(t)�Hx(t)j

� 1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1 � sup

s2[1;e]

��p�1(s)��
�
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(� ; xn(�); D

�1xn(�); D
�2xn(�); :::; D

�nxn(�)
�f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

�
d�

�

)
ds

s

+
j(p�1(e)=p�1(1))j

j1 + (p�1(e)=p�1(1))j

�
 

1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

s2[1;e]

�
f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s)
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

�
ds

s

!

�
 

1

�(�1)

Z e

1

(log
t

s
)�1�1 sup

s2[1;e]

��p�1(s)�� ds
s

!
+

1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1 sup

s2[1;e]

��p�1(s)��
�
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(� ; xn(�); D

�1xn(�); D
�2xn(�); :::; D

�nxn(�)
�f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

�
d�

�

)
ds

s

+
j(p�1(e)=p�1(1))j

2 j(1 + (p�1(e)=p�1(1)))j

�
 

1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s)
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

�
ds

s

!

�
 

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1 sup

s2[1;e]

��p�1(s)�� ds
s

!
:

Donc,

jHxn(t)�Hx(t)j

� S

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

�
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(� ; xn(�); D

�1xn(�); D
�2xn(�); :::; D

�nxn(�)
�f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

�
d�

�

)
ds

s

+
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�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

s2[1;e]

�
f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s)
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s))

�
ds

s

!

�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
t

s
)�1�1

ds

s

�
+

S

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

�
(

1

�(�2)

Z e

1

(log
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)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(� ; xn(�); D

�1xn(�); D
�2xn(�); :::; D

�nxn(�)
�f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

�
d�

�
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ds

s

+
MS

2

 
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1 sup

�2[1;e]

�
f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D

�nxn(s)
�f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

�
ds

s

!

�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

ds

s

�
:
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Puisque la fonction f est continue, alors, on déduit que

k Hxn(t)�Hx(t) k1�! 0; quand n �! 0:

D�autre part, on a��D�iHxn(t)�D�iHx(t)
��

=

���� 1

�(�1 � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�1��i�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)
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(log
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)�2�1f(� ; xn(�); D
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�
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�
1

�(�2)
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(log
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)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

��
ds

s

� (p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
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)�2�1f(s; xn(s); D

�1xn(s); D
�2xn(s); :::; D
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�
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�(�1 � �i)
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(log
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Z e

1

(log
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1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
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Z e

1

(log
e
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)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)
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(log
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�
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Z s

1

(log
s

�
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s
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(p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))
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Puis que la fonction f est continue, Alors, On déduit que

k D�iHxn(t)�D�iHx(t) k1�! 0; quand n �! 0:

Par conséquent,Quand

k Hxn(t)�Hx(t) k1 + k D�iHxn(t)�D�iHx(t) k1�! 0 ; quand n �! 0 :

D�où
k Hxn(t)�Hx(t) k1�! 0:

Donc l�opérateur H est continue. D�autre part, On dé�nit l�ensemble suivante :


� = fx 2 X; kxkX � �g ; � > 0:

Nous avons
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C�est-à-dire
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Alors, En utilisant l�hypothèse (H3), il vient
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Ou bien
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Ce qui implique
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D�où

jHx(t)j

� 3SN

2�(1 + �1)�(1 + �2)
+

3MSN

2�(1 + �1)�(1 + �2)

� 3SN

2�(1 + �1)�(1 + �2)
+

3MSN

2�(1 + �1)�(1 + �2)

� K:
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On conculut que l�opérateur H est borné. En uitisant les m·emes techniques pour l�opéreteur
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Alors, En utilisant l�hypothèse (H3), Il vient��D�iHx(t)
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�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

�
�
 

N

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1 sup

s2[1;e]

��p�1(s)�� ds
s

!
:

Il vient ��D�iHx(t)
��

� NS

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

��
MSN

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
t

s
)�1��i�1

ds

s

�
+

NS

2�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

�
�
�

MSN

2�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1

ds

s

�
:

Ce qui implique ��D�iHx(t)
��

� 3NS

2�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+
3MNS

2�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

�
1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
t

s
)�1��i�1

ds

s

�
:

D�autre part
1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1

ds

s
=

1

�(1 + �1 � �i)
:

Et
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s
=

1

�(1 + �2)
:
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On conclut ��D�iHx(t)
��

� 3NS

2�(1 + �1 � �i)�(1 + �2)
+

3MNS

2�(1 + �2)�(1 + �1 � �i)

� 3SN

2�(1 + �1 � �i)�(1 + �2)
(1 +M):

Montrons H est équi-continue. Soient t1; t2 2 [1; e] tel que t1 < t2; on a

jHx(t2)�Hx(t1)j

=

���� 1

�(�1)

Z t2

1

(log
t2
s
)�1�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

��
ds

s

� 1

�(�1)

Z t1

1

(log
t1
s
)�1�1

�
�
p�1(s)

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

��
ds

s

� (p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z t2

1

(log
t2
s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

�
�

1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

�
ds

s

+
(p�1(e)=p�1(1))

1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z t1

1

(log
t1
s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� 1

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

�
�

1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1f(� ; x(�); D�1x(�); D�2x(�); :::; D�nx(�)

d�

�

�
ds

s

+
(p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

�
� (p�1(e)=p�1(1))

2 (1 + (p�1(e)=p�1(1)))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1p�1(s)

ds

s

����� :
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On peut écrire

jHx(t2)�Hx(t1)j

� NS

�(�1)

Z t2

1

(log
t2
s
)�1�1

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+
NS

�(�1)

Z t1

1

(log
t1
s
)�1�1

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+

�
MNS

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

��
1

�(�1)

Z t2

1

(log
t2
s
)�1�1

ds

s

�
+

NS

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+

�
MNS

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

��
1

�(�1)

Z t1

1

(log
t1
s
)�1�1

ds

s

�
+

NS

2�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+

�
MNS

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

��
1

�(�1)

Z e

1

(log
e

s
)�1�1

ds

s

�
:

Ou bien

jHx(t2)�Hx(t1)j

� NS

�(�1)

Z t2

1

(log
t2
s
)�1�1

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+
NS

�(�1)

Z t1

1

(log
t1
s
)�1�1

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+

�
MNS

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

�26664
�

1
�(�1)

R t2
1
(log t2

s
)�1�1 ds

s

�
+
�

1
�(�1)

R t1
1
(log t1

s
)�1�1 ds

s

�
+
�

1
�(�1)

R e
1
(log e

s
)�1�1 ds

s

�
37775

+
NS
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Z e
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(log
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s
)�1�1

�
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�(�2)

Z s

1

(log
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�
)�2�1

d�

�

�
ds

s
:

Or

jHx(t2)�Hx(t1)j

� NS

�(�1)�(1 + �2)

�Z t2

1

(log
t2
s
)�1�1

ds

s
+

Z t1

1

(log
t1
s
)�1�1

ds

s
+ 1

�
+

MNS

�(1 + �2)�(�1)

" �R t2
1
(log t2

s
)�1�1 ds

s

�
+
�R t1

1
(log t1

s
)�1�1 ds

s

�
+
�R e
1
(log e

s
)�1�1 ds

s

� #
:

Quand t1 �! t2; on trouve
kHx(t2)�Hx(t1)k1 �! 0:
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D�autre part, On a��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)
��

=

���� 1

�(�1 � �i)
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1

(log
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1 + (p�1(e)=p�1(1))

�
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)
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Alors ��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)
��
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:

C�est-à-dire ��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)
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:

D�où

��D�iHx(t2)�D�iHx(t1)
��

� NS

�(�1 � �i)�(1 + �2)

�Z t2

1

(log
t2
s
)�1��i�1
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s
+

Z t1

1

(log
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)�1��i�1

ds

s
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�
+
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�R e
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s

� #
:

Quand t1 �! t2; il vient D�iHx(t2)�D�iHx(t1)

1 �! 0:



40

Par conséquent, On a

kHx(t2)�Hx(t1)k1 +
D�iHx(t2)�D�iHx(t1)


1 �! 0 si t1 �! t2;

D�où
kHx(t2)�Hx(t1)k1 �! 0:

Maintenant, On dé�nit l�ensemble suivante :

� := fx 2 X; x = �Hx; 0 < � < 1 g :

Pour tout t 2 [1; e] et x 2 � , On a
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:

En utilisant l�hypothèse (H3), on trouve
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Donc
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:
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Ce qui implique

jx(t)j
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:
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)�2�1f(s; x(s); D�1x(s); D�2x(s); :::; D�nx(s)

ds

s

�
�
�

1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1p�1(s)

ds

s

��
:

Or
1

�
jx(t)j

� NS

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
t

s
)�1��i�1

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+
1

�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)
ds

s

�
MNS

�(�1 � �i)

Z t

1

(log
t

s
)�1��i�1

ds

s

�
+

NS

2�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1

�
1

�(�2)

Z s

1

(log
s

�
)�2�1

d�

�

�
ds

s

+

�
MNS

2�(�2)

Z e

1

(log
e

s
)�2�1

ds

s

��
1

�(�1 � �i)

Z e

1

(log
e

s
)�1��i�1

ds

s

�
:

Ce qui implique
1

�
jx(t)j

� NS +MNS

�(1 + �1 � �i)�(1 + �2)
+

NS +MNS

2�(1 + �1 � �i)�(1 + �2)
:

Ou bien

jx(t)j

� �

�
3SN

2�(1 + �1 � �i)�(1 + �2)
(1 +M)

�
:
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Finalement

kx(t)k1+
D�ix(t)


1 � �

�
3SN

2�(1 + �1)�(1 + �2)
(1 +M) +

3SN

2�(1 + �1 � �i)�(1 + �2)
(1 +M)

�
:

C�est-à-dire

kx(t)kx � �

�
3SN

2�(1 + �1)�(1 + �2)
(1 +M) +

3SN

2�(1 + �1 � �i)�(1 + �2)
(1 +M)

�
:

On déduit que
kx(t)kx � 1:

D�où, il existe un point �xe d�après le théorème de schaefer.
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Conclusion :

Dans le premier chapitre on va donner certains dé�nitions et quelques propriétés ainsi
que des théorèmes dont on aura besoin dans le chapitre suivante. Ensuite, dans le deuxième
chapitre on utilise le type Hadamard de la dérivée fractionnaire pour résoudre des équations
di¤érentielles fractionnaires linéaire avec conditions aux limites de Sturm-Liouville où l�éta-
blissement de conditions nécessaires et su¢ santes assurant l�existence et l�unicité de notre
solution par le théorème de point �xe .
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