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Introduction

La théorie de Rolf Nevanlinna [15] est un outil incontournable dans la théorie des fonctions,

en particulier dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes

notamment la croissance et l�oscillation des solutions. En e¤et depuis 1925, l�année où R. Ne-

vanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions entière, les chercheurs ne cessent de publier dans la même thématique et plusieurs

problèmes ont été étudies et résolus. Des liens étroits avec d�autres domaines sont mis en évi-

dence en avec la théorie analytique des équations di¤érentielles. En particulier, la croissance

et l�oscillation des solutions de ces équations.

Pour l�équation di¤érentielle du second ordre

f 00 + e�zf 0 +B(z)f = 0; (0.0.1)

où B(z) est une fonction entière d�ordre �ni, il est connu que toute solution de l�équation

(0.0.1) est une fonction entière et si f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes

de l�équation (0.0.1), alors au moins une des deux solutions f1 et f2 est d�ordre in�ni ([11],
P. 167-168).

D�autre part, il existe des équations di¤érentielles de la forme (0.0.1) possédant au moins

une solution d�ordre �ni. Par exemple, la fonction f(z) = ez est une solution d�ordre �ni de

l�équation (0.0.1) avec B(z) = �(1 + e�z).

Alors la question qui se pose est : Quelle condition doit-on imposer sur B(z) pour garantir

que toute solution non nulle de l�équation (0.0.1) soit d�ordre in�ni ?

Plusieurs auteurs tels que Amemiya et Ozawa [1], Gundersen [7], Langley [16], frei [5] et

Ozawa [19] ont étudié ce problème. Ils ont démontré que si B(z) est un polynôme non constant
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ou une fonction entière transcendante d�ordre di¤érent à un, alors toute solution non nulle

de l�équation (0.0.1) est d�ordre in�ni.

En 2001, Chen Zongxuan [2] a considéré l�équation di¤érentielle suivante

f 00 + eazf 0 +Q(z)f = 0 (0.0.2)

où Q(z) = h(z)ebz où h(z) est un polynôme non nul, et a; b des nombres complexes non nuls

et a 6= b.

En 2003, Li Chun-hong et Huang Xiao-jun [17],a considéré l�équation di¤érentielle suivante

f (k) + Ak�1(z)e
ak�1zf (k�1) + :::+ A0(z)e

a0zf = 0 (0.0.3)

où Aj 6� 0 des fonctions entières avec �(Aj) < 1(j = 1; ::; k � 1) (k � 2); aj 2 C�(j =
1; ::; k � 1).

Di¤érents chercheurs ([3], [14]) se sont intéressés à l�étude des équations di¤érentielles linéaires

de la forme :

f 00 + h1(z)e
P (z)f 0 + h0(z)e

Q(z)f = 0; (0.0.4)

où P (z) et Q(z) sont des polynômes non constants et hj(z)(j = 0; 1) sont des fonctions

entières. Ces résultats ont été aussi étendus pour les équations di¤érentielles linéaires d�ordre

supérieur (voir par exemple ([20]).

Dans cette mémoire, on va considérer les résultats de Chen Zongxuan et ceux de Li Chun-

hong et Huang Xiao-jun pour démontrer di¤érents résultats concernant la croissance des

solutions de certaines équations di¤érentielles linéaires.

Cette mémoire se compose d�une introduction et de deux chapitres :

Le premier chapitre comporte quelques dé�nitions, notions et résultats de la théorie de Ne-

vanlinna nécessaires par la suite pour notre travail.

Croissance de solutions méromorphes d�une classe d�équations di¤érentielles linéaires d�ordre

supérieur.
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Dans le deuxième chapitre, on va étudier la croissance de solutions méromorphes d�une classe

d�équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur.

f (k) + Ak�1(z)e
ak�1zf (k�1) + :::+ A0(z)e

a0zf = 0; (0.0.5)

et

f (k) +Hk�1f
(k�1) + :::+H0f

(s) + :::+H0f = 0 (0.0.6)

où k � 2 est un nombre entier, Aj 6� 0 des fonctions entières avec �(Aj) < 1(j = 1; ::; k� 1);
et hj(z)(j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières avec �(hj) < 1, et Hj = hje

ajz où aj(j =

0; :::; k � 1) sont des nombres complexes.



Chapitre 1

Quelques éléments de La théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

1.1.1 La formule de Jensen.

Théorème 1.1.1 Soit f (z) une fonction méromorphe telle que f (0) 6= 0;+1 et soient aj
(j = 1; 2; : : : ;m) (respectivement bk (k = 1; 2; : : : ; n)) les zéros (respectivement les pôles) de

f (z) dans le disque jzj < R (0 < R < +1) ; chaque zéro et pôle est pris selon sa multiplicité.
Alors,

log jf (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
: (1.1.1)

On donne la preuve pour le cas où f n�a aucun zéro ou pôle sur le cercle jzj = R, (Si les

zéros ou les pôles de la fonction f apparaissent sur le cercle jzj = R, on se réfère à [10, p. 2

deuxième cas.], [13, p. 43-47]).

Preuve. On pose

F (z) = f (z)

Qn
k=1

R(z�bk)
R2�bkzQm

j=1
R(z�aj)
R2�ajz

: (1.1.2)

La fonction F n�admet pas de zéros et de pôles dans jzj � R, donc logF (z) est analytique

dans jzj � R: Alors, par le théorème de la valeur moyenne des fonctions analytiques [?, p.

165], nous obtenons

logF (0) =
1

2�

R 2�
0
logF

�
R ei'

�
d':

Prenant les parties réelles, en utilisant Re (logF (z)) = log jF (z)j ; nous obtenons

log jF (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��F �R ei'

��� d': (1.1.3)
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De (2:1:2) ; on trouve

F (0) = f (0)

Qn
k=1

bk
RQm

j=1
aj
R

: (1.1.4)

Pour tout z = R:ei' et pour tout j = 1; 2; :::; m, k = 1; 2; :::; n, on a����R (z � bk)

R2 � bkz

���� = ����R (z � aj)

R2 � ajz

���� = 1. (1.1.5)

De (2:1:2) et (1:1:5), on trouve ��F �Rei'��� = ��f �Rei'��� : (1.1.6)

En combinant (1:1:6) avec (2:1:3) et (2:1:4), nous obtenons l�a¢ rmation

log jf (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
: (1.1.7)

L�équation (1:1:7) est appelée formule de Jensen, elle donne une idée sur le lien entre les zéros

et les pôles situés à l�intérieur d�un disque jzj < R avec la valeur moyenne de log jf (z)j sur
la frontière jzj = R. �

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent

f (z) =
+1P
k=m

Ckz
k; Cm 6= 0; m 2 Z;

à l�origine. Alors,

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
�m logR: (1.1.8)

où les aj (j = 1; 2; : : : ;m) (respectivement bk (k = 1; 2; : : : ; n)) sont les zéros (respectivement

les pôles) de f (z) dans le disque jzj < R:

Preuve. On dé�nit la fonction méromorphe h par

h (z) = z�mf (z) ; z 2 C:

On a h (0) = Cm 6= 0; +1: Les fonctions h et f ont les mêmes pôles et les mêmes zéros dans

0 < jzj � R. En appliquant la formule de Jensen (2:1:1), on trouve

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��R�mf �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R

d�où

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
�m logR:

�
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1.1.2 Reformulation de la formule de Jensen.

Dé�nition 1.1.1 Pour tout nombre réel x > 0; on dé�nit log+ x par

log+ x = max f0; log xg : (1.1.9)

Lemme 1.1.1

(1) log x 6 log+ x: (2) log+ x 6 log+ y pour x 6 y:

(3) log x = log+ x� log+ 1
x
: (4) jlog xj = log+ x+ log+ 1

x
:

(5) log+ (
Qn
k=1 xk) 6

Pn
k=1 log

+ xk: (6) log+ (
Pn

k=1 xk) 6 log n+
Pn

k=1 log
+ xk:

Preuve. (1) ; (2) ; (3) et (4) sont des conséquences immédiates de la dé�nition 1.1.1 et la

monotonie de la fonction logarithme ordinaire.

(5) Si
Qn
k=1 xk � 1; alors l�a¢ rmation est triviale. D�autre part, si

Qn
k=1 xk > 1; alors

log+
�

nQ
k=1

xk

�
= log

�
nQ
k=1

xk

�
=
Pn

k=1 log xk �
Pn

k=1 log
+ xk:

(6) Par (2) et (5) ci-dessus, on a

log+
�

nP
k=1

xk

�
� log+

�
nmax
1�k�n

fxkg
�
� log n+ log+

�
max
1�k�n

fxkg
�
� log n+

nP
k=1

log+ xk:

�

Dé�nition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe

ou a = +1. Alors, on dé�nit m (r; a; f) la fonction de proximité de la fonction f au point a
par

m (r; a; f) = m(r;
1

f � a
) =

1

2�

2�Z
0

log+
1

jf (rei�)� ajd� si a 6= +1 (1.1.10)

et par

m (r;+1 ; f) = m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��f �rei���� d� si a = +1: (1.1.11)

Corollaire 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors,

1

2�

R 2�
0
log
��f �rei���� d� = m(r; f)�m(r;

1

f
): (1.1.12)
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Preuve. En utilisant la troisième propriété du log+, on obtient

1

2�

R 2�
0
log
��f �rei���� d� = 1

2�

R 2�
0
log+

��f �rei���� d� � 1

2�

R 2�
0
log+

1

jf (rei�)jd�;

par les dé�nitions (1:1:10), (1:1:11), nous constatons que

1

2�

R 2�
0
log
��f �rei���� d� = m(r; f)�m(r;

1

f
):

�

Dé�nition 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe

ou a = +1. On dé�nit N (r; a; f) (respectivement N (r; a; f)) la fonction a-points (respecti-
vement a-points distincts) de la fonction f dans le disque jzj 6 r par

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r si a 6= +1;

(1.1.13)

N (r;+1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt+ n (0;+1; f) log r si a = +1

(1.1.14)

et

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r si a 6= +1;

(1.1.15)

N (r;+1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt+ n (0;+1; f) log r si a = +1;

(1.1.16)

où

n (t; a; f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros de l�équation f (z) = a

dans le disque jzj 6 t; chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.

n (t;+1; f) désigne le nombre des pôles de la fonction f (z) dans le disque jzj 6 t; chaque

pôle étant compté avec son ordre de multiplicité.

n (t; a; f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros distincts de l�équation

f (z) = a dans le disque jzj 6 t:

n (t;+1; f) désigne le nombre des pôles distincts de la fonction f (z) dans le disque

jzj 6 t.

Lemme 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe avec les a-points aj (j = 1; 2; : : : ; n) dans le

disque jzj 6 R telle que 0 < ja1j 6 ja2j 6 � � � 6 janj 6 R, chacune est comptée selon sa

multiplicité. Alors,R R
0
log

n (t; a; f)

t
dt =

R R
0
log

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt =

nP
j=1

log
R

jajj
: (1.1.17)
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Preuve. En dénotant rj = jajj ; j = 1; 2; :::; n; on obtient
nP
j=1

log
R

jajj
=

nP
j=1

log
R

rj
= log

Rn

r1r2:::rn
= n logR�

nP
j=1

log rj;

d�où
nP
j=1

log
R

jajj
=

n�1P
j=1

j (log rj+1 � log rj) + n (logR� log rn) ;

donc
nP
j=1

log
R

jajj
=

n�1P
j=1

j
R rj+1
rj

dt

t
+ n

R R
rn

dt

t
=
R R
0

n (t; a; f)

t
dt:

�

Corollaire 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent

f (z) =
+1P
k=m

Ckz
k; Cm 6= 0; m 2 Z

à l�origine. Alors,

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+N (R; f)�N

�
R;
1

f

�
: (1.1.18)

Preuve. En combinant entre (1:1:8) et (1:1:17), on trouve

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'� R R

0

n (t; 0; f)� n (0; 0; f)

t
dt

+
R R
0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt�m logR;

d�où

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'� R R

0

n (t; 0; f)� n (0; 0; f)

t
dt

+
R R
0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt� (n (0; 0; f)� n (0;+1; f)) logR:

D�après les dé�nitions (1:1:13) et (1:1:14), on obtient

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+N (R; f)�N

�
R;
1

f

�
:

�

Corollaire 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent

f (z) =
+1P
k=m

Ckz
k; Cm 6= 0; m 2 Z

à l�origine. Alors,

log jCmj = m(r; f)�m(r;
1

f
) +N (R; f)�N

�
R;
1

f

�
: (1.1.19)

Preuve. On obtient (1:1:19) directement en combinant entre (1:1:12) et (1:1:18) : �
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1.1.3 La fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Dé�nition 1.1.4 Soit f une fonction méromorphe non constante. On dé�nit la fonction

caractéristique T (r; f) de la fonction f par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) : (1.1.20)

Exemple 1.1.1 Soit f (z) = ez. Nous avons n(t;+1; f) = 0 car f n�admet pas de pôles,

par conséquent N(r; f) = 0:

De plus on a

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
���erei���� d�;

d�où

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��er cos ��� d�:

Donc

m(r; f) =
1

2�

0B@
�
2Z
0

(r cos �) d� +

2�Z
3�
2

(r cos �) d�

1CA ;

alors

m(r; f) =
r

�
:

Par conséquent

T (r; f) =
r

�
: (1.1.21)

Exemple 1.1.2 (Voir [10, p. 7]) Soit f (z) = exp (ez) : Alors, on a

T (r; f) � er

(2�3r)
1
3

; r ! +1: (1.1.22)

Exemple 1.1.3 Soit P (z) =
nX
k=0

akz
k un polynôme non constant de degré n > 1 tel que

aj (j = 0; 1; � � � ; n) sont des nombres complexes avec an 6= 0; et soit f (z) = eP (z): On veut

calculer T
�
r; eP (z)

�
:

D�abord on calcule T (r; f) lorsque P (z) = anz
n: Soient an = janj ei'; z = rei�: Alors,

jf (z)j = ejanjr
n cos(n�+'):
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Par conséquent

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ ejanjr
n cos(n�+')d�:

Par changement de variable, on a

m(r; f) =
1

2n�

2n�+'Z
'

log+ ejanjr
n cos(�)d� :

Puisque 2n� est une période de la fonction cos, alors

m(r; f) =
1

2n�

2n�Z
0

log+ ejanjr
n cos(�)d� ;

d�où

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ ejanjr
n cos(�)d� =

janj rn
2�

�
2Z

��
2

cos (�) d� =
janj rn
�

:

Comme f est entière, donc

T (r; f) = m(r; f) =
janj rn
�

: (1.1.23)

Généralement, pour f (z) = eP (z) et P (z) =
nX
k=0

akz
k on a

jf (z)j = ejanjr
n cos(n�+')(1+o(1)) pour r ! +1:

Par conséquent, pour r su¢ samment grand on obtient

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ ejanjr
n cos(n�+')(1+o(1))d� =

janj rn
�

(1 + o (1)) :

D�où

T (r; f) = m(r; f) � janj rn
�

r ! +1: (1.1.24)

Exemple 1.1.4 Soit f une fonction rationnelle

f (z) =
P (z)

Q (z)
=

anz
n + an�1z

n�1 + � � �+ a0
bmzm + bm�1zm�1 + � � �+ b0

;

telle que les aj (j = 0; 1; � � � ; n), bi (i = 0; 1; � � � ; m) sont des nombres complexes avec
anbm 6= 0 et m > n. On a deg (Q (z)) = m: Il existe donc un nombre réel positif r0 > 0 tel
que n(r;+1; f) = m pour tout r > r0: Alors,

N (r; f) =

Z r0

0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)

t
dt+

Z r

r0

m� n (0;+1; f)

t
dt+ n (0;+1; f) log r;
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d�où

N (r; f) = O (1) + (m� n (0;+1; f)) (log r � log r0) + n (0;+1; f) log r:

Par conséquent

N (r; f) = m log r +O (1) : (1.1.25)

Par les propriétés des polynômes complexes (voir [15, Lemme 1.3.1 p. 9]). Pour tout � > 0;

il existe r1 > 0 tel que pour tout jzj = r > r1; on a

jP (z)j = janj rn (1 + o (1)) et jQ (z)j = jbmj rm (1 + o (1)) :

Par conséquent

m (r; f) =
1

2�

R 2�
0
log+

����P (z)Q (z)

���� d� = 1

2�

R 2�
0
log+

�
janj
jbmj

rn�m (1 + o (1))

�
d�;

d�où

m (r; f) = O (1) : (1.1.26)

En combinant entre (1:1:25) et (1:1:26), on obtient

T (r; f) = m log r +O (1) = O (log r) :

1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna.

Théorème 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe non constante et soit

f (z)� a =
+1P
i=m

Ciz
i; Cm 6= 0; m 2 Z

la série de Laurent de (f � a) à l�origine. Alors, pour tout nombre complexe a, on a

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jCmj+ ' (r; a) ; (1.2.1)

où j' (r; a)j 6 log 2 + log+ jaj.

Preuve. Premièrement, on suppose que a = 0. Par le Corollaire 1.1.3 et la Dé�nition 1.1.4,

on obtient

log jCmj = T (r; f)� T (r;
1

f
):

Par conséquent

T (r;
1

f
) = T (r; f)� log jCmj ;

c�est une a¢ rmation avec ' (r; 0) � 0.
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On traite maintenant le cas général où a 6= 0: Soit h (z) = f (z)� a: Alors,

N (r; h) = N (r; f) , N
�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
(1.2.2)

et

m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
: (1.2.3)

Comme

log+ jhj = log+ jf � aj � log+ jf j+ log+ jaj+ log 2

et

log+ jf j = log+ jf � a+ aj � log+ jf � aj+ log+ jaj+ log 2:

L�intégration de ces inégalités donne

m (r; h) � m (r; f) + log+ jaj+ log 2

et

m (r; f) � m (r; h) + log+ jaj+ log 2:

Posons

' (r; a) = m (r; h)�m (r; f) : (1.2.4)

Alors, ' (r; a) satisfait

j' (r; a)j � log+ jaj+ log 2:

Maintenant, appliquons la formule (1:1:19) à la fonction h; nous obtenons

log jCmj = m(r; h)�m(r;
1

h
) +N (R; h)�N

�
R;
1

h

�
;

d�où

m(r;
1

h
) +N

�
R;
1

h

�
= m(r; h) +N (R; h)� log jCmj :

De (1:2:2) et (1:2:4), on trouve

T

�
r;
1

h

�
= m (r; f) +N (r; f)� log jCmj+ ' (r; a)

= T (r; f)� log jCmj+ ' (r; a) :

�

Remarque 1.2.1 Le premier théorème principal peut être exprimé sous la forme :

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1) (1.2.5)

pour tout a 2 C: On note que le terme d�erreur O (1) dépend de a:
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Exemple 1.2.1 Dans l�exemple précédent, on a calculé la fonction T (r; f) pour la fonction

rationnelle

f (z) =
P (z)

Q (z)
=

anz
n + an�1z

n�1 + � � �+ a0
bmzm + bm�1zm�1 + � � �+ b0

;

telle que les aj (j = 0; 1; � � � ; n), bi (i = 0; 1; � � � ; m) sont des nombres complexes où
anbm 6= 0 et m > n. Maintenant on va calculer le T (r; f) de la fonction f mais pour le cas

m < n:

On a la fonction 1
f
est une fonction rationnelle qui véri�e les conditions de l�exemple précé-

dent.

En appliquant le premier théorème fondamental (1:2:5), on obtient

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) ;

nous pouvons appliquer la même méthode de l�exemple précédent pour obtenir

T (r; f) = n log r +O (1) = O (log r) :

Remarque 1.2.2 Nous constatons que la fonction caractéristique d�une foncton rationnelle

est toujours donnée par

T (r; f) = O (log r) : (1.2.6)

En outre, l�inverse de cet assertion est vrai. Autrement dit, si f est une fonction méromorphe

avec T (r; f) = O(log r), alors f est une fonction rationnelle (voir [15, Théorème 2.2.3 p. 26]).

Proposition 1.2.1 Soient f; f1; : : : ; fn des fonctions méromorphes et �; �; ; � 2 C; telles
que �� � � 6= 0: Alors
(a) T (r;

Qn
k=1 fk) 6

Pn
k=1 T (r; fk) ; n > 1;

(b) T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N;

(c) T

�
r;

nP
i=1

fi

�
6

nP
i=1

T (r; fi) + log n; n > 1;

(d) T
�
r; �f+�

f+�

�
= T (r; f) +O (1) ; en supposant que f 6� ��=:

Preuve. (a) et (c) ; en utilisant les propriétés (5) et (6) de log+ on peut facilement déduire

que si fk (k = 1; : : : ; n) sont des fonctions méromorphes, alors

m (r;
Qn
k=1 fk) �

Pn
k=1m (r; fk) (1.2.7)

et

m (r;
Pn

k=1 fk) �
Pn

k=1m (r; fk) + log n: (1.2.8)
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En outre, puisque l�ordre du pôle de
Pn

k=1 fk en z0 ne dépasse pas la somme des ordres des

pôles des fk (k = 1; 2; :::; n) en z0, alors

N (r;
Pn

k=1 fk) �
Pn

k=1N (r; fk) : (1.2.9)

De même, on a

N (r;
Qn
k=1 fk) �

Pn
k=1N (r; fk) : (1.2.10)

En combinant (1:2:9) ( resp. (1:2:10) ) avec (1:2:8) ( resp. (1:2:7) ), on trouve

T (r;
Pn

k=1 fk) �
Pn

k=1 T (r; fk) + log n

et

T (r;
Qn
k=1 fk) �

Pn
k=1 T (r; fk) :

(b) Il su¢ t d�observer que jfnj = jf jn � 1 si et seulement si jf j � 1:
(d) On suppose que  6= 0: On pose f1 = f + �=; f2 = f1; f3 = 1=f2; f4 =

(����)f3


; alors
�f+�
f+�

= f4 + �=:

Maintenant, en utilisant les inégalités (a) et (c) dans la proposition précédente, nous trouvons

T

�
r;
�f + �

f + �

�
= T (r; f4) +O (1)

= T (r; f3) +O (1)

= T (r; f2) +O (1)

= T (r; f1) +O (1)

= T (r; f) +O (1) :

Le cas où  = 0 (� 6= 0) : On pose f1 = f + �
�
( avec � 6= 0) donc �f+�

�
= �

�
f1. Alors,

T

�
r;
�f + �

�

�
= T

�
r;
�

�
f1

�
+O (1)

= T (r; f1) +O (1)

= T (r; f) +O (1) :

�

Théorème 1.2.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors, pour tout R > 0; on a

T (r; f) =
1

2�

R 2�
0
N
�
r; ei�

�
d� + log+ jf (0)j avec 0 < r < R: (1.2.11)

�) T (r; f) est une fonction croissante de r:
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Preuve. En appliquant la formule de Jensen (2:1:1) avec R = 1 à la fonction g (z) = a� z;
nous obtenons

1

2�

2�R
0

log
��a� ei�

�� d� = � log jaj ; si jaj � 1
log jaj � log jaj = 0 si jaj < 1 ;

donc pour tout a 2 C on a
1

2�

2�R
0

log
��a� ei�

�� d� = log+ jaj : (1.2.12)

Soit 0 < r < R: En appliquant la formule de Jensen à la fonction f (z)� ei�; nous trouvons

log
��f (0)� ei�

�� = 1

2�

2�R
0

log
��f �rei��� ei�

�� d��N

�
r;

1

f � ei�

�
+N (r; f) :

L�intégration par rapport à � de 0 à 2� donne

1

2�

2�R
0

log
��f (0)� ei�

�� d� =
1

2�

2�R
0

�
1

2�

2�R
0

log
��f �rei��� ei�

�� d�� d�
� 1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d� +

1

2�

2�R
0

N (r; f) d�;

d�où

1

2�

2�R
0

log
��f (0)� ei�

�� d� =
1

2�

2�R
0

�
1

2�

2�R
0

log
��f �rei��� ei�

�� d�� d�
� 1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d� +

1

2�

2�R
0

N (r; f) d�: (1.2.13)

En utilisant (1:2:12) avec a = f
�
rei�

�
; nous constatons que

1

2�

2�R
0

log
��f �rei��� ei�

�� d� = log+ ��f �rei���� : (1.2.14)

En utilisant (1:2:12) avec a = f (0) ; nous obtenons

1

2�

2�R
0

log
��f (0)� ei�

�� d� = log+ jf (0)j : (1.2.15)

La substitution de (1:2:14), (1:2:15) dans (1:2:13), donne

log+ jf (0)j = 1

2�

2�R
0

log+
��f �rei���� d�� 1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d� +N (r; f) ;

d�où

log+ jf (0)j = m (r; f) +N (r; f)� 1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d�;

donc

T (r; f) =
1

2�

2�R
0

N

�
r;

1

f � ei�

�
d� + log+ jf (0)j :

�
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Remarque 1.2.3 i) L�équation (1:2:11) est appelée l�Identité de Henri Cartan, c�est une

autre représentation de T (r; f) : Puisque N
�
r; 1
f�ei�

�
est une fonction croissante de r. À

l�aide de cette identité (1:2:11), on peut dire que la fonction T (r; f) est une fonction croissante

de r.

ii) Généralement m(r; f) n�est pas monotone. Par exemple, pour la fonction f telle que

f (z) =
z

1� z2
:

On a jf (z)j < 1 pour jzj < 1
2
ou jzj > 2: Cela implique que m(r; f) = 0 pour r 6 1

2
ou r > 2:

1.3 La croissance et la distribution des valeurs d�une
fonction méromorphe.

1.3.1 L�ordre et l�hyper-ordre d�une fonction

Dé�nition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe. Alors l�ordre de croissance de f est dé�ni

par :

� (f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
;

et on dé�nit l�hyper ordre �2 (f) de la fonction f par

�2 (f) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Remarque 1.3.1 Toute fonction f d�ordre �ni satisfait �2 (f) = 0:

Exemple 1.3.1 Soit f une fonction rationnelle non constante

f (z) =
P (z)

Q (z)
=

anz
n + an�1z

n�1 + � � �+ a0
bmzm + bm�1zm�1 + � � �+ b0

;

telle que les aj (j = 0; 1; � � � ; n), bi (i = 0; 1; � � � ; m) sont des nombres complexes avec
anbm 6= 0 et n; m sont des entiers positifs. Alors, de (1:2:6) on a

T (r; f) = O (log r) ;

d�où

� (f) = lim sup
r!+1

logO (log r)

log r
= 0:
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Exemple 1.3.2 Soit f (z) = ez: De (1:1:21) on a

T (r; f) =
r

�
:

D�où

�(ez) = lim sup
r!+1

log r
�

log r
= 1:

Exemple 1.3.3 Soit f (z) = ez
2
. D�après (1:1:23), on obtient

T (r; f) =
r2

�
:

D�où

�(ez
2

) = lim sup
r!+1

log r
2

�

log r
= 2:

Exemple 1.3.4 Soit P (z) =
nX
k=0

akz
k un polynôme non constant de degré n (n entier

positif), tel que aj (j = 0; 1; � � � ; n) sont des nombres complexes avec an 6= 0; et soit

f (z) = eP (z): Alors, d�après (1:1:24),on a

T (r; f) � janj rn
�

; r ! +1;

d�où

�(eP (z)) = lim sup
r!+1

log janjr
n

�

log r
= n = deg (P (z)) :

On peut constater ces deux résultats

�
�
ez

3
�
= 3; �

�
ez

5+3z2�2
�
= 5; �2

�
ez

3
�
= 0; �2

�
ez

5+3z2�2
�
= 0:

Exemple 1.3.5 (Voir [10, p. 7]) Soit f (z) = exp (ez) : Alors,

T (r; f) � er

(2�3r)
1
3

; r ! +1;

d�où

� (exp (ez)) = +1 = � (f) ; �2 (exp (e
z)) = 1:
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1.3.2 La mesure linéaire et la mesure logarithmique.

Dé�nition 1.3.2 On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction indicatrice de l�ensemble E:

La mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;+1) est dé�nie par

lm (F ) =

Z +1

0

�F (t)

t
dt:

Exemple 1.3.6 1) La mesure linéaire de l�ensemble E = [1; 8] [ [9; 12] � [0;+1) est

m (E) =

+1Z
0

�
E
(t) dt =

8Z
1

dt+

12Z
9

dt = 10:

4) La mesure logarithmique de l�ensemble F = [1; e2] � [1;+1) est

lm (F ) =

+1Z
1

�
F
(t)

dt

t
=

e2Z
1

dt

t
= 2:

1.3.3 l�indice central d�une fonction entière.

Dé�nition 1.3.3 Soit f (z) =
+1X
n=0

anz
n une fonction entière, le terme maximal de f est

dé�ni par

� (r) = max fjanj rn; n = 0; 1; 2; � � � g

et l�indice central de f est dé�ni par

�f (r) = max fm; � (r) = jamj rmg :

Exemple 1.3.7 Pour le polynôme P (z) = anz
n + � � � + a0z

0; an 6= 0; pour r su¢ samment
grand, on a � (r) = janj rn et �P (r) = n.

Exemple 1.3.8 Pour la fonction f (z) = ez�on a f (z) =
+1P
n=0

1
n!
zn: On a

� (r) = max
n>0

janj rn = max
n>0

1

n!
rn:

Posons un = 1
n!
rn et étudions la monotonie de la suite (un) : On a

un+1
un

=
r

n+ 1
;
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d�où � un+1
un

> 1; si n < r � 1
un+1
un

< 1; si n > r � 1 :

Par conséquent

u0 < u1 < � � � < u[r]�2 < u[r]�1 6 u[r] > u[r]+1 > u[r]+2 > � � � :

Alors, pour r > 0 on a

� (r) = u[r] =
1

[r]!
r[r] et �f (r) = [r] :

Remarque 1.3.2 [15] Pour toute fonction entière transcendante f , on a

1) � (r) est strictement croissante pour r su¢ samment grand, et tend vers +1 pour r ! +1:

2) �f (r) est croissante et tend vers +1 pour r ! +1:



Chapitre 2

CROISSANCE DES SOLUTIONS
D�UNE CLASSE DE ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES LINEAIRE
D�ORDRE SUPÉRIEUR

2.1 Introduction et résultats

Pour l�équation di¤érentielle linéaire du second ordre

f 00 + e�zf 0 +Q(z)f = 0 (2.1.1)

où Q(z) est une fonction entière d�ordre �ni. Il est bien connu que toute solution f de

l�équation (2.1.1) est une fonction entière, et que si f1 et f2 est ordre in�ni [11]. Par consé-

quent, la plupart des solutions de (2.1.1) ont un ordre in�ni. Mais l�équation (2.1.1) avec

Q(z) = �(1 + e�z) possède une solution f(z) = ez d�ordre �ni.

Ainsi, une question naturelle est : quelles sont conditions sur Q(z) qui garantissent que toute

solution f (6� 0) de l�équation (2.1.1) soit ordre in�ni ? De nombreux auteurs, M. Frei [6], M.
Ozawa [19], G. Gundersen [7], et J.K. Langley [16], I. Amemiya and M.Ozawa [1] ont étudié

ce problème. Ils ont prouvé que lorsque Q(z) est un polynôme non constant ou Q(z) est une

fonction entière croissante avec ordre �(Q) 6= 1, puis chaque solution f 6� 0 de (2.1.1) est

d�ordre in�ni.

Quelles sont conditions sur Q(z) lorsque �(Q) = 1 qui garantissent que toute solution f (6� 0)
de l�équation (2.1.1) soit ordre in�ni ?

Dans [2], Chen Zongxuan ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de l�équation (2.1.1)

et ils ont démontré le résultat suivant :
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Théorème 2.1.1 ([2])Soient a; b des nombres complexes non nuls et a 6= b, Q(z) est un

polynôme non constant ou Q(z) = h(z)ebz où h(z) est un polynôme non nul. Puis toute

solution f(6� 0) de l�équation
f 00 + eazf 0 +Q(z)f = 0 (2.1.2)

est d�ordre in�ni.et véri�e �2(f) = 1 .

Li Chun-hong et Huang Xiao-jun [17], ils ont étendu le Théorème 2.1.1 pour certanies équa-

tions di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur comme suit :

Exemple 2.1.1

f
00
+ eizf 0 + (1 + z)e2izf = 0

alors : �(f) = +1; �2(f) = 1:

Théorème 2.1.2 ([17]) soient Aj 6� 0 des fonctions entières avec �(Aj) < 1(j = 1; ::; k� 1)
(k � 2); aj 2 C�(j = 1; ::; k�1) et véri�ant aj = cja0(j = 1; ::; k�1), où cj > 0(j = 1; ::; k�1)
et tels que k = 2,ck�1 > 1,et k � 3, ck�1 > c = max

1�j�k�2
fcjg, puis toute solution transcendante

de

f (k) + Ak�1(z)e
ak�1zf (k�1) + :::+ A0(z)e

a0zf = 0 (2.1.3)

est d�ordre in�ni.

Chen Zongxuan et Shon KwangHo [4] ils ont aussi généralisé les Théorème 2.1.1 et Théorème

2.1.2 pour cetaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur comme suit :

Exemple 2.1.2

f
000
+ (1 + z2)e3izf

00
+ (1 + z)e2izf 0 + zeizf = 0

A0(z) = z; �(A0) = 0 < 1; a0 = i:

A1(z) = 1 + z; �(A1) = 0 < 1; a1 = c1a0 = 2i; c1 = 2:

A2(z) = 1 + z
2; �(A2) = 0 < 1; a2 = c2a0 = 3i; c2 = 3:

�(f) = +1:

Théorème 2.1.3 ([4]) soient hj(z)(j = 0; :::; k�1) des fonctions entières avec �(hj) < 1, et
Hj = hje

ajz où aj(j = 0; :::; k � 1) sont des nombres complexes.Supposons qu�il existe as tel
que hs 6� 0, et pour j 6= s, si Hj 6= 0 , aj = cjas , (0 < cj < 1) ; si Hj = 0, nous dé�nissons

cj = 0. Puis toute solution transcendante f(6� 0) de l�équation di¤érentielle

f (k) +Hk�1f
(k�1) + :::+Hsf

(s) + :::+H0f = 0 (2.1.4)
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véri�e �(f) = 1. De plus, si maxfc1; ::; cs�1g < c0, puis chaque solution f(6� 0) de (2.1.4)

est d�ordre in�ni.

Théorème 2.1.4 ([4]) soient hj des polynômes, s et Hj, aj, hj véri�ant l�autre hypothèses

du Théorème 2.1.3. Alors toute solution transcendante f(6� 0) de l�équation di¤érentielle

(2.1.4) véri�e �(f) =1 et �2(f) = 1. De plus, si maxfc1; ::; cs�1g < c0, puis toute solution

f(6� 0) de (2.1.4) est d�ordre in�ni.et véri�e �2(f) = 1.

Exemple 2.1.3

z3e
2
3
izf

000
+ (1 + z2)eizf

00
+ (1 + z)e

1
3
izf

0
+ ze

1
2
izf = 0

s = 2; a2 = i:

h0 = z; c0 =
1
2
; a0 =

1
2
i;H0 = ze

1
2
iz:

h1 = 1 + z; c1 =
1
3
; a1 =

1
3
i;H1 = (1 + z)e

1
3
iz:

h2 = 1 + z2; a2 = i;H2 = (1 + z2)eiz:

h3 = z3; c3 =
2
3
; a3 =

2
3
i;H3 = z3e

2
3
iz:

maxfc1; ::; cs�1g = 1
3
< c0:

�(f) = +1; �2(f) = 1:

2.2 Lemmes

Lemme 2.2.1 ([8]) soit f (z) une fonction méromorphe transcendante avec �(f) = � < +1,
� = f(k1; j1); (k2; j2); � � � ; (km; jm)g un ensemble �ni de paires distinctes de nombres entiers
véri�ant ki > ji > 0 (i = 1; 2; � � � ;m). Soit " > 0 une constante donnée. Alors, il existe un

ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que si  0 2 [0; 2�) � E1, il existe une

constante R0 = R0( 0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg (z) =  0, jzj > R0 et pour

tout (k; j) 2 �; on a ����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k� j)(��1+") : (2.2.1)

Lemme 2.2.2 soit h(z)eaz où h est une fonction entière non nulle avec �(h) = � < 1 ,

a = dei'(d > 0; ' 2 [0; 2�)). Ensemble E0 = f� 2 [0; 2�) : cos(' + �) = 0g. Alors pour tout
"(0 < " < 1��), il existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que pour tout
z = rei� , � 2 [0; 2�)n(E [ E0), avec r su¢ samment grand
(i) Si cos('+ �) > 0, alors

expf(1� ")dr cos('+ �)g � jh(z)eazj � expf(1 + ")dr cos('+ �)g (2.2.2)
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(ii) Si cos('+ �) < 0, alors

expf(1 + ")dr cos('+ �)g � jh(z)eazj � expf(1� ")dr cos('+ �)g (2.2.3)

Preuve. D�apres le Lemme 2.2.1,pour tout "(0 < " < 1 � �) il existe un ensemble E �
[0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que pour un � 2 [0; 2�)n(E [ E0), il existe un R0(�) > 1,
pour tous z = rei� satisfaisant r > R0, on a����h0(rei�)h(rei�)

���� � r��1+
"
2 : (2.2.4)

Soit la courbe intégrale C = fw : argw = �;R0 �j w j= t � rg, on a

log h(rei�) =

Z r

R0

h0(tei�)

h(tei�)
ei�dt+ log h(R0e

i�); (2.2.5)

d�aprés (2.2.4) et (2.2.5), on a
��log h(rei�)�� � Mr�+

"
2 + M � r�+

"
2 , où M > 0 est une

constante, et ��log ��h(rei�)���� � ��log h(rei�)�� � r�+
"
2 :

D�où

expf�r�+ "
2g �

��h(rei�)�� � expf+r�+ "
2g; (2.2.6)

d�prés jeazj = edr cos('+�) et (2.2.6), on obtient

expf�r�+ "
2 + cos('+ �)g �

���h(rei�)edei'rei���� � expf+r�+ "
2 + cos('+ �)g:� (2.2.7)

(i) Si cos('+�) > 0, alors pour 0 < " < 1�� et (2.2.7), nous savons que (2.2.2 satisfait pour
r su¢ samment grand. Utilisant la méme preuve similaire que celle ci-dessus, nous pouvons

obtenir (2.2.3) de (ii) obtenue.

En utilisant la méme preuve similaire que celle de la preuve du Lemme 2.2.4 du [9], nous

pouvons obtenir celle du Lemme 2.2.3. �

Lemme 2.2.3 soit f(z) une fonction entière et supposons que
��f (m)(z)�� est non borné sur

un certain rayon arg z = �. Alors il existe une séquence zn = rne
i�(n = 1; 2; :::), qui tend vers

l�in�ni telle que f (m)(zn) �!1 et���� f (j)(zn)f (m)(zn)

���� � jznjm�j (1 + o(1))(j = 0; ::;m� 1):
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Lemme 2.2.4 ([18]) soit f(z) une fontion analytique sur le domaine D = fz j � < arg z <
�; r0 < jzj <1g, et continue sur D = D [ C (C est la borne de D). Si pour un petit " > 0,

il existe R(") > 0 tel que pour jzj � R("), z 2 D, on a jf(z)j < expf" jzj
�

���g, et pour z 2 C,
on a jf(z)j �M (M > 0 est une constante ), alors jf(z)j �M pour tout z 2 D .

Lemme 2.2.5 soit f(z) une fonction entière avec �(f) = � < 1 . Supposons qu�il existe

un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que pour tout un rayon arg z = �0 2
[0; 2�)nE,

��f(rei�0)�� � Mrk (M = m(�0) > 0 est une constante et k(> 0) est une constante

indépendant de �0). Puis f(z) est un polynôme de deg f � k .

Preuve. Puisque E de mesure linéaire nulle, on peut choisir des points �j 2 [0; 2�)nE
(j = 1; :::; n; n+ 1) tels que

0 � �1 < �2 < ::: < �n < 2�; �n+1 = �1 + 2�

et

maxf�j+1 � �j; 1 � j � ng < �

� + 1
:

Pour tout " > 0, �(f) = �, il existe R(") > 0, tel que
���f(z)zk

��� � exp(" jzj�+1):Dans le secteur
Hj = fz j �j � arg z � �j+1; jzj � Rg(j = 1; :::; n)����f(z)zk

���� � exp(" jzj �
�j+1��j )

Ainsi, et sur les rayons arg z = �j, �j+1,
���f(z)zk

��� �M et,d�aprés le Lemme 2.2.4,
���f(z)zk

��� �M est

valable pour toute Hj. D�où jf(z)j �M jzjk valable sur tout le plan. Par conséquent f(z) est
un polynôme de deg f � k. �

Lemme 2.2.6 ([8]) soit f une fonction méromorphe transcendante, et soit � > 0 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble E � (1;+1) de mesure logarithmique �nie, et
une constante B > 0 qui depand de � et (m;n)(m;n 2 f0; :::; kg, et m < n) tel que pour tous

z satisfant jzj = r =2 [0; 2�) [ E, on a���� f (n)(zn)f (m)(zn)

���� � B(
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f))n�m (2.2.8)

Lemme 2.2.7 ([2])soit f(z) une fonction entière avec �(f) = 1 et �2(f) = � < +1, soit
un ensemble E � (1;+1) de mesure logarithmique �nie. Alors il existe fzk = rke

i�kg tel que
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jf(zk)j = M(rk; f); �k 2 [0; 2�), limk�!1 �k = �0 2 [0; 2�), rk =2 E, k �! 1 et pour tout

" > 0, pour rk su¢ samment grand, on a

lim
k�!1

log v(rk)

log rk
=1: (2.2.9)

exp(r��"k ) < v(rk) < exp(r�+"k ) (2.2.10)

où v(r) est l�indice central de f(z).

Lemme 2.2.8 soit f(z) une fonction entiére transcendante. Alors il existe un ensemble E �
(1;+1) de mesure logarithmique �nie telle que lorsque nous prenons un point z satisfant
jzj = r =2 [0; 1] [ E et jf(z)j =M(r; f), on a���� f(z)f (s)(z)

���� � 2rs (s 2 N): (2.2.11)

Preuve. D�aprés le Théorème de Wiman-Valiron ([12],[21]), on a .

f(z)

f (s)(z)
= (

v(r)

z
)s(1 + o(1)); (2.2.12)

où jzj = r =2 [0; 1] [ E, E � (1;+1) est de mesure logarithmique �nie telle que jf(z)j =
M(r; f) et v(r) désigne l�indice central de f(z). Puisque f est transcendante,v(r) �!
1(r �! 1). Alors que z satisfait jzj = r =2 [0; 1] [ E et jf(z)j = M(r; f) avec (2.2.12)

on déduit (2.2.11) . �

Lemme 2.2.9 soient Hj(j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières avec �(Hj) � � < 1. Si
f(z) est une solution de l�équation di¤érentielle

f (k) +Hk�1f
(k�1) + :::+H0f = 0;

alors �2(f) � �:

Preuve. En utilisant la Théorème de Wiman-Valiron, on peut facilement prouver le Lemme

2.2.9. �

2.3 Démonstration du Théorème 2.1.3.

Soit f(z) est une solution transcendante de (2.1.4). Montrons que �(f) =1. Supposons que
�(f) = � < 1. Soit as = dei', z = rei�, alors jeaszj = erd cos('+�), pour j 6= s, aj = cjde

i'.

Soit c = maxfcj; j 6= sg, alors 0 � c < 1. D�aprés le Lemme 2.2.1. il existe un ensemble E1 �
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[0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�)nE1, il existe un constant R = R(�) > 1;

tel que pour tout z véri�ant arg z = � et jzj � R, on ait����f (j)(z)f (s)(z)

���� � jzjM ; (j = s+ 1; :::; k); (2.3.1)

oùM(> 0) est une constante. Puisque hs 6= 0 et �(hj) < 1(j = 0; :::; k� 1). D�prés le Lemme
2.2.2, E2 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, pour � 2 [0; 2�)n(E1 [ E2 [ E0)(E0 = f� 2
[0; 2�) : cos('+ �) = 0g, est un ensemble �ni, pour tout " donné (0 < 3" < 1� c), on obtient
que pour r su¢ samment grand,

(i) Si cos('+ �) > 0, alors

expf(1� ")dr cos('+ �)g �
��Hs(re

i�)
�� � expf(1 + ")dr cos('+ �)g (2.3.2)

��Hj(re
i�)
�� � expf(1 + ")cdr cos('+ �)g(j 6= s) (2.3.3)

(ii) Si cos('+ �) et Hj 6= 0, alors

��Hs(re
i�)
�� � expf(1� ")dr cos('+ �)g (2.3.4)

��Hj(re
i�)
�� � expf(1� ")cjdr cos('+ �)g(j 6= s) (2.3.5)

Pour tout � 2 [0; 2�)n(E1 [ E2 [ E0), alors cos(' + �) > 0 ou cos(' + �) < 0 nous divisons

en deux cas : (i) cos('+ �) > 0 et (ii) cos('+ �) < 0.

Cas (i) : cos(' + �) > 0. Maintenant nous prouvons que
��f (s)(rei�)�� est borné sur la droite

arg z = �.

Si
��f (s)(rei�)�� est borné sur la droite arg z = �, alors d�aprés le Lemme 2.2.3, il existe une

suite in�nie de points zq = rqe
i�(r = 1; 2; :::) tel que pour q !1 on a qr !1, f (s)(zn)!1

et ����f (j)(zq)f (s)(zq)

���� � (1 + o(1)) jzqjs�j (j = 0; :::; s� 1): (2.3.6)
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En substituant (2.3.1)-(2.3.3) et (2.3.6) dans (2.1.4), on trouve que

expf(1� ")drq cos('+ �)g � jHs(zq)j (2.3.7)

�
����f (k)(zq)f (s)(zq)

����+ :::+

����Hs+1(zq)
f (s+1)(zq)

f (s)(zq)

����
+

����Hs�1(zq)
f (s�1)(zq)

f (s)(zq)

����+ :::+

����H0(zq)
f(zq)

f (s)(zq)

����
� k expf(1 + ")cdrq cos('+ �)g jzqjM :

D�aprés (2.3.7), il vient que

expf1
3
(1� c)drq cos('+ �)g � rMq (2.3.8)

C�est une contradiction. D�où
��f (k)(rei�)�� �M sur arg z = �. Nous pouvons facilement obtenir

��f(rei�)�� �Mrk (2.3.9)

sur arg z = �:

Cas (ii) : cos('+ �) < 0, d�aprés (2.1.4),il vient que

� 1 = Hk�1(z)
f (k�1)(z)

f (k)(z)
+ :::+Hs(z)

f (s)(z)

f (k)(z)
+ :::+H0(z)

f(z)

f (k)(z)
(2.3.10)

Maintenant nous prouvons que
��f (k)(rei�)�� est borné sur la droite arg z = �. Si j f (k)(rei�) j

est borné sur arg z = �, alors d�aprés le Lemme 2.2.3, il existe une suite in�nie de points

zq = rqe
i�(r = 1; 2; :::) tel que pour q !1 on a qr !1, f (s)(zn)!1 et����f (j)(zq)f (k)(zq)

���� � (1 + o(1)) jzqjk�j (j = 0; :::; k � 1); (2.3.11)

d�aprés (2.3.4) et (2.3.11), et lorsque q !1 alors����Hs(z)
f (s)(zq)

f (k)(zq)

���� � expf(1� ")cjdr cos('+ �)grk�sq (1 + o(1))! 0 (2.3.12)

Si Hj 6= 0(j 6= s) alors d�aprés (2.3.5), (2.3.11) et cj > 0, et lorsque q !1 alors����Hj(z)
f (j)(zq)

f (k)(zq)

���� � expf(1� ")cjdr cos('+ �)grk�jq (1 + o(1))! 0: (2.3.13)

En substituant (2.3.12) et (2.3.13) dans (2.3.10), on obtient que

1 � 0 (2.3.14)
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C�est une contradiction. D�où
��f (k)(rei�)�� �M sur arg z = �. Par conséquent

��f(rei�)�� �Mrk: (2.3.15)

Soit arg z = �, d�aprés le Lemme 2.2.5, en utilisant (2.3.9) et (2.3.15) et puisque (E1 [
E2 [ E0) de mesure linéaire nulle,et puisque f(z) est un polynôme c�est une contradiction
selon l�hypothèse. Par conséquent �(f) = 1: De plus, supposant que f est une solution

polynômiale de (2.1.4) et que deg f = m.

Si m � s, alors nous prenons � 2 [0; 2�)n(E1[E2[E0) véri�ant cos('+ �) > 0. Pour tout "1
donné (0 < 3"1minf1� c; c0 � c0g(c0 = (maxfc1; :::; cs�1g < c0)), d�aprés (2.1.4) et le Lemme

2.2.2 on ait

expf(1� "1)dr cos('+ �)grm�s (2.3.16)

�
��hs(rei�)f (s)(rei�)�� edr cos('+�) = ��Hs(re

i�)f (s)(rei�)
��

�
X
j 6=s

��hj(rei�)f (j)(rei�)�� ecjdr cos('+�)
� krm expf(1 + "1)cdr cos('+ �)g;

d�aprés (2.3.16), on a

expf1
3
(1� c)cdr cos('+ �)g � rs: (2.3.17)

C�est une contradiction.

Si m < s, prenant � comme ci-dessus,d�aprés (2.1.4) et le Lemme 2.2.2, on a

expf(1� "1)c0dr cos('+ �)g �
��H0(re

i�)f(rei�)
��

�
s�1X
j=1

��Hj(re
i�)f (j)(rei�)

�� � (s� 1) expf(1 + "1)c0dr cos('+ �)g

et

expf1
3
(c0 � c0)dr cos('+ �)g � s� 1 (2.3.18)

C�est une contradiction.Par conséquent, quand maxfc1; :::; cs�1g < c0, toute solution f (6� 0)
de (2.1.4) est ordre in�ni.
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2.4 Démonstration du Théorème 2.1.4

Soit f(z) est une solution transcendante de (2.1.4), d�aprés le Théoreme 2.1.3, on a �(f) =1.
Maintenant nous montrons que �2(f) = 1. Soit �2(f) < 1, d�aprés le Lemme 2.2.6 nous

savons qu�il existe un ensemble E3 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie, et qu�il existe
une constante A > 0, tel que����f (j)(z)f (d)(z)

���� � A(T (2r; f))2k (k � j > d � 0) (2.4.1)

jzj = r =2 E3 et r su¢ samment grand.
À la lumière de la théorie de Wiman-Valiron , nous avons des formules de base

f (j)(z)

f(z)
= (

v(r)

z
)j(1 + o(1))(j = 1; :::; k) (2.4.2)

où z véri�ant jf(z)j = M(r; f) et jzj = r =2 [0; 1] [ E4; (E4 � (1;+1)) de mesure logarith-
mique �nie, v(r) est l�index central de f(z).

D�prés le Lemme 2.2.7, nous pouvons choisir un segment fzn = rne
i�ng tel que jf(zn)j =

M(rn; f), �n 2 [0; 2�], limn!1 �n = �0 2 [0; 2�], rn =2 [0; 1] [ E3 [ E4, rn ! 1 et pour tout

"2 donné (0 < 3" < minf1� �; 1� cg) et rn su¢ samment grand on ait

lim
n!1

log v(rn)

log rn
=1 (2.4.3)

expfr��"2n g � v(rn) � expfr�+"2n g (2.4.4)

Pour �0, on a Refaszg = dr cos('+�0), pour dr cos('+�0), il existe trois cas : (i) cos('+�0) >

0 ; (ii) cos('+ �0) < 0 ; (iii) cos('+ �0) = 0. Pour le prouver nous divisons en tois cas

(i) : cos('+ �0) > 0, d�aprés (2.1.4) on ait

� hse
asz = (

f (k)

f (s)
) + hk�1e

ak�1z
f (k�1)

f (s)
+ :::+ hs+1e

as+1z
f (s+1)

f (s)
) (2.4.5)

+(hs�1e
as�1z

f (s�1)

f (s)
+ :::+ h1e

a1z
f (1)

f (s)
+ h0e

a0z))
f

f (s)
:

Pour n su¢ samment grand, cos(' + �0) > 0 lorsque �n ! �0. Par conséquent Pour n su¢ -

samment grand, d�aprés le Lemme 2.2.2, nous savons que �n véri�ant

jhs(zn)easznj � expf(1� "2)drn cos('+ �n)g (2.4.6)
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��hj(zn)eajzn�� � rM expf(1� "2)drn cos('+ �n)g (pour j 6= s): (2.4.7)

D�aprés le Lemme 2.2.8, on sait que si zn = rne
i�n véri�ant jf(zn)j =M(rn; f), on ait���� f(z)f (s)(z)

���� � rkn: (2.4.8)

Sur l�intervale fzn = rne
i�ng, en remplacant (2.4.1), (2.4.6), (2.4.8) dans (2.4.5), comme n

su¢ samment grand, on obtien que

expf(1� "2)drn cos('+ �n)g � jhs(zn)easznj (2.4.9)

� AkrM expf(1� "2)drn cos('+ �n)g(T (2r; f))2k:(2.4.10)

D�où

expf1
3
(1� c)d cos('+ �n)g � AkrM(T (2r; f))2k: (2.4.11)

D�aprés (2.4.11), on a �2(f) � 1:
(ii) : cos('+ �0) < 0, d�aprés (2.1.4) et (2.4.2), on obtien que

(�v(rn)
zn

)k(1 + o(1)) = Hk�1(zn)(�
v(rn)

zn
)k�1(1 + o(1)) (2.4.12)

+:::+Hs(zn)(�
v(rn)

zn
)s(1 + o(1)) + :::+H0(zn):

Puisque �n ! �0 et cos(' + �0) < 0, on a cos(' + �n) < 0 pour n su¢ samment grand. Par

conséquent pour n su¢ samment grand, d�aprés le Lemme 2.2.2, nous savons que �n véri�ant

jhs(zn)easznj � expf(1� "2)drn cos('+ �n)g � 1: (2.4.13)

Pour j 6= s si Hj(z) 6= 0, alors

jhj(zn)eajznj � expf(1� "2)cjdrn cos('+ �n)g � 1: (2.4.14)

En remplacant (2.4.13) et (2.4.14) dans (2.4.12), il vient que

v(rn) � krMn (1 + o(1)): (2.4.15)

Alors (2.4.15) se contredit avec (2.4.3). Cela montre que le cas (ii) ne peut pas se produire.
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(iii) : cos(' + �0) = 0. Puisque zn = rne
i�n véri�ant rn ! 1; �n ! �0 comme n ! 1, la

droite argw = '+ �0 est une ligne asymptotique de fajzng(j = 0; :::; k� 1). Par conséquent,
il existe N > 0, tel que quand n > N , avec Refajrnei�0g = 0, et puisque hj(j = 0; :::; k � 1)
est polynomial, on a pour j = 0; :::; k � 1

� 1 < Refajrnei�0g < 1;
1

e
< jeajznj < e; rM1 < jhj(zn)eajznj < rM2 : (2.4.16)

où M1;M2 sont deux entiers positifs. D�aprés (2.1.4), (2.4.2), nous savons que (2.4.12) est

véri�ée. D�aprés (2.4.12) et (2.4.16), on a

v(rn)(1 + o(1)) � rMn : (2.4.17)

Alors(2.4.17) se contredit avec (2.4.3) .Cela montre que le cas (iii) ne peut pas se pro-

duire.Dans le cas (i), on a prouvé que �2(f) � 1: En combinant le Lemme 2.2.9, on a

�2(f) = 1:

En outre pour le cas, utilisant la même démonstration que dans le Théorème 2.1.3, nous

savons que lorsque maxfc1;���; cs�1g < c0, toute solution f 6� 0 de (2.1.4) a �2(f) = 1:

2.5 Conclusion

Certains chercheurs se sont intéressés à l�étude des propriétés des solutions des équations

di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur homogènes ou non homogènes dont les coe¢ cients

sont des fonctions entières. On sait que ces solutions sont des fonctions entières et elles sont

souvent d�ordre in�ni. C�est pourquoi on a introduit la notion de l�hyper-ordre. Cependant

l�étude de ces equations dans le cas où les coe¢ cients sont des fonctions méromorphes est un

peu di¤cile car les solutions ne sont pas forcément des fonctions méromorphes.

Dans cette mémoire on a étudié l�ordre et l�hyper-ordre de ces équations. On s�est aussi

intéressé dans notre travail à l�étude des équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur

non homogène avec des coe¢ cients entières.
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