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Notations

R : L’espace des nombres réels.

R™ : L’espace des vecteurs réels de dimension n.
R™™ : L’espace des matrices réelles de taille n x m.
€ : Appartient .

rang (.) : Le rang de la matrice.

det (.) : Le déterminant de la matrice.

I, : La matrice identité de taille n x n.

0nxm : La matrice nulle de taille n x m.

M, «m : La matrice nulle de taille n x m.

M7 : Transposé de la matrice M.

M~ : L’inverse de la matrice M.

M = 0 : Matrice définie positive.

M* : Transposé conjugué de la matrice M.

M,, : Une matrice de Metzler de taille n.

N%z(t) : La dérivée fractionnaire non conformable de la fonction x(¢)
Ly : La transformé de Laplace non conformable.

S : La transformé de Sumudu non conformable.
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Introduction

Le monde scientifique connait actuellement un grand développement technologique
sous l'effet de la concurrence et des besoins de plus en plus, du point de vue qualité et
performance des machines industriels dans différents domaines.

Des modeles particuliers ont été développés et étudié par nombreux scientifiques et
mathématiciens pour pouvoir résoudre les problemes qui se posent en réalité, dont on cite :
les modeles a compartiments, les modeles électriques (circuits RLC), d’autres modeles
apparaissent dans le domaine des sciences sociales, en science de la communication et de
I'information, les processus industriels impliquant des réacteurs chimiques, I'industrie des
Robots ... etc voir [9] [7, 14, 19, 23], 4] 11, [3, 26].

Parmi ces types de systemes, on cite les systemes fractionnaires linéaires ou la dérivée

fractionnaire est au sens de Caputo, sont d’écrit par 1’équation :
D%x(t) = Ax(t) + Bu(t)

par contre; ne nouvelle dérivée dite : la dérivée fractionnaire conformable qui a été

introduit par Khali et Abdeljawad voir [5 [I7] , et est noté 7%, le systeme est
Tx(t) = Ax(t) + Bu(t)

ouz(.) € RT,U(.) € R", A € M,, B € R sont des matrices constantes de dimen-
sions appropriées.

Les résultats qui ont été trouvés lors de l'analyse de cette classe de systemes sont
nombreuses en théorie de controle ( positivité et stabilité).

Récemment, une nouvelle dérivée fractionnaire a été introduite en [21],20] et développée
en [§] noté N dite non conformable. Nous nous intéressons dans ce travail a la classe des
systemes fractionnaires unidimensionnels non conformable d’ordre «, ou 0 < a < 1, et
pour le cas bidimensionnel fractionnaire d’ordre (o, 8) ot 0 < a < 1et 0 < 8 < 1; nous
exposerons les tests de stabilité et de positivité au moyen de matrices de Metzler et de
vecteurs positifs.

Notre travail est structuré en trois chapitres, en plus I'introduction et la conclusion et
enfin des perspectives.

Dans le premier chapitre, nous introduisons les notions mathématiques de bases comme :
I’algebre linéaire, les matrice non négative et de Metzler de Metzler, la transformée de
Laplace ..., pour pouvoir résoudre et étudier les conditions de positivité et de stabilité

des systemes fractionnaires. Le deuxieme chapitre concerne 'analyse de la dérivée frac-
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tionnaire non conformable pour présenter de nouveaux résultats sur la transformée de

Sumudu pour établir la solution de la classe des systemes unidimensionnels de type
N%(t) = Az(t) + Bu(t) (1)

Ensuite en utilisant la formule de cette solution on analyse ce type de systeme oprésente
les conditions nécessaire et suffisante de positivité et de stabilité .
Le troisieme chapitre traite I’étude de solvabilité des systeme bidimensionnelle frac-

tionnaire décrite par le modele de Rosser sous la forme d’équation suivante

Nzl (¢, t Ay A bty t B
tgﬂi ( 1, 2) _ 11 12 Xv( 1, 2) X 1 w(tbtz) (2)
Nz (t2,12) Ay A z¥ (t1,t2) By

. . N v 8 niXn
ou Ntlxh (t1,t2) = g_tl$h(t1,t2), x¥ (t1, 1) = g—hﬂﬁh(tbb), et Ayp, Aip € R™X™, Agy, Aoy €
R"2*"2 ot B; € R™, By € R™ avec ny + ny = n.

Nous terminons enfin notre mémoire par une conclusion générale et des perspectives.



Chapitre 1
Notions de Bases et Préliminaires

Définition 1.0.1. [15] Valeurs et vecteurs propres
Soient A € M, , et X € R" . On dit que Ay, ..., N, sont les valeurs propres de la matrice

A s’il existe un x € R™ telle que x # 0 vérifiant,
Ar = \x

et on dit aussi que x; est le vecteur propre de A associé a la valeur propre \;.

Définition 1.0.2. [1)] Polynome caractéristique

On définit le polynome caractéristique de la matrice A € M, ,, par :

Pa(\) = |A — M,,| = det(A — AL,)

Définition 1.0.3. [15] Une fonction de la variable t est dite causale, si elle est nulle pour
t <0.

Définition 1.0.4. [15] Soit f une fonction du temps t causale, sa transformée de Laplace

notée F(s) est définie par :

0

telle que s est un nombre complexe.

F existe que si cette intégrale a un sens i.e converge.

Définition 1.0.5. [2] On dit que A est une matrice non-négative si¥Vi=1,nVj =1,m:
a;; > 0, autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives. Une telle matrice est notée
A>0ouAeRPM



Définition 1.0.6. [2/ On dit que A est une matrice positive si A est non-négative et
Jk=1,n3 =1, m:ay >0, i.c., toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins

une entrée strictement positive. Nous noterons une telle matrice A > 0

Définition 1.0.7. [2] On dit que A est une matrice de Metzler si¥i = 1,n,Vj =1,m,i #
J ay >0, i.e., toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives. L’ensemble des

matrices de Metzler de dimension n X n est noté M,,.

Exemple 1.0.1. La matrice A suivante est une matrice de Metzler.

-2 5 1

1 2 8 3
A—

2 3 -2 7

1 1 2 4

Lemme 1.0.1. [2] A est une matrice de Metzler si et seulement si ¥Vt > 0 : et € R™.

At

ot e’ étant ’exponentiel de la matrice At.
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Chapitre 2

Les systemes unidimensionnels

fractionnaires

Nous présentons dans ce chapitre les systemes linéaires fractionnaires en temps continu
tout en considérant la dérivée fractionnaire non conformable. Nous exposerons les résultats
de la solution pour la classe des systemes fractionnaires en rappelant quelques résultats
sur cette nouvelle dérivée, puis on développe de nouvelles sur la nouvelle transformation

de Sumudu moyennent cette dérivée.

Rappelons qu’'une vue d’ensemble de la situation actuelle de la théorie des systemes

fractionnaire conformable est donnée dans les travaux [20], 21, [§].

2.1 Rappel sur la dérivé fractionnaire non-conforme
et la transformation de Laplace

Définition 2.1.1. [20)] Le dérivé fractionnaire non conformable d’une fonction en temps

continu réel f(t),t € [0,00) d’ordre a € [0, 1]

N F(t) — tim L) =)

e—0 g

Définition 2.1.2. [20)] La dérivée fractionnaire non conformable d’une fonction en temps
continu réel f(t),t € [0,00) d’ordre a € [0, 1]

NI () = / f(@)d
11



2.1. RAPPEL SUR LA DERIVE FRACTIONNAIRE NON-CONFORME ET LA
TRANSFORMATION DE LAPLACE

N[a / f adl’

Définition 2.1.3. [§/ Soient 0 < a <1 et f:]0,00) — R, puis la transformée de Laplace

ot d’une maniére équivalente

fractionnaire non conformable d’ordre o de f(t) est défini par
o0 o+l
£Nf(t):Fa(s):/ sarT flote de
0
Théoréeme 1. Soit f:[0,00) — R étre une fonction donnée et 0 < o < 1. Puis
Sn AN (@)} = 5Fa(s) — £(0),5 > 0

Démonstration. En utilisant I'intégration par partie, nous aurons :

2(a+1)

Lyv{N"f(z)} = / Y@ N f ()2 da

0
© (@t

:/ ¢ @ g0 f ()2 da
0
© et

— [ ps
0

o L o 21)
_{e @ f(x )] —/ f(z) (—( j_l)(oH—l)xa)e @
= [ ) s [ s
= sFa(s) — f(0)
O

Théoréme 2. Soit f : [0,00) — R, alors

Fals) = L { flla+ D)= } (s)

2ot D)

Démonstration. En utilisant le changement de variable v = )k

na:

o p(a+1) [e's)
Sta(s):/ P CEa f(x)x O‘alzzc:/ e_‘“’f((a—{—1)’0)ﬁdv:L{f((a—i—l)v)ﬁ}7
0 0
O
Théoréme 3. [§] Soient f,g:[0,00) > R, et c,a,p ER et 0 < a < 1. Alors,

12



CHAPITRE 2. LES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

N*(uf +vg) =uN*(h) + vN(g) pour tout u,v € R;

N%(hg) = hN®(g) + gN3'(h) ;

) _ hN*(g)—gNg'(h) .
— g2 )

pour tout fonction constante h(t) = c;

NS G e e =~
Q
—~
o
~— — >

8. N«

9. N¢ (cos

Théoreme 4. [§] Pour « €]0,1], les résultats suivants sont vérifiées,

1. Ly(1) =1,

Har(1e b

2. Ly (tb) _ (1) 11++L(1+”“), tel que la fonction Gamma I est définie par I'(a,z) =
14«
/ t* te7tdt, T%(a,0) := T'(a) et b > —1;
toz+1
3. Ly (eCTH> = ﬁ, pour s —c>0;
ta+1

4o L (FWEST) = Fs =), avee Ly (f(1)) = F(s), e
5. Ly (sin (cﬁti)) = aie
6. Ln (cos <ctlli:>> = oqa
7. Ly (sinh (cﬁji)) = 2%
8 Ly (cosh (ctfi;)) =23,

Théoreme 5. Soient f,g :[0,00) = R, alors

La{(f*9)(@)} = Fa(s)Sa(s)

ou f g est le produit de convolution de f et g.

Démonstration. Par définition on a

Cr{(f +9)(@)} = £ {(f * 9) (e + Do) =1 §
= {70+ Do = } £ {g((a+ 1)@} (2.2)
= Fa(5)9a(s)

13



2.2. TRANSFORMATION DE SUMUDU

Proposition 2.1.1. [§/ Soient f,g:[0,00) — R et A est un nombre réel, alors :

1
Ln(f+9)=Ln(f)+Ln(9)
2,
Ln(Af) = ACn(f)
3

Ln(Nf) =sLn(f) — f(0)

ex ([ 25 o) = Sewat)

2.2 Transformation de Sumudu

Dans cette partie du chapitre, on donne un apercu sur la transformé de Sumudu avec
la dérivée fractionnaire non conformable pour pouvoir donner la solution d’un systeme

fractionnaire non conformable.

Définition 2.2.1. Sur ’ensemble de fonctions suivant :

|z X
A, = {f(:v) M7 > 0, ()] < Me ™, sia® € (=1 x [0,00),j = 1,2},

la transformée de Sumudu fractionnaire non conformable de f peut étre généralisée par :

71(1-9—1

Salf(z)] = Falu) = — /0 " f()doz

ot
dor =2 Mz, 0 < a < 1

Théoreme 6. Soit f € A,, alors on a

Démonstration. Par définition de la transformation de Sumudu, il vient,

14



CHAPITRE 2. LES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

(a+1)

Sulf(2)] =~ / Y @) doa

4 .
Posons v = % = dv = x%dz, par suite

Salf(@)] = = / Tt flan)tau =1 { flat} -

u

Théoréme 7. Soit f : [0,00) — R une fonction donnée et 0 < a < 1. Alors

Falw) _ f(0)

u u

8o [N“f(z)] =

Démonstration.

Théoreme 8. Soient a,c € R et 0 < a < 1. Nous avons donc les relations suivantes,

1—au a
s et N7 au 1
M <a<a+1>>_ T ivaze T )
s et \ T 1 1
o | €08 (“(a+1))_ T 1t a7 4
r (a+1) 1
S, |sinh ( a * — U
i (v +1) 1 — a?u? |lal
r (a+1) 1 1
x
So h = ,
(% + 1>)1 T—a2a2 " 7 al

(2.4)

(2.5)

(2.6)



2.2. TRANSFORMATION DE SUMUDU

xn(aJrl) . . 0 )10
—— | =T(n+Du",u> )
[(a n 1)4 (n+1) (2.10)
Démonstration.
1. Pour la propriété de I'équation (2.4)) on vérifie bien que,
~ Laferonr Ao

u u

Salc]

=C

2. Pour (2.5),

(a41)

z(a+1)
La {ea (a+1) } ax 1
w(ot1) s— 1 L {6 }s—> L {S—(l}sﬁl 1
S, e @t | = (TR — 4

U u u 1—au

3. Pour la propriété de 1'équation (2.6 on a

x°

g { ( pla+l) )} Lo, {sin GLW)}H?; L{sin(am)}ﬁi {524;#&}5%%
o |sin (@ _

(a+1) - -

u u u
au

14 a?u?’

De méme, nous pouvons prouver ([2.7)) et ensuite facilement prouver (2.8)) et (2.9).

4. Finalement, pour la derniere propriété,

Lr(e+l) La {f;fj)ln) }H; I'(n+ 1)u’”rl
a[( +1)}= L = =I(n+1)u",
o n

u u

]

Théoréme 9. Pour f et g : [0,00) — R des fonctions données, \,u € R et 0 < o < 1.
les propriétés suivantes sont satisfaites, :

1) Propriété de linéarité -
Sa{Af(2) + ng(x)} = AFa(u) + pGa(u), (2.11)
2) Propriété de convolution :
Sal(f * 9)(2)] = uFa(u)Ga(u). (2.12)

Démonstration.

16



CHAPITRE 2. LES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

1. Pour la propriété de la linéarité, il suffit juste d’appliquer la définition de la trans-

formé de Sumudu (2.2.1).
2. En appliquant le Théoreme @, nous avons :
’Ca{f * g}s—)l

Sullf = g)()] =~
B [Sta(s)ga(s)]s_)l
B u
T (1) S (3)
B u
= uFo(u)Ga(u)

2.3 Solvabilité des systémes unidimensionnels frac-

tionnaires

On considere le systeme a dérivée fractionnaire non conforme décrit par I’équation,

N® = Az(t) + Bu(t)

(2.13)

L’application de la transformée de Sumudu no conforme a notre systeme (2.13), donne

Sa(Nz(t)) = Sa(Ax(t) + Buf(t))
Xa —ux(O) = AX,(s) + Bu(s)
(]~ A)Xa(s) = 2 | Bu(s)

Xals) = (31— A) (zo + Bu(s))

et sachant que

=0
o0
_ E Aiui+1
=0

17
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2.4. POSITIVITE DES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

1/ En utilisant la transforme inverse ( non conforme)

-1 <i Aiui+1 ) ZAZ z+1
1=0
) (t‘“'l)

_ ZAZ a+1
, Do+ 1)xg

1=

(2.19)

Arxtl
=e otl Iy

2/ puis la transformation de Sumudu (non conforme)

(B i Auu(s)) = B Z ALS T (™ u(s)) (2.20)

et par application du théoreme de convolution, il s’ensuit,

Si_zlo(BZAiui+l BZAZ H—l 1 % (u(s))
=0

ta+l

—BZ Al O‘+1 s u(s) (2.21)

ta+1

Ta—i—l

P
o 7 a+1 o
Bg A/ TG+ 1) Bu(t)d*r

d’apres et (2.21)) on obtient

totl Ata+177_a+1

z(t) = e 2(0) + /0 ot Bu(r)dr (2.22)

Théoréme 10. La solution du systéme (2.13)) est donnée par

At!jill t qtetlootl N
z(t)=e z(0)+ [ e” ofr  Bu(r)dT (2.23)
0

2.4 Positivité des systemes unidimensionnels fraction-

naires

Les systemes positifs sont des systemes dans les quelles les variables (entrantes+sortantes)

prennent des valeurs positives et dans la réalité, beaucoup d’exemples sont décrit par plu-

18



CHAPITRE 2. LES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

sieurs auteurs dans divers domaines, tout on vite a titre d’exemples : les problemes de
dynamique de populations, circuits RLC, ausii en médecine, les problemes d’énergie mi-
nimale, dans ’analyse de signaux, le traitement d’image, pour plus de détails on se réfere
a 3 [15].

L’étude des systemes linaires positifs est un peut compliquée car elle nous pose plus
de conditions ( la positivité ) sur la variable d’état pour la solution.

On considere le systeme suivant a dérivée fractionnaire non conformable

N® = Az(t) + Bu(t) (2.24)

Nous annongons dans ce qui suit une définition d’un systeme positif ensuite un théoreme
qui caractérise les conditions de positivités d’un systeme fractionnaire a dérivée fraction-

naire non conformable, comme généralisation de résultats existants.

0,1

Définition 2.4.1. Le systéme est internement positif si et seulement si x(t) € R"™ pour
tout ko € R™ et tout u(t) € RY™t > .

Théoréme 11. Le systéme linéaire fractionnaire (2.32) est positif si et seulement si
AeM,, BeRy™ (2.25)

Démonstration. Nous allons démontrer les deux conditions nécessaires et suffisantes de ce
théoreme.

La condition suffisante : on montre d’abord que

A

eartt™™ ¢ R telleque t>0 0O0<a<l1

si et seulement si

AeM,
On a
a+1
ettt = I, + Al + ..
a+1

il s’ensuit que
A ta+l

eotl eRY™ t>0 si AeM,

Si




2.4. POSITIVITE DES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

alors il existe un vecteur A > 0

telle que
+ I, e R
a+1 " +
et
A o A a a
eartt™ = Q(GRTH I AT g gren 5 )
Puisque

A
G(T-H+I”>‘) e R:z_*n

et

e Mt ¢ RY™ pour t>0

Si AeM,, BeRY™ xy€ R} et u(t) e RT, t >0 alors

a+

A L«
eattit 1350 R, earil HBu(t) €¢R}Y pourt>0

et en utilisant la solution du systéme (2.24) donné dans le théoreme [10} on obtient
x(t) € R pour ¢t > 0.

Pour montrer la nécessité, nous supposons que u(t) =0 t > 0 et o = ¢; (i colonnes

de la matrice I,,), la trajectoire z(t) ne quitte pas I'orthant R, si
Nex(t) = Ae; € R}

ce qui implique a;; > 0 i # j par conséquent, nous avons A € M,,.

de méme pour xg = 0, on obtient
Nz(t) = Bu(0) € R’}

ce qui implique B € R} puisque u(0) € R peut étre arbitraire u(0) =0 ¢t >0

20



CHAPITRE 2. LES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

2.5 Stabilité des des systemes unidimensionnels frac-

tionnaires

Considérons le systeme linéaire fractionnaire positif en temps continu sans controle
décrit par,
Nyx(t) = Az(t), avec z(0) = zo € R} (2.26)

Définition 2.5.1. Le systéme fractionnaire positif (2.26) est asymptotiquement stable si
et seulement si

tlim x(t) =0 pour tout o€ R
—00

Théoréme 12. Le systéme fractionnaire positif (2.26)) est asymptotiquement stable si et

seulement si

1. 1l existe un vecteur strictement positif \I' = [ Mo A } A >0,k=1,....n
tel que

AN <0 (2.27)

2. Les coefficients du polynome caractéristique de la matrice A

det [I,s — A]

=5" 4+, 18" '+ a5+ ag

sont positifs, i.e., ap >0 fork=0,1,...,n—1

3. Les principauzr mineurs de la matrice

dnl T ELnn
sont positifs, i.e.,

_ aip Q12
ay >0, [ ] >0

Qo1 A22

... det[-A] >0

Démonstration. 1. Soit nI,(0,t) opérateur intégral fractionnaire de l'ordre o avec

0 < a < 1, satisfaisant

NI (0,t)Nyz(t) = z(t) — 2(0)
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2.6. EXEMPLES ET SIMULATIONS

Par application du cet opérateur, il s’ensuit pour lim;_,o, 2(t) = 0 et 2(0) > 0
—2(0) = Al,(0,00) = AN <0

puisque l'intégrale fractionnaire de x(t) appartient a R et I, (0, 00) > 0.

Notez que le systeme dual associée a notre systéme (12.26]) est
Nex(t) = AT2(t)

est asymptotiquement stable si et seulement si le systeme ([2.26)) est asymptotique-

ment stable.

Comme un choix de la fonction de Lyapounov du systeme dual, nous choisissons
V(z)=2"(t)A >0 pour x(t) >0

et, en utilisant N%z(t) = ATz(t), on obtient alors,
N,V (z) = Noz" ()X = 27 (t) AN < 0

si la condition est satisfaite.

Par conséquent, le systeme fractionnaire est asymptotiquement stable si et seulement

si la condition est satisfaite.

2. Pour la deuxieéme et la troisieme condition du théoreme on s’est basé sur le travail

de Kaczorek ( voir référence [3]).

2.6 Exemples et simulations

Dans cette section, on donne des exemple dans le domaine des circuit RLC qui illus-

trent nos résultats obtenus dans la premiere et la deuxieme section de ce chapitre.

Exemple 2.6.1. On considére un exemple étudié par Kaczorek dans [3] d’un circuit
électrique illustré dans la figure suivante avec résistances données R1, R2, R3, capacités

C1, C2 et tension de source e.
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123 L2
" A
| ( \ |
[\ /|
C, C,
R
R, R,
e

FI1GURE 2.1 — Exemple d’un circuit électrique

En utilisant les lois de Kirchhoff, nous pouvons écrire les équations

do‘ul

= R,C
€ 1 1dta

de de
+up + Ry (01 dz‘; +Cy dfj)
(2.28)

da’LLQ

dt«

d*u d*u
€ = Rg (01?&1 + CQFO?> “+ U9 + RQCQ

qui peuvent étre mises sous la forme

(Rl + Rg) Cl RgCQ | dou, Ui
R3O, (Ry+ R3)Cy |

_ | ] (2.29)
+ e
1

-1 0
0 -1

U

U2
Prémultiplions (2.29)) par la matrice inverse

(R1+ Rs3) C4 R3Cy

RsCy (R2 + R3) Cs

(Ry + R3) Cs —R3CY
—R3CY (R1 + R3) C4

-1

A

telle que
A =Ry (Ry + R3) + RaR3] C1Cy

a [
dte |

On obtient
Uy

=A + Be (2.30)

U2
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2.6. EXEMPLES ET SIMULATIONS

Avec )
A= i — (RQ + Rg) Cg R302
A R3CY — (Ry + R3) Cy
- (2.31)
R
B 1 2Co
A L RlCl

et Su(t) = Nou(t) est la dérivée fractionnaire non-conformable de u(t)
De [’équation , on déduit directement que la matrice A est de Metzler et B est
positive, donc d’apres le théoréeme est le systéme obtenue est positif.
Pour une analyse plus approfondie, nous supposons a« = 0.8, Ry = Ry = 100, R3 =
20Q,C7 = Cy = 100mF et la constante e = 1 V. On suppose que les conditions initiales
2(0) =0 et | uwy(0) us(0) }T ~ 0.

On constate que la solution est sous la forme :
u(t) =ug(t) =1—e" 9

et le graphe de cette fonction est,

0.8 ]

0.7 4

0.6 ]

= 05 1

04 r .

03 .

0.2 b

01 1

0 Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30

t[s]

FIGURE 2.2 — Le graphe de u;(t)

Exemple 2.6.2. Dans cet exemple traité par Fwa Piotrowska et Krzysztof Rogowski en
[l], nous considérerons le circuit électrique d’ordre fractionnaire indiqué par la figure ([2.3))

avec les conductances Go, Gy, Ga, les capacités Cy, Cy et la tension de source e.
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Vi
I'} 1 i] Y iE
Go Cr— Tul C, _‘"Tuz
c G] Gz
"r"n.:ﬂ'

FI1GURE 2.3 — Circuit électrique fractionnaire

En utilisant les lois de Kirchhoff, nous obtenons

i0:i1+i2
v=vte— & (2.32)
U1:U0+é—11+ul

v =00+ & +u
Les courants dans ce circuit sont décrits par les équations d’ordre fractionnaire

le = C’lNo‘ul

, (2.33)
19 = OQNO[UQ

telle que N* est définit par la dérivée fractionnaire non-conformable.

Ensuite, en supposant que vg = 0 dans (2.32)), nous pouvons calculer les courants dans

le circuit

’io = (6 — 1)1) Go
il = (Ul — Ul) Gl (234)

1y = (’Ul - U2) G

Par conséquent, nous obtenons
(e —v1)Go = (v1 —u1) G1 + (v1 — u2) Go

et
1

= m (Go@ + G1U1 + GQUQ)

U1
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2.6. EXEMPLES ET SIMULATIONS

En utilisant (2.32)) et (2.33) on aura,

OlNa'Lbl = G1 (’01 - Ul) (2 35)
CQNQUQ == G2 (’Ul - UQ)

En supposant que les composantes du vecteur d’état sont les tensions aux bornes des

condensateurs x(t) = [u1 o], et en utilisant (2.35) nous pouvons formuler,

_ G1(Go+Ga) G1Go
Al c1 O _ | o2 (2.36)
G Gégz _Gz(GCQ;-Gl) A91 oo
et
G G
3:60 o (2.37)
Co
avec

G:G0+G1+G2

Les conditions initiales (la tension initiale aux bornes des condensateurs) pour le
systeme sont définis sous la forme

Up1 U1<O)
z(0) =29 = = 2.38
o-n-| ]| ] -

Les paramétres de simulations sont conductances Gy = 1.1Q075 Gy = 2.1071: Gy

1.5Q71: capacités C; = 1.0 F;Cy, = 2.0 F; les tentions initiales up, = 1.3 Viugy = 0.0 V
et la tension de source est constante e(t) =1 V.

La solution du systéme obtenu avec o = 0.7 est illustrée par les figures (2.4) et (2.5)

sutvantes,
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0.9
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0.6
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t[s]

FIGURE 2.4 — La solution du premier condensateur

0.9

0.8

0.7 1

0.6

~ 05

u2(v

04 r

03

0.2r

0.1r

0 5 10 15 20 25 30
ts]

FIGURE 2.5 — La solution du deuxieme condensateur
Remarque 2.6.1. Le systéme considérée dans cet exemple est positif car A est une ma-

trice de Metzler et B est positif de plus les figures (2.4)) et (2.5)) illustre ces résultats, ce

qui assure leur validation pour les cas des systémes a dérivées non-conformable .

27



Chapitre 3

Les systemes bidimensionnels

fractionnaires

Dans cette partie, notre intérét porte sur la classe de systemes bidimensionnels frac-
tionnaires pour établir la solution du cette classe de systemes en développant la trans-
formée de Sumudu 2D en se basant sur le travail et les propriétés du chapitre précédent.
Dans ce cadre, nous envisageons ’extension de ’approche au cas de modeles fractionnaires

unidimensionnels pour ensuite traiter le cas de modeles bidimensionnel.

3.1 Solvabilité des systemes bidimensionnels fraction-

naires

On considere le systeme fractionnaire bidimensionnels de Roesser d’écrit par 1’équation

suivante,

All A12
A21 A22

Xh (tl,tg) B1

i (tl, tg)

+

B,

N?ll‘h (tl, tg)
Ngﬁv (tQ, tg)

] w(tl,t2> (31)
ou N2 2" (t1,t5) = g—th(tbtz), N2 (t1,t2) = g—ng(tl,tz), et Ai, Ajg € RMM Ay, Ay €

R"2*"2 et B; € R™, By € R™ avec ny +ny =n

Par application de la transformée de Sumudu
ap | Noal (ty,ts) B A Ap " (t1,t2)
St17t2 = St1,t2 v
Ay Ag " (t1,t2)

o B
+ Stl’,fz ([ B: ] w(t17t2))
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On peut voir que

g8 (g Naph A A X B
8 ( 5 ,té’l v) _ | An Aw o5 (U; ) W (u,v) (3.3)
S <5 Nt2X> An Ap | | X0 p(u,0) B
Donc
g (Xutx" 00 A A | [ X0 ] [ B
Xv XV(4 0 - 7 Was(u,v)  (3.4)
57 (X a0 Aot Ap | | X2s(ww) || B
Ce qui implique que
X" (uw)—X" (0,0
a,B( L B( ) B A11 A12 xh(uav) + Bl %% (U, ’U) (3 5)
h v o ¢ ,
X! (u U)U—Xa(u 0) Asy Ao v (u, v) By ’

Par suite, si on multiplie la matrice définie par le bloc suivant

On aura
[X%Lﬂ(u,v) ]_ uAyr uAis X:(u,v) ] _ [Xél((),v) N ubBy W) (3.6)
X3 5(u,v) VA VA X (u,v) X?(u,0) vBsy
et si nous définissons la matrice G par la formule,
I,, — uA —uA
Gu,v) = | " o T (3.7)
—UA21 In2 — UAQQ

L’inverse de la matrice G sera alors donné par,
G u,v) = Z Z Tiju'v? (3.8)

ou 7; ; est une matrice de transition donnée par

I, fori=35=0
Tij=1< TioTii—1;+To1T;j-1 fori+j>0(i,75€Zy) (3.9)
0, fori <Oand /orj<0
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3.1. SOLVABILITE DES SYSTEMES BIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

Par utilisation des équations . . . ) et (3.9), il s’ensuit,

[ e ] B Tirguv +2_ 2 Togau'v?
X (u,v) i=0 j=0 0 i=0 j=0 X (u, 0)
0o 00 o B ‘B1 0o 00 o 0
+ Z Z Tiq ju't? 0 W (u,v) + Z Z T; j_qu'v? B W (u,v)
=0 j=0 L i=0 j=0 2

(3.10)

par suite, 1'utilisation de la transformée inverse de Sumudu on déduit le théoreme

suivant.

Théoréme 13. La solution du systeme (3.1)) pour n’importe qu’elle condition initiale et

tout controle, est donnée par

Apqegtt
[L’h (tl,tz) e otl 0 l‘h(o,tz)
v - A22t§+1 v
X (tl,tg) O e~ 811 xr (tl,O)
J
(0<+1) to <t§+1 — T2ﬁ+1> $h(0 7.)
+ D, ; / — o B
IILIE S T e e M L
,B+1) t (ta-i-l _ Ta+1)i 0
+ D, / L L Tdr
2;]20 T 6+1 YilJo  (a+Dil | ge,0) |
- s+l Tf‘+1 -
" eAniBl
+/ T{I'LU (7'1,152) dTl
0
0

(BH1_ B+ TQﬁU (t1,72) d7o
Aag 72 2
6 BQ

to
o,
0
0
+ Z ;1 + @i, X
i=0 j=0 By

/ /t2 ta-i—l a+1) <t§+1—7'26+1>

(v + 1) (B+1)i7!

T Tfu (11, T2) dmy dmy

(3.11)

Dans ce qui suit, on donne deux exemples qui illustrent nos résultats obtenus dans

cette derniere partie.
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Exemple 3.1.1. On considere le systeme fractionnaire 2D de Roesser décrit par [’équation

(13.1) avec a=0.6, 3 =0.8 et :

-0.09 0.07
0.01 —0.07

0.1
0.1

B:

Le vecteur d’entrée qui représente le controle du systeme

0 for t1<0

w(ty, ty) = H (1, 1) =
(. 2) (t1, ) 1 forty,ty >0

and/or ty < 0

les conditions initiales sont

2" (0,t5) = 0 pour ty >0
x¥ (t1,0) =0 pourt; >0

En utilisant la solution du systéme (3.1]) donnée par ’équation (3.11]) dans le théoréme
nous auronssuite o des codes MATLAB, les figures suivantes,

50
S

FIGURE 3.1 — la variable 2"(t;,t,)

et
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FIGURE 3.2 — la variable x(t1, t2)

Exemple 3.1.2. On considére le systéme fractionnaire 2D de Roesser décrit par [’équation

(3.1) avec a =10.8, 5=0.9 et :

—-0.04 -0.12
—-0.03  0.02

A:

0.4
0.3

B—

Le vecteur d’entrée qui représente le controle du systéeme

0 for t1<0

u(ty,ty) = H (t1,ts) =
(1 2> (1 2) 1 fOT’tl,tQZO

and/or ty <0

les conditions initiales sont

2" (0,t5) = 0 pour ty > 0
x¥ (t1,0) = 0 pourt; >0

la solution du systeme (3.1) donnée par I’équation (3.11)) dans le théoréme et sous

des codes MATLAB,on représente les solutions(voir figures ci-dessous),
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xh

FIGURE 3.3 — la variable 2"(¢,, t5)

et

FIGURE 3.4 — la variable x"(t1, t2)
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Conclusion

Dans la premiere partie de notre travail, quelques notions sur la dérivée fraction-
naire non conformable et la transformé de Laplace sont introduits, ensuite, des nouveaux
résultats sur la transformé de Sumudu pour résoudre le probleme de solvabilité , posi-
tivité et de stabilité des systemes fractionnaires non conformable a temps continu sont
explorés. Les conditions que nous avons développé sont des extensions des résultats basé
sur [17, 5] B, 8, 21, 20}, 43].

Pour la seconde partie de ce mémoire, nous avons développé les résultats obtenu pour
donner la solution générale d'un systeme fractionnaire bidimensionnel décrit par le modele
de Roesser.

En perspectives, les résultats peuvent étre généralisés aux cas des systemes singulieres
unidimensionnels et bidimensionnels de type Roesser fractionnaires . D’autres études pour
le cas bidimensionnel feront 1'objet de nos investigations futures pour le probleme de
positivité et stabilité. Aussi les résultats obtenue dans la premiere partie et la deuxieme

peut étre étendu pour le cas des systeme de Lyapounov.
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