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Titre : Calcul des solutions de modèles bidirectionnels a dérivées non

entières : une approche alternative

Rssumé :

Dans ce sujet nous allons considérer une classe de modèles 2D à dérivées non entières.

Le but principal est d’établir une approche alternative pour calculer la solution du modèle

considéré. L’idée clé est l’utilisation de nouvelles dérivations et transformations. Des

exemples numériques seront présentés pour illustrer la nouvelle approche.

Title : Computing solutions of non-integer bidirectional derivative models :

an alternative approach

Abstract :

In this topic we will consider a class of 2D non-integer derivative models. The main goal

is to establish an alternative approach to calculate the solution of the considered model.

The key idea is the use of new derivations and transformations. Numerical examples will

be presented to illustrate the new approach.

Mémoire préparé à : Université Abdelhamid Ibn Badis Mostaganem , ACSY

Team-Laboratory of Pure and Applied Mathematics, P.O.Box 227/118 ,

27000 Mostaganem, Algeria

ملخص:
في ھذا الموضوع سننظر إلى فئة من نماذج الأنظمة ذات المشتقة الغیر الصحیحة

ثنائیة الأبعاد. الھدف الرئیسي ھو إنشاء نھج بدیل لحساب حل النموذج المدروس. و
الفكرة الرئیسیة ھي استخدام الاشتقاقات والتحولات الجدیدة. سیتم تقدیم أمثلة عددیة 

لتوضیح النھج الجدید
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Notations

R : L’espace des nombres réels.

Rn : L’espace des vecteurs réels de dimension n.

Rn×m : L’espace des matrices réelles de taille n×m.

∈ : Appartient .

rang (.) : Le rang de la matrice.

det (.) : Le déterminant de la matrice.

In : La matrice identité de taille n× n.

0n×m : La matrice nulle de taille n×m.

Mn×m : La matrice nulle de taille n×m.

MT : Transposé de la matrice M .

M−1 : L’inverse de la matrice M .

M � 0 : Matrice définie positive.

M∗ : Transposé conjugué de la matrice M .

Mn : Une matrice de Metzler de taille n.

Nαx(t) : La dérivée fractionnaire non conformable de la fonction x(t)

LN : La transformé de Laplace non conformable.

S : La transformé de Sumudu non conformable.
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2 Les systèmes unidimensionnels fractionnaires 11
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Introduction

Le monde scientifique connait actuellement un grand développement technologique

sous l’effet de la concurrence et des besoins de plus en plus, du point de vue qualité et

performance des machines industriels dans différents domaines.

Des modèles particuliers ont été développés et étudié par nombreux scientifiques et

mathématiciens pour pouvoir résoudre les problèmes qui se posent en réalité, dont on cite :

les modèles à compartiments, les modèles électriques (circuits RLC), d’autres modèles

apparaissent dans le domaine des sciences sociales, en science de la communication et de

l’information, les processus industriels impliquant des réacteurs chimiques, l’industrie des

Robots ... etc voir [9, 7, 14, 19, 23, 4, 1, 3, 26].

Parmi ces types de systèmes, on cite les systèmes fractionnaires linéaires où la dérivée

fractionnaire est au sens de Caputo, sont d’écrit par l’équation :

Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t)

par contre ; ne nouvelle dérivée dite : la dérivée fractionnaire conformable qui a été

introduit par Khali et Abdeljawad voir [5, 17] , et est noté Tα, le système est

Tαx(t) = Ax(t) +Bu(t)

où x(.) ∈ Rn+, U(.) ∈ Rm, A ∈ Mn, B ∈ Rn∗m+ sont des matrices constantes de dimen-

sions appropriées.

Les résultats qui ont été trouvés lors de l’analyse de cette classe de systèmes sont

nombreuses en théorie de contrôle ( positivité et stabilité).

Récemment, une nouvelle dérivée fractionnaire à été introduite en [21, 20] et développée

en [8] noté Nα dite non conformable. Nous nous intéressons dans ce travail à la classe des

systèmes fractionnaires unidimensionnels non conformable d’ordre α, où 0 < α ≤ 1, et

pour le cas bidimensionnel fractionnaire d’ordre (α, β) où 0 < α ≤ 1 et 0 < β ≤ 1 ; nous

exposerons les tests de stabilité et de positivité au moyen de matrices de Metzler et de

vecteurs positifs.

Notre travail est structuré en trois chapitres, en plus l’introduction et la conclusion et

enfin des perspectives.

Dans le premier chapitre, nous introduisons les notions mathématiques de bases comme :

l’algèbre linéaire, les matrice non négative et de Metzler de Metzler, la transformée de

Laplace ..., pour pouvoir résoudre et étudier les conditions de positivité et de stabilité

des systèmes fractionnaires. Le deuxième chapitre concerne l’analyse de la dérivée frac-
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tionnaire non conformable pour présenter de nouveaux résultats sur la transformée de

Sumudu pour établir la solution de la classe des systèmes unidimensionnels de type

Nαx(t) = Ax(t) +Bu(t) (1)

Ensuite en utilisant la formule de cette solution on analyse ce type de système op̀résente

les conditions nécessaire et suffisante de positivité et de stabilité .

Le troisième chapitre traite l’étude de solvabilité des système bidimensionnelle frac-

tionnaire décrite par le modèle de Rosser sous la forme d’équation suivante[
Nα
t1
xh (t1, t2)

Nβ
t2x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
+

[
B1

B2

]
w (t1, t2) (2)

où Nα
t1
xh (t1, t2) = ∂α

∂t1
xh(t1, t2), xv (t1, t2) = ∂β

∂t2
xh(t1, t2), etA11, A12 ∈ Rn1×n1 ,A21, A22 ∈

Rn2×n2 et B1 ∈ Rn1 , B2 ∈ Rn2 avec n1 + n2 = n.

Nous terminons enfin notre mémoire par une conclusion générale et des perspectives.
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Chapitre 1

Notions de Bases et Préliminaires

Définition 1.0.1. [15] Valeurs et vecteurs propres

Soient A ∈Mn,n et λ ∈ Rn . On dit que λ1, ..., λn sont les valeurs propres de la matrice

A s’il existe un x ∈ Rn telle que x 6= 0 vérifiant,

Ax = λx

et on dit aussi que xi est le vecteur propre de A associé à la valeur propre λi.

Définition 1.0.2. [15] Polynôme caractéristique

On définit le polynôme caractéristique de la matrice A ∈Mn,n par :

PA(λ) = |A− λIn| = det(A− λIn)

Définition 1.0.3. [15] Une fonction de la variable t est dite causale, si elle est nulle pour

t < 0.

Définition 1.0.4. [15] Soit f une fonction du temps t causale, sa transformée de Laplace

notée F (s) est définie par :

F (s) = L(f(t)) =

∫ +∞

0

f(t)e−stdt

telle que s est un nombre complexe.

F existe que si cette intégrale à un sens i.e converge.

Définition 1.0.5. [2] On dit que A est une matrice non-négative si ∀i = 1, n ∀j = 1,m :

aij ≥ 0, autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives. Une telle matrice est notée

A ≥ 0 ou A ∈ Rn×m+ .
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Définition 1.0.6. [2] On dit que A est une matrice positive si A est non-négative et

∃k = 1, n,∃l = 1,m : akl > 0, i.e., toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins

une entrée strictement positive. Nous noterons une telle matrice A > 0

Définition 1.0.7. [2] On dit que A est une matrice de Metzler si ∀i = 1, n,∀j = 1,m, i 6=
j : aij ≥ 0, i.e., toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives. L’ensemble des

matrices de Metzler de dimension n× n est noté Mn.

Exemple 1.0.1. La matrice A suivante est une matrice de Metzler.

A =


−2 5 2 1

1 2 8 3

2 3 −2 7

1 1 2 4


Lemme 1.0.1. [2] A est une matrice de Metzler si et seulement si ∀t ≥ 0 : eAt ∈ Rn×n+ .

où eAt étant l’exponentiel de la matrice At.
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Chapitre 2

Les systèmes unidimensionnels

fractionnaires

Nous présentons dans ce chapitre les systèmes linéaires fractionnaires en temps continu

tout en considérant la dérivée fractionnaire non conformable. Nous exposerons les résultats

de la solution pour la classe des systèmes fractionnaires en rappelant quelques résultats

sur cette nouvelle dérivée, puis on développe de nouvelles sur la nouvelle transformation

de Sumudu moyennent cette dérivée.

Rappelons qu’une vue d’ensemble de la situation actuelle de la théorie des systèmes

fractionnaire conformable est donnée dans les travaux [20, 21, 8].

2.1 Rappel sur la dérivé fractionnaire non-conforme

et la transformation de Laplace

Définition 2.1.1. [20] Le dérivé fractionnaire non conformable d’une fonction en temps

continu réel f(t), t ∈ [0,∞) d’ordre α ∈ [0, 1]

Nαf(t) = lim
ε→0

f(t+ εt−α)− f(t)

ε

Définition 2.1.2. [20] La dérivée fractionnaire non conformable d’une fonction en temps

continu réel f(t), t ∈ [0,∞) d’ordre α ∈ [0, 1]

NI
αf(x) =

∫ t

0

f(x)dαx
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2.1. RAPPEL SUR LA DÉRIVÉ FRACTIONNAIRE NON-CONFORME ET LA
TRANSFORMATION DE LAPLACE

où d’une manière équivalente

NI
αf(x) =

∫ t

0

f(x)xαdx

Définition 2.1.3. [8] Soient 0 < α 6 1 et f : [0,∞)→ R, puis la transformée de Laplace

fractionnaire non conformable d’ordre α de f(t) est défini par

LNf(t) = Fα(s) =

∫ ∞
0

e−s
tα+1

α+1 f(t)tα dt

Théorème 1. Soit f : [0,∞)→ R être une fonction donnée et 0 < α ≤ 1. Puis

LN {Nαf(x)} = sFα(s)− f(0), s > 0

Démonstration. En utilisant l’intégration par partie, nous aurons :

LN {Nαf(x)} =

∫ ∞
0

e−s
x(α+1)

(α+1) Nαf(x)xαdx

=

∫ ∞
0

e−s
x(α+1)

(α+1) x−αf ′(x)xαdx

=

∫ ∞
0

e−s
x(α+1)

(α+1) f ′(x)dx

=

[
e−s

x(α+1)

(α+1) f(x)

]∞
0

−
∫ ∞

0

f(x)

(
− s

(α + 1)
(α + 1)xα

)
e−s

x(α+1)

(α+1) dx

= lim
c→∞

[
e−s

x(α+1)

(α+1) f(x)

]c
0

+ s

∫ ∞
0

f(x)xαe−s
x(α+1)

(α+1) dx

= sFα(s)− f(0)

(2.1)

Théorème 2. Soit f : [0,∞)→ R, alors

Fα(s) = LN

{
f((α + 1)x)

1
(α+1)

}
(s)

Démonstration. En utilisant le changement de variable v = x(α+1)

(α+1)
, on a :

Fα(s) =

∫ ∞
0

e−s
x(α+1)

(α+1) f(x)xαdx =

∫ ∞
0

e−svf((α + 1)v)
1

(α+1)dv = L
{
f((α + 1)v)

1
(α+1)

}
,

Théorème 3. [8] Soient f, g : [0,∞)→ R, et c, a, p ∈ R et 0 < α ≤ 1. Alors,

12



CHAPITRE 2. LES SYSTÈMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

1. Nα(uf + vg) = uNα(h) + vNα(g) pour tout u, v ∈ R ;

2. Nα(hg) = hNα(g) + gNα
3 (h) ;

3. Nα
(
h
g

)
=

hNα(g)−gNα
3 (h)

g2
;

4. Nα(c) = 0 pour tout fonction constante h(t) = c ;

5. Nα(1) = 0 ;

6. Nα
(

1
1+α

t1+α
)

= 1 ;

7. Nα
(
ec

tα+1

α+1

)
= c ec

tα+1

α+1 ;

8. Nα
(

sin
(
c t

1+α

1+α

))
= c cos

(
c t

1+α

1+α

)
;

9. Nα
(

cos
(
c t

1+α

1+α

))
= −c sin

(
c t

1+α

1+α

)
;

Théorème 4. [8] Pour α ∈]0, 1], les résultats suivants sont vérifiées,

1. LN(1) = 1
s
.

2. LN

(
tb
)

=
(1+α)

b
1+α Γ(1+ b

1+α)
1+ b

1+α

, tel que la fonction Gamma Γ est définie par Γ(a, x) =

∫ ∞
x

ta−1e−tdt,Γs(a, 0) := Γ(a) et b > −1;

3. LN

(
ec

tα+1

α+1

)
= 1

s−c , pour s− c > 0 ;

4. LN

(
f(t)ec

tα+1

α+1

)
= F (s− c), avec LN(f(t)) = F (s), c

5. LN

(
sin
(
c t

1+α

1+α

))
= c

s2+c2
;

6. LN

(
cos
(
c t

1+α

1+α

))
= s

s2+c2
;

7. LN

(
sinh

(
c t

1+α

1+α

))
= c

s2−c2 ;

8. LN

(
cosh

(
c t

1+α

1+α

))
= s

s2−c2 ;

Théorème 5. Soient f, g : [0,∞)→ R, alors

LN{(f ∗ g)(x)} = Fα(s)Ga(s)

où f ∗ g est le produit de convolution de f et g.

Démonstration. Par définition on a

LN{(f ∗ g)(x)} = L
{

(f ∗ g)((α + 1)x)
1

(α+1)

}
= L

{
f((α + 1)x)

1
(α+1)

}
L
{
g((α + 1)x)

1
(α+1)

}
= Fα(s)Ga(s)

(2.2)
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2.2. TRANSFORMATION DE SUMUDU

Proposition 2.1.1. [8] Soient f, g : [0,∞)→ R et λ est un nombre réel, alors :

1.

LN(f + g) = LN(f) + LN(g)

.

2.

LN(λf) = λLN(f)

3.

LN(Nαf) = sLN(f)− f(0)

4.

LN

(∫ x

0

g(x)

x−α
dx

)
=

1

s
LNg(t)

2.2 Transformation de Sumudu

Dans cette partie du chapitre, on donne un aperçu sur la transformé de Sumudu avec

la dérivée fractionnaire non conformable pour pouvoir donner la solution d’un système

fractionnaire non conformable.

Définition 2.2.1. Sur l’ensemble de fonctions suivant :

Aα =

{
f(x) : ∃M, τ1, τ2 > 0, |f(x)| < Me

|xα|
ατj , si xα ∈ (−1)j × [0,∞), j = 1, 2

}
,

la transformée de Sumudu fractionnaire non conformable de f peut être généralisée par :

Sα[f(x)] = Fα(u) =
1

u

∫ ∞
0

e
−xα+1

(α+1)u f(x)dax

où

dαx = xα−1dx, 0 < α ≤ 1

Théorème 6. Soit f ∈ Aα, alors on a

Sα[f(x)] =
Fa
(

1
u

)
u

(2.3)

Démonstration. Par définition de la transformation de Sumudu, il vient,
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CHAPITRE 2. LES SYSTÈMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

Sα[f(x)] =
1

u

∫ ∞
0

e−
(α+1)
(α+1)f(x)dax

Posons v = x4

α
⇒ dv = xαdx, par suite

Sα[f(x)] =
1

u

∫ ∞
0

e−
x
4 f(αv)

1
αdv =

1

u
L
{
f(αv)

1
α

}
x→ 1

u

=
Fα
(

1
u

)
u

Théorème 7. Soit f : [0,∞)→ R une fonction donnée et 0 < α ≤ 1. Alors

Sα [Nαf(x)] =
Fα(u)

u
− f(0)

u

Démonstration.

Sα [Nαf(x)] =
Lα {Nαf(x)}s→ 1

u

u

=
[sFa(s)− f(0)]x→ 1

u

u

=
Fα
(

1
u

)
u2

− f(0)

u

=
Fa(u)

u
− f(0)

u

Théorème 8. Soient a, c ∈ R et 0 < α ≤ 1. Nous avons donc les relations suivantes,

Sα[c] = c (2.4)

Sα

[
ea

x(α+1)

(α+1)

]
=

1

1− au
, u >

1

a
(2.5)

Sα

[
sin

(
a
x(α+1)

(α + 1)

)]
=

au

1 + a2u2
, u >

1

|a|
(2.6)

Sα

[
cos

(
a
x(α+1)

(α + 1)

)]
=

1

1 + a2u2
, u >

1

|a|
(2.7)

Sa

[
sinh

(
a
x(α+1)

(α + 1)

)]
=

au

1− a2u2
, u >

1

|a|
(2.8)

Sα

[
cosh

(
a
x(α+1)

(α + 1)

)]
=

1

1− a2u2
, u >

1

|a|
(2.9)
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2.2. TRANSFORMATION DE SUMUDU

Sα

[
xn(α+1)

(α + 1)n

]
= Γ(n+ 1)un, u > 0 (2.10)

Démonstration.

1. Pour la propriété de l’équation (2.4) on vérifie bien que,

Sα[c] =
Lα{c}s→ 1

u

u
=
{c}s→ 1

u

u
= c

2. Pour (2.5),

Sα

[
ea

x(α+1)

(α+1)

]
=

Lα

{
ea

x(α+1)

(α+1)

}
s→ 1

u

u
=

L {eax}s→ 1
(α+1)

u
=

{
1
s−a

}
s→ 1

4

u
=

1

1− au
.

3. Pour la propriété de l’équation (2.6) on a

Sα

[
sin

(
a
x(α+1)

(α + 1)

)]
=

Lα

{
sin
(
a x◦

(α+1)

)}
s→ 1

4

u
=

L{sin(ax)}s→ 1
a

u
=

{
a

s2+a2

}
s→ 1

u

u

=
au

1 + a2u2
.

De même, nous pouvons prouver (2.7) et ensuite facilement prouver (2.8) et (2.9).

4. Finalement, pour la dernière propriété,

Sα

[
xn(α+1)

(α + 1)n

]
=

Lα

{
xn(α+1)

(α+1)n

}
s→ 1

u

u
=

Γ(n+ 1)un+1

u
= Γ(n+ 1)un.

Théorème 9. Pour f et g : [0,∞) → R des fonctions données, λ, µ ∈ R et 0 < α ≤ 1.

les propriétés suivantes sont satisfaites, :

1) Propriété de linéarité :

Sα{λf(x) + µg(x)} = λFα(u) + µGa(u), (2.11)

2) Propriété de convolution :

Sα[(f ∗ g)(x)] = uFα(u)Gα(u). (2.12)

Démonstration.
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CHAPITRE 2. LES SYSTÈMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

1. Pour la propriété de la linéarité, il suffit juste d’appliquer la définition de la trans-

formé de Sumudu (2.2.1).

2. En appliquant le Théorème (6), nous avons :

Sα[(f ∗ g)(x)] =
Lα{f ∗ g}s→ 1

2

u

=
[Fα(s)Gα(s)]s→ 1

u

u

=
Fα
(

1
u

)
Gα
(

1
u

)
u

= uFα(u)Gα(u).

2.3 Solvabilité des systèmes unidimensionnels frac-

tionnaires

On considère le système à dérivée fractionnaire non conforme décrit par l’équation,

Nα = Ax(t) +Bu(t) (2.13)

L’application de la transformée de Sumudu no conforme à notre système (2.13), donne

Sα(Nx(t)) = Sα(Ax(t) +Bu(t)) (2.14)

Xα − x(0)

u
= AXα(s) +Bu(s) (2.15)

(
1

u
I − A)Xα(s) = x0

u
+Bu(s) (2.16)

Xα(s) = ( 1
u
I − A)−1(x0 +Bu(s)) (2.17)

et sachant que

(
1

u
I − A)−1 =

∞∑
i=0

Ai(
1

u
)−i−1

=
∞∑
i=0

Aiui+1

(2.18)
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2.4. POSITIVITÉ DES SYSTÈMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

1/ En utilisant la transforme inverse ( non conforme)

S−1
α

(
∞∑
i=0

Aiui+1x0

)
=
∞∑
i=0

AiS−1
α (ui+1)x0

=
∞∑
i=0

Ai
( t
α+1

α+1
)

Γ(α + 1)x0

= e
Atα+1

α+1 x0

(2.19)

2/ puis la transformation de Sumudu (non conforme)

S−1
α (B

∞∑
i=0

Aiui+1u(s)) = B

∞∑
i=0

AiS−1
α (ui+1u(s)) (2.20)

et par application du théorème de convolution, il s’ensuit,

S−1
i=0(B

∞∑
i=0

Aiui+1u(s)) =B
∞∑
i=0

Ai(S−1
α (ui+1)S−1

α ∗ (u(s))

=B
∞∑
i=0

Ai

tα+1

α + 1
Γ(i+ 1)

∗ u(s)

=B
∞∑
i=0

Ai
∫ t

0

(
tα+1 − τα+1

α + 1
)i

Γ(i+ 1)
Bu(t) dατ

(2.21)

d’après (2.19) et (2.21) on obtient

x(t) = eA
tα+1

α+1
x(0) +

∫ t

0

eA
tα+1−τα+1

α+1 Bu(τ)dατ (2.22)

Théorème 10. La solution du système (2.13) est donnée par

x(t) = eA
tα+1

α+1
x(0) +

∫ t

0

eA
tα+1−τα+1

α+1 Bu(τ)dατ (2.23)

2.4 Positivité des systèmes unidimensionnels fraction-

naires

Les systèmes positifs sont des systèmes dans les quelles les variables (entrantes+sortantes)

prennent des valeurs positives et dans la réalité, beaucoup d’exemples sont décrit par plu-
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CHAPITRE 2. LES SYSTÈMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

sieurs auteurs dans divers domaines, tout on vite à titre d’exemples : les problèmes de

dynamique de populations, circuits RLC, ausii en médecine, les problèmes d’énergie mi-

nimale, dans l’analyse de signaux, le traitement d’image, pour plus de détails on se réfère

à [3, 15].

L’étude des systèmes linaires positifs est un peut compliquée car elle nous pose plus

de conditions ( la positivité ) sur la variable d’état pour la solution.

On considère le système suivant à dérivée fractionnaire non conformable

Nα = Ax(t) +Bu(t) (2.24)

Nous annonçons dans ce qui suit une définition d’un système positif ensuite un théorème

qui caractérise les conditions de positivités d’un système fractionnaire à dérivée fraction-

naire non conformable, comme généralisation de résultats existants.

Définition 2.4.1. Le système est internement positif si et seulement si x(t) ∈ Rn,n
+ pour

tout x0 ∈ Rn,n
+ et tout u(t) ∈ Rn,n

+ t ≥ t0.

Théorème 11. Le système linéaire fractionnaire (2.32) est positif si et seulement si

A ∈ Mn, B ∈ Rn∗m+ (2.25)

Démonstration. Nous allons démontrer les deux conditions nécessaires et suffisantes de ce

théorème.

La condition suffisante : on montre d’abord que

e
A
α+1

tα+1 ∈ Rn∗n+ telle que t > 0 0 < α < 1

si et seulement si

A ∈ Mn

On a

e
A
α+1

tα+1

= In +
Atα+1

α + 1
+ ...

il s’ensuit que

e
A
α+1

tα+1 ∈ Rn∗n+ t > 0 si A ∈ Mn

Si

A

α + 1
∈ Mn
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2.4. POSITIVITÉ DES SYSTÈMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

alors il existe un vecteur λ > 0

telle que
A

α + 1
+ Inλ ∈ Rn∗n+

et

e
A
α+1

tα+1

= e( A
α+1

+Inλ)tα+1

e−λInt
α+1 ∈ Rn∗n+ , t > 0

Puisque

e( A
α+1

+Inλ) ∈ Rn∗n+

et

e−λInt
α+1 ∈ Rn∗n+ pour t > 0

Si A ∈ Mn, B ∈ Rn×m+ , x0 ∈ Rn+ et u(t) ∈ Rm+ , t ≥ 0 alors

e
A
α+1

tα+1

x0 ∈ Rn+, e
A
α+1

tα+1

Bu(t) ∈ Rn+ pour t ≥ 0

et en utilisant la solution du système (2.24) donné dans le théorème 10, on obtient

x(t) ∈ Rn+ pour t ≥ 0.

Pour montrer la nécessité, nous supposons que u(t) = 0 t > 0 et x0 = ei (i colonnes

de la matrice In), la trajectoire x(t) ne quitte pas l’orthant Rn+, si

Nαx(t) = Aei ∈ Rn+

ce qui implique aij > 0 i 6= j par conséquent, nous avons A ∈ Mn.

de même pour x0 = 0, on obtient

Nαx(t) = Bu(0) ∈ Rn+

ce qui implique B ∈ Rn∗m+ puisque u(0) ∈ Rm+ peut être arbitraire u(0) = 0 t > 0
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CHAPITRE 2. LES SYSTÈMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

2.5 Stabilité des des systèmes unidimensionnels frac-

tionnaires

Considérons le système linéaire fractionnaire positif en temps continu sans contrôle

décrit par,

Nαx(t) = Ax(t), avec x(0) = x0 ∈ Rn+ (2.26)

Définition 2.5.1. Le système fractionnaire positif (2.26) est asymptotiquement stable si

et seulement si

lim
t→∞

x(t) = 0 pour tout x0 ∈ Rn+

Théorème 12. Le système fractionnaire positif (2.26) est asymptotiquement stable si et

seulement si

1. Il existe un vecteur strictement positif λT =
[
λ1 · · · λn

]
, λk > 0, k = 1, . . . , n

tel que

Aλ < 0 (2.27)

2. Les coefficients du polynôme caractéristique de la matrice A

det [Ins− A]

= sn + an−1s
n−1 + · · ·+ a1s+ a0

sont positifs, i.e., ak > 0 for k = 0, 1, . . . , n− 1

3. Les principaux mineurs de la matrice

Ā = −A =


ā11 · · · ā1n

...
. . .

...

ān1 · · · ānn


sont positifs, i.e.,

ā11 > 0,

[
ā11 ā12

ā21 ā22

]
> 0

. . . , det[−A] > 0

Démonstration. 1. Soit NIα(0, t) l’opérateur intégral fractionnaire de l’ordre α avec

0 < α < 1, satisfaisant

NIα(0, t)Nαx(t) = x(t)− x(0)
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Par application du cet opérateur, il s’ensuit pour limt→∞ x(t) = 0 et x(0) > 0

−x(0) = AIα(0,∞) = Aλ < 0

puisque l’intégrale fractionnaire de x(t) appartient à Rn+ et Iα(0,∞) > 0.

Notez que le système dual associée à notre système (2.26) est

Nαx(t) = ATx(t)

est asymptotiquement stable si et seulement si le système (2.26) est asymptotique-

ment stable.

Comme un choix de la fonction de Lyapounov du système dual, nous choisissons

V (x) = xT (t)λ > 0 pour x(t) > 0

et, en utilisant Nαx(t) = ATx(t), on obtient alors,

NαV (x) = Nαx
T (t)λ = xT (t)Aλ < 0

si la condition est satisfaite.

Par conséquent, le système fractionnaire est asymptotiquement stable si et seulement

si la condition est satisfaite.

2. Pour la deuxième et la troisième condition du théorème on s’est basé sur le travail

de Kaczorek ( voir référence [3]).

2.6 Exemples et simulations

Dans cette section, on donne des exemple dans le domaine des circuit RLC qui illus-

trent nos résultats obtenus dans la première et la deuxième section de ce chapitre.

Exemple 2.6.1. On considère un exemple étudié par Kaczorek dans [3] d’un circuit

électrique illustré dans la figure suivante avec résistances données R1, R2, R3, capacités

C1, C2 et tension de source e.
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CHAPITRE 2. LES SYSTÈMES UNIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

Figure 2.1 – Exemple d’un circuit électrique

En utilisant les lois de Kirchhoff, nous pouvons écrire les équations

e = R1C1
dαu1

dtα
+ u1 +R3

(
C1

dαu1

dtα
+ C2

dαu2

dtα

)
e = R3

(
C1

dαu1

dtα
+ C2

dαu2

dtα

)
+ u2 +R2C2

dαu2

dtα

(2.28)

qui peuvent être mises sous la forme[
(R1 +R3)C1 R3C2

R3C1 (R2 +R3)C2

]
dαu1
dtα

[
u1

u2

]

=

[
−1 0

0 −1

][
u1

u2

]
+

[
1

1

]
e

(2.29)

Prémultiplions (2.29) par la matrice inverse

[
(R1 +R3)C1 R3C2

R3C1 (R2 +R3)C2

]−1

= 1
∆

[
(R2 +R3)C2 −R3C2

−R3C1 (R1 +R3)C1

]

telle que

∆ = [R1 (R2 +R3) +R2R3]C1C2

On obtient
dα

dtα

[
u1

u2

]
= A

[
u1

u2

]
+Be (2.30)
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2.6. EXEMPLES ET SIMULATIONS

Avec

A =
1

∆

[
− (R2 +R3)C2 R3C2

R3C1 − (R1 +R3)C1

]

B =
1

∆

[
R2C2

R1C1

] (2.31)

et dα

dtα
u(t) = Nαu(t) est la dérivée fractionnaire non-conformable de u(t)

De l’équation (2.31), on déduit directement que la matrice A est de Metzler et B est

positive, donc d’après le théorème est le système obtenue (2.30) est positif.

Pour une analyse plus approfondie, nous supposons α = 0.8, R1 = R2 = 10Ω, R3 =

20Ω, C1 = C2 = 100mF et la constante e = 1 V. On suppose que les conditions initiales

x(0) = 0 et
[
u1(0) u2(0)

]T
= 0.

On constate que la solution est sous la forme :

u1(t) = u2(t) = 1− e−
t
9
5
9

et le graphe de cette fonction est,

0 5 10 15 20 25 30

t[s]

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

u
1

(t
)

Figure 2.2 – Le graphe de u1(t)

Exemple 2.6.2. Dans cet exemple traité par Ewa Piotrowska et Krzysztof Rogowski en

[4], nous considérerons le circuit électrique d’ordre fractionnaire indiqué par la figure (2.3)

avec les conductances G0, G1, G2, les capacités C1, C2 et la tension de source e.
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Figure 2.3 – Circuit électrique fractionnaire

En utilisant les lois de Kirchhoff, nous obtenons

i0 = i1 + i2

v1 = v0 + e− i0
G0

v1 = v0 + i1
G1

+ u1

v1 = v0 + i2
G2

+ u2

(2.32)

Les courants dans ce circuit sont décrits par les équations d’ordre fractionnaire

i1 = C1N
αu1

i2 = C2N
αu2

(2.33)

telle que Nα est définit par la dérivée fractionnaire non-conformable.

Ensuite, en supposant que v0 = 0 dans (2.32), nous pouvons calculer les courants dans

le circuit

i0 = (e− v1)G0

i1 = (v1 − u1)G1

i2 = (v1 − u2)G2

(2.34)

Par conséquent, nous obtenons

(e− v1)G0 = (v1 − u1)G1 + (v1 − u2)G2

et

v1 =
1

G0 +G1 +G2

(G0e+G1u1 +G2u2)
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En utilisant (2.32) et (2.33) on aura,

C1N
αu1 = G1 (v1 − u1)

C2N
αu2 = G2 (v1 − u2)

(2.35)

En supposant que les composantes du vecteur d’état sont les tensions aux bornes des

condensateurs x(t) = [u1 u2]T , et en utilisant (2.35) nous pouvons formuler,

A =
1

G

[
−G1(G0+G2)

C1

G1G2

C1

G1G2

C2
−G2(G0+G1)

C2

]
=

[
a11 a12

a21 a22

]
(2.36)

et

B =
G0

G

[
G1

C1

G2

C2

]
(2.37)

avec

G = G0 +G1 +G2

Les conditions initiales (la tension initiale aux bornes des condensateurs) pour le

système sont définis sous la forme

x(0) = x0 =

[
u01

u02

]
=

[
u1(0)

u2(0)

]
(2.38)

Les paramètres de simulations sont conductances G0 = 1.1Ω−1;G1 = 2.1Ω−1;G2 =

1.5Ω−1; capacités C1 = 1.0 F;C2 = 2.0 F; les tentions initiales u01 = 1.3 V;u02 = 0.0 V

et la tension de source est constante e(t) = 1 V.

La solution du système obtenu avec α = 0.7 est illustrée par les figures (2.4) et (2.5)

suivantes,
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Figure 2.4 – La solution du premier condensateur
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Figure 2.5 – La solution du deuxième condensateur

Remarque 2.6.1. Le système considérée dans cet exemple est positif car A est une ma-

trice de Metzler et B est positif de plus les figures (2.4) et (2.5) illustre ces résultats, ce

qui assure leur validation pour les cas des systèmes a dérivées non-conformable .
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Chapitre 3

Les systèmes bidimensionnels

fractionnaires

Dans cette partie, notre intérêt porte sur la classe de systèmes bidimensionnels frac-

tionnaires pour établir la solution du cette classe de systèmes en développant la trans-

formée de Sumudu 2D en se basant sur le travail et les propriétés du chapitre précédent.

Dans ce cadre, nous envisageons l’extension de l’approche au cas de modèles fractionnaires

unidimensionnels pour ensuite traiter le cas de modèles bidimensionnel.

3.1 Solvabilité des systèmes bidimensionnels fraction-

naires

On considère le système fractionnaire bidimensionnels de Roesser d’écrit par l’équation

suivante, [
Nα
t1
xh (t1, t2)

Nβ
t2x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
+

[
B1

B2

]
w (t1, t2) (3.1)

où Nα
t1
xh (t1, t2) = ∂α

∂t1
xh(t1, t2), Nt2x

v (t1, t2) = ∂β

∂t2
xv(t1, t2), etA11, A12 ∈ Rn1×n1 ,A21, A22 ∈

Rn2×n2 et B1 ∈ Rn1 , B2 ∈ Rn2 avec n1 + n2 = n

Par application de la transformée de Sumudu

Sα,βt1,t2

[
Nα
t1
xh (t1, t2)

Nβ
t2x

v (t1, t2)

]
= Sα,βt1,t2

([
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

])

+ Sα,βt1,t2

([
B1

B2

]
w (t1, t2)

) (3.2)
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On peut voir que Sβ
(
SαNα

t1
xh
)

Sβ
(
SβNβ

t2X
v
)  =

[
A11 A12

A21 A22

][
Xh
α,β(u, v)

Xv
α,β(u, v)

]
+

[
B1

B2

]
W (u, v) (3.3)

Donc Sβ
(
Xh(u,t2)−Xh(0,t2)

u

)
Sβ
(
Xv(t1,v)−Xv(t1,0)

v

)  =

[
A11 A12

A21 A22

][
Xh
α,β(u, v)

Xv
α,β(u, v)

]
+

[
B1

B2

]
Wα,β(u, v) (3.4)

Ce qui implique que Xh
α,β(u,v)−Xh

β (0,v)

u
Xh
α,β(u,v)−Xv

α(u,0)

v

 =

[
A11 A12

A21 A22

][
xh(u, v)

xv(u, v)

]
+

[
B1

B2

]
Wα,β(u, v) (3.5)

Par suite, si on multiplie la matrice définie par le bloc suivant[
uIn1 0

0 vIn2

]

On aura[
Xh
α,β(u, v)

Xv
α,β(u, v)

]
−

[
uA11 uA12

vA21 vA22

][
Xh(u, v)

Xv(u, v)

]
=

[
Xh
β (0, v)

Xv
α(u, 0)

]
+

[
uB1

vB2

]
W (u, v) (3.6)

et si nous définissons la matrice G par la formule,

G(u, v) =

[
In2 − uA11 −uA12

−vA21 In2 − vA22

]
(3.7)

L’inverse de la matrice G sera alors donné par,

G−1(u, v) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

Tiju
ivj (3.8)

où Ti,j est une matrice de transition donnée par

Ti,j =


In for i = j = 0

T1,0Tii−1,j + T0,1Ti,j−1 for i+ j > 0 (i, j ∈ Z+)

0n for i < 0 and / or j < 0

(3.9)
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Par utilisation des équations (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9), il s’ensuit,

[
Xh (u, v)

Xv (u, v)

]
=
∞∑
i=0

∞∑
j=0

Ti−1,ju
ivj


Xh
β (0, v)

0

+
∞∑
i=0

∞∑
j=0

Ti,j−1u
ivj


0

Xv
α(u, 0)


+
∞∑
i=0

∞∑
j=0

Ti−1,ju
ivj

[
B1

0

]
W (u, v) +

∞∑
i=0

∞∑
j=0

Ti,j−1u
ivj

[
0

B2

]
W (u, v)

(3.10)

par suite, l’utilisation de la transformée inverse de Sumudu on déduit le théorème

suivant.

Théorème 13. La solution du système (3.1) pour n’importe qu’elle condition initiale et

tout contrôle, est donnée par ,

[
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
=

 e
A11t

α+1
1

α+1 0

0 e
A22t

β+1
2

β+1

[ xh(0, t2)

xv(t1, 0)

]

+
∞∑
i=0

∞∑
j=0

Φi,j+1
t
(α+1)i
1

(α + 1)ii!

∫ t2

0

(
tβ+1
2 − τβ+1

2

)j
(β + 1)jj!

[
xh(0, τ2)

0

]
τβ2 dτ2

+
∞∑
i=0

∞∑
j=0

Φi+1,j
t
(β+1)j

2

(β + 1)jj!

∫ t1

0

(
tα+1
1 − τα+1

1

)i
(α + 1)ii!

[
0

xv(t1, 0)

]
τα1 dτ1

+

∫ t1

0

 eA11
tα+1
1 −τα+1

1
α+1 B1

0

 τα1 w (τ1, t2) dτ1

+

∫ t2

0

 0

eA22
t
β+1
2 −τβ+1

2
β+1 B2

 τβ2 u (t1, τ2) dτ2

+
∞∑
i=0

∞∑
j=0

(
Φi,j+1

[
B1

0

]
+ Φi+1,j

[
0

B2

])
×

∫ t1

0

∫ t2

0

(
tα+1
1 − τα+1

1

)i
(α + 1)ii!

(
tβ+1
2 − τβ+1

2

)j
(β + 1)jj!

τατβ2 u (τ1, τ2) dτ2 dτ1

(3.11)

Dans ce qui suit, on donne deux exemples qui illustrent nos résultats obtenus dans

cette dernière partie.
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Exemple 3.1.1. On considère le système fractionnaire 2D de Roesser décrit par l’équation

(3.1) avec α = 0.6, β = 0.8 et :

A =

(
−0.09 0.07

0.01 −0.07

)

B =

(
0.1

0.1

)
Le vecteur d’entrée qui représente le contrôle du système

u (t1, t2) = H (t1, t2) =

{
0 for t1 < 0

1 for t1, t2 ≥ 0
and/or t2 < 0

les conditions initiales sont

xh (0, t2) = 0 pour t2 ≥ 0

xv (t1, 0) = 0 pour t1 ≥ 0

En utilisant la solution du système (3.1) donnée par l’équation (3.11) dans le théorème

13 nous auronssuite à des codes MATLAB, les figures suivantes,
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1
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t1

2

4
2

0 0

Figure 3.1 – la variable xh(t1, t2)

et
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0
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xv

t2

5 6

t1

1.5

4
2

0 0

Figure 3.2 – la variable xv(t1, t2)

Exemple 3.1.2. On considère le système fractionnaire 2D de Roesser décrit par l’équation

(3.1) avec α = 0.8, β = 0.9 et :

A =

(
−0.04 −0.12

−0.03 0.02

)

B =

(
0.4

0.3

)

Le vecteur d’entrée qui représente le contrôle du système

u (t1, t2) = H (t1, t2) =

{
0 for t1 < 0

1 for t1, t2 ≥ 0
and/or t2 < 0

les conditions initiales sont

xh (0, t2) = 0 pour t2 ≥ 0

xv (t1, 0) = 0 pour t1 ≥ 0

la solution du système (3.1) donnée par l’équation (3.11) dans le théorème 13 et sous

des codes MATLAB,on représente les solutions(voir figures ci-dessous),
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Figure 3.3 – la variable xh(t1, t2)

et
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Figure 3.4 – la variable xv(t1, t2)
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Conclusion

Dans la première partie de notre travail, quelques notions sur la dérivée fraction-

naire non conformable et la transformé de Laplace sont introduits, ensuite, des nouveaux

résultats sur la transformé de Sumudu pour résoudre le problème de solvabilité , posi-

tivité et de stabilité des systèmes fractionnaires non conformable à temps continu sont

explorés. Les conditions que nous avons développé sont des extensions des résultats basé

sur [17, 5, 3, 8, 21, 20, 43].

Pour la seconde partie de ce mémoire, nous avons développé les résultats obtenu pour

donner la solution générale d’un système fractionnaire bidimensionnel décrit par le modèle

de Roesser.

En perspectives, les résultats peuvent être généralisés aux cas des systèmes singulières

unidimensionnels et bidimensionnels de type Roesser fractionnaires . D’autres études pour

le cas bidimensionnel feront l’objet de nos investigations futures pour le problème de

positivité et stabilité. Aussi les résultats obtenue dans la première partie et la deuxième

peut être étendu pour le cas des système de Lyapounov.
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