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Résumé

Dans ce mémoire, on a fait une synthése sur une partie de 'article de Eugenio Sines-
trari intitulé "On the Abstract Cauchy Problem of Parabolic Type in Spaces of

Continuous Functions".

L’objectif de ce mémoire est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour
assurer 'existence, I'unicité et la régularité d’une solution classique ou stricte d’un probléme
de Cauchy abstrait posé sur un espace de Banach £ :

{ u'(t) = Au(t) + f(t), te[0,T],
u(0) ==z

Lorsque le second membre f est une fonction continue de petit Holder et A est un opérateur

linéaire fermé quelconque de domaine D(A) vérifiant I'hypothese

306]%,%[ et M >0:
(H) Sp={z€C*:|argz| <0} C p(A)
et YA € p(A) AR (A A gy < M.

Ou p (A) est 'ensemble résolvant de 'opérateur A.



INTRODUCTION

On se propose d’étudier, dans le cadre continu, ’existence, 1'unicité et la régularité
maximale de la solution stricte d’un probléme de Cauchy abstrait

{ Z’((g)) :fu(t) + f(t), telo,T], (P)

tels que
» 2 est un élément d’un espace de Banach F.

» A est un opérateur linéaire fermé, de domaine D, C FE non nécessairement dense et

vérifiant ’hypothése fondamental suivante

396]%,77[ et M >0 :
(H) Sop={z€C*:|argz| <0} Cp(A)

et VA € p(A) : AR (A Al < M,

ou

» p(A) est I'ensemble résolvant de 'opérateur A
> R(A\A) = (M — A" est la résolvante de A .
Le probléeme abstrait de Cauchy modélise beaucoup de phénoménes en physique et en

biologie, par exemple, le probléme suivant (voir [16] )

%U (t,x) = —aaa—;v (t,x) + f(t,x) pour (t,z)€]0,1] x]0,1]

v (0,2) = v () pour tout z € [0, 1] (1)
v (t,0) =v(t,1) =0 pour tout ¢ € [0, 1]

ou f e C([0,1],C([0,1])).

Posons E := C([0,1]). En utilisant les notations vectorielles usuelles

v(t,x):=v(t)(x) et f(tx):=f(t)(z).

On peut introduire 'opérateur A défini par

{ D(A) = C2([0,1]) N Co ([0,1]) = {u € C*([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}

Au = —au”.
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Ainsi le probleme s’écrit sous la forme opérationnelle suivante

{ o' (t)=Av(t)+ f(t), te€]o,1]
v (0) = wp.

Ce dernier probléme qui sera étudié dans un cadre plus général lorsque A est un opérateur

linéaire fermé quelconque, E est un espaces de Banach, vo € E et f € C([0,7], E).

On va faire dans ce manuscrit une synthése sur une partie de l'article de Eugenio Sinestrari
[17] d’intitulé "On the Absract Cauchy Probleme of Parabolic Type in Spaces of

Continous Functions".

L’objectif de ce mémoire est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur la donnée

x, lorsque le second membre f est assez régulier i. e.
feh’(0,T,E); avec0<6<1.

pour assurer |’existence et I'unicité

1. D’une solution classique de ie.,
ueC(0,T,E)ynC" (0, T,E) N C (07, T, Da)

vérifiant pour t € |0, 7). Ou C (0, T, E) est I'espace des fonctions continue sur [0, 7] dans
E et
C(0",T,E) ={u:]0,T] - E:ue C(T,E) pour tout € € 0,71} .

2. D’une solution stricte i.e.,
uwe CH0,T,EYNC(0,T,Dy)
vérifiant aussi le probleme pour ¢ € [0, 7.
On étudie aussi la régularité de la solution stricte, en montrant que
u', Au e h’(0,T,E).

Notons que ’étudiante Souad Ziane a réalisé dans sa thése [25] une synthese sur la premiére

partie de l’article [17], concernant I’étude de probléme |P|dans le cadre holdérien, c’est-a-dire

feC?(0,T,E); avec0<6<1.



Ce mémoire est composé d’une introduction et trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux définitions fondamentales pour réaliser ce travail.
Ils concernent les opérateurs, les semi-groupes, les espaces d’interpolations et les espaces

fonctionnels.

Dans le second chapitre, on trouve des conditions nécessaires et suffisantes pour assu-
rer l'existence et la régularité d’une solution classique ou stricte d’'un probléme de Cauchy

abstrait.

Le dernier chapitre est réservé aux exemples pour illustrer la théorie abstraite prouvée

dans le deuxiéme chapitre.




Chapitre 1

Rappels

On donne ici quelques rappels fondamentaux sur la théorie des opérateurs...

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel normé, on dit que c’est un espace de Banach

s’il est complet. C’est-a-dire toute suite de Cauchy dans X est convergente dans X.

Exemples. Soient (E, B (F), A) un espace mesuré, {) un ensemble mesurable et 7" > 0. Alors
1) Tout espace vectoriel réel ou complexe de dimension fini est un espace de Banach car il

est complet pour n’import quelle norme.

2) LP(Q) = f:Q—>Rmesurable:/|f(x)|pd)\(x)<oo et
Q

1
p

1l = / @) dA ()

sont des espaces de Banach pour 1 < p < oc.
4) C* (]0,1]) 'ensemble des fonctions continues f : [0,1] — R telles que la fonction z ——

1’ (x) existe et est continue, muni de la norme

Il goy = 30 17+ sup |
x€|0,

z€[0,1]

est un espace de Banach.
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1.2 Les opérateurs

Soient X et Y deux espaces de Banach réels ou complexes. On note par ||.||y la norme dans

X (]|.]] 8’1l n’y a pas confusion).

Définition 1.2.1 (opérateur linéaire) Un opérateur A de X dans Y est une application
linéaire définie sur un sous espace vectoriel (noté D(A) C X et appelé domaine de A) & va-

leurs dans Y, i.e pour tout x,y € D(A) et pour tout A € C on a :

(i) A(x +y) = Az + Ay.
(il) A(Ax) = MAz.

C’est-a-dire D(A) est le sous espace vectoriel des éléments x de X tels que Az ait un sens

dans Y.

Définition 1.2.2 (Opérateur borné) Un opérateur A défini de X dans Y est borné si
D(A) =X et

sup | Az|ly < oo.
llzllx <1

Dans la suite, on note par £(X,Y) 'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y et

L(X) = L(X, X).

Définition 1.2.3 (Opérateur fermé) On dit qu’un opérateur linéaire A est fermé si et

seulement si son graphe

G(A) = {(z, Az) : 7 € D(A)}

est un sous espace vectoriel fermé de X x Y.
D’une maniére équivalente, un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est dit fermé si et

seulement si pour toute suite (x,), € D(A) telle que
Tp — T
Axy, —y

On ax € D(A) et Ax = y.
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Définition 1.2.4 (opérateur fermable) On dit qu'un opérateur A est fermable si et seule-

ment si pour tout suite (x,), € D(A) telle que

R,
Az, —y v=

La plus petite extension fermée de A est notée A et s’appelle la fermeture de A et G(A) est

le graphe de Uopérateur A.

Théoréme 1.2.1 (du graphe fermé) Soient X, Y deux espaces de Banach. Une applica-

tion linéaire f de X dansY est continue si et seulement si son graphe est fermé dans X XY .
Définition 1.2.5 L’ensemble résolvant d’un opérateur A est
p(A):={XeC: (M — A): D(A) — X est bijectif et (\[ — A)~" € L(X)}.
Si A est fermé, alors
p(A)={ e C: (A —A): D(A) — X est bijectif} .

par le théoréme du graphe fermé.

La résolvante de A est (\[ — A)™! et 0(A) = C — p(A) est son spectre.

On donne maintenant quelques propriétés importantes.
Propriétés :

Soit A, B deux opérateurs fermés de domaines D (A) C X et D (B) C X.
i.Si B e L(X,Y); alors A+ B est fermé de domaine D(A).
ii. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A~! est fermé.

iii. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est

continu de D (A) dans X.

v. Si p(A) # 0 alors A est fermé.
Exemple 1.2.1 Dans l’espace X = L*(R), l'opérateur
Au=1u D(A)=H"'(R),

est fermé.
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1.3 Les semi-groupes

Définition 1.3.1 Soit {G(t)},5, une famille d’opérateur linéaire dans X. On dit que cette

famille forme un semi groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :
1. G(0)=1.
2. ¥ (t,s) >0, G(t+s)=G(t) + G(s).

Lorsque la famille {G(t)}, est définie pour tout t € R, et que la deuziéme propriété est

vérifiée pour tout s,t € R on dit qu’on a un groupe.

Définition 1.3.2 On dit qu'un semi groupe {G(t)},, est fortement continu si et seulement

si pour tout x € X, lapplication t — G(t)x de RT est continu, c¢’est-a-dire pour tout v € X
lim [|G(t)z — =0.
Jim [|G(t)a — x|
On dit aussi que {G(t)},5, est un Cy-semi groupe.
Proposition 1.3.1 Soit {G(t)},5, un Co-semi groupe, alors il existe w > 0, M > 1 tels que
Vt >0 ona ||G(t)| < Me“".

Définition 1.3.3 Un semi groupe (G(t))i>0 est appelé semi groupe uniformément continu
d’opérateur linéaire borné si

lim (|G (2) = 1] ) = 0.
1.3.1 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 1.3.1 Soit A un opérateur fermé non nécessairement borné a demaine dense dans

X (i.e D(A) = X ) alors A est le générateur infinitésimal d’un Co- semi groupe (G(1)),5q Si,

et seulement s’il existe \g > 0 tel que

AER:A> A} Cp(A) et [(A=AD7| < 55 A> Ao

1
A

1.3.2 Les semi-groupes analytiques
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Définition 1.3.4 On appelle semi-groupe analytique de type 0 € | /2, 7| toute application
G définie sur l’ensemble

Sp={z€C": |argz| <0} S
a valeurs dans L (X) telle que
1. z — G (z) est analytique sur Sp.

2.¥Vre E,G(0)=1 et

lim G()z==z
z€Sy z—0

3. \V/Zl,ZQ < S@, G(Zl + 2’2) = G(Zl) G (2’2) .

Proposition 1.3.2 Si A génére un semi groupe analytique G (t), alors il est défini par [’in-

tégrale de Dunford

1
Gt)r=— [e? (2] — A) ' zdz := e,
i
Y

ol vy est une courbe simple définie par
v={2€C:|z|=1et |argz| <O}U{z€C:z=re etr>1}.

vérifiant

A(t+s) At As

. € =e'e’ pourt,s > 0.

#. eM'z € D (A¥) pourt >0,z € X, k € N,

1ii. pour tout k € N, il existe My (dépendant de M et 0) telle que
k gk At
Ht A%e Hc(x) < My  pourt> 0.

. pour tout k € N* et t > 0, dans L (X) on a

et t — e peut-étre prolongée analytiquement dans un secteur contenant la demi-droite posi-
tive.

v. Aez = e Ax pourt >0 et x € Dy.

vi. R\ A) e = eMR(N\ A) pourt >0 et A€ p(A).
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1.3.3 Théoréme de Kato

Théoréme 1.3.2 Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant
(1) A fermé de domaine D(A) dense dans X.

(2) p(A) D{A € C*:Re A =0} et AM > 0 telle que
YA>0:||[(AT—A)7Y <

Alors A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant
(1) 3C >0, Yt >0: |G (#)] ) < C-

M
(2)Vt>0,G(t) € L(X,D(A)) et |AG (t)]| < -

Remarque 1.3.1 Lorsque D (A) n'est pas dense dans X Uinfluences de t — e’z au voisi-

nage de 0 est donné par la proposition suivante

Proposition 1.3.3 On suppose que A vérifie ’hypothése suivante

il existe 0 € ]g,ﬁ[ et M > 0 telle q

Sp={z€C*:largz| <0} Cp(A ) (H)
et VA € p(A) : [AR(A Al gy < M,
Alors
1. Siz e D(A), alors
lim ez = .
t—0
Inversement, s’il existe
At
%1_1)1016 xr=1.
alors v € D (A) et y = .
2. Pour tout x € X et t >0, 0n a f(f etzds € D (A) et
¢
A/ eMrds = v — e, (1.3.1)
0

donc

t
/ eMrds = ey — 1.
0

ou s — ||Ae**z|| € L' ([0,7] ,R).
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3. Size D(A) et Az € D(A), alors :

ety — g

lim ———— = Az.
t—0 t
oAby _ o -
Inversement, si %iné — existe et vaut y, alors ¢ € D (A), Az € D (A) et Az =y.
1 -
4. %ir% 7 fot eMads =y existe si et seulement si y =z € D (A).
5. On a

{x € X : Jlim;_o AeAtaz} = {35 € X :limy o Aette = A.CL’}
- {xeD(A):Axe (A)}.

Preuve. Soit A € p(A).

A

1. On sait que pour tout =z € D(A), on a Pr%e tr = x et le résultat reste vraie pour

x € D(A) car (eAt) >0 € £ (X). Pour I'inverse supposons que PH& ety = y alors

(M —A) 7y = lim (A1 — A7 tetr =lime* (M — A)

t—0

de la premiére partie (\] — A)~" z € D (A), en on déduit que

lime (N —A) e =W\ —A) "z

t—0

en plus

M —-A) " y=\—-A)""z

donne y = 2. Comme ez € D (A) pour t > 0, on obtient

z =limez € D (A)
t—0

2. Soit 0 < € < 1, d’apres la proposition ([1.3.3) point (4) et (5) on obtient

t t

/eAS:Uds = /()\[ — A e (M — A ads
t t

= )\/eAs (M — A) ' ads — /di (e (M — A~ ) ds
s
0 €

t
= )\/eAs M —A) " zds —e* N - A) o+ N -A) "z

€
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quand € — 0, on déduit de 1.
t t
/eASxds =AM — A /eASxds — (M —A)7" (eMz — ) (1.3.2)
0 0

ceci montre que
t

/6AS£L‘ € D(A),

0

en appliquant (A — A) a la relation ((1.3.2]) on obtient (1.3.1)).
3. Supposons que z € D (A) et Az € D (A), alors d’aprés point 2 de la Proposition on

trouve .
At
etr—x 1
_=- / e Axds
t t
0
ce dernier tendre vers Ax quand ¢t — 0, en vertu de premier point de cette proposition.
At
. e€r— . . .
Inversement, lim; . — = y donne lim;_,ge**z = z en plus € D (A) ceci nous permis

de déduire que y € D (A). Grace a (1.3.2) on obtient

At
M—A)" = lm—A) 1T
t—0 t
1 / 1 /
= lim [N\ — A)7! —/eAtxds — —/eAta:ds
t—0 t t
0 0
= MM -A)""z

= T

ceci implique z € D (A) .
4. De (1.3.2)) on déduit que Vx € X et t > 0

t
AN = A) =T %/eAtxds —

0

AN —A) Tz —MN—A) "
t

par conséquent ; il existe
t

1
lim ;/exp (At)zds | =y

t—0

0
alors par (point 3. Proposition [1.3.3]) , on obtient

MM -—A) " 'e=—2z+ XN —A)'zeD(A)



1.3 Les semi-groupes 9

et donc = € D (A) et selon (point 1. Proposition [1.3.3)) on trouve
t

1
y = lim Z/eAtxds =z

t—0

0

I'inverse est une conséquence de 1.
5. Supposons que

lim Ae?tz = y.
t—0

Alors s — Ae?*z est dans L™ ([0,7],X), pour tout ¢t > 0 et de (2. Proposition [1.3.3)) on

obtient .
At
ety —x 1
lim———— =lim- [ Ae™zds =y
t—0 t t—0 ¢
0

Ainsi, de (3. Proposition [1.3.3)) on déduit que

reD(A), Axe D(A) et y= Ax.

Inversement, supposons que x € D (A) et Az € D (A) alors

lim Aez = lim e Az = Ax
t—0 t—0

en vertu de (1. Proposition [1.3.3)) .

Remarque 1.3.2 Si D (A) n'est pas dense dans X et A vérifie ’hypothése (H) alors (eAt)

t>0

génére un semi groupe analytique non fortement continue en 0. Mais la restriction de A sur

D (A) génére un semi groupe analytique fortement continue.

Proposition 1.3.4 Soit l'opérateur A vérifie ’hypothése (H) . On définit [’ensemble

muni de la norme de X, et l'opérateur Ay : D (Ag) C Eg — Ey ot

D(AU):{xeD(A):Axe (A)} 133)
Apz = Az pour z € D (Ay). .
Lopérateur Ay est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, t — e dans

Ey, fortement continue pour t > 0. En plus, on a

pourt >0 etz e D(A).
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1.4 Les espaces d’interpolation

On désigne par Ey et F; deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un
espace topologique séparé E (c’est-a-dire Fy — E, F; — FE). Considérons les espaces de
Banach

EoﬂEl et E0‘|—E1

munis des normes

12| gy, = 12l g + 12l &,
et
el ym = nf . (laollg, + lall,).

Le couple {Ey, F1} est dit couple d’interpolation.

Définition 1.4.1 Soit {Ey, E1} un couple d’interpolation. On appelle espace intermédiaire

entre Ey et Ey tout espace de Banach E tel que
EoNnEy C EC Ey+ Ey.
Les espaces E;,1 = 0,1 sont des espaces intermédiaires.

Définition 1.4.2 Soient 6 € ]0,1[ et p € [1,4+00]. On appelle espace d’interpolation entre

Ey, By Uespace (Ey, Ey)g, tel que x € (Ep, El)e,p st et seulement si

i)Vt >0,3u; (t) € B (i=0,1):2=uo(t)+uy(t)
i) t%ug € LP (R4, Ey), t*%y € LP (R, Ey)

ou

+o00o
d
2(E) = 3 £ 00.0c[ = E5 [ 15015 5 < o0
0

1.4.1 Propriétés des espaces (B, E1),,
On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout w, 6,

t€]0,1[ et p,q,r € [1,400] :
1) Si0 <60 <w<1alors (Ey, E1),, C (Eo, E1)

w?q :

2) Sl P < q alors (E(), El)@,p C (Eo, El)ﬁ,q .
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3) Si E() = El alors (X(),Xl)&p = XO = Xl-

4)Si0 <w <@ <1,alors on a

((E07 EI)Q,IM (EOJ El)w’q)t,r - <E07 El)a,?"7
avec
1
—(l—t)f0+tw et —=—+-.

1.4.2 Cas particulier (D(4),E),,
Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans
E. Posons
Ey=D(A) et B, = E,
alors
EyN Ey = D(A) et Ey+ Ey = E,

donc, pour tout 6 € ]0,1[ et p € [1,+00] on a

D(A) C (D(A),E),, C E.

P

Si p(A) D Ry et s'il existe une constante C'4 > 0 telle que

YA > 0: [[(A=AD) 7| o

alors

(D(A),E)y, = Da(l—0,p)

P

= {zeB |t PAA-t) ||, € LP}.

Théoréme 1.4.1 (de Lions) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-

ment continue (eAt)t>0, alors pour tout p € [1,+00] et 0 € ]0,1]
(D(A),E)y, ={z e E:|t" " (er —1)z|, €Lt}
muni de la norme

1/p
p dt

Il o, = el + / e (e = 1),

avec les modifications usuelles si p = oo.
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Définition 1.4.3 Pour tout 6 € |0, 1[, on définit l’espace

Dy (0,00) = {:U eE:|z|,= stli%) HtlferAta:H < oo}
munt de la norme

120 s 0.00) = Nl + llllg -
est un espace de Banach et le sous-espace D (0) de D4 (6,00) défini par
D4 (0) = {:L“ SO Pi%tl_o/lemx = 0} .
muni de la norme de D4 (0,00) est un espace de Banach.
Définition 1.4.4 Pour tout 0 € |0,1[, p € [1,+o0] et k € N, on a
Dy (0+k,p)={xeDA"): A'zeD4s(0,p)},

Dy(0+k)={xeDA") : Az e D4s(0)},
avec la norme

1zl 5y 0rnp) = ZllE + HAkaDA(&p)'

Propriétés des espaces (D (4),E),

’p
On a pour tout 6 € ]0, 1]

1. D(A) C Da(8) C D4 (0,00) C D(A).

2. Dy, (0,00) = Dy (6,00) et
Dy, (0) = Da ()

ol Ay est un opérateur défini par (1.3.3).
3.510<6; <fy <1, alors
Dy (92) C Dy (02, OO) — Dy (91) C Dy (01, OO)

et

1201 501,000 < (1 +Mi) [[]] 5, (9, ,00) (1.4.1)
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pour € D4 (02, 00). D’autre part on a
Dy ‘—>DA(9,00) CFE

et
12l p 0,00y < (Mo + M) [[z] 5,

pour € Dy et 6 €0, 1].

4. On note par bio la fermeture de
DAOI{JIEDAIAIED_A}

dans Dy (0, 00), on a

D'y, = Da(6)

5. Soit 6 € ]0,1[. Les espaces
DA (9, OO) et DA (9)

sont invariant par A”e! et R (), A) pour tout n € N, ¢t >0, A € p(A4) et on a

IN

HAneAtHL(DA(Q,oo)) ”An@Athm

RN Al epa@ooy = TR Az -
6. On pose pour tout 6 € ]0, 1]

DA(H—{—LOO) = {Z‘GDAIAJ?GDA(Q,OO)}
DA<9—|—1) = {ZEEDAIA:L‘GDA(Q)}.

Alors, 'opérateur A; défini par

AIZDA(0+1700)CDA(0700) - DA(Q,OO)
x — Ajx = Ax pour z € Dy (6 + 1,00)

vérifie 'hypothese , donc génére un semi-groupe analytique borné en Dy (6, 00), qu’est la
restriction de et & D4 (6, 0).

D’autre part, 'opérateur A, défini par

Ag : DA<9+1)CDA(9)—>DA(9)

Ayx = Axpourxz € Dy(0+1)
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génére aussi un semi groupe analytique borné, fortement continu pour ¢ > 0, qu’est la res-

triction de e & D4 (6).

7. L’opérateur A’ défini par

A" . D2 C Ds— Dy

A'rx = Az pour x € D .

vérifie 'hypothése (S). En plus, on a

DA(0+17OO):DA/(0+1,OO) et DA(9+1):DA/(0+1)

7.Six € Dy (0,00), alors pour n € N* et t > 0 on a
Ht”’aA”eAtxH <Mz, -
On pose My =1, et
M, = n"=% (n — 1)17n M, _, pour n > 1.
Alors, on a

HeAt“L(DA(@,oo);E)

A
= K

HAneAt”L(DA(@,oo);E) = no pour n > 0

8. Si x € F, alors on a les propriétés suivantes

ety —
I
2L <

0 o0

z € Dy (0,00) < ||z|, = sup
>0

At
N A e
z € Dg(f,00) <= |lzlly

= sup ||t2_0A2eAt:cH < 00
>0
r € Dy (0) = 1in% 270 A2y = 0
en plus, on a
=0

€ Dy(0) = 11_{% HeAtx - xHDA(G,oo)

(1.4.2)

(1.4.3)
(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.6)
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9. Pour0<a<f<lett>0,o0na

M
1€ 2y 000y) < Mo+ t_91 (1.4.7)

1

e < max(Mp, tej)

(b atoser.Da@o0n

et pour n € N*,

M, M,
HAneAt||L(E,DA(9,OO)) <o + tn:evl (1.4.8)
i 11
14 200 Daoo0n < Mo max(Z, )

ou

Mi10 = (n 41" 0™ M, pour n > 0.

10. Pour0<a<f<lett>0,ona

HeAtHﬁ(DA(a,oo),DA(e,oo)) <My (1 + Ml)
et pour n € N*, on a
n M, (1+ M)
HA eAtHL(DA(a,oo),DA(G,oo)) = t—nl
M;L,a 1{LI,Oé,
HAneAtHL(DA(a,oo),DA(G,oo)) — n—a tnfaJrZ'

My o =2"""MoM, o et M, o =2""""*M M,

11. Soit A : Dy C F — FE et B : Dg C E — FE deux opérateurs linéaires vérifient
I'hypothese (H). Si D4 = Dp donc

D4 (0,00) = Dp (0,00) et Da(0) = Dp(6)

pour tout 6 € ]0,1].

1.5 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par 2 un ouvert de R” (non nécessairement borné) et on pose

n
a = (ay, az, ....,qn) un multi-indice, avec |a| = Y a; et on utilise la notation
i=1

0 a ai a an
(L) ()"
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1.5.1 Les espaces de Sobolev et de Besov

PourmeNet 1l <p<oo:

On note WP (§), E) I'espace de Sobolev des fonctions f : Q — FE telles que 0°f € LP (Q, F)

pour tout || < m. C’est un espace de Banach muni de la norme

1/p
(Z HaafHLpQE> sil<p<oo
HfHW"L»P(Q’E) = le]<m

‘Hllgx |0 f”LooQE) sip = oo.

Pour s €]0,1[et 1 <p < o0 :

On définit 'espace fractionnaire de Sobolev

WP (Q,E) = feLf(QF) // (G sp+n||Edmdy < o0

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complétement par interpolation, on est amené a
définir les espaces de Besov B} (£, E) . Pour s € ]0,1[ et 1 < p, ¢ < 00, on définit
a/p
By (QE)=1fell(QE) / / 7z y|sq+nHEd:v dy < oo

avec la modification classique quand p = oo et ¢ = 00

Dans le cas o p = q on a

B, (Q,E) = W™ (Q,E).

1.5.2 Les espaces de Hdolder

On considére :

— L’ensemble B (2, E) qui désigne 1’espace des fonctions f :  — E telles que f est bornée.
— L’ensemble C' (2, E) qui désigne I'espace des fonctions f : 2 — FE telles que f est continue.
— Notons Cy, (, E) :=B(Q,E)NC (2, FE) ie.,

Cy(QE)={f:Q— E: f est bornée et continue} .

On a

||f||c,,(Q,E) = HfHC(Q,E) = ||f||B(Q,E) :Slelg 1f (@)l -
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Soit m € N :

L’ensemble C™ (£2, E) désigne 'espace vectoriel des fonctions f : Q@ — F telles que la fonction

x +—— 0“f (z) existe et est continue pour tout |a| < m i.e.,
C" (L E)={f:Q — E.0°f € C(.E): || < m)

L’ensemble C7" (2, E') est un sous espace vectoriel de C™ (2, E') dont toutes les dérivées

jusqu’a 'ordre m sont bornées sur €2 i.e.,

Cl(LE)={feC"(QE):0°f €C,(L,E);aa=0,..m}C C" (Q, E)

C’est un espace de Banach muni de la norme

||fHCg”(Q,E) = Z Sugllaaf (@)l -

\a|<m xe

Soit a € ]0, 1] :

— L’ensemble C“ (€2, E) est I'espace de Holder d’exposant o des fonctions f : Q — E telles

que
sup || f(2)]| p < oo,
zeQ (1.5.1)
3C>0,Ve,y € Q:|[f(@) = fW)llp < Clr —y[".
ie.,
Ca@JD:{fECHQIDﬁﬂmmﬁfzwggqnﬂa_égwE<+m%,

muni de la norme

1/ () = fWlg

‘ «

1 llco@r = Sup 1f (@)l 5+ Sup T
= | flleo + [fleam -
— Pour k£ € N, on a
CMLE)={feCi(QE):0"feC*(Q,E)}
muni de la norme
1l casrio,m) = ||f||c;;(sz,E) + [fleea.m) -

les espaces C (Q, E), C°** (Q, F) sont des espaces de Banach.
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Remarques.
1. Il suffit de supposer ||z —y||, < 6 dans[1.5.1, ot § est un nombre positif tres petit. Car

pour ||z —y|, > d on a toujours

I1£@) = F)le < 2sup£(@)lls

Iz —yll3
25up | £ ()], 2
z€Q

< Clz—yls

IN

2. Les espaces de Holder sont intermédiaires entre CY et Cf, c’est -a-dire
CH E) C C*(Q,E) C CP( E).
La premieére inclusion se déduit du Théoréme des accroissements finis et du fait que

|z —yll, < llz—yll3

pour

e —yll, <1
et e ]0,1].

3. Les fonctions de C'“(2; £) sont uniformément continues sur €.

Proposition 1.5.1 Toute fonction f de C*(Q; E), a € ]0,1[ se prolonge & une fonction de
C*(; E). En particulier
C*(Q; E) C C°(Q; ).

On écrira

CYE) =C*(OE).

1.5.3 Les espaces des fonctions continues de petit Holder

Les espaces de petits Holder sont des sous espaces de C*({; F), définis par

T4 o fa—yl,<s 1T = Yll3

h*(Q; E) = {f € CYE): lim sup 1f () = £ )l = 0} )

en plus h%(£2; ) muni de la norme induite de C*(2; E') est un espace de Banach.
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Or, pour k € N, on définit h¥t%(Q; E) par

W (G E)={fe€CHLE): 0" f € i (QE)}
muni de la norme induite C*** (Q, ). En plus h*"*(Q; E) est un espace de Banach.
1) On a h*(; E) C C*(; E).

2) Pour 0 < a < 1 et 6 > a, on a h*(2; E) est la fermeture de C?(2; ) dans C*(Q; E) (voir
Berroug [5]).

3) On a pour ¢ € |0, a et k un entier supérieur ou égal a 2, les inclusions suivantes
CHE) CCHYL E) Ch( E) Ch Y E) C C YO E) € CY (O E).

Remarque 1.5.1 ¢ La derniére inclusion est déja vue dans les propriétés des espaces de
Holder.
¢ Pour la deuxiéme on utilise l'inégalité des accroissements finis.
¢ Quand a la quatriéme, on a pour f € C*( E) et 0 < ||z —y|l, <9
1f(z) — f(y)

Iz —ylly

1) = S Wlle e - o

||E‘ €
|z —yll; <
? Iz = ylly

D’ot le résultat.

4) f est une fonction de h*(§2; F) si et seulement si elle vérifie la propriété

{v5>0,30(5)>o:vx,ye§z, (15.2)
[z —yll, <6 = [[f(z) = fWllp < CO) |z -yl o
ou

62{1{; C(6) = 0.

5) Soit f une fonction de h*(Q2; E) avec o € |0, 1[, alors f se prolonge en une fonction de

h*(Q; E). Pour cela on confondra par la suite ces deux espaces.

Preuve. Soit f une fonction de h%(Q; E) avec a € ]0, 1[. Posons pour = € Q, (z,,), C Q telle
que T, — T :

Fr) = Tlim f(z,),

n—--400
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D’apres la Proposition la fonction F' € C*(; E).
Soient § > 0 et x,y € Q avec
[z = yll, < 0.

Alors x,, — x, et y, — y et pour n grand on a
|20 — ynll, < 20,

donc, d’apres|[1.5.2, on a

1f(zn) = fyn) | o < C20) [l2n = ynlly

par passage a la limite, on obtient
1F(z) = F(y)ll g < C20) [zn = ynll2

C’est-a-dire

Feh*(QE).

6) Pour k£ € N, on définit aussi
M E) ={f € h*(LE): 07 f € h*(% E)  pour v : |y| < k.}

Dans le cas ou €2 := I est un intervalle quelconque de R, on a la proposition suivante qui

donne une autre caractérisation importante des espace de petits Holder dans la pratique.

Proposition 1.5.2 Soient a € ]0,1[et 0 > . Alors h®(I; E) est la fermeture de C°(I; E)

dans C*(I; E). On a aussi des résultats similaires, pour tout k € Ja, +00] :

he (R B) = CRRGE).

— ————C*(E)
h*(Q; E) = C*H(LE)

ot £ est un ouvert réqulier.



Chapitre 2

Probléme de Cauchy abstrait

2.1 Position du probléme

On considére le probleme de Cauchy abstrait suivant :

{ u'(t) = Au(t) + f(t), te]0,T],
u(0) = x.

(2.1.1)

L’objectif de ce chapitre est I’étude de 'existence, 'unicité et la régularité de la solution

(stricte ou classique) du probléme ({2.1.1]) lorsque f € C ([0,T]; F) et « € E.

Conséquences.
1. Si u est une solution classique de (2.1.1)), alors on a

u(0) € D(A), ' (t)e D(A) 0<t<T.
2. Si u est une solution stricte de (2.1.1), on a également

w(0) € D(A) et o' (0) = Au(0) + f (0) € D (A).

2.2 Représentation de la solution

Si u est une solution classique de (22.1.1]) alors pour tout ¢t € [0,7] on a
u(t) = et + (eAt * f) (t)

ou
t

(eMx f) (1) = j A (s)ds = / M f(t—s)ds

0

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.2.1)

(2.2.2)
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en plus la solution classique de (2.1.1)) est unique et vérifie

lull cory.ey < MoT || flleqor,my + Mo ll]] -

Preuve. Soient v une solution classique de (2.1.1)) dans [0,7] et ¢ € |0, T fixé.
Comme u (t) € D (A), on déduit de la Proposition (|1.3.2) que la fonction

v (s) = ey (s) 0<s<t.
appartient a C' (0,t; F) et que pour tout s € |0, t] il existe
v (s) = e (5) — A=)y (5) = v (1) = e f (s).

D’autre part, si 0 < 2e < t on trouve

t—e

v(t—¢€)—v(e) = /eA(t_s)f (s)ds,

lorsque € — 0, on obtient

Or, d’apres la Proposition ((1.3.2)) on a

HUHC([O,T],E) = tle%% lu (@) < MoT HfHC([o,T],E) + Mo |||l

Définition 2.2.1 Soit f € C ([0,T];F) et x € D(A). On dit que la fonction définie par
(2.1.3) est une solution faible de (2.1.1)).

Remarque. La condition x € D (A) est donnée pour garantir la continuité de la solution

faible en t = 0.

On note que B ([0,7]; D4 (7, 00)) est I'espace des fonctions bornées dans D 4 (7, 00) & valeurs

de [0, 7). Les propriétés de la solution faible seront données dans la proposition suivante.
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Proposition 2.2.1 Soit T > 0 et v € ]0,1[; on a pour tout € € |0,7|
7 ([0,T); E) B (0,T]; Da (7,00)) = C (0,7 Da(y—€)). (223

et pour chaque u € CV ([0, T]; E)NB([0,T]; Da (v,00)), il existe K une constante dépende
de (My;T7~°) telle que

lloroiryyoiriioao < K max { Iullesoy « llagorm. 00 |

En plus
B (0,5 E)NC (0.T; Da (,00)) C h (0,73 Da (3 — ) (2.2.4)

Preuve. Soit u € C7 ([0,7]; EYNB([0,T]; D4 (v, 00)) alors, selon les propriétés des espaces
d’interpolation; w(t) € D4 (v —e€) pour t € [0,7] et € € ]0,7] d’autre part quand 0 < ¢t <
t+k<7Tona

lu(t+ k) —u®)llp,-o
= |lu(t+Ek)—u(t)|+ SSI>118 Hsl_W“EAeAS [u(t+ k) —u(t) ||

< u+k) —u (@)
+ max {sup |s' 77 Ae™ [u (t + k) — w (t)]|| ,sup ||s" 7 Ae™ [u (t + k) — u (t)] H}
s<k s>k
< ||U||0w([o,T];E) K7
+ max {kf sup [[s' 7 Ae [u (t+ k) — w ()]||, k" sup [|sAe™ [u (t + k) — u ()] H}
s<k s>k
<

HUHCW([O,T];E) KRS

+ max {/ﬂ€ sup [[s' 7 Ae™ [u (t+ k) — uw (®)]||, kM Ju (t+ k) — u (t)]|

s<k

< Huch([o,T];E) 77k 4 max {ke sup |[u (t)H'y kM. “uHCW([O,T};E) 'kv}

0<t<T

par conséquent

lu k) =u®)lp,—o < F | ullervgorye T +maxq sup fu @), My f[ull o gorys) -
0<t<T

)
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d'ou uw € C([0,7]; D4 (v —€)). En utilisant (|1.4.1)) on obtient

lu(t+ k) —u (ﬂHDA(w—e)
|| | C<([0,T);Da(y—¢)) 0<t<T H ( )”DA('Y ) t,t+k€[0,T) ke

IN

y—e€
(1480) sup 1 (9l + e oy 7

s { sup [ @), M ], }

0<t<T

IA

(L4 M) lull o100 + el oo rpmy T
+max {”“”B([O,TLDM» My ““”B([o,ﬂwm»}
(1+ M, +T77°) max <||u||B([O7T];DA(’y)) ; HUH(JW([O,T];E)>

+max {1, M1} [|lull o170, (7))

IN

Si M; > 1 on trouve

[ull geo 10090y < (14 2My 4 T77¢) max <||u||B([O,T];DA('y)) ; HUHCV([O,T};E)>

et pour M; < 1; on trouve

[l C<([0,T);D 4 (y—¢)) < (2 + M + T%e) max (Hu‘|8([0,T];DA('y)) ; ||U||m([o,T};E)) :

Pour montrer (2.2.4)), en utilisant U'inclusion h?([0,T]; E) C C7([0,T]; E) et le fait que pour
tout w € h7([0,7]; E) on a

”UHM([O,T];E) = HUHC’Y([O,T};E)

En plus, toute fonction continue sur un compact est bornée c’est-a-dire
C([0,T1;Da(v) € B([0,T]; D4 (7))
Donc pour
u€ h” (0, T; EYNC (0.T;D4 (v,00)) C C7([0,T]; EYNB([0,T]; D (v, 00))

on trouve, si M; > 1

lellne o104 (r—c)) < (1+2M, +T77°) max <||UHC([O,T];DA(7)) ; HuHhW([O,T];E)>

et pour M; <1, on a

Ju he((0,T);Da(v—e)) = (2 + My + TW_E) max <||u||0([O,T];DA(7)) ) ||U||hv([0,T];E)> :

d’ou l'inclusion (2.2.4)).
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Proposition 2.2.2 Soit T > 0, on a pour tout 0 € 10, 1]
C ([0, T]; E)nC([0,T]; D) C W0 ([0,T]; D4 (0)). (2.2.5)

Preuve. Soit u € C' ([0, T]; E)NC ([0,T]; D) donc u est une solution stricte (et classique)
de probléme , donc selon ' (t) € D (A), et d’aprés 1) de la Proposition [1.3.3] on a

lim e*4’ (1) = o’ ()

s—0

c’est-a-dire, pour tout € > 0, il existe 6 = 0 (¢) tel que |[s — 0| < on a
(8) = (@) = '(8) — () < e, ¥t € [0,T)

ot us(t) = e*Au(t).
pour 0 <t <t+7<Tonau(t)e Dy(f) et

[u(t+7) —u(®)llp,e

16
< lu(t+7) — u(t)] ©osw ||81_9A€AS [u(t+7)—u (t)]H
T1-0 0<s<T 71-0
Hsl_(’AeAs [ (t+7) — u(t)] H
+ sup - .
7<s<T T

Les deux premiers termes tendent vers 0 quand 7 — 0 car v € C*([0,T];E), et Au €
C ([0,T]; E), pour le dernier, en effet
|0 Ae [u (t + 7) — u (1))

sup

T<s<T T1-0
1181*9A6A5 [u(t+7)—u(t)—us(t+7) + ud (t)] H
< sup
T<s<T 7_1_0
Hsl_eAeAS [us (t +7) — us (t)] ||
+ sup
7<s<T 71-0
— s t+7
SOA [T (€)= us () e | fus (¢ 4+ 7) = ws (D1,
< sup -0 + 1-9
T<s<T T T
us (t+7) —ug (t
B I A S e
T

en plus

us € C1([0,1], Da) € K20 ([0,1], D4 (6)).

Donc le troisiéme terme tend vers 0 lorsque 7 — 0. Ce qui implique que v € h'=% ([0,1], D4 (0)).
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Proposition 2.2.3 Soit T >0 et 0 < 0; < 5. Alors
C (0,715 B) N B([0,T]; D (62,50)) € C ([0, T]; D (61))

Preuve. Supposons que u € C ([0,7]; E)NB([0,T];D4 (02,0)).
Soit € > 0 et 0 = 0 (€) telle que

2072~" el 50,77, D.4(82,00)) < €

donc pour 0 < ¢,t 4+ 7 < T nous avons u (t) € D4 (1) et

lu(t+7) =u(®)lp,@,

= ) = u O]+ sup A (1) = u (1)
+ sup ||s" " Ae [u(t+ 1) — u (b))

o<s<T

< Nu(t+7)—u()|+ os<1£5 s |2 Ae [ (t+ 1) — u ()]
gt e+ 1) - u ()

(1 + %) lu(t+7) —w (@) + 0% [lu(t+71) —u(t)],,

IN

IN

M1 0o—0
(1 + 571) lell ooz + 07 Nl po.ry:p.a (02,00

donc u € C([0,T]; D4 (61))

2.3 Problémes auxiliaires et solutions (stricte ou clas-
sique)

On suppose toujours que f € C ([0,7]; E). Il est connu que si x € D (A) alors la solution
faible donner par (2.2.1) appartient & v € C ([0,7]; E). On montre que cette solution est

plus réguliére, pour cela on va étudie séparément les deux problémes auxiliaires suivants

ug(t) = Auo(t) ui(t) = Awi(t) + g (¢)
(Pauxl) { Uo(O) — et (Pau;sz) { Ul(O) _ O’ g

Théoréme 2.3.1 Soit x € E et t > 0; alors

u (t) = el
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Pour chaque T’ > 0 et k € N; on a
ug € B([0,T]; E)NC*([0,T]; Dax).

En plus

1. Six € D(A); alors ug € Da(vy,00) € C([0,T];E) et ug est une solution classique du
probléeme (P.1).
2. Six € Dy (vy,00) alors

up € C7 ([0, T]; E) N B([0,T7]; Da(v,00)) N C([0,T]; Da (v — ¢))

pour tout € € 0,7 avec

1
[woll o o,77;m) < max <M07 ;) 1211 5.1 3,00

w0 ll(0,7:04(v.00)) < Mo %] 57,00

3. Sixz e Dy(v); alors
ug € W7 ([0,71; E) N C([0,TT;5 Da () N A([0,TT5 Da (v — €))

pour tout € € ]0,7].

4. Soit x € D4, alors
uy € C1(0,T; E) N C(0,T; Ds) Nh0(0,T; D(6)

pour tout 0 € 10,1[, c’est-a-dire ug est une solution stricte du probléme (Py.1) et uy(t) =

et Az pour tout t > 0.

Preuve.
1. En utilisant les propriétés des semi-groupes (Proposition ([1.3.2))), on montre que ug est
une solution du probléme auxiliaire (P,,.1), en suite grace a la Proposition ((1.3.3) premier

point, on montre que ug est continue si x € D (A).

En on déduit que ug est une solution classique c’est-a-dire :
up € C([0,T]; EYynC* ([0%,T]; E)ynC ([07,T];D(A))

Size D(A).
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2. On suppose que x € Dy (7, 00), d’apres la relation
t
A/ eMrds = ety — x
0

et pour tout 0 <t <t+ h <T, on trouve

t+h t+h Y
et — Aty]| = /Ae“‘sxds < [l /S”_lds <zl —
Y

t t

par conséquent ug € C7 ([0,7]; E) et

1
||U0”0v([o,T];E) < max <M07 ;) ||x||DA(%°0) :

D’autre part, on a pour tout n € N, £ > 0

HAneAt”L(DA('y,oo)) < HAneAthE)

on en déduit que uy € B([0,7]; D4 (7,00)) et

||u0||B([O,T];DA(%oo)) < My ||x||DA('YvOO) )

Finalement grace a 'injection (2.2.3)) on a
up € C°([0,7]; Da(y — ), Ve €10,7]

3. Soit x € D4(v), selon (|1.4.6)), on trouve que

lim HeAtx — :UHDA(%JFOO) =

t—0
C’est-a-dire
th_n}o 1o () = uo(0)][ py 5400y = 05
— donc ug € C(0,T; D (7, +00)).

D’apres (1.4.3)), on a
o) — w(0)]

t—0 t

C’est-a-dire ug € h%(0, T; E). De 'inclusion on trouve que

=0

up € K(0,T; E) N C(0,T; Da(y,+00)) NA(0, T; Da(y — €)
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4. Soit x € Dy, on a
Aug(t) = AeMa = e Ax

D’apres la propriété (v) des semi-groupes.
— Si Az € Dy, alors selon la proposition up € C(0,T;Dy). En plus,

lim e Az = Ax.

z—0
Or
9 9 At At At
—atuo(x) = _8t(e x) = Ae™x =™ Az,

donc uy € C(0,T; F) i.e.,
ug € CY0,T; )

Ceci implique que g est une solution stricte de (P, 1) . L’inclusion ug € h*=0([0,T]; D4 (6))
pour tout 6 € |0, 1] est un résultat de la proposition précédente.
Remarque. Le sens inverse du Théoréme [2.3.1]) est vraie c’est-a-dire on a les implications
suivantes

1. Siuy € CV(]0,T]; E) alors x € D4 (v, 00)

2. Siug € C*([0,T];E) ouug € C([0,T];Dy) alors (z € Dy et Az € Dy.)
3. Siug € K ([0,T]; F) alors x € D (7).

Gréce a la Proposition (1.3.3} 3.).

Théoréme 2.3.2 Soient f € C ([0,T]; E) et

uy (t) = /eA(t_s)f (s)ds 0<t<T
Alors
uy € C*0([0,T]; DA () vh €10,1] (2.3.1)
et
uy € h? ([0, T); E)NC([0,T]; D4 (0)) vh €10,1] (2.3.2)
En plus

||u1H01*9([0,T};DA(9)) < Ch. ||f||C([O,T];E)
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lullpe o,y <C2- I fle o,y (2.3.3)

HUIHC([(),T];DA((;)) < Cs. HfHC([O,T};E) (2.3.4)

ou (', Cs, C3 sont des constantes dépendent de 6, T', My, My et Ms.
Preuve. Remarquons que s — e4*f (t — s) appartient & L' (0,¢; D4 (6)) pour tout ¢ € |0, T
En effet selon [[.4.7 et

t

t M,
allpaoy = | [ 28 (ds 534(}@+;7)wu_smE@ (235)

0 D 4(0)

M _
< QmT+ lTlﬁswuﬂmu-
1-0 0<t<T

Si0<t<t+7<T, En utilisant [I.4.8 pour n = 1, et [[.4.7] on obtient

lua (¢ +7) = ur (Dl p,y0)

t+7 t
_ /eA(t+T—s)f (S) ds — /eA(t—s)f (S) ds
0 0 Da(6)

t t+r
= / [eA(t+T_1) — eA(t_s)] f(s)ds +/ A5 £(5)ds
0 t

D 4(0)

pour la premiére on utilise le fait que

t+7—5
[eA(t-‘rT—l) _ eA(t—s)] f(S) — / AeArf(s)dr,
t

—S

pour la deuxieme on utilise ce changement de variable r =t 4+ 7 — s on trouve

t+1 0
/ A9 f(5)ds = — / A F(t 4T —1r)dr
t T

donc

lur (¢ +7) = ur (D)l p,s)

t t+17—s5 T
< / / Ae T f(s)dr ds+/ HeArf(t%-T—T)”D () dr
0 t—s DA(6) 0 !
t t+71—s 0 T
MlT + M2 / < Ml) }
< T TR ) ds + Mo+ = |ds ¢ s t
< {[ (] R ase [ (a0 22 ) as s 5001
t t+717—5 ]\41
< fonran) [t ) as e dtar s 225 sup )
o \Jis 1-90 0<t<T
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Car
/Ot ((t —s) = (t+T— s)_e) ds

/Ot(t—s)_eds—/ot(tJrT—s)_@ds

t T
/ r~Odr — / r~0dr
0 t+7

1
- - [tl—a (o 7_)179}

t t+7—5
/ (/ rledr) ds =
0 t—s

DR DR DI

0(1—0)
L1-0
<
— 0(1-0)
On en déduit que
t+h)— t < | /=24 M,T t
i (4 1) =0 Ol < | gy + MT + 7] 7477 sup 170
Grace a cette relation et 2.3.5] on obtient 2.3.1] et 2.3.4] avec
M, T _ M,
Cy= My (T +T 1+ — 47" ) 4—=
L =M, (T7 + )+1_9<+9+ T
Grace a[2.3.5 on obtient aussi 2.3.4] avec
M
03:M0T+ﬁT1’9

Pour démontrer [2.3.3] on peut utiliser 2.3.1] et I'inclusion

C?([0,T);E) « C°([0,T]; DA (1 - 0)),

mais on trouve (3, dans [2.3.3 telle que Tlimo Cs3 = 0. A cette effet, on procéde comme ci

dessus, on obtient pour 0 <t <t+7 T

t t+7—5 T
lur (t+7) —up (t)]] < /0 /t_ Ae? f(s)dr ds—l—/o HeAsf(t—i—T—s)”ds

t t+717—s
[/ M, (/ rldr) ds + MOT} sup || f(t)]|
0 t—s 0<t<T
Comme pour 0 < s<tet7>0

t+7—5 . t+71—5 dr 7_9
r odr < 5 < 7
t—s s (t—298)" 1100 (t —s)

IN
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On obtient

lur (t+7) —uy (B)|| < [MlT—/O (t—S)_6d8+MOT:| sup || f(0)]]

0 0<t<T
M1T1—9

< [m N MOT”]  sup £

0<t<T
ce qui donne [2.3.3] avec

M,

Tl*@
61— 0)

Cy = MoT + MoT" " +
Théoréme 2.3.3 Si f € C ([0,7];D4) alors
e« feh'(0,T]; D4 (0))
pour tout § € 10, 1].
Preuve. Pour g € C* ([0,7];D,4), on a

A(eA*g):eA*Ag.

En appliquant le théoréme précédent pour les fonctions g, Ag € C ([0,7]; E) , et de 'inclusion
2.3.2] on trouve

exg, e*xAge h([0,T];E) pour tout v €0, 1[.
Si on prend v =1 — 6 € ]0, 1[, on déduit que pour tout § € ]0,1[ on a
etxg, A (eA * g) e ?0,T,E).

ce qui signifie que et x g € K10 (0,T; Dy) .

Comme Dy C D4 (6), alors
et xgeh(0,T; D) C R7(0,T; DA (0)).
On suppose maintenant que f € C (0, T;D_A). De l'estimation 7?7 on obtient

HeA * f - 6A * g||Cl—9(O,T;DA(0)) < C’1 Hf - gHC(O,T;E)

Comme C* (0,T; D4) est dense dans C (0, T; Da) et A= (0,T; D 4 (6)) est fermé dans C*~? (0, T; D4 (6)),
on déduit

e x f e h70(0,T;D4(h)) pour tout H€]0,1[.
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Théoréme 2.3.4 Soient f € C ([0,T];E), x € D (A) et u est une solution faible de (2.1.1)).
Alors
ue C'? (0", T; D4 (0)) VO €10, 1]

en plus
1. Sia € Dy (v, 00) alors
we C7([0,T]; E)NB([0,T]; Da(y,00) NC([0,T]; Da(y =€) Vee 0,9
2. Size Du(y), alors
we h7 ([0, T]; E)NC([0,T];Da (7)) N A ([0,T]; Da (v — €))

pour tout € € |0, 7].
3. Siz e Dy alors
ue C'([0,T];Da(0))
pour tout 6 € 0, 1].

Supposons que f € C ([O, T) ;D_A) alors, si © € D4 nous avons
u e h'=? (07, T; D4 (0)) pour tout €0, 1|

et six € Dy,y;

u € h*=(0,T; D4 (0)) pour tout € € 0, 1]

Preuve. Conséquence directe des deux théorémes et le fait que u = ug + u;.

2.4 La régularité temporelle

On commence par le cas particulier x = 0 = f(0).

Théoréme 2.4.1 Soit 5 €0,1[ si f € CS([0,T];E); alors pour tout t € [0,T]
Alet s f) (t) = /Ae“(t—s) [f (s) = f(®)]ds+ e f(t) — f(t) (2.4.1)
0

t

(5 f) (0= AN [f )~ f (@) s+ eF 1) (242)

0
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et et x f vérifie (2.1.1) (si 2 = 0) pour tout ¢ € [0, T]. De plus

(e f) ;A % f) € CJ ([0, T]; E)

[ )]sy < O

[A (e« f) Hcﬁ([o,T];E) < (C+T7+1) |1 fl5
oit C dépend de 5, T, My, M, et M.
En plus, on a

fER(0,T:E) = (e*+ f)'; A(e = f) € hg ([0,T]; E)

o hy (0,75 E) = {f € h? (0, T; E) : f(0) =0}

Preuve. Posons pour t € [0, 7]

ou

ws () = / A=) f (1) ds — / A F (1) ds

0 0

On va montrer que wy (t), wy (t) € D (A), c’est évident lorsque t = 0 (car f (0) = 0).

Or, pour 0 < s <tona

442 (£ (5) — £ ()] = H(t—s) AeA(t—s>U<2_;£W“

[ Aett=?) ”E(E) 't_ssel?gﬂ

< My flls(t—s)"

On en déduit w; (t) € D (A), pour tout ¢t € ]0,T] et

t

Awq (t) = /AeA(t_S) [f (s) — f(t)]ds

0

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)
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donc
t

[Awy ()] < My [[fll5 / (t =) ds < MBI f] (2.4.7)
0
De la Proposition (1.3.3) point 2), on sait que wy (t) € D (A) et

Awy (t) = eMf (t) — f(t). (2.4.8)
En utilisant ensuite (2.4.6]), on trouve la premiére égalité. Grace a ’hypothese f(0) = 0 et
(2.4.8), on déduit que
[Aws ()] < (e (F () = £ O] + 1 (&) = £ (O)]
Mo || fll5t° + |1 fll5t°

< (Mo +1) | fll; 17

IA

Par conséquent,

sup || A (e? = f) @) < @+ M+ M) T 1f1l 5 (2.4.9)

Montrons maintenant que w vérifiée I’équation
w' (t) = Aw (t) + f () 0<t<T (2.4.10)

Soit 0 € ]0, T fixé. On définit sur I'intervalle [d, 7' une famille de fonctions w,, dépendent de

parameétre € € ]0, 9| :

w, (t) = / A5 £ (5) ds — / Af(t—s)ds s<t<T (2.4.11)
0 €

Il est facile de voire que

lim w, (t) = w () 0<t<T

e—0

et que w, € C' ([0,T]; E) avec

w (t) = erf(t—e) +

/
= f <t—e>+7AeA<”> [f (s) = £ (£)] ds + / AACI £ (s) ds
= e“‘ef(t—e)+7
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en utilisant (2.4.1]), on obtient pour ¢ € [0, T]

t

lwe () = Aw (8) = f (O < [ oy 1] (£ =€) = f (D)l + Ma IIfIIB/(Tt—S)ﬁ_1 ds

t—e
ce qui implique que

limw! (t) = Aw (t) + f (¢)

e—0
uniformément pour ¢ € [§, T] . Ce qui signifie que w’; Aw € C' (07, T; E) et w vérifie 'équation
sur |0, 7], mais grace a ’hypothese f (0) = 0 on déduit facilement que Aw est continue
en 0 et donc est vérifie pour t € ]0,7]. On trouve évidemment (2.4.1)); (2.4.10) et
242).

Montrons maintenant que Aw;, Aw, € C?(0,T; E) . Pour Aw,, on pose pour 0 < t < t+7 <
T
wy (t+7) —wy () = vy (6,7) +v2 (8, 7) +v3 (t,7) (2.4.12)

ou
t

v (t,7) = / [eA(t_SJ”) - eA(t_S)} [f(s)— f(t)]ds

0
t

w(tr) = [AE@) - f ) ds

vy (t,7) = /eA(t_8+T) [f(s)— f(t+7)]ds.

Pour 0 <s<t,ona

t—s+1

[ aerar| 1o
t—s L(E)

< Myllflst—s) " t—s+7)" T

| A [ — AT [f (s) — £ (1)]]]

IN

donc vy (t,7) € D (A) et

+o0
|Avy (¢, 7)|| < My ||f||67'ﬂ/ (s + 1)_1 P~ Yds.
0
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En plus, d’aprés 2) de la Proposition (|1.3.3)), on trouve que vy (£,7) € D (A) et
Avy (t,7) = XD () = f(E+ 7)) = T [f () = f(t+7)]

ceci implique

[Ave (¢, 7)|| < Mz [|f|l5 7. (2.4.13)

Finalement, comme s € [t,t + 7], alors

—s+T7 M
[ A [f (s) = f(t+ 7| < m 1f1l5
on obtient donc v (t,7) € D (A) et
[ Avs (¢, 7)|| < My || f[l5 87" 7" (2.4.14)

De (2.4.12)) ~ (2.4.14) on déduit que Aw, € C?(0,T; E) et

+o00
| Awy (t 4 7) — Aw; (t)]| < M2/ (s+ 1) P s+ 2My + M| | fIl; 77 (2.4.15)

0

pour 0 <t<t4+7<T.
t
On examine maintenant le terme wy (t) = / e f () ds. On déduit, de la Proposition ([1.3.3)
0

point 2) que Awy € D (A) et
Awy (1) = eMf (t) — f(t). (2.4.16)

Ceci implique que Awy € C' (0,T; E) car f (0) = 0; en utilisant une autre fois cette hypothese

on trouve que pour 0 <t <t+7<T

[P ) = @O < [t @) = F O+ =) £ )

t—s+1
< My|fll, 7+ /AW@ T

t—s L(E)

t+1
£l (MgTﬁ + Mltﬁ/ s—lds)
t

t+7
< £l <M0T6—|-M1/ 35_10[5)
t

IN
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d’ou

e f (b4 7) — e f ()] < N5 (Mo + MiB7") 77 (2.4.17)

Ainsi (2.4.16) et (2.4.17)) implique, pour 0 <t <t+7 < T, que

[Awy (t+7) — Awy (1) < [0 f @t +7)—eF @) + 1 E+7)— f (@)l
< N fllg (Mo + M5~ +1) 77 (2.4.18)

et Aw, € C%(0,T; E) . En conclusion A (e? « f) € CP(0,T; E) et
“+o0o
[A (e f)|l; < | 1+3Mo+2Mi 57" + MQ/ (s+ 1) s s | (1]l (2.4.19)
0
En vertu de (2.4.11) ; on déduit aussi que (eA * f), € CP(0,T;E). De et - ) il

vient que

(eA*f)l(t):Awl(t)—l—eAtf(t) 0<t<T

et (2.4.8)), (2.4.15)) et (2.4.17) implique

—+00

< | M, T8 + M,T" M/ 1)t P 1d .
CrorE) = 10 + MoT” + M | (s+1) s"ds | [[fll

[G)

0

En conclusion ; I'inégalité (|2 est vérifiée. D’apres (2.4.10)) , (2.4.19) on trouve avec

la constante

+o00
C=My(3+T°) +Mp(T°+2) + Mg/ (s4+ 1) s tds.
0

Pour les espaces de petit Holder, on suppose que f € hg ([0,T]; E) et on montre que
(e xg)", A(e**g) € hg (10,T];E).
En effet, pour tout g € C} ([0,T]; E), on a

[t = (e g)

< — .
CHO.TiE) Cllf g“C’B(O,T;E)

D’autre part on a

(eA*g),:e xq,
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(pour plus de détail voir [I7] theorem 4.2, page 48), alors de onaelxqg € hg ([0,T]; E)
donc

(e*+9) € hg ((0,7]; E).

Comme C} ([0, T]; E) est dense dans hj ([0, T]; E) et h? ([0, T]; E) est fermé dans C? ([0, T ; E)
on déduit que

(' f) €1 ([0,T]; E)
Théoréme 2.4.2 Soit 0 < 3 < 1. Pour tout f € CJ ([0,T];E) on a
(e*x f) € B([0,T]; D4 (8,00)) N C([0,T); Da (B —e))

pour tout € € 10, B, et

A !
et x <C
”( 7 B(0,T1:Da(Bi00)) — 1715

o, C' est une constante dépende de 5, T, My, My et Ms.
En plus, si f € hi ([0,T];E) on a

(eAx £) € C([0,T);Da(B) Nhe([0,T]; Da (B — €)) (2.4.20)
pour tout € € 10, [ .

Preuve. Soit f € C’g ([0,7]; E), on sait que (eA * f) existe (d’apres le Théoreme |2 , et

il est donné par la formule
(1) () = [AMI 1 (5) = f () ds +eF 1)
0

Pour tout t € [0,7] et r >0 on a

r1=8 AeAT /t AeAlt=9) [f(s)— f(t)]ds + TlﬁAeA’”eAtf(t)H
0

< M|f 1‘ﬁ/t—(t_8)ﬁ ds + My ||f| o
r s r
= 2l/s o (r+t—s)2 Hisle r+t

S e

sB
< Ml [ srads+ Ml
en vertu de ; on déduit que (e * f) € B([0,T]; Dy (B, o0)) avec
+o0
‘(e «f) (t ( / ————ds +M1> 1£1l 5 (2.4.21)
0

sup
0<t<T
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Comme dans la preuve du Théoréme [2.4.1,, on peut montrer que

| 1) @) < (Mo + 2087 7211, (2.422)

De [2.4.21 et |2.4.22) on trouve que

[y < CIfl,

B([0,T];D a(8,00))

avec
+oco Sﬁ
C =M’ + M, (1+ 7'T7%) + M. / ————ds.
0 L (1+8 ) 2| (Tis)?
Pour montrer que (eA * f)/ € C([0,T]; Da (B —€)), pour tout € € ]0, ], il suffit d’utiliser
et 223
On montre maintenant la propriété[2.4.20[; On observe d’abord que lorsque g € C* ([0, T]; F) ,

on a

(eh%g) =erxg € C([0,T]; Da(B)).

D’autre part, si h” ([0,7]; E), on obtient

(eA * f)l — (eA * g)/

<C|f - .
B([0,T;Da(B,00) I/ = gllesorym

ceci montre que (e x g)/ e C([0,T]; D4 (8)) et comme CL ([0,T]; E) est dense dans hj) ([0,T]; E)
et C'([0,T];D4(B)) est fermé dans B ([0,T]; D4 (8,00)), alors grace a la propriété (voir
Théoreme [2.4.1))

fehy (0.T;E) = ("% f)', A(e* * f) € b ([0,7]; E)
et Pinclusion [2.2.4] on déduit que
(e** f) € he((0,T]; DA (B — ).
On peut donc étudier le probléme sous la condition
fen (0,75 E) c C°(0,T); E)

lorsque z € D 4. On verra dans ce cas que l’existence d’une solution classique est assurée avec

d’autres propriétés de régularité.
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Théoréme 2.4.3 Soit f € C°([0,T];E) et x € Dy4. Alors le probléme admet une

solution classique u telle que
u € C7([07, 7] E) nB([07,7]: Da(B.00)) N C([07,T]; Da (B — o))

pour tout € € 10, 3],
Aue CP ([0%,T]; E),

et pour tout t € [0,T] on a

t

u (t) = Aex + e f (1) + /AeA(t_s) [f(s)— f(t)]ds.

0

En plus, si f € b ([0,T]; E) alors
u € hf (0N, T;E)NCY (07, T;D4(B)) Nhe (07, T; D4 (8 —¢))

pour tout € € 10, B]. En plus, on a les propriétés suivantes

i) Si x € Dy (v,00), alors
we C7([0,T]; E) N B([0,T]; Da(v,00)) N C([0,T]; Da (v = €))

pour tout € € ]0,7].
it) Six € Da(y), alors

u € h’ ([O’T] ) E) n C([OvT] §DA (7)) s ([OvT] §DA (7 - 6))

pour tout € €0, |

(2.4.23)

(##(4.43))

Preuve. la solution du est la somme des deux fonctions u; et uy solutions des deux

problémes

{ ur(t) = Au(t) + f(t) = f(0), €0, T],

et

{ uy(t) = Aus(t) + f(0), t € (0,77,
uz(0) = x

On sait d’aprés le Théoreme (2.4.1)) et (2.4.3) que

w = et x (f ()~ £(0)

(2.4.24)

(2.4.25)
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est une solution stricte du ([2.4.24)) vérifiant
uy € C7 ([0, 715 E) N B([0,T]; D (8, 00))
Auy € CP ([0, T]; E)

lorsque f € C?([0,T]; E) et vérifie
uy € W70, T3 B) N C ([0,T]; Da (5))
Auy € WP ([0,T]; E).

et de (2.4.2) , on déduit que pour 0 <t < T

t

il (1) = / A [f (5) = f (D] ds + M f (1) — M F (0).

D’autre part, il est facile de vérifier que
t
uy (t) = e + /eAsf (0) ds
0

est une solution classique de (2.4.25|) et pour tout 0 <t < T
uy (1) = Aes 4+ e f (0). (2.4.26)

En conclusion

U = U] + Uy

est une solution classique de .Idem i f € CP([0,T]; E).
Or, puisque x € D4 (v, 00) alors t — ez appartient a C7 (0,T; E) N B(0,T; D4 (7, 00)) et
en vertu du théoréme et le fait que

on déduit donc (2.4.23]).

Théoréme 2.4.4 Si f € CP([0,T];E) (0<B<1) etz € D(A), et Ax + f(0) € D(A),
alors le probléme admet une solution stricte u pour tout t € [0,T]

t

I

d (1) = e (A + f (1) + / A5 [ (5) — £ (1)) ds. (2.4.27)

0
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de plus
re€D(A) et Av+ f(0) € Dy (53, 00) (2.4.28)

et pour tout € € |0, [

u e C°(0,T];E)NB(0,T]; D4 (B,00)NC([0,T];Ds(B—¢€)  (2.4.29)

Au € C°([0,T); E) (2.4.30)
et
14/l s oy < Crllfllg +max (Mo + B71) [[Az + £ ()], (5.00) (2.4.31)
lAullcoorie < (Cr+T7+ 1) 1f]l5+ 1f ()] (2.4.32)
+max (Mo + 871) |4z + £ (0l p,, 5,00
ou

+oo
Cr=My(3+T%)+MB " (2+T°) + MQ/ (s+1)7"s71ds
0

“+oo

B
Cy = MoT” + M; (1+ 87'T7) + M2/ i

(1+5)”

ds
Si feh?([0,T];E) et x € Dy et Ax + f(0) € Da(3), alors
u' € 17 ([0, 7] B)N C([0,T]; Da(B)) N1 ([0, T]; Da( — €))

pour tout € € |0, 5[, et
Au € hP ([0,T]; E).

Preuve. Soit uy, uy deux fonctions définies par (2.4.24) et (2.4.25). Si z € D (A) et Az +

f(0) € D(A), on déduit de I'égalité (2.4.26)) que us est une solution stricte et pour 0 <t < T
uy (t) = e (Az + f(0)). (2.4.33)

En utilisant (2.4.2) , on montre que u; vérifie

w0 = [AAI (7 (s) = F (O] ds+ e ()~ 7 0),
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or u; est une solution stricte car le second membre ¢(t) := f (¢) — f (0) de (2.4.24)) est nul en

t=0.
Par conséquent u est une solution stricte de (2.1.1]) et

u () = uy(t)+uy(t)
= [ANI [ 6) = Olds T (1) - e 0)

+e (Az + £(0))
= (eMxg) (1) +eM (Az + £(0)).

En plus

wy € CP([0,7];E)n B([0,T]; Da (8, 00))
Au; € C°([0,T];E),

comme

CP([0,T]; EYNB([0,T]; D4 (B,00)) — C(0,T; Ds(f5 — €))

pour tout € € |0, 5[, alors
uh € C7([0,T]; E)NB([0,T]; D4 (8,00)) N C(0,T; Da(B — €))

Pour us, on applique le Théoréeme [2.3.1] :

Si Az 4 f(0) € D(A), alors
uy € C(0,T;E)nC (07, T; E) NC (07,T; D(A))
et si Az + f(0) € Da(f3,0), alors
wy € C7(0,T; E) N B(0,T; Da(B,00)) N C(0,T; Da(B — ¢))
Par conséquent
u' € C7(0,T; E) N B(0,T; Da(B,00)) N C(0,T; Da(f — €))

pour tout € € |0, 8], et Au € C° ([0,T]; E).
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Pour prouver les estimations (2.4.31)) et (2.4.32)) , on utilise le Théoréme [2.3.1} on trouve

||Ul2||cﬁ(o,T;E) < max (MOv %) Az + f <O)||DA(6,OO)
”U/2||B(0,T;DA(5,OO)) < Mo [|Az + f (O)HDA(,BvOO) ’

et par le Théoréme [2.4.1] on trouve

(eA * g)/ (t)‘

<Cliglls=Cllfls

CB8(0,T;E)

ainsi

lallos oz < C 11l + max (Mo, >||Aa:+f( s 5y -

Puisque
uy (1) = Aug (1) + f(0) = e (Az + £ (0))
alors
Auy (t) = e (Az + £ (0)) — £ (0),
donc

1Auz ()l sy < €™ (Az + £ (O oo iy + 1 (0l

et par le Théoréme [2.4.1] on a

14(e* * 9) Dll ooy < (€ +T7+ 1) 1£1ls

ensuite

AUl s 0.7,y < (C + 7 + 1) | fll5+C || 1] s+max (Mo, E

) 1Az + £ (Ol 5y + 1 Ol



Chapitre 3

Application

Le résultat principal obtenu dans le chapitre 2 pour les fonctions de petit Holdér est donné

par le théoreme suivant
Théoréme. Soit f € h? ([0,T]; E).
» Si x € Dy, alors u est une solution classique du probleme ([2.1.1)) (voir [2.4.3)) vérifie

u' € W' (0,715 B)yNC (J0,T]; Da(0)) Nhe(J0,T]; Da (6 —€)) Ve €]0,7]
et lorsque x € D4 (), on a
ue b’ ([0,T]; E)NC([0,T]: Da(0)) N A ([0, T]; Da (v —¢))

pour tout € € |0, /.
» Siz € Dy, et Az — f(0) € Dy, alors u est une solution stricte du probléeme (2.1.1]) (voir

2.4.4). En plus, si x € Dy, et Ax — f(0) € D4 (0), alors
u' € b’ ([0,T]; E)NC ([0, T];Da(0)) VA ([0, T]; Da (v —€))
pour tout € € ]0,7[, et Au € h? ([0,T]; E).

Pour appliquer ce résultat abstrait, on considére le probléme suivant

0 0?
au(f,x) = 92 (t,z) +g(t, ) (3.0.1)
u(0,z) = ®(x) pour z € [0,1]

posé sur [0, 1] x [0, T}, lorsque le second membre

g€ C([0,T];C([0,1])) .
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On utilise les notations vectorielles

u(t,x) =u(t)(x), gt,z)=g(t)(z)

et
u(0,z) =u(0) (x).
On introduit 'opérateur A tel que

{ D(A) = {4 € C([0,1]), 9" € C(]0,1[) : 1(0) = ¢ (1) = 0}

Al/) — 1/}//
Pour écrire le probléeme ({3.0.1]) sous la forme abstraite suivante
u (t) = Au (t) + g (t)
{ w(0) — o (3.0.2)

posé dans FE.

Le domaine de A

D(A) = {4 € Co([0,1]),4 € C*(]0,1])}
= Co([0,1]) N C*(]0, 1)

n’est pas dense dans F = Cy([0,1]), car D(A) = Cy([0, 1]).
On montre maintenant que 'opérateur A vérifie I’hypotheése (H). Par un calcul direct on

peut montrer que la résolvante de cet opérateur est

(A-n)lg= / K /5, 5)g(s)ds,

ou

sinh v\ (1 — z)sinh sV
Vv Asinh VA

sinh v/ (1 — s) sinh zv/A
\/Xsinh \/X

si0<s<zx
Ky(z,s) =

six <s<1,

avec Re v/ > 0, en plus

H(A—)\I)*lgH < (sup}/0 !Kﬁ(:c,s)}ds) lgl| -

z€[0,1

De plus, 'opérateur A est inversible et son inverse est donné par

Alg = /Ox (x —s)g(s)ds — x /01 (1 —5s)g(s)ds.
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D’autre part, on a

1
/0 ‘Kﬁ(x, 3)’ ds

cosh RevV/A(1 —z) [*
< |/\|1/2 sinh\/X‘ /OcoshRe\/Xsds

h 1
cosh Rev/xx / cosh RevV/ (1 — s)ds
A2 [sinh v/ -

o cosh Rev/A(1 — z) sinh Rev/Az 4 cosh Rev/Ax sinh Rev/A(1 — )
h IAY2 RevA sinh\/X‘

< sinh Rev/\ < 1 < ¢

" A2 RevA sinh\/X‘ Y ‘1—6—M‘ S A

On trouve ainsi que p (A) D [0, +oo[ et IC' > 0

_ C
c’est-a-dire, pour tout A > 0, on a
_ K
(A=) 19HL2(R) ST 191l L2 -

par conséquent 'hypothése sur A est vérifiée. Il reste donc & caractérisé I'espace d’interpola-

tion D4 (6). D’aprés [14] (Theorem 1.2.17, page 28), on a pour tout § € |0,1[, avec § # 1,
D4 (0) = h’([0,1])
Par conséquent le résultat est
Proposition 3.0.1 Soit g € h? ([0,T];C([0,1])), 6 € ]0, 1] avec 0 # %
» Si @ € Cy([0,1]), alors u est une solution classique du probléme et lorsque
® € hg'([0,1]),
on a

we B (10,77;C(0, 1) N € (10, 7); 18"((0,11)) 1 1 (10,1503~ ([0, 1))
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pour tout € € |0, (.
» Si @ e Cy([0,1]) N C%(]0,1]), et

Ad — ¢(0) € Co([0,1]),

alors u est une solution stricte du probleme (3.0.1)).
En plus, si ® € Cy([0,1]) N C?(]0,1[), et

Ad — £(0) € h3([0,1)),

alors

o', Au e h? ([0,T7];C([0,1])).
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a fait une synthése sur une partie de ’article "On the Absract Cauchy
Probleme of Parabolic Type in Spaces of Continous Functions" de Eugenio Sinestrari. "
L’auteur a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour assurer l’existence et la

régularité d’une solution classique ou stricte d’'un probleme de Cauchy abstrait
u'(t) = Au(t) + f(t), t€][0,T], avec u(0) = x

tels que A est un opérateur linéaire fermé quelconque dans un espace de Banach F et de

domaine D4 C E; vérifiant ’hypothese

il existe 0 € }%,ﬂ'[ et M > 0 telle que,
(H) Sop={z€C*:|argz| <0} C p(A)
et VA€ p(A): [N = A)” < M,

1
o)
ot p (A) est 'ensemble résolvant de 'opérateur A, lorsque le second membre f est une fonction

de ’espace de petit Holder et x est un élément de FE.
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