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Résumé

Dans ce mémoire, on a fait une synthèse sur une partie de l�article de Eugenio Sines-

trari intitulé "On the Abstract Cauchy Problem of Parabolic Type in Spaces of

Continuous Functions".

L�objectif de ce mémoire est de trouver des conditions nécessaires et su¢ santes pour

assurer l�existence, l�unicité et la régularité d�une solution classique ou stricte d�un problème

de Cauchy abstrait posé sur un espace de Banach E :�
u0(t) = Au(t) + f(t); t 2 [0; T ];
u(0) = x

Lorsque le second membre f est une fonction continue de petit Hölder et A est un opérateur

linéaire fermé quelconque de domaine D(A) véri�ant l�hypothèse

(H)

8>><>>:
9 � 2

i�
2
; �
h
et M > 0 :

S� = fz 2 C� : jarg zj � �g � � (A)

et 8� 2 � (A) : k�R (�;A)kL(E) �M;

Où � (A) est l�ensemble résolvant de l�opérateur A.



INTRODUCTION

On se propose d�étudier, dans le cadre continu, l�existence, l�unicité et la régularité

maximale de la solution stricte d�un problème de Cauchy abstrait�
u0(t) = Au(t) + f(t); t 2 [0; T ];
u(0) = x

(P)

tels que

I x est un élément d�un espace de Banach E.

I A est un opérateur linéaire fermé, de domaine DA � E non nécessairement dense et

véri�ant l�hypothése fondamental suivante

(H)

8><>:
9 � 2

�
�
2
; �
�
et M > 0 :

S� = fz 2 C� : jarg zj � �g � � (A)

et 8� 2 � (A) : k�R (�;A)kL(E) �M;

où

I � (A) est l�ensemble résolvant de l�opérateur A

I R (�;A) = (�I � A)�1 est la résolvante de A .

Le problème abstrait de Cauchy modélise beaucoup de phénomènes en physique et en

biologie, par exemple, le problème suivant (voir [16] )8><>:
@

@t
v (t; x) = �a @

2

@x2
v (t; x) + f (t; x) pour (t; x) 2 ]0; 1]� ]0; 1]

v (0; x) = v0 (x) pour tout x 2 [0; 1]
v (t; 0) = v(t; 1) = 0 pour tout t 2 [0; 1]

(1)

où f 2 C ([0; 1] ; C([0; 1])) :

Posons E := C([0; 1]): En utilisant les notations vectorielles usuelles

v (t; x) := v (t) (x) et f (t; x) := f (t) (x) :

On peut introduire l�opérateur A dé�ni par�
D(A) = C2 ([0; 1]) \ C0 ([0; 1]) = fu 2 C2 ([0; 1]) : u (0) = u(1) = 0g
Au = �au00:
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Ainsi le problème (1) s�écrit sous la forme opérationnelle suivante(
v0 (t) = Av (t) + f (t) ; t 2 ]0; 1]
v (0) = v0:

Ce dernier problème qui sera étudié dans un cadre plus général lorsque A est un opérateur

linéaire fermé quelconque, E est un espaces de Banach, v0 2 E et f 2 C ([0; T ] ; E).

On va faire dans ce manuscrit une synthèse sur une partie de l�article de Eugenio Sinestrari

[17] d�intitulé "On the Absract Cauchy Probleme of Parabolic Type in Spaces of

Continous Functions".

L�objectif de ce mémoire est de trouver des conditions nécessaires et su¢ santes sur la donnée

x, lorsque le second membre f est assez régulier i. e.

f 2 h� (0; T; E) ; avec 0 < � < 1:

pour assurer l�existence et l�unicité

1. D�une solution classique de (P ) i.e.,

u 2 C (0; T; E) \ C1
�
0+; T; E

�
\ C

�
0+; T;DA

�
véri�ant (P ) pour t 2 ]0; T ] : Où C (0; T; E) est l�espace des fonctions continue sur [0; T ] dans

E et

C
�
0+; T; E

�
= fu : ]0; T ]! E : u 2 C (�; T; E) pour tout � 2 ]0; T ]g :

2. D�une solution stricte i.e.,

u 2 C1 (0; T; E) \ C (0; T;DA)

véri�ant aussi le problème (P ) pour t 2 [0; T ].

On étudie aussi la régularité de la solution stricte, en montrant que

u0; Au 2 h� (0; T; E) :

Notons que l�étudiante Souad Ziane à réalisé dans sa thèse [25] une synthèse sur la première

partie de l�article [17], concernant l�étude de problème P dans le cadre höldérien, c�est-à-dire

f 2 C� (0; T; E) ; avec 0 < � < 1:



Ce mémoire est composé d�une introduction et trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux dé�nitions fondamentales pour réaliser ce travail.

Ils concernent les opérateurs, les semi-groupes, les espaces d�interpolations et les espaces

fonctionnels.

Dans le second chapitre, on trouve des conditions nécessaires et su¢ santes pour assu-

rer l�existence et la régularité d�une solution classique ou stricte d�un problème de Cauchy

abstrait.

Le dernier chapitre est réservé aux exemples pour illustrer la théorie abstraite prouvée

dans le deuxième chapitre.



Chapitre 1

Rappels

On donne ici quelques rappels fondamentaux sur la théorie des opérateurs...

1.1 Espace de Banach

Dé�nition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel normé, on dit que c�est un espace de Banach

s�il est complet. C�est-à-dire toute suite de Cauchy dans X est convergente dans X:

Exemples. Soient (E;B (E) ; �) un espace mesuré, 
 un ensemble mesurable et T > 0: Alors

1) Tout espace vectoriel réel ou complexe de dimension �ni est un espace de Banach car il

est complet pour n�import quelle norme.

2) Lp (
) =

8<:f : 
! R mesurable :
Z



jf(x)jp d� (x) <1

9=; et

kfkLp(
) =

0@Z



jf(x)jp d� (x)

1A 1
p

:

sont des espaces de Banach pour 1 � p � 1:

4) C1 ([0; 1]) l�ensemble des fonctions continues f : [0; 1] ! R telles que la fonction x 7�!

f 0 (x) existe et est continue, muni de la norme

kfkC1([0;1]) = sup
x2[0;1]

jf(x)j+ sup
x2[0;1]

���f 0(x)��� ;
est un espace de Banach.



1.2 Les opérateurs 2

1.2 Les opérateurs

Soient X et Y deux espaces de Banach réels ou complexes. On note par k:kX la norme dans

X (k:k s�il n�y a pas confusion).

Dé�nition 1.2.1 (opérateur linéaire) Un opérateur A de X dans Y est une application

linéaire dé�nie sur un sous espace vectoriel (noté D(A) � X et appelé domaine de A) à va-

leurs dans Y; i.e pour tout x; y 2 D(A) et pour tout � 2 C on a :

(i) A(x+ y) = Ax+ Ay:

(ii) A(�x) = �Ax:

C�est-à-dire D(A) est le sous espace vectoriel des éléments x de X tels que Ax ait un sens

dans Y .

Dé�nition 1.2.2 (Opérateur borné) Un opérateur A dé�ni de X dans Y est borné si

D(A) = X et

sup
kxkX�1

kAxkY <1:

Dans la suite, on note par L(X; Y ) l�espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y et

L(X) = L(X;X):

Dé�nition 1.2.3 (Opérateur fermé) On dit qu�un opérateur linéaire A est fermé si et

seulement si son graphe

G(A) = f(x;Ax) : x 2 D(A)g

est un sous espace vectoriel fermé de X� Y:

D�une manière équivalente, un opérateur linéaire A : D(A) � X ! Y est dit fermé si et

seulement si pour toute suite (xn)n 2 D(A) telle que�
xn ! x
Axn ! y

On a x 2 D(A) et Ax = y:
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Dé�nition 1.2.4 (opérateur fermable) On dit qu�un opérateur A est fermable si et seule-

ment si pour tout suite (xn)n 2 D(A) telle que�
xn ! 0
Axn ! y

=) y = 0

La plus petite extension fermée de A est notée A et s�appelle la fermeture de A et G(A) est

le graphe de l�opérateur A:

Théorème 1.2.1 (du graphe fermé) Soient X; Y deux espaces de Banach. Une applica-

tion linéaire f de X dans Y est continue si et seulement si son graphe est fermé dans X�Y .

Dé�nition 1.2.5 L�ensemble résolvant d�un opérateur A est

�(A) :=
�
� 2 C : (�I � A) : D(A)! X est bijectif et (�I � A)�1 2 L(X)

	
:

Si A est fermé, alors

�(A) = f� 2 C : (�I � A) : D(A)! X est bijectifg :

par le théorème du graphe fermé.

La résolvante de A est (�I � A)�1 et �(A) = C� �(A) est son spectre.

On donne maintenant quelques propriétés importantes.

Propriétés :

Soit A;B deux opérateurs fermés de domaines D (A) � X et D (B) � X.

i. Si B 2 L(X; Y ) ; alors A+B est fermé de domaine D(A).

ii. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A�1 est fermé.

iii. Si A est un opérateur fermé à valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est

continu de D (A) dans X:

v. Si �(A) 6= ; alors A est fermé.

Exemple 1.2.1 Dans l�espace X = L2(R); l�opérateur

Au = u0 D(A) = H1 (R) ;

est fermé.
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1.3 Les semi-groupes

Dé�nition 1.3.1 Soit fG(t)gt�0 une famille d�opérateur linéaire dans X: On dit que cette

famille forme un semi groupe dans X si elle véri�e les propriétés suivantes :

1. G(0) = I:

2. 8 (t; s) � 0; G(t+ s) = G(t) +G(s):

Lorsque la famille fG(t)gt est dé�nie pour tout t 2 R, et que la deuxième propriété est

véri�ée pour tout s; t 2 R on dit qu�on a un groupe.

Dé�nition 1.3.2 On dit qu�un semi groupe fG(t)gt�0 est fortement continu si et seulement

si pour tout x 2 X; l�application t! G(t)x de R+ est continu, c�est-à-dire pour tout x 2 X

lim
t!0+
kG(t)x� xkX = 0:

On dit aussi que fG(t)gt�0 est un C0-semi groupe.

Proposition 1.3.1 Soit fG(t)gt�0 un C0-semi groupe, alors il existe ! � 0, M � 1 tels que

8t � 0 on a kG(t)k �Me!t:

Dé�nition 1.3.3 Un semi groupe (G(t))t�0 est appelé semi groupe uniformément continu

d�opérateur linéaire borné si

lim
t!0
kG(t)� IkL(X) = 0:

1.3.1 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.3.1 Soit A un opérateur fermé non nécessairement borné à demaine dense dans

X (i.e D(A) = X ) alors A est le générateur in�nitésimal d�un C0- semi groupe (G(t))t�0 si,

et seulement s�il existe �0 > 0 tel que

f� 2 R : � > �0g � �(A) et
(A� �I)�1 � 1

�
; � > �0:

1.3.2 Les semi-groupes analytiques
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Dé�nition 1.3.4 On appelle semi-groupe analytique de type � 2 ]�=2; �[ toute application

G dé�nie sur l�ensemble

S� = fz 2 C� : jarg zj � �g S

à valeurs dans L (X) telle que

1. z 7! G (z) est analytique sur S�:

2. 8x 2 E; G (0) = I et

lim
z2S� z!0

G (z)x = x

3. 8z1; z2 2 S�; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) :

Proposition 1.3.2 Si A génère un semi groupe analytique G (t), alors il est dé�ni par l�in-

tégrale de Dunford

G (t)x =
1

2i�

Z


etz (zI � A)�1 xdz := etAx:

où  est une courbe simple dé�nie par

 = fz 2 C : jzj = 1 et jarg zj � �g [
�
z 2 C : z = re�i� et r � 1

	
:

véri�ant

i. eA(t+s) = eAteAs pour t; s � 0:

ii. eAtx 2 D
�
Ak
�
pour t > 0, x 2 X, k 2 N�:

iii. pour tout k 2 N; il existe Mk (dépendant de M et �) telle que

tkAkeAtL(X) �Mk pour t > 0:

iv. pour tout k 2 N� et t > 0; dans L (X) on a

dkeAt

dtk
= AkeAt:

et t! eAt peut-être prolongée analytiquement dans un secteur contenant la demi-droite posi-

tive.

v. AeAtx = eAtAx pour t > 0 et x 2 DA:

vi. R (�;A) eAt = eAtR (�;A) pour t > 0 et � 2 � (A) :
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1.3.3 Théorème de Kato

Théorème 1.3.2 Soit A : D (A) � X ! X un opérateur linéaire véri�ant

(1) A fermé de domaine D(A) dense dans X:

(2) � (A) � f� 2 C� : Re� > 0g et 9M > 0 telle que

8� > 0 :
(�I � A)�1 6 M

1 + �
:

Alors A est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique G véri�ant

(1) 9C > 0; 8t > 0 : kG (t)kL(X) 6 C:

(2) 8t > 0; G (t) 2 L (X;D (A)) et kAG (t)k 6 M

t
:

Remarque 1.3.1 Lorsque D (A) n�est pas dense dans X l�in�uences de t ! eAtx au voisi-

nage de 0 est donné par la proposition suivante

Proposition 1.3.3 On suppose que A véri�e l�hypothèse suivante8<:
il existe � 2

�
�
2
; �
�
et M > 0 telle que;

S� = fz 2 C� : jarg zj � �g � � (A)
et 8� 2 � (A) : k�R (�;A)kL(X) �M;

(H)

Alors

1. Si x 2 D (A), alors

lim
t!0

eAtx = x:

Inversement, s�il existe

lim
t!0

eAtx = y:

alors x 2 D (A) et y = x.

2. Pour tout x 2 X et t > 0, on a
R t
0
eAtxds 2 D (A) et

A

Z t

0

eAsxds = x� eAtx: (1.3.1)

donc Z t

0

eAsxds = eAtx� x:

où s 7�!
AeAsx 2 L1 ([0; t] ;R) :
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3. Si x 2 D (A) et Ax 2 D (A), alors :

lim
t!0

eAtx� x
t

= Ax:

Inversement, si lim
t!0

eAtx� x
t

existe et vaut y, alors x 2 D (A) ; Ax 2 D (A) et Ax = y:

4. lim
t!0

1

t

R t
0
eAtxds = y existe si et seulement si y = x 2 D (A):

5. On a �
x 2 X : 9 limt!0Ae

Atx
	
=

�
x 2 X : limt!0Ae

Atx = Ax
	

=
n
x 2 D (A) : Ax 2 D (A)

o
:

Preuve. Soit � 2 � (A) :

1. On sait que pour tout x 2 D (A), on a lim
t!0

eAtx = x et le résultat reste vraie pour

x 2 D (A) car
�
eAt
�
t�0 2 L (X). Pour l�inverse supposons que limt!0 e

Atx = y alors

(�I � A)�1 y = lim
t!0

(�I � A)�1 eAtx = lim
t!0

eAt (�I � A)�1 x

de la première partie (�I � A)�1 x 2 D (A), en on déduit que

lim
t!0

eAt (�I � A)�1 x = (�I � A)�1 x

en plus

(�I � A)�1 y = (�I � A)�1 x

donne y = x. Comme eAtx 2 D (A) pour t > 0, on obtient

x = lim
t!0

eAtx 2 D (A)

2. Soit 0 < " < 1, d�après la proposition (1:3:3) point (4) et (5) on obtient

tZ
"

eAsxds =

tZ
"

(�I � A) eAs (�I � A)�1 xds

= �

tZ
0

eAs (�I � A)�1 xds�
tZ
"

d

ds

�
eAs (�I � A)�1 x

�
ds

= �

tZ
"

eAs (�I � A)�1 xds� eAs (�I � A)�1 x+ eA" (�I � A)�1 x
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quand "! 0, on déduit de 1:

tZ
0

eAsxds = � (�I � A)�1
tZ
0

eAsxds� (�I � A)�1
�
eAsx� x

�
(1.3.2)

ceci montre que
tZ
0

eAsx 2 D (A) ;

en appliquant (�I � A) à la relation (1:3:2) on obtient (1:3:1) :

3. Supposons que x 2 D (A) et Ax 2 D (A); alors d�après point 2 de la Proposition 1.3.3 on

trouve

eAtx� x
t

=
1

t

tZ
0

eAsAxds

ce dernier tendre vers Ax quand t! 0, en vertu de premier point de cette proposition.

Inversement, limt!0
eAtx� x

t
= y donne limt!0 e

Atx = x en plus x 2 D (A) ceci nous permis

de déduire que y 2 D (A): Grace a (1.3.2) on obtient

(�I � A)�1 = lim
t!0

(�I � A)�1 e
Atx� x
t

= lim
t!0

24� (�I � A)�1 1
t

tZ
0

eAtxds� 1
t

tZ
0

eAtxds

35
= � (�I � A)�1 x

= x

ceci implique x 2 D (A) :

4. De (1:3:2) on déduit que 8x 2 X et t > 0

�
� (�I � A)�1 � I

� 1
t

tZ
0

eAtxds =
eAt (�I � A)�1 x� (�I � A)�1 x

t

par conséquent ; il existe

lim
t!0

0@1
t

tZ
0

exp (At)xds

1A = y

alors par (point 3: Proposition 1:3:3) ; on obtient

� (�I � A)�1 x = �x+ � (�I � A)�1 x 2 D (A)
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et donc x 2 D (A) et selon (point 1: Proposition 1:3:3) on trouve

y = lim
t!0

0@1
t

tZ
0

eAtxds

1A = x

l�inverse est une conséquence de 1.

5. Supposons que

lim
t!0

AeAtx = y:

Alors s ! AeAsx est dans L1 ([0; T ] ; X) ; pour tout t > 0 et de (2: Proposition 1:3:3) on

obtient

lim
t!0

eAtx� x
t

= lim
t!0

1

t

tZ
0

AeAsxds = y

Ainsi, de (3: Proposition 1:3:3) on déduit que

x 2 D (A) ; Ax 2 D (A) et y = Ax:

Inversement, supposons que x 2 D (A) et Ax 2 D (A) alors

lim
t!0

AeAtx = lim
t!0

eAtAx = Ax

en vertu de (1: Proposition 1:3:3) :

Remarque 1.3.2 Si D (A) n�est pas dense dans X et A véri�e l�hypothèse (H) alors
�
eAt
�
t�0

génère un semi groupe analytique non fortement continue en 0. Mais la restriction de A sur

D (A) génère un semi groupe analytique fortement continue.

Proposition 1.3.4 Soit l�opérateur A véri�e l�hypothèse (H) : On dé�nit l�ensemble

E0 = D (A)

muni de la norme de X; et l�opérateur A0 : D (A0) � E0 �! E0 où(
D (A0) =

n
x 2 D (A) : Ax 2 D (A)

o
A0x = Ax pour x 2 D (A0) :

(1.3.3)

L�opérateur A0 est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique, t ! eA0t dans

E0; fortement continue pour t � 0. En plus, on a

eA0tx = eAtx

pour t > 0 et x 2 D (A):
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1.4 Les espaces d�interpolation

On désigne par E0 et E1 deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un

espace topologique séparé E (c�est-à-dire E0 ,! E; E1 ,! E). Considérons les espaces de

Banach

E0 \ E1 et E0 + E1

munis des normes

kxkE0\E1 = kxkE0 + kxkE1 ;

et

kxkE0+E1 = inf
x=x0+x1; xi2Ei

�
kx0kE0 + kx1kE1

�
:

Le couple fE0; E1g est dit couple d�interpolation.

Dé�nition 1.4.1 Soit fE0; E1g un couple d�interpolation. On appelle espace intermédiaire

entre E0 et E1 tout espace de Banach E tel que

E0 \ E1 � E � E0 + E1:

Les espaces Ei; i = 0; 1 sont des espaces intermédiaires.

Dé�nition 1.4.2 Soient � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1]. On appelle espace d�interpolation entre

E0; E1 l�espace (E0; E1)�;p tel que x 2 (E0; E1)�;p si et seulement si(
i) 8t > 0;9ui (t) 2 Ei (i = 0; 1) : x = u0 (t) + u1 (t)

ii) t��u0 2 Lp� (R+; E0) ; t1��u1 2 Lp� (R+; E1)

où

Lp�(E) =

8<:f : ]0;1[! E :

+1Z
0

kf(t)kpE
dt

t
<1

9=; :

1.4.1 Propriétés des espaces (E0; E1)�;p
On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout !; �;

t 2 ]0; 1[ et p; q; r 2 [1;+1] :

1) Si 0 < � 6 ! < 1 alors (E0; E1)�;p � (E0; E1)!;q :

2) Si p 6 q alors (E0; E1)�;p � (E0; E1)�;q :
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3) Si E0 = E1 alors (X0; X1)�;p = X0 = X1:

4) Si 0 < ! < � < 1, alors on a

((E0; E1)�;p; (E0; E1)!;q)t;r = (E0; E1)�;r;

avec

� = (1� t) � + t! et
1

r
=
1� t
p

+
t

q
:

1.4.2 Cas particulier (D(A); E)�;p
Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans

E. Posons

E0 = D(A) et E1 = E;

alors

E0 \ E1 = D(A) et E0 + E1 = E;

donc, pour tout � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1] on a

D(A) � (D(A); E)�;p � E:

Si � (A) � R+ et s�il existe une constante CA > 0 telle que

8� > 0 :
(A� �I)�1L(E) 6 CA

�
;

alors

(D (A) ; E)�;p = DA (1� �; p)

=
�
x 2 E :

t1��A (A� t)�1 x
E
2 Lp�

	
.

Théorème 1.4.1 (de Lions) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe forte-

ment continue
�
eAt
�
t>0, alors pour tout p 2 [1;+1] et � 2 ]0; 1[

(D(A); E)�;p =
�
x 2 E :

t��1 �eAt � I� x
E
2 Lp�

	
muni de la norme

kxk(D(A);E)�;p = kxkE +

0@ +1Z
0

t��1 �eAt � I� xp
E

dt

t

1A1=p

:

avec les modi�cations usuelles si p =1.
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Dé�nition 1.4.3 Pour tout � 2 ]0; 1[, on dé�nit l�espace

DA (�;1) =
�
x 2 E : kxk� = sup

t>0

t1��AeAtx <1�
muni de la norme

kxkDA(�;1) = kxk+ kxk� :

est un espace de Banach et le sous-espace DA (�) de DA (�;1) dé�ni par

DA (�) =
n
x 2 E : lim

t!0
t1��AeAtx = 0

o
:

muni de la norme de DA (�;1) est un espace de Banach.

Dé�nition 1.4.4 Pour tout � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1] et k 2 N; on a

DA (� + k; p) =
�
x 2 D(Ak) : Akx 2 DA (�; p)

	
;

DA (� + k) =
�
x 2 D(Ak) : Akx 2 DA (�)

	
;

avec la norme

kxkDA(�+k;p) = kxkE +
Akx

DA(�;p)
:

Propriétés des espaces (D (A) ; E)�;p
On a pour tout � 2 ]0; 1[

1. D (A) � DA (�) � DA (�;1) � D (A):

2. DA0 (�;1) = DA (�;1) et

DA0 (�) = DA (�)

où A0 est un opérateur dé�ni par (1.3.3):

3. Si 0 < �1 < �2 < 1; alors

DA (�2) � DA (�2;1) ,! DA (�1) � DA (�1;1)

et

kxkDA(�1;1) � (1 +M1) kxkDA(�2;1) (1.4.1)
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pour x 2 DA (�2;1) : D�autre part on a

DA ,! DA (�;1) � E

et

kxkDA(�;1) � (M0 +M1) kxkDA ;

pour x 2 DA et � 2 ]0; 1[.

4. On note par D
�

A0
la fermeture de

DA0 =
�
x 2 DA : Ax 2 DA

	
dans DA (�;1) ; on a

D
�

A0
= DA(�)

5. Soit � 2 ]0; 1[ : Les espaces

DA (�;1) et DA (�)

sont invariant par AneAt et R (�;A) pour tout n 2 N; t > 0; � 2 � (A) et on aAneAtL(DA(�;1)) � AneAtL(E)
kR (�;A)kL(DA(�;1)) � kR (�;A)kL(E) :

6. On pose pour tout � 2 ]0; 1[

DA (� + 1;1) = fx 2 DA : Ax 2 DA (�;1)g

DA (� + 1) = fx 2 DA : Ax 2 DA (�)g :

Alors, l�opérateur A1 dé�ni par�
A1 : DA (� + 1;1) � DA (�;1) �! DA (�;1)

x 7�! A1x = Ax pour x 2 DA (� + 1;1)

véri�e l�hypothèse (S), donc génère un semi-groupe analytique borné en DA (�;1) ; qu�est la

restriction de eAt à DA (�;1) :

D�autre part, l�opérateur A2 dé�ni par

A2 : DA (� + 1) � DA (�) �! DA (�)

A2x = Ax pour x 2 DA (� + 1)
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génère aussi un semi groupe analytique borné, fortement continu pour t � 0; qu�est la res-

triction de eAt à DA (�) :

7. L�opérateur A0 dé�ni par

A0 : DA
2 � DA �! DA

A0x = Ax pour x 2 DA2 :

véri�e l�hypothèse (S). En plus, on a

DA (� + 1;1) = DA0 (� + 1;1) et DA (� + 1) = DA0 (� + 1)

7. Si x 2 DA (�;1) ; alors pour n 2 N� et t > 0 on atn��AneAtx�Mn;� kxk� :

On pose M1;� = 1; et

Mn;� = nn�� (n� 1)1�nMn�1 pour n > 1:

Alors, on a

eAtL(DA(�;1);E) � M0AneAtL(DA(�;1);E) � Mn;�

tn��
pour n > 0

8. Si x 2 E, alors on a les propriétés suivantes

x 2 DA (�;1)() kxk�� = sup
t>0

eAtx� x
t�

<1 (1.4.2)

x 2 DA (�)() lim
t!0

eAtx� x
t�

= 0 (1.4.3)

x 2 DA (�;1)() kxk��� = sup
t>0

t2��A2eAtx <1 (1.4.4)

x 2 DA (�)() lim
t!0

t2��A2eAtx = 0 (1.4.5)

en plus, on a

x 2 DA (�)) lim
t!0

eAtx� x
DA(�;1)

= 0 (1.4.6)
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9. Pour 0 < � < � < 1 et t > 0, on aeAtL(E;DA(�;1)) �M0 +
M1

t�
(1.4.7)eAtL(DA(�;1);DA(�;1)) � max(M0;

1

t���
)

et pour n 2 N�; AneAtL(E;DA(�;1)) � Mn

tn
+
Mn+1

tn+�
(1.4.8)AneAtL(DA(�;1);DA(�;1)) �Mn+1;�:max(

1

tn
;

1

tn+���
)

où

Mn+1;� = (n+ 1)
n+1�� n�nMn pour n > 0:

10. Pour 0 < � < � < 1 et t > 0, on aeAtL(DA(�;1);DA(�;1))�M0 (1 +M1)

et pour n 2 N�; on a AneAtL(DA(�;1);DA(�;1)) � Mn (1 +M1)

tn
:

AneAtL(DA(�;1);DA(�;1)) � M 0
n;�

tn��
+
M 00
n;�;�

tn��+�
:

où

M 0
n;� = 2

n��M0Mn;� et M 00
n;�;� = 2

n+���M1Mn;�

11. Soit A : DA � E �! E et B : DB � E �! E deux opérateurs linéaires véri�ent

l�hypothèse (H). Si DA = DB donc

DA (�;1) w DB (�;1) et DA (�) = DB (�)

pour tout � 2 ]0; 1[ :

1.5 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par 
 un ouvert de Rn (non nécessairement borné) et on pose

a = (a1; a2; ....,�an) un multi-indice, avec jaj =
nP
i=1

ai et on utilise la notation

@a =

�
@

@x1

�a1
::::

�
@

@xn

�an
:
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1.5.1 Les espaces de Sobolev et de Besov

Pour m 2 N et 1 6 p 61 :

On note Wm;p (
; E) l�espace de Sobolev des fonctions f : 
! E telles que @�f 2 Lp (
; E)

pour tout j�j 6 m: C�est un espace de Banach muni de la norme

kfkWm;p(
;E) =

8>>><>>>:
 P
j�j6m

k@�fkpLp(
;E)

!1=p
si 1 6 p <1

max
j�j6m

k@�fkL1(
;E) si p =1:

Pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p <1 :

On dé�nit l�espace fractionnaire de Sobolev

W s;p (
; E) =

8<:f 2 Lp (
; E) :
Z



Z



kf(x)� f(y)kpE
jx� yjsp+n

dxdy <1

9=; :

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complètement par interpolation, on est amené à

dé�nir les espaces de Besov Bm
p;q (
; E) : Pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p; q 61, on dé�nit

Bs
p;q (
; E) =

8><>:f 2 Lp (
; E) :
Z



0@Z



kf(x)� f(y)kpE
jx� yjsq+n

dx

1Aq=p

dy <1

9>=>; :

avec la modi�cation classique quand p =1 et q =1:

Dans le cas où p = q on a

Bs
p;p (
; E) =W s;p (
; E) :

1.5.2 Les espaces de Hölder

On considère :

� L�ensemble B (
; E) qui désigne l�espace des fonctions f : 
! E telles que f est bornée.

� L�ensemble C (
; E) qui désigne l�espace des fonctions f : 
! E telles que f est continue.

� Notons Cb (
; E) := B (
; E) \ C (
; E) i.e.,

Cb (
; E) = ff : 
! E : f est bornée et continueg :

On a

kfkCb(
;E)= kfkC(
;E)= kfkB(
;E)=sup
x2

kf(x)kE :
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Soit m 2 N :

L�ensemble Cm (
; E) désigne l�espace vectoriel des fonctions f : 
! E telles que la fonction

x 7�! @�f (x) existe et est continue pour tout j�j 6 m i.e.,

Cm (
; E)= ff : 
! E; @�f 2 C (
; E) ; j�j 6 mg

L�ensemble Cmb (
; E) est un sous espace vectoriel de C
m (
; E) dont toutes les dérivées

jusqu�à l�ordre m sont bornées sur 
 i.e.,

Cmb (
; E)= ff 2 Cm (
; E) : @�f 2 Cb (
; E) ;� = 0; :::;mg� Cm (
; E)

C�est un espace de Banach muni de la norme

kfkCmb (
;E) =
X
j�j6m

sup
x2

k@�f (x)kE :

Soit � 2 ]0; 1[ :

� L�ensemble C� (
; E) est l�espace de Hölder d�exposant � des fonctions f : 
 ! E telles

que 8<: sup
x2

kf(x)kE <1;

9C > 0;8x; y 2 
 : kf(x)� f(y)kE 6 C jx� yj� :
(1.5.1)

i.e.,

C� (
; E)=

�
f 2 Cb (
; E) : [f ]C�(
;E) = sup

x;y2
;y<x

kf(x)� f(y)kE
(x� y)� < +1

�
;

muni de la norme

kfkC�(
;E) = sup
x2

kf(x)kE + sup

x 6=y

kf(x)� f(y)kE
jx� yj�

= kfk1 + [f ]C�(
;E) :

� Pour k 2 N; on a

C�+k (
; E) =
�
f 2 Ckb (
; E) : @kf 2 C� (
; E)

	
muni de la norme

kfkC�+k(
;E) = kfkCkb (
;E)+ [f ]C�(
;E) :

les espaces C� (
; E), C�+k (
; E) sont des espaces de Banach.



1.5 Les espaces fonctionnels 18

Remarques.

1. Il su¢ t de supposer kx� yk2 � � dans 1.5.1, où � est un nombre positif très petit. Car

pour kx� yk2 � � on a toujours

kf(x)� f(y)kE 6 2 sup
x2

kf(x)kE

� 2 sup
x2

kf(x)kE

kx� yk�2
��

� C kx� yk�2

2. Les espaces de Hölder sont intermédiaires entre C0b et C
1
b ; c�est -à-dire

C1b (
;E) � C� (
; E) � C0b (
;E):

La première inclusion se déduit du Théorème des accroissements �nis et du fait que

kx� yk2 � kx� yk
�
2

pour

kx� yk2 � 1

et � 2 ]0; 1[ :

3. Les fonctions de C�(
;E) sont uniformément continues sur 
:

Proposition 1.5.1 Toute fonction f de C�(
;E); � 2 ]0; 1[ se prolonge à une fonction de

C�(
;E). En particulier

C�(
;E) � C0(
;E):

On écrira

C�(
;E) = C�(
;E):

1.5.3 Les espaces des fonctions continues de petit Hölder

Les espaces de petits Hölder sont des sous espaces de C�(
;E); dé�nis par

h�(
;E) =

(
f 2 C�(
;E) : lim

x!+1
sup

0<kx�yk2��

kf(x)� f(y)k2
kx� yk�2

= 0

)
:

en plus h�(
;E) muni de la norme induite de C�(
;E) est un espace de Banach:
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Or, pour k 2 N; on dé�nit hk+�(
;E) par

hk+�(
;E) =
�
f 2 Ckb (
;E) : @kf 2 h� (
; E)

	
muni de la norme induite C�+k (
; E) : En plus hk+�(
;E) est un espace de Banach.

1) On a h�(
;E) � C�(
;E):

2) Pour 0 < � < 1 et � > �; on a h�(
;E) est la fermeture de C�(
;E) dans C�(
;E) (voir

Berroug [5]).

3) On a pour " 2 ]0; �[ et k un entier supérieur ou égal à 2, les inclusions suivantes

Ckb (
;E) � C1b (
;E) � h�(
;E) � h��1(
;E) � C��1(
;E) � C0b (
;E):

Remarque 1.5.1 � La dernière inclusion est déjà vue dans les propriétés des espaces de
Hölder.

� Pour la deuxième on utilise l�inégalité des accroissements �nis.
� Quand à la quatrième, on a pour f 2 C�(
;E) et 0 < kx� yk2 < �

kf(x)� f(y)kE
kx� yk�2

kx� yk�2�
kf(x)� f(y)kE
kx� yk�2

�� � C��

D�où le résultat.

4) f est une fonction de h�(
;E) si et seulement si elle véri�e la propriété�
8� > 0;9C(�) > 0 : 8x; y 2 
;
kx� yk2 � � =) kf(x)� f(y)kE � C(�) kx� yk�2

(1.5.2)

où

lim
��!0+

C(�) = 0:

5) Soit f une fonction de h�(
;E) avec � 2 ]0; 1[ ; alors f se prolonge en une fonction de

h�(
;E): Pour cela on confondra par la suite ces deux espaces.

Preuve. Soit f une fonction de h�(
;E) avec � 2 ]0; 1[ : Posons pour x 2 
; (xn)n � 
 telle

que xn �! x :

F (x) = lim
n�!+1

f(xn);
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D�après la Proposition 1.5.1, la fonction F 2 C�(
;E):

Soient � > 0 et x; y 2 
 avec

kx� yk2 � �:

Alors xn �! x; et yn �! y et pour n grand on a

kxn � ynk2 � 2�;

donc, d�après 1.5.2, on a

kf(xn)� f(yn)kE � C(2�) kxn � ynk�2

par passage à la limite, on obtient

kF (x)� F (y)kE � C(2�) kxn � ynk�2

C�est-à-dire

F 2 h�(
;E):

6) Pour k 2 N; on dé�nit aussi

hk+�(
;E) = ff 2 h�(
;E) : @f 2 h�(
;E) pour  : jj � k:g

Dans le cas où 
 := I est un intervalle quelconque de R; on a la proposition suivante qui

donne une autre caractérisation importante des espace de petits Hölder dans la pratique.

Proposition 1.5.2 Soient � 2 ]0; 1[et � > �: Alors h�(I;E) est la fermeture de C�(I;E)

dans C�(I;E): On a aussi des résultats similaires, pour tout k 2 ]�;+1[ :8<: h�(Rn;E) = Ck(Rn;E)
C�(Rn;E)

;

h�(
;E) = Ck(
;E)
C�(
;E)

:

où 
 est un ouvert régulier.



Chapitre 2

Problème de Cauchy abstrait

2.1 Position du problème

On considère le problème de Cauchy abstrait suivant :�
u0(t) = Au(t) + f(t); t 2 [0; T ];
u(0) = x:

(2.1.1)

L�objectif de ce chapitre est l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité de la solution

(stricte ou classique) du problème (2:1:1) lorsque f 2 C ([0; T ] ;E) et x 2 E:

Conséquences.

1. Si u est une solution classique de (2:1:1), alors on a

u (0) 2 D (A), u0 (t) 2 D (A) 0 < t � T: (2.1.2)

2. Si u est une solution stricte de (2:1:1) ; on a également

u (0) 2 D (A) et u0 (0) = Au (0) + f (0) 2 D (A): (2.1.3)

2.2 Représentation de la solution

Si u est une solution classique de (2:1:1) alors pour tout t 2 [0; T ] on a

u (t) = eAt +
�
eAt � f

�
(t) (2.2.1)

où �
eAt � f

�
(t) =

tZ
0

eA(t�s)f (s) ds =

tZ
0

eAsf (t� s) ds (2.2.2)
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en plus la solution classique de (2:1:1) est unique et véri�e

kukC([0;T ];E) �M0T kfkC([0;T ];E) +M0 kxk :

Preuve. Soient u une solution classique de (2:1:1) dans [0; T ] et t 2 ]0; T ] �xé.

Comme u (t) 2 D (A) ; on déduit de la Proposition (1:3:2) que la fonction

v (s) = eA(t�s)u (s) 0 � s � t:

appartient à C (0; t;E) et que pour tout s 2 ]0; t[ il existe

v0 (s) = eA(t�s)u0 (s)� AeA(t�s)u (s) = v (t) = eA(t�s)f (s) :

D�autre part, si 0 < 2� < t on trouve

v (t� �)� v (�) =
t��Z
�

eA(t�s)f (s) ds;

lorsque �! 0; on obtient

v (t) = v (0) +

tZ
0

eA(t�s)f (s) ds;

où v (t) = u (t) et v (0) = eAtu (0) donc

u (t) = eAtu (0) +

tZ
0

eA(t�s)f (s) ds:

Or, d�après la Proposition (1:3:2) on a

kukC([0;T ];E) = max
t2[0;T ]

ku (t)kE �M0T kfkC([0;T ];E) +M0 kxk

Dé�nition 2.2.1 Soit f 2 C ([0; T ] ;E) et x 2 D (A). On dit que la fonction dé�nie par

(2:1:3) est une solution faible de (2:1:1) :

Remarque. La condition x 2 D (A) est donnée pour garantir la continuité de la solution

faible en t = 0:

On note que B ([0; T ] ;DA (;1)) est l�espace des fonctions bornées dans DA (;1) à valeurs

de [0; T ]. Les propriétés de la solution faible seront données dans la proposition suivante.
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Proposition 2.2.1 Soit T > 0 et  2 ]0; 1[ ; on a pour tout � 2 ]0; [

C ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (;1)) ,! C� ([0; T ] ;DA ( � �)) : (2.2.3)

et pour chaque u 2 C ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (;1)) ; il existe K une constante dépende

de (M1;T
��) telle que

kukC([0;T ];E)\B([0;T ];DA(;1)) � Kmax
n
kukC([0;T ];E) ; kukB([0;T ];DA(;1))

o
En plus

h (0; T ;E)\C (0:T ;DA (;1)) � h� (0; T ;DA ( � �)) (2.2.4)

Preuve. Soit u 2 C ([0; T ] ;E)\B ([0; T ] ;DA (;1)) alors, selon les propriétés des espaces

d�interpolation ; u (t) 2 DA ( � �) pour t 2 [0; T ] et � 2 ]0; [ d�autre part quand 0 � t �

t+ k � T on a

ku (t+ k)� u (t)kDA(��)

= ku (t+ k)� u (t)k+ sup
s>0

s1�+�AeAs [u (t+ k)� u (t)]


� ku (t+ k)� u (t)k

+max

�
sup
s<k

s1�+�AeAs [u (t+ k)� u (t)]
 ; sup

s�k

s1�+�AeAs [u (t+ k)� u (t)]
�

� kukC([0;T ];E) :k

+max

�
k� sup

s<k

s1�AeAs [u (t+ k)� u (t)]
 ; k�� sup

s�k

sAeAs [u (t+ k)� u (t)]
�

� kukC([0;T ];E) :k��:k�

+max

�
k� sup

s<k

s1�AeAs [u (t+ k)� u (t)]
 ; k��M1: ku (t+ k)� u (t)k

�
� kukC([0;T ];E) :T ��:k� +max

�
k� sup

0�t�T
ku (t)k ; k��M1: kukC([0;T ];E) :k

�
par conséquent

ku (t+ k)� u (t)kDA(��) � k�
�
kukC([0;T ];E) :T �� +max

�
sup
0�t�T

ku (t)k ;M1: kukC([0;T ];E) :
��
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d�où u 2 C� ([0; T ] ;DA ( � �)). En utilisant (1:4:1) on obtient

kukC�([0;T ];DA(��)) = sup
0�t�T

ku (t)kDA(��) + sup
t;t+k2[0;T ]

ku (t+ k)� u (t)kDA(��)
k�

� (1 +M1) sup
0�t�T

ku (t)kDA() + kukC([0;T ];E) T
��

+max

�
sup
0�t�T

ku (t)k ;M1 kuk
�

� (1 +M1) kukB([0;T ];DA()) + kukC([0;T ];E) T
��

+max
n
kukB([0;T ];DA()) ;M1 kukB([0;T ];DA())

o
�

�
1 +M1 + T ��

�
max

�
kukB([0;T ];DA()) ; kukC([0;T ];E)

�
+max f1;M1g : kukB([0;T ];DA())

Si M1 � 1 on trouve

kukC�([0;T ];DA(��)) �
�
1 + 2M1 + T ��

�
max

�
kukB([0;T ];DA()) ; kukC([0;T ];E)

�
et pour M1 < 1; on trouve

kukC�([0;T ];DA(��)) �
�
2 +M1 + T ��

�
max

�
kukB([0;T ];DA()) ; kukC([0;T ];E)

�
:

Pour montrer (2.2.4), en utilisant l�inclusion h([0; T ] ;E) � C([0; T ] ;E) et le fait que pour

tout u 2 h([0; T ] ;E) on a

kukh([0;T ];E) = kukC([0;T ];E)

En plus, toute fonction continue sur un compact est bornée c�est-à-dire

C ([0; T ] ;DA ()) � B ([0; T ] ;DA ())

Donc pour

u 2 h (0; T ;E)\C (0:T ;DA (;1)) � C ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (;1))

on trouve, si M1 � 1

kukh�([0;T ];DA(��)) �
�
1 + 2M1 + T ��

�
max

�
kukC([0;T ];DA()) ; kukh([0;T ];E)

�
et pour M1 < 1; on a

kukh�([0;T ];DA(��)) �
�
2 +M1 + T ��

�
max

�
kukC([0;T ];DA()) ; kukh([0;T ];E)

�
:

d�où l�inclusion (2.2.4).
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Proposition 2.2.2 Soit T > 0, on a pour tout � 2 ]0; 1[

C1 ([0; T ] ;E) \ C ([0; T ] ;DA) � h1�� ([0; T ] ;DA (�)) : (2.2.5)

Preuve. Soit u 2 C1 ([0; T ] ;E)\C ([0; T ] ;DA) donc u est une solution stricte (et classique)

de problème P, donc selon 2.1.2 u0 (t) 2 D (A); et d�après 1) de la Proposition 1.3.3, on a

lim
s!0

esAu0 (t) = u0 (t)

c�est-à-dire, pour tout � > 0; il existe � = � (�) tel que js� 0j � � on au0(t)� e�Au0(t) = ku0(t)� u0�(t)k � �; 8t 2 [0; T ]

où u�(t) = e�Au(t):

pour 0 � t < t+ � � T on a u (t) 2 DA (�) et

ku (t+ �)� u (t)kDA(�)
� 1��

� ku (t+ �)� u (t)k
� 1��

+ sup
0<s<�

s1��AeAs [u (t+ �)� u (t)]


� 1��

+ sup
�<s<T

s1��AeAs [u (t+ �)� u (t)]


� 1��
:

Les deux premiers termes tendent vers 0 quand � ! 0 car u 2 C1 ([0; T ] ;E) ; et Au 2

C ([0; T ] ;E) ; pour le dernier, en e¤et

sup
�<s<T

s1��AeAs [u (t+ �)� u (t)]


� 1��

� sup
�<s<T

s1��AeAs [u (t+ �)� u (t)� u� (t+ �) + u� (t)]


� 1��

+ sup
�<s<T

s1��AeAs [u� (t+ �)� u� (t)]


� 1��

� sup
�<s<T

s1��AeAs hR t+�t
u0 (�)� u� (�) d�

i
� 1��

+
ku� (t+ �)� u� (t)kDA(�)

� 1��

� M1:�+
ku� (t+ �)� u� (t)kDA(�)

� 1��

en plus

u� 2 C1 ([0; 1] ; DA) � h1�� ([0; 1] ; DA (�)) :

Donc le troisième terme tend vers 0 lorsque � ! 0: Ce qui implique que u 2 h1�� ([0; 1] ; DA (�)) :
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Proposition 2.2.3 Soit T > 0 et 0 < �1 < �2. Alors

C ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (�2;1)) � C ([0; T ] ;DA (�1))

Preuve. Supposons que u 2 C ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (�2;1)) :

Soit � > 0 et � = � (�) telle que

2��2��1 kukB([0;T ];DA(�2;1)) < �

donc pour 0 � t; t+ � � T nous avons u (t) 2 DA (�1) et

ku (t+ �)� u (t)kDA(�1)

= ku (t+ �)� u (t)k+ sup
0<s<�

s�2��1
s1��2AeAs [u (t+ �)� u (t)]


+ sup
�<s<T

s1��1AeAs [u (t+ �)� u (t)]


� ku (t+ �)� u (t)k+ sup
0<s<�

s�2��1
s1��2AeAs [u (t+ �)� u (t)]


+
M1

��1
ku (t+ �)� u (t)k

�
�
1 +

M1

��1

�
ku (t+ �)� u (t)k+ ��2��1 ku (t+ �)� u (t)k�2

�
�
1 +

M1

��1

�
kukC(0;T ;E) + ��2��1 kukB([0;T ];DA(�2;1))

donc u 2 C ([0; T ] ;DA (�1))

2.3 Problèmes auxiliaires et solutions (stricte ou clas-
sique)

On suppose toujours que f 2 C ([0; T ] ;E) : Il est connu que si x 2 D (A) alors la solution

faible donner par (2:2:1) appartient à u 2 C ([0; T ] ;E) : On montre que cette solution est

plus régulière, pour cela on va étudie séparément les deux problèmes auxiliaires suivants

(Paux1)

�
u00(t) = Au0(t)
u0(0) = x;

et (Paux2)
�
u01(t) = Au1(t) + g (t)
u1(0) = 0;

Théorème 2.3.1 Soit x 2 E et t � 0; alors

u0 (t) = eAtx:
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Pour chaque T > 0 et k 2 N; on a

u0 2 B ([0; T ] ;E) \ Ck ([0; T ] ;DAk) :

En plus

1. Si x 2 D (A); alors u0 2 DA (;1) 2 C ([0; T ] ;E) et u0 est une solution classique du

problème (Paux1).

2. Si x 2 DA (;1) alors

u0 2 C ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (;1)) \ C� ([0; T ] ;DA ( � �))

pour tout � 2 ]0; [ avec

ku0kC([0;T ];E) � max
�
M0;

1



�
kxkDA(;1)

ku0kB([0;T ];DA(;1)) �M0 kxkDA(;1)

3. Si x 2 DA () ; alors

u0 2 h ([0; T ] ;E) \ C ([0; T ] ;DA ()) \ h�([0; T ] ;DA ( � �))

pour tout � 2 ]0; [ :

4. Soit x 2 DA, alors

u0 2 C1(0; T ;E) \ C(0; T ;DA) \ h1��(0; T ;DA(�)

pour tout � 2 ]0; 1[ ; c�est-à-dire u0 est une solution stricte du problème (Paux1) et u
0
0(t) =

eAtAx pour tout t � 0:

Preuve.

1. En utilisant les propriétés des semi-groupes (Proposition (1:3:2)), on montre que u0 est

une solution du problème auxiliaire (Paux1), en suite grâce à la Proposition (1:3:3) premier

point, on montre que u0 est continue si x 2 D (A):

En on déduit que u0 est une solution classique c�est-à-dire :

u0 2 C ([0; T ] ;E) \ C1
��
0+; T

�
;E
�
\ C

��
0+; T

�
;D (A)

�
Si x 2 D (A) :
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2. On suppose que x 2 DA (;1), d�après la relation

A

Z t

0

eAsxds = eAtx� x

et pour tout 0 � t � t+ h � T; on trouve

eA(t+h)x� eAtx =

t+hZ
t

AeAsxds

 � kxk
t+hZ
t

s�1ds � kxk
h


;

par conséquent u0 2 C ([0; T ] ;E) et

ku0kC([0;T ];E) � max
�
M0;

1



�
kxkDA(;1) :

D�autre part, on a pour tout n 2 N; t > 0

AneAtL(DA(;1)) � AneAtL(E)
on en déduit que u0 2 B ([0; T ] ;DA (;1)) et

ku0kB([0;T ];DA(;1)) �M0 kxkDA(;1) :

Finalement grâce à l�injection (2:2:3) on a

u0 2 C� ([0; T ] ;DA ( � �)) ; 8� 2 ]0; [

3. Soit x 2 DA(); selon (1.4.6), on trouve que

lim
t�!0

eAtx� x
DA(;+1)

= 0

C�est-à-dire

lim
t�!0
ku0(x)� u0(0)kDA(;+1) = 0;

� donc u0 2 C(0; T ;DA(;+1)):

D�après (1:4:3), on a

lim
t�!0

ku0(x)� u0(0)k
t

= 0

C�est-à-dire u0 2 h�(0; T ;E): De l�inclusion 2.2.5 on trouve que

u0 2 h(0; T ;E) \ C(0; T ;DA(;+1)) \ h�(0; T ;DA( � �)
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4. Soit x 2 DA; on a

Au0(t) = AeAtx = eAtAx

D�après la propriété (v) 1.3.2 des semi-groupes.

� Si Ax 2 DA; alors selon la proposition 1.3.3 u0 2 C(0; T ;DA): En plus,

lim
x�!0

eAtAx = Ax:

Or
@

@t
u0(x) =

@

@t
(eAtx) = AeAtx = eAtAx;

donc u00 2 C(0; T ;E) i.e.,

u0 2 C1(0; T ;E)

Ceci implique que u0 est une solution stricte de (Paux1) : L�inclusion u0 2 h1��([0; T ] ;DA (�))

pour tout � 2 ]0; 1[ est un résultat de la proposition précédente.

Remarque. Le sens inverse du Théorème 2.3.1) est vraie c�est-à-dire on a les implications

suivantes

1. Si u0 2 C ([0; T ] ;E) alors x 2 DA (;1)

2. Si u0 2 C1 ([0; T ] ;E) ou u0 2 C ([0; T ] ;DA) alors
�
x 2 DA et Ax 2 DA:

�
3. Si u0 2 h ([0; T ] ;E) alors x 2 DA () :

Grâce à la Proposition (1:3:3; 3:) :

Théorème 2.3.2 Soient f 2 C ([0; T ] ;E) et

u1 (t) =

tZ
0

eA(t�s)f (s) ds 0 � t � T:

Alors

u1 2 C1�� ([0; T ] ;DA (�)) 8� 2 ]0; 1[ (2.3.1)

et

u1 2 h� ([0; T ] ;E) \ C ([0; T ] ;DA (�)) 8� 2 ]0; 1[ (2.3.2)

En plus

ku1kC1��([0;T ];DA(�)) � C1: kfkC([0;T ];E)
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ku1kh�([0;T ];E)�C2: kfkC([0;T ];E) (2.3.3)

ku1kC([0;T ];DA(�)) � C3: kfkC([0;T ];E) (2.3.4)

où C1; C2; C3 sont des constantes dépendent de �; T; M0, M1 et M2:

Preuve. Remarquons que s �! eAsf (t� s) appartient à L1 (0; t;DA (�)) pour tout t 2 ]0; T ]

En e¤et selon 1.4.7 et

ku1kDA(�) =


tZ
0

eA(t�s)f (s) ds


DA(�)

�
Z t

0

�
M0 +

M1

s�

�
kf(t� s)kE ds (2.3.5)

�
�
M0T +

M1

1� �T
1��
�
sup
0�t�T

kf(t)kE :

Si 0 � t � t+ � � T; En utilisant 1.4.8 pour n = 1, et 1.4.7, on obtient

ku1 (t+ �)� u1 (t)kDA(�)

=


t+�Z
0

eA(t+��s)f (s) ds�
tZ
0

eA(t�s)f (s) ds


DA(�)

=

Z t

0

�
eA(t+��1) � eA(t�s)

�
f(s)ds+

Z t+�

t

eA(t+��s)f(s)ds


DA(�)

pour la première on utilise le fait que

�
eA(t+��1) � eA(t�s)

�
f(s) =

Z t+��s

t�s
AeArf(s)dr;

pour la deuxième on utilise ce changement de variable r = t+ � � s on trouveZ t+�

t

eA(t+��s)f(s)ds = �
Z 0

�

eArf(t+ � � r)dr

donc

ku1 (t+ �)� u1 (t)kDA(�)

�
Z t

0

Z t+��s

t�s
AeArf(s)dr


DA(�)

ds+

Z �

0

eArf(t+ � � r)

DA(�)

dr

�
�Z t

0

�Z t+��s

t�s

M1r
� +M2

r1+�
dr

�
ds+

Z �

0

�
M0 +

M1

s�

�
ds

�
sup
0�t�T

kf(t)k

�
��
M1T

0 +M2

� Z t

0

�Z t+��s

t�s
r�1��dr

�
ds+M0� +

M1

1� ��
1��
�
sup
0�t�T

kf(t)k
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Car Z t

0

�Z t+��s

t�s
r�1��dr

�
ds =

1

�

Z t

0

�
(t� s)�� � (t+ � � s)��

�
ds

=
1

�

Z t

0

(t� s)�� ds�
Z t

0

(t+ � � s)�� ds

=
1

�

Z t

0

r��dr �
Z �

t+�

r��dr

=
1

� (1� �)

h
t1�� + � 1�� � (t+ �)1��

i
� � 1��

� (1� �) :

On en déduit que

ku1 (t+ h)� u1 (t)kDA(�) �
�
M1T

� +M2

� (1� �) +M0T
� +

M1

1� �

�
� 1�� sup

0�t�T
kf(t)k

Grâce à cette relation et 2.3.5 on obtient 2.3.1 et 2.3.4 avec

C1 =M0

�
T � + T

�
+

M1

1� �

�
1 +

T �

�
+ T 1��

�
+

M2

� (1� �)

Grâce à 2.3.5 on obtient aussi 2.3.4 avec

C3 =M0T +
M1

1� �T
1��

Pour démontrer 2.3.3 on peut utiliser 2.3.1 et l�inclusion

C� ([0; T ] ;E) - C� ([0; T ] ;DA (1� �)) ;

mais on trouve C3; dans 2.3.3 telle que lim
T�!0

C3 = 0: A cette e¤et, on procède comme ci

dessus, on obtient pour 0 � t < t+ � � T

ku1 (t+ �)� u1 (t)k �
Z t

0

Z t+��s

t�s
AeArf(s)dr

 ds+ Z �

0

eAsf(t+ � � s)
 ds

�
�Z t

0

M1

�Z t+��s

t�s
r�1dr

�
ds+M0�

�
sup
0�t�T

kf(t)k

Comme pour 0 � s < t et � > 0Z t+��s

t�s
r�1dr �

Z t+��s

t�s

dr

(t� s)� r1��
� � �

� (t� s)�
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On obtient

ku1 (t+ �)� u1 (t)k �
�
M1

� �

�

Z t

0

(t� s)�� ds+M0�

�
sup
0�t�T

kf(t)k

�
�
M1T

1��

� (1� �) +M0T
1��
�
� � sup

0�t�T
kf(t)k

ce qui donne 2.3.3 avec

C2 =M0T +M0T
1�� +

M1

� (1� �)T
1��

Théorème 2.3.3 Si f 2 C
�
[0; T ] ;DA

�
alors

eA � f 2 h1�� ([0; T ] ;DA (�))

pour tout � 2 ]0; 1[ :

Preuve. Pour g 2 C1 ([0; T ] ;DA) ; on a

A
�
eA � g

�
= eA � Ag:

En appliquant le théorème précédent pour les fonctions g; Ag 2 C ([0; T ] ;E) ; et de l�inclusion

2.3.2 on trouve

eA � g; eA � Ag 2 h ([0; T ] ;E) pour tout  2 ]0; 1[ :

Si on prend  = 1� � 2 ]0; 1[, on déduit que pour tout � 2 ]0; 1[ on a

eA � g; A
�
eA � g

�
2 h1�� (0; T; E) :

ce qui signi�e que eA � g 2 h1�� (0; T ;DA) :

Comme DA � DA (�), alors

eA � g 2 h1�� (0; T ;DA) � h1�� (0; T ;DA (�)) :

On suppose maintenant que f 2 C
�
0; T ;DA

�
. De l�estimation ?? on obtienteA � f � eA � g

C1��(0;T ;DA(�))
� C1 kf � gkC(0;T ;E)

CommeC1 (0; T ;DA) est dense dansC
�
0; T ;DA

�
et h1�� (0; T ;DA (�)) est fermé dansC1�� (0; T ;DA (�)),

on déduit

eA � f 2 h1�� (0; T ;DA (�)) pour tout �2 ]0; 1[ :
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Théorème 2.3.4 Soient f 2 C ([0; T ] ;E), x 2 D (A) et u est une solution faible de (2:1:1).

Alors

u 2 C1��
�
0+; T ;DA (�)

�
8� 2 ]0; 1[

en plus

1. Si x 2 DA (;1) alors

u 2 C ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (;1)) \ C� ([0; T ] ;DA ( � �)) 8� 2 ]0; [

2. Si x 2 DA () ; alors

u 2 h ([0; T ] ;E) \ C ([0; T ] ;DA ()) \ h� ([0; T ] ;DA ( � �))

pour tout � 2 ]0; [ :

3. Si x 2 DA alors

u 2 C1�� ([0; T ] ;DA (�))

pour tout � 2 ]0; 1[ :

Supposons que f 2 C
�
[0; T ] ;DA

�
alors, si x 2 DA nous avons

u 2 h1��
�
0+; T ;DA (�)

�
pour tout �2 ]0; 1[

et si x 2 DA0 ;

u 2 h1�� (0; T ;DA (�)) pour tout � 2 ]0; 1[

Preuve. Conséquence directe des deux théorèmes 2:3:1� 2:3:2 et le fait que u = u0 + u1:

2.4 La régularité temporelle

On commence par le cas particulier x = 0 = f (0) :

Théorème 2.4.1 Soit � 2 ]0; 1[ si f 2 C�0 ([0; T ] ;E) ; alors pour tout t 2 [0; T ]

A
�
eA � f

�
(t) =

tZ
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds+ eAtf (t)� f (t) (2.4.1)

�
eA � f

�0
(t) =

tZ
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds+ eAtf (t) (2.4.2)
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et eA � f véri�é (2:1:1) (si x = 0) pour tout t 2 [0; T ]. De plus

�
eA � f

�0
;A
�
eA � f

�
2 C�0 ([0; T ] ;E) (2.4.3)�eA � f�0

C�([0;T ];E)
� C kfk� (2.4.4)A �eA � f�

C�([0;T ];E)
�
�
C + T � + 1

�
kfk� (2.4.5)

où C dépend de �, T; M0; M1 et M2:

En plus, on a

f 2 h�0 (0; T ;E) =)
�
eA � f

�0
; A

�
eA � f

�
2 h�0 ([0; T ] ;E)

où h�0 (0; T ;E) =
�
f 2 h� (0; T ;E) : f(0) = 0

	
Preuve. Posons pour t 2 [0; T ]

w (t) =
�
eA � f

�
(t) = w1 (t) + w2 (t)

où

w1 (t) =

tZ
0

eA(t�s) [f (s)� f (t)] ds

w2 (t) =

tZ
0

eA(t�s)f (t) ds =

tZ
0

eAsf (t) ds

On va montrer que w1 (t), w2 (t) 2 D (A), c�est évident lorsque t = 0 (car f (0) = 0).

Or, pour 0 � s < t on a

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] =

(t� s)AeA(t�s) [f (s)� f (t)](t� s)


�

(t� s)AeA(t�s)L(E) : sup
t;s2[0;T ]

 [f (s)� f (t)](t� s)�


E

: (t� s)��1

� M1 kfk� (t� s)
��1

On en déduit w1 (t) 2 D (A), pour tout t 2 ]0; T ] et

Aw1 (t) =

tZ
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds (2.4.6)
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donc

kAw1 (t)k �M1 kfk�

tZ
0

(t� s)��1 ds �M1�
�1T � kfk� (2.4.7)

De la Proposition (1:3:3) point 2), on sait que w2 (t) 2 D (A) et

Aw2 (t) = eAtf (t)� f (t) : (2.4.8)

En utilisant ensuite (2:4:6), on trouve la première égalité. Grâce à l�hypothèse f (0) = 0 et

(2:4:8), on déduit que

kAw2 (t)k �
eAt (f (t)� f (0))+ kf (t)� f (0)k

� M0: kfk� t� + kfk� t�

� (M0 + 1) kfk� T �

Par conséquent,

sup
A �eA � f� (t) � �1 +M0 +M1�

�1�T � kfk� (2.4.9)

Montrons maintenant que w véri�ée l�équation

w0 (t) = Aw (t) + f (t) 0 � t < T (2.4.10)

Soit � 2 ]0; T [ �xé. On dé�nit sur l�intervalle [�; T ] une famille de fonctions w�, dépendent de

paramètre � 2 ]0; �[ :

w� (t) =

t��Z
0

eA(t�s)f (s) ds =

tZ
�

eAsf (t� s) ds � � t < T: (2.4.11)

Il est facile de voire que

lim
�!0

w� (t) = w (t) � � t < T

et que w� 2 C1 ([�; T ] ;E) avec

w0� (t) = eA�f (t� �) +
t��Z
0

AeA(t�s)f (s) ds

= eA�f (t� �) +
t��Z
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds+
t��Z
0

AeA(t�s)f (s) ds

= eA�f (t� �) +
t��Z
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds� eA�f (t) + eAtf (t)
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en utilisant (2:4:1), on obtient pour t 2 [�; T ]

kw0� (t)� Aw (t)� f (t)k �
eA�L(E) kf (t� �)� f (t)k+M1 kfk�

tZ
t��

(t� s)��1 ds

ce qui implique que

lim
�!0

w0� (t) = Aw (t) + f (t)

uniformément pour t 2 [�; T ] : Ce qui signi�e que w0; Aw 2 C (0+; T ;E) et w véri�e l�équation

(2:4:10) sur ]0; T ], mais grâce à l�hypothèse f (0) = 0 on déduit facilement queAw est continue

en 0 et donc (2:4:10) est véri�e pour t 2 ]0; T ] : On trouve évidemment (2:4:1) ; (2:4:10) et

(2:4:2).

Montrons maintenant que Aw1; Aw2 2 C� (0; T ;E) : Pour Aw1; on pose pour 0 < t < t+ � �

T

w1 (t+ �)� w1 (t) = v1 (t; �) + v2 (t; �) + v3 (t; �) ; (2.4.12)

où

v1 (t; �) =

tZ
0

�
eA(t�s+�) � eA(t�s)

�
[f (s)� f (t)] ds

v2 (t; �) =

tZ
0

eA(t�s+�) [f (t)� f (t+ �)] ds

v3 (t; �) =

t+�Z
t

eA(t�s+�) [f (s)� f (t+ �)] ds:

Pour 0 � s < t; on a

A �eA(t�s+�) � eA(t�s)� [f (s)� f (t)] �

t�s+�Z
t�s

A2eArdr


L(E)

kfk� (t� s)
�

� M2 kfk� (t� s)
��1 (t� s+ �)�1 � :

donc v1 (t; �) 2 D (A) et

kAv1 (t; �)k �M2 kfk� ��
+1Z
0

(s+ 1)�1 s��1ds:
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En plus, d�après 2) de la Proposition (1:3:3), on trouve que v2 (t; �) 2 D (A) et

Av2 (t; �) = eA(t+�) [f (t)� f (t+ �)]� eA� [f (t)� f (t+ �)]

ceci implique

kAv2 (t; �)k �M2 kfk� ��: (2.4.13)

Finalement, comme s 2 [t; t+ � ] ; alors

AeA(t�s+�) [f (s)� f (t+ �)]
 � M1

(t� s+ �)1��
kfk�

on obtient donc v3 (t; �) 2 D (A) et

kAv3 (t; �)k �M1 kfk� �
�1��: (2.4.14)

De (2:4:12) � (2:4:14) on déduit que Aw1 2 C� (0; T ;E) et

kAw1 (t+ �)� Aw1 (t)k �

0@M2

+1Z
0

(s+ 1)�1 s��1ds+ 2M0 +M1�
�1

1A kfk� �� (2.4.15)

pour 0 � t < t+ � � T:

On examine maintenant le terme w2 (t) =

tZ
0

eAsf (t) ds: On déduit, de la Proposition (1:3:3)

point 2) que Aw2 2 D (A) et

Aw2 (t) = eAtf (t)� f (t) : (2.4.16)

Ceci implique que Aw2 2 C (0; T ;E) car f (0) = 0; en utilisant une autre fois cette hypothèse

on trouve que pour 0 � t < t+ � � T

eA(t+�)f (t+ �)� eAtf (t)
 � eA(t+�) [f (t+ �)� f (t)]

+ �eA(t+�) � eAt� f (t)
� M0 kfk� �� +


t�s+�Z
t�s

AeAsds


L(E)

kfk� t�

� kfk�
�
M0�

� +M1t
�

Z t+�

t

s�1ds

�
� kfk�

�
M0�

� +M1

Z t+�

t

s��1ds

�
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d�où eA(t+�)f (t+ �)� eAtf (t)
 � kfk� �M0 +M1�

�1� ��: (2.4.17)

Ainsi (2:4:16) et (2:4:17) implique, pour 0 � t < t+ � � T; que

kAw1 (t+ �)� Aw1 (t)k �
eA(t+�)f (t+ �)� eAtf (t)

+ kf (t+ �)� f (t)k

� kfk�
�
M0 +M1�

�1 + 1
�
�� (2.4.18)

et Aw2 2 C� (0; T ;E) : En conclusion A
�
eA � f

�
2 C� (0; T ;E) et

A �eA � f�
�
�

0@1 + 3M0 + 2M1�
�1 +M2

+1Z
0

(s+ 1)�1 s��1ds

1A kfk� : (2.4.19)

En vertu de (2:4:11) ; on déduit aussi que
�
eA � f

�0 2 C� (0; T ;E) : De (2:4:2) et (2:4:7) il

vient que �
eA � f

�0
(t) = Aw1 (t) + eAtf (t) 0 � t � T

et (2:4:8) ; (2:4:15) et (2:4:17) implique

�eA � f�0
C�(0;T ;E)

�

0@M1�
�1T � +M0T

� +M2

+1Z
0

(s+ 1)�1 s��1ds

1A kfk� :
En conclusion ; l�inégalité (2:4:4) est véri�ée. D�après (2:4:10) ; (2:4:19) on trouve (2:4:5) avec

la constante

C =M0

�
3 + T �

�
+M1�

�1 �T � + 2�+M2

+1Z
0

(s+ 1)�1 s��1ds:

Pour les espaces de petit Hölder, on suppose que f 2 h�0 ([0; T ] ;E) et on montre que�
eA � g

�0
; A

�
eA � g

�
2 h�0 ([0; T ] ;E) :

En e¤et, pour tout g 2 C10 ([0; T ] ;E) ; on a�eA � f�0 � �eA � g�0
C�(0;T ;E)

� C kf � gkC�(0;T ;E) :

D�autre part on a �
eA � g

�0
= eA � g0;
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(pour plus de détail voir [17] theorem 4.2, page 48), alors de 2.3.2 on a eA �g0 2 h�0 ([0; T ] ;E)

donc �
eA � g

�0 2 h�0 ([0; T ] ;E) :
CommeC10 ([0; T ] ;E) est dense dans h

�
0 ([0; T ] ;E) et h

� ([0; T ] ;E) est fermé dansC� ([0; T ] ;E) ;

on déduit que �
eA � f

�0 2 h� ([0; T ] ;E)
Théorème 2.4.2 Soit 0 < � < 1: Pour tout f 2 C�0 ([0; T ] ;E) on a�

eA � f
�0 2 B ([0; T ] ;DA (�;1)) \ C� ([0; T ] ;DA (� � �))

pour tout � 2 ]0; �[ ; et �eA � f�0
B([0;T ];DA(�;1))

� C kfk�

où C est une constante dépende de �; T; M0; M1 et M2:

En plus, si f 2 h�0 ([0; T ] ;E) on a�
eA � f

�0 2 C ([0; T ] ;DA (�)) \ h� ([0; T ] ;DA (� � �)) (2.4.20)

pour tout � 2 ]0; �[ :

Preuve. Soit f 2 C�0 ([0; T ] ;E) ; on sait que
�
eA � f

�0
existe (d�après le Théorème 2.4.1), et

il est donné par la formule

�
eA � f

�0
(t) =

tZ
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds+ eAtf (t)

Pour tout t 2 [0; T ] et r > 0 on ar1��AeAr Z t

0

AeA(t�s) [f(s)� f(t)] ds+ r1��AeAreAtf(t)


� M2 kfk� r1��

Z t

0

(t� s)�

(r + t� s) 2ds+M1 kfk� r1��
t�

r + t

� M2 kfk�
Z t

r

0

s�

(1 + s) 2
ds+M1 kfk� ;

en vertu de 2.4.2 ; on déduit que
�
eA � f

�0 2 B ([0; T ] ;DA (�;1)) avec

sup
0�t�T

�eA � f�0 (t)
�
�
�
M2

Z +1

0

s�

(1 + s) 2
ds+M1

�
kfk� (2.4.21)
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Comme dans la preuve du Théorème 2.4.1, on peut montrer que�eA � f�0 (t) � �M0 +M1�
�1�T � kfk� : (2.4.22)

De 2.4.21 et 2.4.22 on trouve que�eA � f�0
B([0;T ];DA(�;1))

� C kfk�

avec

C =M0T
� +M1

�
1 + ��1T �

�
+M2

Z +1

0

s�

(1 + s) 2
ds:

Pour montrer que
�
eA � f

�0 2 C� ([0; T ] ;DA (� � �)) ; pour tout � 2 ]0; �[ ; il su¢ t d�utiliser

2.4.3 et 2.2.3.

On montre maintenant la propriété 2.4.20 ; On observe d�abord que lorsque g 2 C1 ([0; T ] ;E) ;

on a �
eA � g

�0
= eA � g0 2 C ([0; T ] ;DA (�)) :

D�autre part, si h� ([0; T ] ;E) ; on obtient�eA � f�0 � �eA � g�0
B([0;T ];DA(�;1))

� C kf � gkC�([0;T ];E) ;

ceci montre que
�
eA � g

�0 2 C ([0; T ] ;DA (�)) et commeC10 ([0; T ] ;E) est dense dans h
�
0 ([0; T ] ;E)

et C ([0; T ] ;DA (�)) est fermé dans B ([0; T ] ;DA (�;1)) ; alors grace à la propriété (voir

Théorème 2.4.1)

f 2 h�0 (0; T ;E) =)
�
eA � f

�0
; A
�
eA � f

�
2 h�0 ([0; T ] ;E)

et l�inclusion 2.2.4, on déduit que

�
eA � f

�0 2 h� ([0; T ] ;DA (� � �)) :

On peut donc étudier le problème (P ) sous la condition

f 2 h� ([0; T ] ;E) � C� ([0; T ] ;E)

lorsque x 2 DA: On verra dans ce cas que l�existence d�une solution classique est assurée avec

d�autres propriétés de régularité.
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Théorème 2.4.3 Soit f 2 C� ([0; T ] ;E) et x 2 DA: Alors le problème (P ) admet une

solution classique u telle que

u
0 2 C�

��
0+; T

�
;E
�
\ B

��
0+; T

�
;DA (�;1)

�
\ C�

��
0+; T

�
;DA (� � �)

�
pour tout � 2 ]0; �[,

Au 2 C�
��
0+; T

�
;E
�
;

et pour tout t 2 [0; T ] on a

u
0
(t) = AeAtx+ eAtf (t) +

tZ
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds:

En plus, si f 2 h� ([0; T ] ;E) alors

u0 2 h�
�
0+; T ;E

�
\ C

�
0+; T ;DA (�)

�
\ h�

�
0+; T ;DA (� � �)

�
pour tout � 2 ]0; �[ : En plus, on a les propriétés suivantes

i) Si x 2 DA (;1), alors

u 2 C ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (;1)) \ C� ([0; T ] ;DA ( � �)) (2.4.23)

pour tout � 2 ]0; [ :

ii) Si x 2 DA () ; alors

u 2 h ([0; T ] ;E) \ C([0; T ] ;DA ()) \ h� ([0; T ] ;DA ( � �)) (#(4.43))

pour tout � 2 ]0; [

Preuve. la solution du (P ) est la somme des deux fonctions u1 et u2 solutions des deux

problèmes �
u01(t) = Au1(t) + f(t)� f (0) ; t 2 [0; T ];
u1(0) = 0

(2.4.24)

et �
u02(t) = Au2(t) + f(0); t 2 [0; T ];
u2(0) = x

(2.4.25)

On sait d�après le Théorème (2:4:1) et (2:4:3) que

u1 = eA � (f (�)� f (0))
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est une solution stricte du (2:4:24) véri�ant

u01 2 C� ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (�;1))

Au1 2 C� ([0; T ] ;E)

lorsque f 2 C� ([0; T ] ;E) et véri�e

u01 2 h� ([0; T ] ;E) \ C ([0; T ] ;DA (�))

Au1 2 h� ([0; T ] ;E) :

et de (2:4:2) ; on déduit que pour 0 � t � T

u
0

1 (t) =

tZ
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds+ eAtf (t)� eAtf (0) :

D�autre part, il est facile de véri�er que

u2 (t) = eAtx+

tZ
0

eAsf (0) ds

est une solution classique de (2:4:25) et pour tout 0 � t � T

u
0

2 (t) = AeAtx+ eAtf (0) : (2.4.26)

En conclusion

u = u1 + u2

est une solution classique de (P ) : Idem si f 2 C� ([0; T ] ;E) :

Or, puisque x 2 DA (;1) alors t ! etAx appartient a C (0; T ;E) \ B (0; T ;DA (;1)) et

en vertu du théorème 2.3.1, et le fait que

u1 2 C (0; T ;E) \ C (0; T ;D (A)) ;

on déduit donc (2:4:23).

Théorème 2.4.4 Si f 2 C� ([0; T ] ;E) (0 < � < 1) et x 2 D (A), et Ax + f (0) 2 D (A),

alors le problème (P ) admet une solution stricte u pour tout t 2 [0; T ]

u
0
(t) = eAt (Ax+ f (t)) +

tZ
0

eA(t�s) [f (s)� f (t)] ds: (2.4.27)
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de plus

x 2 D (A) et Ax+ f (0) 2 DA (�;1) (2.4.28)

et pour tout � 2 ]0; �[

u
0 2 C� ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (�;1)) \ C� ([0; T ] ;DA (� � �)) (2.4.29)

Au 2 C� ([0; T ] ;E) (2.4.30)

et

ku0kC�([0;T ];E) � C1 kfk� +max
�
M0 + ��1

�
kAx+ f (0)kDA(�;1) (2.4.31)

kAukC�([0;T ];E) �
�
C1 + T � + 1

�
kfk� + kf (0)k (2.4.32)

+max
�
M0 + ��1

�
kAx+ f (0)kDA(�;1)

où

C1 =M0

�
3 + T �

�
+M1�

�1 �2 + T ��+M2

+1Z
0

(s+ 1)�1 s��1ds

C2 =M0T
� +M1

�
1 + ��1T �

�
+M2

+1Z
0

s�

(1 + s)2
ds

Si f 2 h� ([0; T ] ;E) et x 2 DA et Ax+ f(0) 2 DA(�); alors

u0 2 h� ([0; T ] ;E) \ C ([0; T ] ;DA(�)) \ h� ([0; T ] ;DA(� � �))

pour tout � 2 ]0; �[ ; et

Au 2 h� ([0; T ] ;E) :

Preuve. Soit u1; u2 deux fonctions dé�nies par (2:4:24) et (2:4:25). Si x 2 D (A) et Ax +

f (0) 2 D (A); on déduit de l�égalité (2:4:26) que u2 est une solution stricte et pour 0 � t � T

u
0

2 (t) = eAt (Ax+ f (0)) : (2.4.33)

En utilisant (2:4:2) ; on montre que u1 véri�e

u
0

1 (t) =

tZ
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds+ eAtf (t)� eAtf (0) :



2.4 La régularité temporelle 44

or u1 est une solution stricte car le second membre g(t) := f (t)� f (0) de (2:4:24) est nul en

t = 0.

Par conséquent u est une solution stricte de (2:1:1) et

u
0
(t) = u

0

1 (t) + u
0

2 (t)

=

tZ
0

AeA(t�s) [f (s)� f (t)] ds+ eAtf (t)� eAtf (0)

+eAt (Ax+ f (0))

=
�
eA � g

�0
(t) + eAt (Ax+ f (0)) :

En plus

u01 2 C� ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (�;1))

Au1 2 C� ([0; T ] ;E) ;

comme

C� ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (�;1)) ,! C� (0; T ;DA(� � �))

pour tout � 2 ]0; �[ ; alors

u01 2 C� ([0; T ] ;E) \ B ([0; T ] ;DA (�;1)) \ C� (0; T ;DA(� � �))

Pour u2; on applique le Théorème 2.3.1 :

Si Ax+ f (0) 2 D(A), alors

u02 2 C (0; T ;E) \ C
�
0+; T ;E

�
\ C

�
0+; T ;D(A)

�
et si Ax+ f (0) 2 DA(�;1), alors

u02 2 C� (0; T ;E) \ B (0; T ;DA(�;1)) \ C� (0; T ;DA(� � �))

Par conséquent

u0 2 C� (0; T ;E) \ B (0; T ;DA(�;1)) \ C� (0; T ;DA(� � �))

pour tout � 2 ]0; �[ ; et Au 2 C� ([0; T ] ;E).
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Pour prouver les estimations (2:4:31) et (2:4:32) ; on utilise le Théorème 2.3.1, on trouve

ku02kC�(0;T ;E) � max
�
M0;

1
�

�
kAx+ f (0)kDA(�;1)

ku02kB(0;T ;DA(�;1)) �M0 kAx+ f (0)kDA(�;1) ;

et par le Théorème 2.4.1, on trouve�eA � g�0 (t)
C�(0;T ;E)

� C kgk� = C kfk�

ainsi

ku2kC�(0;T ;E) � C kfk� +max
�
M0;

1

�

�
kAx+ f (0)kDA(�;1) :

Puisque

u02 (t) = Au2 (t) + f(0) = eAt (Ax+ f (0))

alors

Au2 (t) = eAt (Ax+ f (0))� f (0) ;

donc

kAu2 (t)kC�(0;T ;E) �
eAt (Ax+ f (0))


C�(0;T ;E)

+ kf (0)kE

et par le Théorème 2.4.1, on a

A �eA � g� (t)
C�(0;T ;E)

�
�
C + T � + 1

�
kfk� ;

ensuite

kAukC�(0;T ;E) �
�
C + T � + 1

�
kfk�+C kfk�+max

�
M0;

1

�

�
kAx+ f (0)kDA(�;1)+kf (0)kE :
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Application

Le résultat principal obtenu dans le chapitre 2 pour les fonctions de petit Höldèr est donné

par le théorème suivant

Théorème. Soit f 2 h� ([0; T ] ;E).

I Si x 2 DA; alors u est une solution classique du problème (2:1:1) (voir 2.4.3) véri�e

u0 2 h� (]0; T ] ;E) \ C (]0; T ] ;DA (�)) \ h� (]0; T ] ;DA (� � �)) 8� 2 ]0; [

et lorsque x 2 DA (�) ; on a

u 2 h� ([0; T ] ;E) \ C ([0; T ] ;DA (�)) \ h� ([0; T ] ;DA ( � �))

pour tout � 2 ]0; [ :

I Si x 2 DA; et Ax�f(0) 2 DA; alors u est une solution stricte du problème (2:1:1) (voir

2.4.4). En plus, si x 2 DA; et Ax� f(0) 2 DA (�) ; alors

u0 2 h� ([0; T ] ;E) \ C ([0; T ] ;DA (�)) \ h� ([0; T ] ;DA ( � �))

pour tout � 2 ]0; [ ; et Au 2 h� ([0; T ] ;E) :

Pour appliquer ce résultat abstrait, on considère le problème suivant8<: @

@t
u (t; x) =

@2

@x2
u (t; x) + g (t; x)

u (0; x) = � (x) pour x 2 [0; 1]
(3.0.1)

posé sur [0; 1]� [0; T ], lorsque le second membre

g 2 C ([0; T ] ;C([0; 1])) :



Application 47

On utilise les notations vectorielles

u (t; x) = u (t) (x) ; g (t; x) = g (t) (x)

et

u (0; x) = u (0) (x) :

On introduit l�opérateur A tel que�
D(A) = f 2 C([0; 1]);  00 2 C(]0; 1[) :  (0) =  (1) = 0g
A =  00

Pour écrire le problème (3.0.1) sous la forme abstraite suivante�
u0 (t) = Au (t) + g (t)
u (0) = �:

(3.0.2)

posé dans E.

Le domaine de A
D(A) = f 2 C0([0; 1]);  2 C2(]0; 1[)g
= C0([0; 1]) \ C2(]0; 1[)

n�est pas dense dans E = C0([0; 1]); car D(A) = C0([0; 1]):

On montre maintenant que l�opérateur A véri�e l�hypothèse (H): Par un calcul direct on

peut montrer que la résolvante de cet opérateur est

(A� �)�1 g =
Z 1

0

Kp
�(x; s)g(s)ds;

où

K�(x; s) =

8>>><>>>:
sinh
p
� (1� x) sinh s

p
�p

� sinh
p
�

si 0 6 s 6 x

sinh
p
� (1� s) sinhx

p
�p

� sinh
p
�

si x 6 s 6 1;

avec Re
p
� > 0; en plus

(A� �I)�1g 6  sup
x2[0;1]

Z 1

0

��Kp
�(x; s)

�� ds! kgk :
De plus, l�opérateur A est inversible et son inverse est donné par

A�1g =

Z x

0

(x� s) g(s)ds� x
Z 1

0

(1� s) g(s)ds:
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D�autre part, on aZ 1

0

��Kp
�(x; s)

�� ds
6 coshRe

p
�(1� x)

j�j1=2
���sinhp����

Z x

0

coshRe
p
�sds

+
coshRe

p
�x

j�j1=2
���sinhp����

Z 1

x

coshRe
p
�(1� s)ds

6 coshRe
p
�(1� x) sinhRe

p
�x+ coshRe

p
�x sinhRe

p
�(1� x)

j�j1=2Re
p
�
���sinhp����

6 sinhRe
p
�

j�j1=2Re
p
�
���sinhp���� 6 1

j�j
���1� e�2p���� 6 C

j�j :

On trouve ainsi que � (A) � [0;+1[ et 9C > 0

8� 2 [0;+1[ :
(A� �I)�1 6 C

1 + �
.

c�est-à-dire, pour tout � � 0; on a

(A� �)�1 g
L2(R) 6

K

1 + �
kgkL2(R) :

par conséquent l�hypothèse sur A est véri�ée. Il reste donc à caractérisé l�espace d�interpola-

tion DA (�). D�après [14] (Theorem 1.2.17, page 28), on a pour tout � 2 ]0; 1[ ; avec � 6= 1
2
;

DA (�) ' h2�0 ([0; 1])

Par conséquent le résultat est

Proposition 3.0.1 Soit g 2 h� ([0; T ] ;C([0; 1])), � 2 ]0; 1[ avec � 6= 1

2
:

I Si � 2 C0([0; 1]); alors u est une solution classique du problème 3.0.1, et lorsque

� 2 h2�0 ([0; 1]);

on a

u 2 h� ([0; T ] ;C([0; 1])) \ C
�
[0; T ] ;h2�0 ([0; 1])

�
\ h�

�
[0; T ] ;h

2(��)
0 ([0; 1])

�
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pour tout � 2 ]0; [ :

I Si � 2 C0([0; 1]) \ C2(]0; 1[); et

A�� g(0) 2 C0([0; 1]);

alors u est une solution stricte du problème (3:0:1).

En plus, si � 2 C0([0; 1]) \ C2(]0; 1[); et

A�� f(0) 2 h2�0 ([0; 1]);

alors

u0; Au 2 h� ([0; T ] ;C([0; 1])) .
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a fait une synthèse sur une partie de l�article "On the Absract Cauchy

Probleme of Parabolic Type in Spaces of Continous Functions" de Eugenio Sinestrari. "

L�auteur a donné des conditions nécessaires et su¢ santes pour assurer l�existence et la

régularité d�une solution classique ou stricte d�un problème de Cauchy abstrait

u0(t) = Au(t) + f(t); t 2 [0; T ]; avec u(0) = x

tels que A est un opérateur linéaire fermé quelconque dans un espace de Banach E et de

domaine DA � E ; véri�ant l�hypothèse

(H)

8<:
il existe � 2

�
�
2
; �
�
et M > 0 telle que;

S� = fz 2 C� : jarg zj � �g � � (A)

et 8� 2 � (A) :
� (�I � A)�1L(E) �M;

où � (A) est l�ensemble résolvant de l�opérateurA; lorsque le second membre f est une fonction

de l�espace de petit Hölder et x est un élément de E.
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