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Introduction

La babésiose est une maladie émergente transmise par les tiques, causée par des pa-
rasites protozoaires du genre Babesia, qui a une morbidité et une mortalité importantes
[4]. La maladie se présente avec des signes cliniques de fievre, qui peuvent étre élevés,
d’anorexie et divers degrés d’hémolyse et d’anémie [5]. Elle a été découvert en Roumanie
par Victor Babes a la fin du 19éme siecle, elle peut étre trouvé partout ou les vecteurs de
tiques existent; elle est plus fréquente dans les régions tropicales et subtropicales. Elle
a un impact économique énorme en raison de la perte de viande, de graisse et de pro-
duits laitiers, provenant d’animaux infectés et morts [6, 14]. Cependant, I'infection chez
d’autres animaux domestiques, y compris les chevaux, les moutons, les chévres, les chiens
et les vaches, a divers degrés d'importance dans le monde. Cette maladie peut étre asso-
ciée avec d’autre maladies dont les complications sont plus graves.

Le Lyme est une maladie bactérienne due a un spirochete, Borrelia burgdorferi, trans-
mise par des tiques du genre Ixodes. Sa répartition est cosmopolite, dans les régions fores-
tieres tempérées et froides de 'hémisphere nord, en raison de la variété des hotes touchés
par la tique. La maladie peut évoluer en plusieurs phases : une phase avec atteinte locali-
sée, I’érytheme migrant, ou le diagnostic est clinique ; une phase de dissémination, avec
des manifestations, précoces puis tardives, cutanées, articulaires, neurologiques, ocu-
laires, cardiaques, ot le diagnostic se fonde sur la sérologie, voire sur la mise en évidence
directe par PCR du génome de Borrelia.[15, 47].

Les tiques peuvent étre infectées par plus d'un agent pathogene (appelé co-infection).
La co-infection peut étre un probléme potentiel pour les humains et les animaux, car les
tiques Ixodes qui transmettent Borrelia burgdorferi, la bactérie qui cause la maladie de
Lyme, transportent et transmettent souvent également d’autres agents pathogenes. Les
co-infections possibles comprennent la borréliose de Lyme, 'anaplasmose, la babésiose,
le virus Powassan et I'infection a B. miyamotoi [18, 17].

Le contrdle de ces maladies se fait principalement par I'éradication des vecteurs, le
traitement des animaux malades et la prévention des manifestations cliniques par chi-
mioprophylaxie ou vaccination [5]. Cela en fait un sujet intéressant de modélisation épi-
démiologique qui est un outil tres important pour comprendre la transmission de 1'épi-
démie [48]. Plusieurs modéles mathématiques ont été développés pour comprendre et
controler I'épidémie de babésiose, nous renvoyons le lecteur a [7, 22, 23, 46] et du Lyme
[25].

Ce mémoire est consacré a la modélisation de la co-infection et de sur-infection des
agents pathogenes transmis par les tiques, avec un accent particulier sur la co-infection et
de sur-infection de Borrelia burgdorferi (agent de la maladie de Lyme) et Babesia microti
(agent de la babésiose). L'objectif global de ce travail est de développer un modele ma-
thématique de la co-infection entre la babésiose et la maladie de Lyme et de fournir des
analyses mathématiques et numériques pouvant servir de base a des travaux ultérieurs.

Ce travail est divisé en quatre chapitres : Dans le premier chapitre, on va présenter
une revue de la babésiose, de la maladie de Lyme et du risque de co-infection et de sur-
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infection chez I'hote, et dans le deuxiéme chapitre, on va présenter les modeles mathé-
matiques trouvés dans la littérature de la babésiose et de la maladie de Lyme. Ensuite,
dans le troisiéeme chapitre on va présenter un modele mathématique de la co-infection
et de la sur-infection entre les deux maladies. Enfin, le chapitre 4 discutera des résultats
numériques du modele proposé. Ce mémoire est terminé par une conclusion générale

qui résume les principaux apports de ce travail et propose des perspectives de recherches
futures.



Chapitre 1

Généralités sur la babésiose et le Lyme

Dans ce chapitre, on donne des généralités sur la babésiose et le lyme qui sont deux
maladies vectorielles dans lesquelles I’agent pathogene (virus) est transmis par un vec-
teur (tique). On présente par la suite la répartition géographique et la situation épidémio-
logique dans le monde et en Algérie en particulier. Puis, on traite le cas ou un individu
sain est atteint des deux maladies. on terminera par une conclusion.

1 Histoire et épidémilogie de la babésiose

Alafin du XIXe (1888) siecle, le parasite Babesia a été observé pour la premiere fois par
le biologiste roumain Babes dans les bovins en Roumanie [40, 12]. Plus tard, il a également
identifié les mémes micro-organismes dans les globules rouges des moutons. En 1893,
Smith et Kilborne ont donné a I'agent de la fievre du Texas du bétail aux Etats-Unis le
nom de Pyrosoma bigeminum et ont, également, montré pour la premiere fois qu'il était
transmis par une tique. Dans la méme année 1893, Starcovici a donné a ces parasites les
noms de Babesia bovis, Babesia ovis et Babesia bigemina, respectivement [12].

La babésiose est une maladie infectieuse zoonotique causée par des parasites micro-
scopiques appelés Babesia transmis par les tiques qui infectent les globules rouges. Elle
se caractérise par une fievre prolongée et une anémie, elle peut se développer d'une in-
fection asymptomatique a une maladie fulminante qui peut étre mortelle. Elle affecte les
animaux vertébrés, en particulier les mammiferes, notamment les chiens, les chevaux,
les vaches, les bovins et rarement les humains [14, 37]. Babesia compte 73 especes diffé-
rentes dont un peu plus d'une douzaine importantes pour les animaux domestiques et
cing seulement infectent occasionnellement ’homme dont la Babesia microti, et la Ba-
besia divergens parasite des bovins [14].

2 Distribution géographique

Actuellement, la Babesia affecte plus de 1,3 milliard de bovins dans le monde et ce
nombre est en augmentation et elle a causé beaucoup de dégats économiques et plusieurs
pays ont été touchés. La Babesia est plus largement distribuée et particulierement impor-
tante en Asie, en Afrique, en Amérique centrale et en Amérique du Sud. Différentes es-
peces de Babesia ont été trouvées chez les animaux telles que les Ixodes et les Boophilus,
et d’autres qui touchent I'homme tels quele B. microti. Ces especes peuvent provoquer
une fievre, une anémie, un ictére et une hémoglobinurie (pigment des globules rouges).
Elles se trouvent dans les divers endroits ou les vecteurs de tiques pertinents sont pré-
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sents (tableau 1). Dans le tableau 1, on cite les différents types de la Babesia, mais cela se
limitera aux animaux domestiques les plus courants [12].

Tableau 1 : Babesia especes d’animaux domestiques [12].

Espece Hote(s) domestique(s) | Genre du vecteur Distribution

B. bigemina | Bovins, buffles Boophilus, Rhipicephalus | Amérique, Australie, Afrique du Sud,
Europe, Chine

B. bovis Bovins, buffles Boophilus, Rhipicephalus | Afrique, Amérique, Asie,
Australie, Europe

B. divergens | Bovins Ixodes Europe

B. major Bovins Hémaphysalis Europe

B. orientalis | Buffle Rhipicephalus Asia

B. ovis Moutons, chévres Rhipicephalus Afrique, Asia, Europe

B. caballi Cheval, ane, mulet Dermacentor, Hyalomma, | Afrique, Amérique, Asie, Europe

B. canis Chien, Chat Dermacentor Europe

B. vogeli Chien Rhipicephalus Afrique, Amérique, Asie, Australie,
Europe

B. microti Rongeurs Ixodes spp Amérique, Europe.

2.1 En Algérie

En Algérie, que peu d’études ont été menées a ce sujet [20, 38, 33, 8]. une premiere a
commencé en 1921 a I'Institut Pasteur d’Algérie et a duré 30 ans par Sergent et al. [38]. Les
auteurs y ont recensé 3 875 cas de piroplasmoses (type Babesia) chez les bovins (de 1924
a 1945) et ont déterminé les especes imliqués. Une autre étude a été réalisée en 2003 par
A. Boulkaboul basée sur I'étude précédente, son but se porte sur deux points nécessaires :
I'identification des especes de tiques inféodées aux bovins de la région de Tiaret et savoir
I'impact de I'effet des phénomeénes saisonniers sur I’évolution de la maladie [33]. En 2011,
au cours d'une enquéte menée dans 88 élevages, sur 770 bovins dans les deux wilaya Oum
El Bouaghi et Skikda. Une diminution significative de la production du lait de 319 litres par
vache infectée a été observée au cours des deux mois suivants la maladie. Sept especes de
tiques ont été collectées dans les fermes au cours de la période d’étude [8]. De plus, le
cotit de la perte du lait apres les deux mois a été estimée a 13 398 DA pour chaque animal
infecté. Si le traitement (5000 DA par vache malade) était également inclus, les pertes
dues a I'infection T seraient estimées a 18 398 DA (183,98 ) par vache infectée. Ces pertes
élevées devraient motiver la mise en ceuvre d'un programme national de lutte contre les
tiques et les maladies transmises par les tiques en Algérie.

3 Mode de transmission de la babésiose

Les morsures de tiques sont le principal mode de transmission de Babesia. Les tiques
sont des parasites hématophages ( un insecte qui vit dans le sang) se nourrissent du sang
de 'animal qu’elles parasitent. Lorsqu’elles prennent leur repas, elles peuvent, si elles
sont porteuses de Babesia, injecter le parasite a leur hote. Une tique saine puisse s'infecter
si sa nouritture était prise d'un hote malade. Elle peut aussi avoir été contaminée des sa
naissance, les larves (le premier stade de développement de I'individu apres I'éclosion
de I'ceuf) ou la naissance issues des ceufs pondus par une tique contaminée étant elles-
mémes contaminées [12, 39].
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D’autres modes de transmissions sont possibles mais rares telles que [39] :

— Une transfusion sanguine contaminée (dont aucun test n’a encore été autorisé pour
le dépistage des donneurs).

— Transmission verticale d’'une mere infectée a son bébé pendant la grossesse ou I'ac-
couchement.

3.1 Comment diagnostique-t-on la babésiose ?

Il existe des tests sanguins, mais la fiabilité de ces tests diminue quelques semaines
apres l'infection. Ces tests souffrent du méme manque de sensibilité que les tests de la
maladie de Lyme. Les tests PCR pour la babésiose peuvent étre utiles s’ils sont positifs,
mais un résultat négatif n’exclut pas la maladie. Lexamen des globules rouges au micro-
scope peut révéler les parasites, mais peu de laboratoires de diagnostic sont qualifiés pour
la tiche rapide d’observer attentivement les globules sanguins [12, 39].

Les symptomes apparaissent généralement d'une semaine a un mois apres l'infec-
tion, parfois plus longtemps. De nombreux hotes infectés par la Babésiose se sentent bien
et ne présentent aucun symptome. Certains hotes développent des symptomes pseudo-
grippaux, tels que la fievre, le maux de téte, la fatigue, la perte d’appétit, I’anémie, la trans-
piration, I'’essoufflement, le manque de sommeil, les vertiges, les douleurs musculaires et
articulaires inexpliquées et le stress et 'anxiété. Etant donné que les parasites Babesia in-
fectent les globules rouges, la babésiose peut provoquer une anémie hémolytique (due a
la destruction des globules rouges) [19, 39].

4 Epidemiologie de la maladie de lyme

4.1 Généralités

Lhistoire de la borréliose de Lyme commence en Europe au 19¢me siecle pour se
poursuivre aux Etats-Unis. La maladie de Lyme tire son nom de la ville de Lyme (dans
le Connecticut aux Etats-Unis) ol elle a été suspectée pour la premiére fois vers 1975. La
maladie fut d’abord appelée "arthrite de Lyme" puis, devant le caractere multi-viscéral
que pouvait entrainer cette pathologie, elle fut renommée "maladie de Lyme". Ce n’est
qu’en 1980, que Willy Burgdorfer (Médecin et entomologiste) mit en évidence des spiro-
chetes dans le tube digestif d'une tique (Ixodes scapularis). C’est en 1982 qu’apres avoir
inoculé les spirochetes prélevés dans 'intestin des tiques, Willy Burgdorfer et son équipe
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*1‘:

W Ixodes pacificus Ixodes ricinus and
B Ixodes scapularis Ixodes persulcatus

B lxodes ricinus Ixodes persulcatus

FIGURE 1.1 — Répartition géographique des tiques Ixodes qui transmettent Borrelia burgdorferi a
I'homme [1]

ont montré que ces spirochétes étaient a 1'origine de la maladie de Lyme. C’est en son
honneur qu'on nomme cette bactérie Borrelia burgdorferi. Par la suite, d’autres souches
ont été mises en évidence provoquant des symptomes différents [12, 35].

La maladie de lyme est une maladie vectorielle zoonosequi touche I'étre humain et de
nombreux animausx, la plus courante des régions tempérées de I'hémisphere Nord. Elle
est causée par une bactérie appartenant au groupe Borrelia burgdorferi, transmise par
morsure de tiques du genre Ixodes ricinus. Les symptdomes cliniques de cette maladie se
déroulent schématiquement en trois phases : une phase précoce localisée avec 'appa-
rition d'un érytheme migrant typique dans les 3 a 30 jours suivant une morsure avec ou
sans symptomes pseudo-grippaux. Elle touche la peau, les articulations et le systéme ner-
veux, et peut devenir tres invalidante, douloureuse, provoquant de I'arthrite, c’est-a-dire
une inflammation des articulations. Le risque d’'infection est déterminé par la réparti-
tion géographique des especes de tiques vectrices (Comme le montre I'image ci-dessous)
et les facteurs environnementaux qui influencent les taux d’infestation par les tiques . 1
donc est impératif que les cliniciens sachent reconnaitre les signes et les symptomes de la
maladie de Lyme. Il est important de connaitre les régions ol I'infection pour déterminer
quels sont les patients a risque et les besoins de traitement. En I'absence du traitement,
peuvent se développer une phase disséminée précoce puis tardive avec des signes neu-
rologiques, rhumatologiques, cutanés et plus rarement cardiaques voire ophtalmiques,
pouvant étre graves et handicapants. Le diagnostic repose sur le tableau clinique, un an-
técédent d’exposition aux tiques et sur des examens biologiques pour les stades dissémi-
nés. Généralement, la maladie est traitée avec succes avec une antibiothérapie précoce.
Grace a la connaissance de cette pathologie et a sa place privilégiée, le pharmacien d’of-
ficine peut participer a la prise en charge des patients atteints de la maladie et mettre en
place des mesures de prévention adaptées et nécessaires pour limiter le risque de mor-
sure de tiques. Une quatrieme phase de la maladie, appelée Maladie de Lyme chronique
[12, 35, 41].

4.2 Laprévalence de la maladie de lyme dans le monde

La distribution de la Maladie de Lyme dans le monde est en lien directe avec la réparti-
tion géographique des tiques Ixodes. D’apres I’'Organisation Mondiale de la Santé (OMS),
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la maladie est endémique dans 63 pays du monde. Elle touche particulierement I’Europe
et '’Amérique du Nord. En Europe, le nombre de cas annuels moyens est estimé entre 65
000 et 85 000 cas, avec d'importantes variations régionales (cote de la Baltique en Suéde,
Slovénie, région du Brandebourg en Allemagne). Aux USA, les chiffres 2013 des CDC font
état d'une estimation de 300 000 cas chaque année [42].

4.3 En Algérie:

Bien que les études sur la propagation de la maladie de Lyme en Algérie soient quasi
inexistantes, il existe une étude menée par Lacheheb, S. Mechakra, S. Laouamri, A. Touabti,
R. Ait Hamouda, M. Hamdi-Cherif, B. Jaulhac, et al. Premiere étude de séroprévalence de
la maladie de Lyme en Algérie réalisée dans la wilaya de Sétif entre 2004 et 2006. Les pa-
tients étaient 874 sujets appartenant a 3 groupes de population : 574 éleveurs, 100 fores-
tiers et 200 donneurs de sang, moyenne d’age 38 ans (8 a 85 ans). Les résultats de cette
étude ont donné 20 sérums testés positifs en IgG au test ELISA au laboratoire Central de
Sétif,ils ont été testés par Western Blot au laboratoire de référence des Borrélia de Stras-
bourg, 10 sérums étaient positifs en Western blot donnant une séroprévalence globale de
1,1 % . Cette séroprévalence était respectivement de 2 % chez les donneurs de sang, de
1 % chez les forestiers et de 0,87 % chez les éleveurs. Il était donc impératif de complé-
ter ce premier travail par une étude clinique avec isolement de la bactérie par culture ou
par biologie moléculaire pour pouvoir affirmer l'existence et I'incidence de cette zoonose
émergente dans notre pays [43].

5 Co-infection et sur-infection

Les tiques peuvent notamment transmettre de nombreuses bactéries, virus, champi-
gnons et protozoaires en méme temps et les transmettre en une seule morsure. Les plus
courantes maladies transmises par les tiques sont : la maladie de Lyme, la babésiose et
I’'anaplasmose. Les maladies acquises ensemble (débutaient au méme temps, ou bien au
cours du développement de la premiére se développera la deuxieme) comme celle-ci sont
appelées co-infections ou sur-infections respectivement.

Les tiques peuvent étre porteuses de plusieurs bactéries la bactérie de Lyme sont sou-
vent porteuses de micro-organismes qui causent d’autres maladies. Le type de co-infection
(ou sur-infection) le plus courant est la babésiose, la co-infection ou la sur-infection est
transmise par des tiques contaminées par plusieurs agents pathogeénes ou par les piqires
de plusieurs tiques infectées par différents agents pathogenes. Les agents pathogeénes res-
ponsables de la babésiose et de la citronnelle rendent possible I'infection des articulations
[6, 35, 36]. Cette infection entraine des pertes économiques importantes dues : a la mor-
talité animale, aux cofits de traitement des animaux malades, ainsi qu’a une production
réduite de la viande, de produits laitiers et de produits pour la peau. Les manifestations
vont de I'infection asymptomatique a la maladie vésiculeuse qui peut étre mortelle. La
babésiose survient souvent en méme temps que la maladie de Lyme a la suite d'une seule
piqtre de tique. Le nombre de tiques porteuses du parasite de la babésiose a augmenté
régulierement au cours des 30 dernieres années. Au cours de la méme période, le nombre
de tiques porteuses de Borrelia burgdorferi (la bactérie qui cause la maladie de Lyme) a
également augmenté jusqu’a 500% dans certaines parties des Etats-Unis [10, 16, 37].
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5.1 Quel est les traitements et les vaccinations de la babésiose et du
lyme?

Plusieurs traitements sont disponibles. Uhotes qui ne présentent aucun symptome ou
signe de babésiose ou du lyme n’ont généralement pas besoin d’étre traitées. Avant d’en-
visager un traitement, la premiere étape consiste a assurer que le diagnostic est correct.

5.2 Vaccination

Les bovins acquiérent une immunité forte et durable aprés une infection par B. diver-
gens, B. bovis ou B. bigemina. Cet avantage a été exploité dans certains pays pour immu-
niser le bétail contre la babésiose [44]. Des techniques plus complexes ont été dévelop-
pées pour produire des vaccins vivants standards [13, 45]. Les inconvénients inhérents a
ces vaccins sont bien connus, notamment les risques de réactions croisées ou de sensi-
bilisation contre les groupes sanguins et la nécessité du transport par la chaine du froid
[45, 46].

5.3 Protection

— Le controle des tique a I’aide d’insecticides.

— La prévention de la chimiothérapie, traitement des cas malades et le controle des
infections.

— Choisir des souches résistantes des tiques.

— Effectuer des controles réguliers des animaux de compagnie.

— Utilisation d’un insectifuge.

— Lorsque vous travaillez ou jouez a 'extérieur dans des zones habitées par les tiques
vous devez :

1. Porter des vétements de couleurs claires ( pour repérer facilement les tiques ), des
chemises a manches longues et des pantalons longs.

2. Créer une "barriére contre les tiques" en rentrant le pantalon dans les chaussettes
et la chemise dans le pantalon.

3. Envisager d’utiliser un insectifuge, selon les intructions du fabricant, lorsque vous
prévoyez d’étre a I'éxtérieur.

4. Inspecter les animaux quotidiennement et retirer les tiques trouvées.

Conclusion

Ces études mulitidisciplinaires peuvent servir de modele pour I'étude d’autres co-
infection et sur-infection a tranmission vertorielle. Déterminer les facteurs envionne-
mentaux de ’émergence d’agents pathogenes qui alimentent la gravité de la maladie chez
I'hoéte atteints d'une infection concomitante aideront a orienter la conception des straté-
gies de prévention et de traitement efficaces [35].



Chapitre 2

Etat de I’art

De nos jours, les chercheurs de différents domaines se sont intéressés a la modéli-
sation mathématique, qui d'une part permet de tester des hypothéses pour améliorer
la compréhension des interactions hote/parasite, et d’autre part représente un outil de
prédiction efficace dans ces systemes complexes. Afin de comprendre plusieurs phéno-
menes, en particulier, en épidémiologie, I'intérét des modeles épidémiologiques réside
dans leur capacité a étudier des scénarios hypothétiques et a fournir aux décideurs des
éléments permettant d’anticiper les conséquences d’'une maladie et I'impact des straté-
gies d’intervention.

Pour étre utiles, les modeles doivent étre adaptés a leur objet et convenablement étu-
diés et validés.

Notre but dans ce chapitre est : d'une part, présenter I'état de I'art des différents mo-
deéles mathématique développés pour les maladies du Babésiose et de Lyme,et d’autre
part, présenter un modele mathématique qui décrit I’évolution des deux maladies dans
le cadre d’une co-infection ou une sur-infection.

1 Etat de Part sur les modéles mathématiques de la trans-
mission de Babesiose

Dans cette partie, on présente différents modeles mathématique de la dynamique de
la babésiose.

1.1 Modele de D.E Aranda et al. en 2012

En 2012, D.F Aranda et al. ont introduit un modéle mathématique continu a popula-
tion de taille constante pour I’étude de la dynamique de la Babésiose chez les bovins et
tiques [22]. Le modele suppose que :

— La population totale de bovins Ng(¢) est divisée en trois sous-populations : les bo-
vins qui peuvent contracter la maladie et devenir eux mémes infectieux (Susceptible
Sg(1)), bovins infectés et capables de transmettre 'infection a d’autres tiques sus-
ceptibles (Infecté Iz(?)), et les bovins qui ont été traités pour la Babésiose (Controlé
Cg(1).

— Le parametre pp est le taux de natalité des bovins. Ce taux est supposé égale au taux
de mortalité.

— La population totale de tiques Nt (#) est divisée en deux sous-populations : tiques
qui peuvent contracter la maladie et devenir eux mémes infectieuses St () et tiques
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1. ETAT DE L'ART SUR LES MODELES MATHEMATIQUES DE LA TRANSMISSION DE
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FIGURE 2.1 — Dynamique de la maladie de Babésiose dans les populations de bovins et de tiques
(22]

qui sont infectées et capables de transmettre I'infection a d’autres bovins suscep-
tibles It (t).

— Le parametre p est le taux de natalité des tiques et il est aussi supposé égale au taux
de mortalité.

— Un bovin susceptible peut passer a la sous-population infectée Ig(#) a cause d’'une
piqtire d'une tique infectée a un taux fg.

— Une tique susceptible peut étre infectée s'il existe une transmission efficace quand
elle pique un bovin infecté, a un taux fr.

— IlIs ont supposé une transmission verticale a cent pour cent pour les populations
bovines g et avec une probabilité (1 — p) pour les populations de tiques, ou p est la
probabilité qu'une tique susceptible soit née d'une tique infectée.

— Une fraction Ag des bovins infectés est controlée, c’est-a-dire traitée contre le para-
site Babesia.

— Une fraction ag des bovins contrdlés peut revenir a I’état susceptible.

— Le mélange homogene a été supposé, c’est-a-dire que tous les bovins susceptibles
ont la méme probabilité d’étre infectés et que toutes les tiques susceptibles ont la
méme probabilité d’étre infectées.

Selon les hypotheéses susmentionnées, le diagramme suivant de la maladie de babé-

siose dans les populations de bovins et de tiques est construit ( voir la Figure 2.1).

La transmission dynamique de la maladie de Babésiose pour les populations de bo-

vins et de tiques est modélisée par le systeme suivant,

S50 = ~PSs(0) 8+ (1 +ap) Cp (1)
I, (1) =PSB (1) j 5 — Asls (1)

3 Cp(#) = AgIp(#) — (up +ag)Cp(1)

S4(0) = ~prSr(0) B+ purlr(2)

I (1) = BrSt(0) 2% — purlr (D).

1.2 Modele de L. Bouzid et O. Belhamiti en 2017

Un autre modele a été introduit en 2017 par L., Bouzid et O., Belhamiti [23]. Dans ce
travail, les auteurs étudiaient I'impact de l'effet saisonnier sur la dynamique de la babé-
siose dans les populations des bovins et des tiques. Le taux d’infection joue un role im-
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FIGURE 2.2 — Schéma illustratif du modele [23]

portant dans la diversité des infections. Ce modele a été validé en utilisant des données
expérimentales. Les résultats obtenus par des simulations numériques montrent que le
changement climatique est 'un des principaux moteurs des épidémies de babésiose dans
des régions du monde géographiquement diverses. Cela a permis de comprendre que le
controle et le traitement des tiques pour la babésiose pouvaient réduire considérable-
ment le taux de propagation de la maladie. Une illustration du modele est représentée sur
la figure 2.2.
Le modele est décrit par le systeme d’équations différentielles non linéaires suivant,

S5 (1) = —PrB(H)SB(HIT() + (uB + aB)Rp(Z)
I5(2) =PrB(1)Sp(1)Ir (1) — ApIp(2)

R () = AgIp(#) — (up + ap)Rp (%)

S/.(t) = —BrrB(1)ST (NI (1) + purlr(f)

I7.(8) = BerB(1)ST (DI (2) — purlr (),

avec les parametres Pgr, P, OB, AB, UB, MT €t p sont définis comme dans le modele
de Aranda et al., B(#) est le taux d’'infestation en fonction du temps.

1.3 Modele de A. Mezouaghi et al. en 2019

En 2019, A. Mezouaghi et al. ont proposé un modéle spatio-temporelle de la transmis-
sion de la babésiose dans les deux populations des bovins et des tiques ou I'effet spacial a
été intégré en utilisant un terme de diffusion [7]. L'étude a considéré que I'’espace d’étude
est un carrée de longueur L, ainsi un systeme d’EDPs en compartiments SEIR-SEI a été
utilisé. Le modele a pris en compte deux facteurs importants dans la propagation de |’épi-
démie : le premier est la mobilité des bovins infectés et des tiques infectées, et le second
est le mécanisme d’infection des plus proches voisins. Le modeéle de réaction et de pro-
pagation qui décrit le développement de la babésiose est donné par la figure suivante 2.3.

La dynamique de transmission de la Babésiose pour les populations des bovins et des
tiques a été modélisée par le systeme d’équations différentielles normalisé non linéaire
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FIGURE 2.3 — Schéma illustratif du modele [7]

suivant,

w = —PreBSs (¢, %, y)Ir (¢, x,y) —KrsSs (2, %, ¥) VIt (t,x, ) + (1B + o) Rg (£, X, ¥)

w =PreBSs (£, %, y) It (1, x, ¥) + KrgSs (¢, X, y) V?Ir (£, x, ¥) — vgEg (£, x, )

w =DgV?Ig (1, x,y) + vgEg (£, x,¥) — Aglg (£, X, )

) W =gl (#,%,y) — (1B +aB) Re (£, x, y)
W =—PBrrBSt (2, x,y) 18 (¢, x, ¥) — KprSt (2, x,¥) V2Is (2, x, ) + ppr (Ir (¢, x,¥) + Ex (2, x,y))
W =PerBSt (£, %,y) I8 (£, x,y) + KprSt (1, %, ¥) VIg (£, %, ¥) = (pur + vr) Er (1, %, ¥)

Oir (1,x,
% =DV?Ir (8, x,y) - purlr (£, x,y) + vrEr (2, x,y) .

avec les parametres Pgr, P, OB, AB, UB, M €t p sont définis comme dans le modele
de Aranda et al,, et,

vp : est la vitesse quotidienne a laquelle les bovins exposés deviennent infectés.

vt : est la vitesse quotidienne a laquelle la tique exposée s’infecte.

Le modele a montré que la mobilité des agents infectés est le principale responsable
de la transmission des maladies infectieuses sur de longues distances et que son controle
peut réduire considérablement la propagation et la vitesse de la maladie.

2 Etatdelartsurles modeles mathématiques de la maladie
du Lyme

Maintenant, on introuit quelques approches mathématiques de la propagation de la
maladie du Lyme.

2.1 A.Nguyenetal., en 2019

En 2019, A. Nguyen et al. ont développé un nouveau modele qui décrit la transmission
de Lyme et qui integre les principaux vecteurs : les tiques a pattes noires (I. scapularis),

13



2. ETAT DE L'ART SUR LES MODELES MATHEMATIQUES DE LA MALADIE DU LYME

FIGURE 2.4 — Schéma illustratif du modele [25]

les souris a pattes blanches (Peromyscus leucopus) et le cerf de Virginie (Odocoileus vir-
ginianus) [25]. Ce modele a demontré que la présence de plusieurs vecteurs peut avoir un
impact significatif sur la dynamique et la propagation de la maladie. Les résultats obtenus
indiquent qu'une période d’alimentation de pointe plus longue conduit a une prévalence
plus élevée de l'infection. De plus, le mouvement des cerfs peut ne pas étre un facteur
principal des épidémies de maladie de Lyme a court terme, a long terme, il peut contri-
buer de maniere significative aux infections locales dans les comités voisins, qui finissent
par atteindre une stabilisation endémique. Ils ont considéré les trois stades de cycle de
vie de la tique : les larves (L), les nymphes (N) et les adultes (A). Les sous-populations
de nymphes et de tiques adultes sont divisées en classes susceptibles et infectées, tandis
que les larves ne contiennent qu'une seule classe sans infection en raison de I’absence de
transmission verticale de la maladie des adultes a leurs ceufs et de la méme maniere aux
hotes mammiferes primaires, les souris a pattes blanches (M) et le cerf de Virginie (D),
divisés en groupes sensibles et affectés. Ainsi, leur modeéle se compose de cinq compar-
timents de tiques (Lg, N, Nj, A et A;), de deux compartiments de souris (M, M;) et de
deux compartiments de cerfs (D et D;), ot | s et i représentent les susceptibles et I'in-
fectés, respectivement. Linteraction des trois vecteurs impliqués dans la dynamique de
transmission de la maladie de Lyme est complexe, rendant leur modele particulierement
unique. La figure présente un diagramme schématique de la conception de base du mo-
dele.
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3. ETAT DE L'ART SUR LES MODELES MATHEMATIQUES DE LA CO-INFECTION ET LA
SUR-INFECTION DE DEUX MALADIES

Ce diagramme est modélisé par le systeme suivant,

4 =11 (As + A) (M + M) + b (D5 + D)) (1 - emrrasso o7
_BLLS (M +M;) + b, (Ds +D;y)) - eLLi
d;]ts =PBrLLs M+ brDg) + (1 —wn) BLLs M; + brD;) — PN (M + M;) + by (Ds + D;)) — 85N,

O = wnPBLLs (M + b.D;) — BuN; (Mg +M;) + by (D +D;)) — 3NN;
"’ =BNN; (Mg + byDy) + (1= wa) BN (M; + byD;) — SnA

1 L= yaBNN; (M; + byD;) + BNN; (M +M;) + by (Ds + D)) — SnA;
Qfs—rM(MﬁM)(l— 1) = BamMN; — BanMA;

1 = BAMA; + BavMA; - (M + M) (1)
. _ 1 (D, +D) (1- R) - BrNpDsN; - BanD;A,;

i
d S
—+ =PapDsA; +PapDsA; — rp (Ds + D) (I?—D) ,

3 Etatdelartsurles modeles mathématiques dela co-infection
et la sur-infection de deux maladies

Dans cette section, on cite quelques travaux sur la coinfection et la surinfection des
deux maladies.

3.1 Modele de Bei Sun, et al. en 2020

En 2020, Bei Sun et al. ont proposé un modeéle qui décrit la propagation des deux épi-
démies dans les deux populations de tiques et hotes. Ils ont formulé un modele de type
SI qui prenait en compte les interactions épidémiologiques et biologiques entre ces deux
agents pathogenes chez I'hote et le vecteur [6]. Une étude mathématique a été faite, ou le
taux de reproduction de base noté Ry et d’invasion Ry sont introduit afin d’étudier la sta-
bilité des points d’équilibre et d’expliquer comment une maladie peut envahir une tique-
hote population ou une autre maladie est déja répandue. Une illustration du modele est
représentée dans la figure 2.5.

Le modele est donné par,

AT — Ap— B1HL (1) +B2HL(0) +BsHE (1) + P31 HE () + PaoHL (0) T8 — pr T (1)

ar H(D)
dTi(p T5(1) T5(1) : TS(1) : TS(1) :
i =B H! (1) 110 o + P HL (D) 172 s — PreHy () g — B3t Hy () 5 — nr Ty (0)
dTs (1) TS(1) T5(1) P TS i TS ;
ar = B H (1) 110 O + P HL (D) 172 i — PaH (D g —BasHz (D) g5 — HrT5(0)
ati (o) T3() T5(0) TS (1) TS (1)

| ~ar =Pt (058 +BrzHS (0 gy +PrsH () sy +BerHY (0 g5 +BasHA (1) iy — mrT4(0)
D — Ay — (g TEH(8) + 0 TE (1) + o TE(8) + ag1 T4 (8) + a2 Th () 2L — g HS (1)

az H(D)
D0 — oy T () 10 i 0 4 oy TE (1) H{f; a2 T (t)‘ﬁft? 31T3(t)}§(§? upHi (1)
0 - oo Hj () 10 e By o1 (0 B g1 (1 g t)lﬁ((:)) wHL)
L0180 5+ 5 0 50
ou:

— H et H représentent les hotes suceptibles et inféctés, respectivement.
— T® et T' représentent les tiques suceptibles et inféctées, respectivement.
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SUR-INFECTION DE DEUX MALADIES

FIGURE 2.5 — Schéma illustratif du modele [6]

Conclusion

Différentes méthodes ont été utilisées pour modéliser mathématiquement la dyna-
mique de ces deux maladies, en décrivant mathématiquement la transmission de la ba-
bésiose et de la maladie du Lyme, ainsi que la co-infection et la sur-infection entre les
deux maladies. On vu le modele de Gaff et Gross en 2007 [50], le modele de Aranda et al.
en 2012 [22], modele de Bouzid et Belhamiti en 2017 [23], et modéle de A. Mezouaghi et al.
en 2019 [7]. Plus un modele de transmission de la maladie du Lyme, le modele de Aileen

Nguyen et al., en 2019 [25]. Ainsi qu'un modele de co-infection, modele de Bei Sun, et al.,
en 2020 [6].
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Chapitre 3

Modélisation mathématique de la
coinfection et surinfection par la
babésiose et le Lyme

Dans ce chapitre, on va présenter un modele mathématique qui décrit 1'évolution
des deux maladies dans le cadre d’'une co-infection (infection simultanée) ou une sur-
infection (infection secondaire) par la babésiose et le Lyme. Dans un premier temps, on va
construire le modele mathématique en se basant sur des hypothéses réalistes. Ensuite, on
va faire une analyse mathématique ou on va appliquer le théoréme de Chauchy-Lipshitz
pour démontrer 'existence et I'unicité de la solution de notre systéme et, aussi, on va cal-
culer les points d’équilibre et le taux de reproduction d’invasion Ry. Puis, on va étudier la
stabilité de ces points.

1 Notre contribution

Dans le but de décrire la transmission de la babésiose et le Lyme lors d'une co-inféction
ou sur-infection, on va utiliser le modele a compartiments SIS-SI, on pose :

La population d’héte est notée Ny et elle est divisée en deux classes :

— Sy :les individus qui sont susceptibles d’étre infectés,

— Ip : les individus qui sont infectés par la babésiose ou le Lyme tels que,

Iy = Iy + Inr + InBL,

ol Iyp représente les individus infectés par la babésiose, I, les individus infectés
par le Lyme et Iypy, les individus co-infectés (sur-infectées).
De méme pour la population de tiques, elle est de taille Nt et est divisée en deux com-
partiments :
— St :les tiques susceptibles d’étre infectées.
— It :les tiques porteuses au moins de I'une des deux maladies telles que,

It =Irg + Ity + IrBL,

ou It sont les tiques infectées par la babésiose, Iy, sont les tiques infectées par le
Lyme et ITgy, sont les tiques co-infectées (sur-infectées).

Afin de construire le modele mathématique, certaines hypotheses sont envisagées :

— La population est homogene, ce qui signifie que tous les individus ont le méme
risque de contracter une ou les deux maladies.
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1. NOTRE CONTRIBUTION

— Les hotes et les tiques sont supposés nés susceptibles.

— La migration est négligéable.

— Latransmission du virus ne se fait qu’a travers le vecteur (les tiques) c.a.d on n’a pas
de transmission hote-hote.

— L’hote ou la tique vont passer successivement d'un état sain a un état infecté.

— Le parametre B est le nombre moyen de piqires faites a’hote par une tique pendant
la durée de son espérance [7, 24].

— Les parametres Prp, PrL €t PrpL. sont les probabilités de transmission d'une tique in-
fectée par la babésiose, le Lyme et les deux maladies réspectivement. Autrement dit,
la propabilité d’infection pour les hotes sensibles piqués par des tiques infectieuses
[9, 23].

— Les parametres Pyg, Praret Pusr, sont les probabilités de transmission d'un hote in-
fecté par la babésiose, le Lyme et les deux maladies, réspectivement [9, 23].

— Les produits PrgB, Pr1.B et PrpLB sont les nombres des piqures efficaces (par jour)
par tiques porteuses de la babésiose, du Lyme et des deux maladies, réspectivement
(c-a-d le taux quotidien auquel les hotes suscepitilbles sont devenus infecté) [6, 7,
24].

— Les produits BB, PrrB et PrprB sont les nombres des piqtres efficaces par jour
des tiques susceptibles effectuent sur un hote malade par la babésiose, le Lyme et
les deux maladies, réspectivement .(c-a-d le taux quotidien au quel les tiques sus-
ceptibles deviennent infecté) [6, 7, 24].

— Les taux de naissance et de mortalité des hotes sont supposés constants et négli-
geables c.a.d. Uy = Up = My sur un court temps (par jour) [32].

— Le taux de naissance et de mortalité des tiques sont supposés constants, négligeables
et sont notés pr (par jour) [32].

— Les parametres yi,Yp (par jour) sont les taux des hotes infectés qui sont guéris de la
babésiose et du Lyme, (réspectivement) [6, 32].

Les variations des différents compartiments (i.e. classes) sont représentées sur les

deux diagrammes ci-dessus,

Notre nouveauté dans ce travail est qu’on a considéré que la réinfection est possible
pour les deux maladies chez les hotes (tel que 'humain) [3, 11]. La sur-infection et la
co-infection par deux agents pathogenes transmis par les tiques peut étre représenter et
formuler par le systeme d’équations différentielles non linéaire défini sur [0,T] avec T
représente le nombre de jours.

La population d’hote est donnée par le systéme suivant :
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2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

aNy urNr

143
I 1 I, I
BriBrr NL; < BrsBra NL: Bri B NL: BupBus ;*:
I T - Igg ------=- > NG luB

BreiBrer T* BrsBrs

¥s

Biupy BLt By Byp B

- I BetsLBusy Ny PusBus vy I[S’ B, 5 s By
BreuBrer o+ BriBri - r 7 PusLBusL -+ PuuBary

Nr Nr |

1

I

I

I

I

I

1

1

1

I

2‘"‘

=
-«

-

FIGURE 3.1 — (a) :La transmission des deux épidémies dans la population des hétes. (b) : La trans-
mission des deux épidémies dans la population des tique

La population de tique est donnée par le systeme suivant :

I, (£) Ty (1) Ty, (1)
M = urNt — (ﬁHLB =+ BupB-2— + PrpLB—L HBL + T)ST(I)
dI (t) Iy, (1) ( ) I )
—— =Pu B3 HL St(t)— (ﬁHBB = + BrpL B2 HBL + MT)ITL (1)
dI (t) I (t) (t) I 1)
X TB =PusB— HB St(8) - (BHLB =+ BypL B HBL + HT)ITB (1)
dI ) 1 ) T (8 1 )
TBL =PusLB— HBL St () + (ﬁHLB =+ Byp B HBL )ITB (1)
(5 BIH u +5HBLBIHBLU))ITL (1) — prlry (1),
avec les conditions initiales,
Su() = S, Iy (0) =1y, Try (0) =Ty, Ty, (0) =Ty, , ST(0) =Sy, Iy (0) =Ty, Iry (0) =Ty,
etl, (0) = 13 >0.

2 Analyse mathématique du modele :

Les deux populations sont constantes :
— Vérifier que Ny est constante, pour tout ¢ € [0,T], on a,
N, = S+,
Mu (Su +1n) — UuSH (1) — pply
= 0,

d’oty, la population de I'hé6te est constante a tout moment ¢.
— La population totale de tique Nt est constante a tout moment £, car pour tout f €
[0,T],ona:

/
NT

STh+1;
0.
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2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

2.0.1 Normalisation des systemes

En divisant les sous populations des hotes par Ny, on trouve,

dSy (1) I (1) Ing () It (0 Irg (1) IT (1) Sy (0
Nodr = MH+A YL + VB — |PriB—— + BB~ + PreLB—— + HH |
dly, (1) It () sy (¢ Ity (0) (1 H (t)
NHLdt_ =PriB LT H( ) ([3 B-2 "‘ﬁTBLB TpL +YL+ HH) 1\%H
dlyg (1) It (t)s t IT (t) IT (t) Ing (1)
\ Taar =PmBBRT R H() (ﬁ LB~ +BrBLB—— + YB + i |
dlyg, (1) It (t)s t IT (1 IT (O I (1)
N =P BE— 2 4 (5 B + BB~ ) S (ﬁTL
Tng; (1)
—MHR—
On note,

S (t Ty (£) I, (1) Ty (1)
SH(t):%, IHL(t):Hl\LI—, I, (0 = 22 et Ty, (£) = —2—)
H H

H Ny
alors,
dSy (1) _ dSu(0) dlu, () _ dly, (1) dluy (1) _dlyy () dluy, (1) _ dlay, (8

Ty, (1)) Ty (1)
Nr

dt  Nydt' dt — Nygdt  dt — Ngdt' dt  Ngdt '

De méme pour les sous-populations de tiques, on divise par Nt, on obtient,

A0y, _(ﬁHLBIH L0 BBl m+ﬁ IHBL(an)SKI_(Tt)
%4’)}1 BIHL:) 0] ([3 BIHB(t) - Buup B HBLm . IT&I:)
< %:BHBBIHB?IE” st (f) BIHL(n + B BLBIHBLH(r) +P-T) ITﬁin
dll\?fliz(f) = PHsL BIHBLU) S (8 BIHLU) +PHs IHIEILH(U)%
(BHBBIH g (0 ﬁ IHIEI];{(I)) ITIG:) _ TITE}(I)-
On note,
St(1)= S1T\1(Tt) I, (1) = T;];) Ir, (1) = NY) et Iy, (1) = ITIB\LTT(”,
on a bien,
dSr (1) _ dST(t)y dlt, (1) _ dlr, (t)y dlt, (1) _ dlr, (1) o dlty (1) _ dlry, (t).
dt  Npdt dt Nrdt '~ dt Nrdt dt Nrdt

Soient Sy (1), I, (), In, (1) et Ing, (£) €[0,1]. Donc, le systéme de I'hote devient,

dlyy, (1)
L = BruBly, (1) Sk (1) — (BBl (1) +BreuBlry, (1) + YL+ i) Ty, (1)
di

{ H_B(” =PBreBlIr, (1) Su (1) — (BruBIr, (1) + PreLBIry, (1) + Y + pn) Iy (1)
leBL(t)

=BrerBIry (1) Su () + (BreBlry (£) + BrerBlry (1)) Iy, (1)
(ﬁTLBITL (£) + BreuBry, (1)) Iry (8) — paliy, (1)

Ny

ds;t(t) = pu + Yulug () + Yelig () — (BroBlr, () + PreBlry (£) + PreLBlry, () + pu) SH (1)

(3.1)

Soient St (£),It, (£),Itg (£),Iry (£) €10,1]. Le systeme normalisé associé a la population de

tiques est donné par,

dsjtm = pr — (BurBIn, (1) + BrsBIny (1) + PrsLBliy, (1) + pr) St (£)

% = BurBly, () St (£) — (BusBlug (1) + PrpLBluy, (1) + pr) It (2)
I
¢ DO 8y sBI, (1St (1) — (BriBliy (1) + BrLBliy, () + pir) Iy (1

= BupLB (St () + Ity (1) + Iy (1)) Ty, (£) + Prr Bl (8) Iy, ()
+ﬁHBBIHB () It (2) = prIrg ().

(3.2)
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2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

2.0.2 Existence et unicité

Le modele décrit par (3.1) et (3.2) est un systeme d’équations différentielles non li-
néaires, autonome du premier ordre. Il peut se réécrire sous la forme du probleme de
Chauchy suivante,

X' ()=FX(1),t€]0,T
{ (1 =FX(1),t€]0,T] (3.3)

X (0) =Xo,

X(0)=(Su ), Iy, (0, Iny (), Iny, (), R (8),S1 (), I, (1), Iry (£), Iy, (t))T,

et F est une fonction de classe C! définie sur R & valeurs dans R? par,

FX(1) = (f1 X (), foX(2),..., fs (X(t)))T,
avec,

fi X () = pr + Yol (8) + YeIng (8) — (BBl (1) + PreBlry (£) + BrerBlry, () + W) S (1)
fo X (1)) =BriBlIr, (1) Sn (1) — (BreBlIry (£) + PrerBlry, (1) + YL + prr) Iy, (2)

f3 X (1) =PrBlry (1) Sh (1) — (BBl (£) + BreLBlIry, (1) + Y8 + pu) Ly (2)

fa X (1)) = PreLBIry, (£)SH (1) + (BreBlty, (2) + PrerBIry, (1) In, (1)

+ (BrLBIT, (1) + PrELBITy, (1) Iny, (1) — pilpg, (0

f5 X (1)) = pr — (BuLBIn, () + BupBlu, (1) + BusLBluy, (1) + ur) St (1)

fo X (1)) = Bl (1) St (1) — (BusBlu, () + PrupLBIuy, (1) + pr) Ity (1)

fr X (1) =PupBl, (1) St (1) — (BrLBIy, () + PrpLBly, () + pr) Iy (1)

fa X (1)) = PrpLBIny, () (St () + Ity () + Ity (1)) + Pr Bl (0 Iy (2)

+PupBlIng (1) Ity () — prlTy (7).

On note par I =[0,T], N(.) lanorme de I'’espace de fonction continue définie sur I dans
R (i.e C(I,R?)) et elle est définie par,

N (X) =sup [IX (DI,
tel

avec, ||| est la norme de R8.

Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz est un outil important dans I’étude des équations
différentielles ordinaires ot sous certaines hypotheses de régularité du second membre
F, le théoréme nous garantit |'existence et I'unicité de la solution.

Dans cette partie, on montre une version plus forte du théoreme dans laquelle on va
supposer que la fonction F est globalement lipschitzienne. C’est cette hupothése qui on
va garantir I'existence d’'une unique solution sur le domaine I.

Théoreme 3.1 SiF le second membre du systeme (3.3) est une application continue et glo-
balement lipschitzienne. Alors, le probleme 3.3 admet une unique solution X définie sur1
tout entier.

Preuve. Montrer que le probleme admet une unique solution ramene a montrer que la fonc-
tion F est globalement liptschizienne i.e. pour touti=1,2,...,8, f; est globalement liptschi-
zienne. Soient1c RS, f:Ix R® - R8 K un compactdel, t €K et XW (1), X@ (¢) e R8.

1. fi est globalement liptschizienne :

21



2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

Ona,

| i X1 ()= fi Xz (1)
v (1) 0 -1 o)+ prB (1) S (0 - 18 (08 1))
= | v () 0-1 @) +prsB (1) 08T (0 -1 (08 ()
+pracB (1) 08P 0 -17 8T (0)+uu (S (-8 (1)

; 2) 1) (2) €] 2) 1)
En ra]qutant et retranchant les termes L (08y (0,1 () Sy (1) eIy, (£)Sy (1),
on obtient,

1 sy -1 (18P

1 sy 0 -12 08 0 +12 08y 0 -17 (18P 1)

< | o-12w)sy o]+ 12 o sy 0 -sP )|
< [Ro-12ol+[sPw-s2 ),
et,
1) 1) 2 2)
1 sy 0 -12 (18 1)
= I(TIB)(r)sg)(t)—I(Tzé(t)sg)(t)+1¥§(z)sg)(t)—I(Tzé(t)sg)(t)(
< | o-12@)sy o]+ 12 o (s 0 -s§ )|
< [Ro-12 0|+ |sPo-sP ),
et,
8] 1) 2) 2)
1) 08y 0 -12 08 0|
— €8] €8] _1@ 1) 2 €8] _1@ 2)
= [ 0sP 0 -12 wsP 0 +12 sy 0 -12 s )]
< |2 0 -12 0)sP @]+ 12 o (s 0 -sP )|
< 19 @-12 @|+[sP 0 -sP o).
Ce qui implique que,

| /i X1 (8) = fi Xz (1)

YLD 0 - 12 0]+ ys 1) (0 -1 0
< | B[ @Sy 0 -12 (18P 0] +prsB 1) (1S (0 -12 (8T (1)
+praB[I) (08P (0 -12 (08P (0] + |8 (1) -8 (1)
[ s -1 @ vuftig -1 0] + (wn+ BB+ pruB + prus) 817 0 - (0
+prB|Y (0 =1 ()] + BruB L) (0~ 12 (0| + BrauB L), (1) -1, (1)

TsL TBL
Maintenant, il nous reste a montrer que pour tout x € R" on a,

lxil < lxll,i=1,..n. (3.4)
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2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

Soitx e R"™. On a,

(xi - \/(xl)2 + ()% + ...+ (xn)z) (xi + \/(x1)2 + ()2 4.+ (xn)2)

= ()? = () + () + o+ () ? + ()% + (01)% + o+ (X0)?)
= = (D) + (D)% + e (- + (X141 F e+ (x0)7)
< 0.

En appliquant la propriété (3.4), on trouve,

v 0 -13 0] < v X 0 -x? 0]

)

YB ‘Ig; -1 (t)‘ <ye XV (0 -X@ (1)

(M +PrLB + PreB + PrELB) )Sg) (1) -82 (1) ‘
< (un +PriB+preB+precB) XV (0 -XP (1],

BruB|IY (0 -1 (0] <pruB XV (1 -xP ()],

BruB 1) (1) - 1% (0] < BrsB X" (0 -X? (1],

et,
BroB |1, (0 -12 (6| <BrmuB X" (1 -XP (1]

Alors, on a bien,
| A X1 (1) - fi K ()] <K XV () -X@ (0],

avec,
ki = (YL +YBtHHt+ ZﬁTLB + ZBTBB + zﬁTBLB) .

D’oui, fi est globalement liptschizienne.
2. [, est globalement liptschizienne :

En appliquant le méme raisonnement pour la deuxieme équation, on a,

12XP @) - (X% )]
BriB (I(TIL) 0S% (0 -1P (S (t))
= || +BrsB (I 015 0 -1 01 ) + (v + ) (1) (0 -1 2))
+precB (15 (01 (0 -1) (1) (1))
BrB (I(TIL) 0S% (0 -1P (0 ST (t))
+|BraB (12 012 (0 -1 1) )]+ |(y+ ) (12 (0 -1 ()
+|praB (12 (012 (0 -1 01 )|

/N

En appliquant le méme procédé comme dans la premiere équation, on trouve,

12XV 1)~ (X2 0)]
o ( BriB | XM (1) = X@ (0| + (Yo + pu + PreeB + PreB) | XV (1) - X@ (1) )
h +(BrLB +BreB) [XV (1) = X@ (1)|| + BrecB XV (1) -X@ ()| '



2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

Donc,
|1 XY 1) - £EXP @) <k XV @0 -XP 0],

avec,
k2 =YL+ pu +2071LB + 2B1EB + 2B7RLB,

d’ou, f> est globalement lipschitzienne.
3. f3 est globalement lipschitzienne :

En appliquant le méme procédé, on a,

|f3 (X(l) (t)) —fs (X(z) (t))|
BrsB )Sﬂ) (1) -8? (t)‘ + (yB + pu + PraLB) ‘Ig})s -1y (t))
+prB|I2 (0 -1 ()] + pruB 1) (0 - 12 (1)
< (BrsB+ys+Hu +PreLB +PriB +preB) X (1) -X® (0],
d’oti,
1 XY 1) - X2 1) < ks XD () -x? (1),

avec,
k3 =PreB+Yp + uy +PreLB +PrLB +P1BB,

donc f3 est globalement lipschitzienne
4. f, est globalement lipschitzienne :

Ona,

| (xP(0) - £ X? 0)]
BreLB ‘sg) (t) -8 (1) ‘ + (BrpLB + Pr1B) ‘Iﬁf} (=T, (0
< + (BreLB +PreB) \Igg -1 (1) ‘ +Hy ‘1% (-1 (1)
BB ‘I%) (0 -1? (t)’ +BrsB )1(T1B) (1) -1 (t)‘ + 3B B[ (0 -12 (1 ‘

TgL
< (6BreLB +2PrB +2p7EB + pu) [ XV (1) -X? (1),

donc,
1A (XY ®) - (XD @) <k XV (1) -X@ (1),

avec,
k4 =6P1RLB + 2071.B + 20TRB + pp.

On en déduit donc que fy est globalement lipschitzienne.

5. f5 est globalement lipschitzienne : Comme précédemment, en rajoutant et retranchant
les termes I(}i)3 (1) S(TD (0, Ig])3L (1) S(TD () et Iﬁi €3] S(Tl) (1), on trouve,
€8] (2)
A9 &0 - 12 x )
BrsB |12 (1)~ 1) (0] + Bru B[ 12 (1) -1} ()] + Brum B[I), (0 - 1D, (0|
+ (1t + PreB + PrsLB + PriB) ‘S(TZ) (1) —SY (t)’
< (pr+2PupB +2BupLB + 2P B) [ XV (1) -X@ (1),

d'oul
£ @~ 2 x| < ks XV 0 -x2 o]
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2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

avec,
ks = (ut + 2PuBB + 2PHpL B + 2PHLB),

donc, f5 est globalement lipschitzienne.
6. fs est globalement lipschitzienne :
En rajoutant et retranchant les termes Igi (1) S(TZ) (n), ) 15 (1) I(TIL) (2) et IS;L (1) I(TlL) (1), on

Hg
obtient,

|2 0 - £2 x|
BuiB L) (0~ 1 (0] + BB 1) (0~ 1], (0| + Bumt B 1) (6 -1 (1)
+f)HLB ’Sg}) (1) — S'(I‘Z) (l‘)’ + (ﬁHBB + ﬁHBLB + IJT) )I%ZL) (1) — I'(IIL) (t)’
< (2BuLB+2PuBB +2pupLB + pr) [ XV (0 -XP (1),
donc,
A0 &) - 12 X @) < ks [XV (0 -X2 0],

avec,
ks = (2BuLB + 2PupB + 2PupLB + HT),

d’oti, fgest globalement lipschitzienne.
7. f7 est globalement lipschitzienne :

De méme, on trouve,
1 (2)
Do) - £2 X))
BusB L) (0~ 1%) (0| + BusB[sP (1) =P (1] + Bum B[LE, (0 -1 (1)
+BupLB |12 (1) -1 (0| + BB 1) (6 - 1) ()] + BruuB[1E) (0 - 1) (1)
e |12 (0 -1 (o)

< (2BusB +2BupLB +2pmLB + pr) [XP (0 -X® (1),

/A

alors,
177 e - 17 x| < ke XV 0 -2 )]

avec,
k7 = (2BugB + 2PupLB + 2BuLB + pr)

d’oti, f; est globalement lipschitzienne.

8. f3 est globalement lipschitzienne :
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. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

Ona,

Do) - 12 X))

+ﬁHBBIgl)3

Yoy o-19

+PrpLB [If)

N

En rajoutant et retranchant les termes S(TD €3) Ig;L (1), I(TIL)

et Igi (1) I(TZB) (?) et en suivant les étapes précédentes, on obtient,

P o) - 12 X @)

-1

1@
(0 IHBL

10
IHBL
€Y
IHBL

+PupLB I(TIL) (1) —I(TZL) ()| +PuBLB
+PrsLB Iy (1) — 1) (1)| + PrsLB
+pusB (L) (1) -1 ()| +PrsB
+preB (L) (0 -1 ()| + BB
12 (0 -1 (0

N

- [ (0-82 (0] + 1) () -1 (1)
HBL

N

+BusB |1 (0 -1 0|+ 1 (0 - 12 (1)

< (GﬁHBLB + ZﬁHBB + ZﬁHLB + HT) ”X(l) (1) _X(Z) 0

donc,

N1

BHBLB (S(T” (O +1g) () +1) (t)) I (0 +PuBIy (DI (1)
I (1) - prly) ()
BB (P (0 + 17 (0 + 1Y) (0|1, (1
—BriBL; (DT}, (1) —PusBLy) (NI (1) + prlf) (D)
1) 1) 2) 2
BusLB[sY (VL) (0 -SP (015 (1)
(N1
1) (1) _1@ 2)
+BueLB Ly, (DL, () 13 (DI (1)
+usB L) (1) (0 -1 01 (1)
1) 1) 2) 2) 2 1)
B [LY (01 (0 -1 012 (0| + e [12, (0 -1, (o)

(2)

HpL

BuunLB|SP (1)~ SP (1) + Bus B[] (0 -1 (1)

(7)
(2)

Y -1 @
1) 2
10 -12 ()|

I 0 -12 @] +3[1D, 0 -1 0|

||,

2
HpL

(1)

0,1y L7 (0,1 OL ()

B (I (0 -1 (0] + 1) (0 - 12 (0| ) + e |12, (0 -1 ()|

|5 o= 157 o) < ha [X (01X (0]

avec,
kg = 6PHpLB2PHBB + 2BHLB + pT,

d’ou, fg est globalement lipschitzienne.

Par conséquent, comme les f; , i =1...8 sont globalement lipschitziennes, alors on a :

IFX1) —FX) Il < ClIXy = Xall,

C=max (k;).
i=1..8
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2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

Ce qui implique que,
N(FX;) -FX2)) < CN(X; —X2),

d’oii, F est globalement lipschitzienne.

Montrer queF est continue. CommeF est globalement lipschitzienne et d'aprés le théo-
réme [Annexe B] F est continue. Donc, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz le probleme
(3.1) et (3.2) admet une unique solution X(t) continue surl. m

2.1 Taux de reproduction de base

Le taux de reproduction de base Ry est un concept clé en épédimiologie, il est utilisé
par les biologistes et les spécialiste en santé publique comme une stratégie de controle
de I'infection. Il désigne le nombre moyen de cas secondaires causés par un individu in-
fectieux au cours de sa période d’infectiosité, dans une population constituée entiére-
ment de susceptibles. Il fournit une condition de seuil, si Ry < 1, alors, I'épidémie tendra
a s’éteindre tandis qu’elle pourra s’'installe dans la population si Ry > 1.

Les différentes populations infectées du modele sont Iy, I, Iy, , ITr, ITe et Itpr. En
utilisant la méthode appelée the Next Generation Matrix de Van den Drissche et Wat-
mough [49], les matrice F représente le taux d’apparition de nouveaux cas dans les com-
partiments d’individus infectés suite a une infection, et V, représente le taux de transfert
des individus a I'intérieur et a I'extérieur des compartiments d’individus infectés par tout
autre moyen sont évaluées au point d’équilibre d’absence d’épidémie et sont respective-
ment données par :

0 0 0 PpB O 0
0 0 0 0 prsB 0
e| O 0 0 0 0 PBreLB
| PuLB 0 0 0 0 0 ’
0 PusB O 0 0 0
0 0 PusB O 0 0
et
(YL + HH) 0 0 0 0 0
0 (ys+pg) 0 0 0 O
Ve 0 0 Hg 0 0 0
0 0 0 pur 0 0 |
0 0 0 0 ur O
0 0 0 0 0 py
donc .
T o1 0 0 0 0
0 ~ o 01 0 0 0
. 0 0 & 0 0 0
- 0 0 0 —ﬁ 0 o |
0 0 0 0 —ﬁ 0
0 0 0 0 0o -
Mt
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alors la matrice de la nouvelle génération est définie par :

0 0 0 P 0 0
0 0 0 0 ofer O
B
. 0 0 0 0 0 Bpry
B 0 0 0 0 0
0 e U0 B 0 0 0
0 0 %BHBL 0 0 0

Ry est le rayon spectral de la matrice —FV~! (la plus grande valeur propre), donc,

Ro =max (Ry,Rp,RpL),

_ BrLPHL
R.=B \ b (+y)’
_ BrePuB
Rp=B \/ b (ve+um)’

_ BeHLATBL
Rpy = By /bt

Biologiquement, Ry, indique le nombre moyen de cas secondaires infectés liés a I'intro-
duction d’'une tique ou un hote infecté par la maladie de Lyme dans une population de
susceptibles par lorsque cette infection est attirée dans une population susceptibles. Les
interprétations biologiques des Rg et Rgy, sont analogues. Alors, il est clair qu'il existe deux
équilibres Ep, Ep et Egy, qui représentent les cas dans lesquels seule la maladie 1, la mala-
die 2 et la coinfection sont endémiques dans la population, respectivement.

avec

2.2 Points Stationnaires

Dans cette section, on va chercher les points d’équilibre du systeme (3.1) et (3.2).

Théoreme 3.2 Lesysteme (3.1) et (3.2) admet sept points d’équilibre Esy, Er, Ep et Egr, pour
des parametres strictements positifs. Ils sont donnés par :

1. Esm est le point d’équilibre sans maladie, ce point existe sans condition et il est
donné par :
Esm=(1,0,0,0,1,0,0,0).

2. SiRp > 1, alors le point endémique de Lyme Ey, existe et il est donné par :

Er = (Su,I,,0,0,87,Ir,,0,0),

avec,
Sp = (YL+pu) (BBHLIH; +uT)
- PryBpTLB
_ _br(Ry"-1)
He = W RpZ BB
{4 §p=—H
T—'B 6]
Brilyy, +pr
5HLBI;}>L
I = S
LI +Hr
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3. SiRp > 1, alors le point endémique de la babésiose Ep existe et il est donné par :

_(g® 3 3 3)
En=(s%,0,1%,0,8,0,1, 0]

avec,

Sy = (YB+un) (BrpBlug +Hr)
H= BreBPHEB
_ _br(Rp)*-1)
y Hgy HT(RE32+5HBB
St= PrpBlug +ur
I = PueBlHg
T8 = BupBlIug +pr°

4. Le R > ﬁ , alors le point endémique Eg, est donné par :
EpL= (SHy 0,0, IHBL’ $t,0,0, ITBL)

avec,
g4 _ uH (BPrBLIHg; +uT)

H = PBre.BBusLBUT
@ - PreLBPHBLBUT —HHMT
) HpL (BreLB+HH)PHBLB

sW____ Mr
T = BPBusLlng +Hr
1@ PrBLBIHg

TL ~ BBHBLIHg, +HT

Preuve. La recherche des points d’équilibre du systeme se traduit par la résolution du
systeme suivant :

wi + Yoln, + Yelng — (BroBlr, + BreBlr, + PreLBlry, + pu)Su=0

BrLBIt, Su — (BreBIr, + PrLBIry, + YL + M) Iy, =0

BreBlr,Su — (BrLBIT, + PreLBlIry, + Y + Mi) Iy =0

BrerBIry St + B (Brelty, + BreLlry ) Iny + B (Brilr, +Preclty, ) Ty — Hilhy, =0
pur —B (Buclu, + Buslig + Prsrlig ) St — urSt =0

BrrBIn, St — (B (Buslug + PrusLlug, ) + pr) I, =0

BrBli St — (B (Brrliy, +Brprliy ) + br) Ity =0

BrpLBIg, St + B (BrLln, + PrsLlig, ) Ity + B (Busliy + PrusLlg ) I, — wrlry, = 0.

Del’équation (5) on a,

HT
ST = ’
B (Bl +Brplu, +PuBLIHg ) + Hr

et de 'équation (6) on a,

BrrBIy, ST
(B (Brluy + PrpLlng, ) + Hr)
PrurBIH, 1T
(B (BusIig + Brsrlig ) + ir) B (Briln, + Buslig + Prsrlig ) + U1

It, =

Del’équation (7) on a,
_ PrpBli, St

I, = .
. (B (BrLIn, + PrBLIHg, ) + HT)
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Del’équation (8) on a,

B (Brrln, +PupLlig, ) PusBlusSt B (Puplu, + Prsrlng, ) PrrBly, St
ITBL = ﬁHBLBIHBLST + .
HT (B (BrIn, + PHBLIH, ) + HT) (B (BrpIny + Prprlng ) + 1)

L'équation (3) donne,

BreBPHBBIH; ST
(B (Brrlm, + Prsrlg ) + Kt

) St — (BrLBIt, + PreLBlry + YB + M) I, =0

BreBPRHBBSTSH
(B (BLIey, + PrBLlmg, ) + Hr)

— (BrLBIt, +PreLBlTy + YB + Mu) | I =0,

on distingue deux cas :

Cas1:Iy,=0:
I, =0,

de I'équation (4) donne,

BrBLBITy St + B (Brertty ) I, — Mulig, =0,

donc,
(St + It ) BBrBLITY, — HilHy, =0,
alors,
BBTaL BPuBLAHLBIH, ST
BuBLBST + Su + Iy ) Iy, — Mulag =0,
(BBHBLIHBL + PT) ( L) BL BL
on distingue deux cas :
- Igg =0
Ity =0,
et
BuLBIy,
ITL =50 1
BPurIn, + Mt
d’apres I’équation (2) on distingue deux cas :
~ Sily, =0
It, =0,
Su=1,
et
Sr=1,

d’oty, le premier point (sans maladie) est :

E°=(1,0,0,0,1,0,0,0).
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2. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE :

— Sily, #0,0na,
Sy = (vr + p) (BBrLIm, + Hr)
Brr.BPTLB ’

en substituant la formule de Sy et Ity dans ’équation (1), on obtient,

BrLBIH, N (YL + 1)

—————— +Un BPByiIy, + pur) =0,
BPurIn, + pr B BPTLB ( - )

Mu + YLIn, — (BruB
ce qui implique que,

ur (YL + M) ta — paPaBprLB
BurB (YiBriB — (YL + mu) (BriB + pu))
pr ((Rp)*—1)
ur (R0)? +BuLB’

et donc, on a bien le deuxiéme point,

Iy,

EL = (SH)IHL) 0) 0) ST) ITL) 0) 0) .

— Iy #0
L'équation (4) donne :

(BPusLIng, + M) Mu — BAreLfrusLBIH,
BPtpLPHBLB '

On somme les deux équations (1) et (2) on trouve,

Sy =

g — (BreLBITy, + i) Su — (BreLBITy, + Hi) Iy, =0

alors,
te (BRrer + i) BPusLIng, = MuBPreLPHBLB — HTHH M

et donc,
_ BPrprPusLB — prpn

BrpLB (BPreL + pu) |
En substiuant les quantités Sy, Iy, , IT; et It,, dans1’équation 1, on trouve,

HpL

CBBuL (IHL)2 + (BupLBIy, + pr + ABPuL, — D) Cly, + A (BusrBlug, + 1)
= 0,

on note par,

BB rerfusLB (1 — Iy ) — (BBusLIHg, + HT) )

A= (
HH BPrprPHBLB

urPrrB
BBupLIHg + UT

C= (ﬁTBLBITBL +yL+ ( ] + MH) ,

et
Do (“H_E’HL N B) L.
BrBLPHBL

La regle de Descartes consiste a estimer le nombre de racines réelles positives
d’un polynéme : on compte le nombre ¢ de changements de signe dans la suite
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des coefficients, en ne tenant pas compte des coefficients nuls. René Descartes
(1596-1650) énonce dans La Géométrie, traité publié en 1637, que le nombre
de racines positives vaut au plus c. Ici, siA < 0 ¢ = 1, donc le polynéme possede
une solution positive. Dans ce cas le systeme possede au plus deux solutions
de la forme,

E = (Su, Ini; , 0, Iy, , S, Iy, 0, Iy, ) -
Cas2:Iy, #0:
DeI’équation (2) on a,
PrLBPHLBST
(B (Brluy + BrpLlHg ) + Hr

on distingue deux cas:
— Iy, =0
alors,

) St — (BreBIry + PrELBITy + Y1 + M) | I, =0,

ITL =0,

D’apres I’équation 4, on a,

B BIy, S
Bro.Bl (BHBLBST + M) Sy
Iy, =0.

(BBHBLIHR; +HT)
+B[3TBL$ (ﬁHBLBST + m%) Iy, — Mu
On distingue deux cas :
— Iy =0,
ItpL=0.
Le cas ou I, = 0 est déja traité, on parle du deuxieme cas quand le Iy, # 0, donc

I’équation 3 donne,

(Y8 + pu) (PusBl; + ut)

Su-=
PreBPHB

Pour déterminer Iy, on a,

g + Yelug — (BBl + Hu) Su =0,

donc,

BreBPuEBuu+YBATEBRuEBIE—PTEBPHEB (YB + M) I — it (BreBlug + pr) (Y + 1) =0

d’ o,
I, tapr (Y + Hu) — BreBPusBun
BrpB (YPreB — (BreB + Hu) (YB + M)
ur (Re)?-1)
 pr(Rp)? +PusB’
Eg = (Su,0,In,,0,87,0,17,,0).
— Iy #0

Del’équation (3) on a,

BreBIr,Su — (BreLBlTy, + YB + Mu) I, =0,

BrBSHPHEBUT
(BreBIy + PrpLBIg + pr) (BBHBLIHy, + KT
On distingue deux cas :

- (BrBLBIry, + Y8 + Hu) | Ing = 0.
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— casly; =0
ona,
I, =0,
Sg) _ HH (BﬁHBLIHBL + HT)
BrLBPHBLBUT
W _ MT

T BBupLlgg + KT
@ _ Bupr Bl
Ter ™~ BBypLIpy + Kt

de I’équation (1) on a,

I(;I;) _ BreLBPHBLBUT — HHMUT
Bl (BreiB + pi) PrsLB

(R ur —1) pr

ur (Rp)? + PrpLB’

si (Rpp)? > ﬁ > 1, alors, le point Epy, existe et il est donné par,

Egr = (Su,0,0,I11,,,S7,0,0,Iry, )

— cas Iy, #0
Dans ce cas le systéme posséde au plus quatre solutions de la forme,

5) _[g®) 6B) & gB® (5) 75
B9 = (89,015,189 80,018, 17 ).

- IHL #0
Dans ce cas le systeme admet au plus quatre solutions de la forme,

6) _(g® 76) y(6) 7(6) g(6) y(6) 7(6) §(6)
EQ=(s,19, 19 19 ,s® 10,101 ).

2.3 Matrice jacobienne

La matrice jacobienne associée au systéme (3.1) et (3.2) est :

Ji YL YB 0 0 —P1LBSH  —PreBSH  —PreLBSH
Brr.BIT, Jo2 0 0 0 BriBSH  —PrBly; —PreiBly,
PreBIry 0 J33 0 0 —BrLBIa,  PrBSH  —PreLBlH,
j- PrLBITy, Jaz Jas —HH 0 BriBly;  PreBly, Jas
0 —PBuLBST —PusBST —PHBLBST Js5 0 0 0
0 PurBST  —PupBIr, —PuptBIr, PuiBly, Je6 0 0
0 —PurBIt,  PusBSt  —PupLBlty;  PupBluy 0 J77 0
0 PurBIt,  PusBlr, Ja PuBLBIHy, Js6 J87 —ur
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avec,
j11 == (BruBIt, +PreBlry + PrELBITY + HH)
jo2 == (BrBIrg + PreLBIrg, + YL + 1n)
jas =— (BB, +PreLBlITy + YB + HH)
ja2 = (BrBIry + PreLBIry, )
jas = (BrLBIt, + PreLBlTy, )
) jas =PrBLB (Su + Iy, +Iniy)
js5=— (BuLBly, + PrusBluy + PusLBluy, + )
je6 = — (PrBBIy + PrprBlig + Hr)
j77 = — (PrBIn, + PrBLBIy, + K1)
jsa =PupLB (St + I, +1I1;)
Js6 = PuBLBIng, +PupBluy,
J87 = PuLBIng, + P Bly; .
Donc,
—MH YL YB 0 0 —PmB
0 —(yL+un) 0 0 0 PmB
0 0 —(yB + pn) 0 0 0
0 0 0 w0 0
JEsw = —PuLB —PusB  —PusLB —pr 0
0 BB 0 0 0 —pr
0 0 BusB 0 0 0
0 0 0 BupB 0

les valeurs propres sont :

A= \/(HH MT) +4B?BguiBerr — 3 (Hr + Mu)

A3=—pp <0
Ag=—pr<0

Az = __\/(”H wr)” +4B2Bpp Brr 3 (Hr +pm) <0

—preB
0
BreB
0
0
0

—HT

PusLB  PupLB

As=—3(YB+uu+pr )?

YB + Hu — pr)” +4B?PpupPer < 0

A7=—% (UE+YL+ur) - )?

-3/
AG:_%(YB+|~J—H+HT)+%\/(YB+HH H) 2+4BZﬁBHﬁBT
) %\/(HH +YL— pr)” +4PurPrrB? < 0

Ag=—3% (Hu+yL+ur)+ \/(HH +YL—pr)” +4Pr PrrB2.

—PreLB
0
0
BreLB
0
0
0

_HT

Maintenant, on cherche a déterminer le signe des A1, Ag et Ag. Pour cela, on va calculer les

produits suivants :

AMA2 = uppr - B*PeuLPsLr
= pupr(1- Re)?),
Ashe = pr(Ys+ Hu)—B*PeuPer
= pr(ys+pu) (1-Rp)?),
et
Mg = pr(pm+yL) — PurPrrB

wr (uu +yL) (1- RL)?).

C’est clair que si Ry, Rp et Rgp, < 1 alors le point Egy; est stable.
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2.4 Taux de reproduction d’invasion (IRN)

Dans une population considérée non infectée ot elle est exposée a un ou plusieurs
agents pathogenes, le nombre de reproduction de base Ry mesure la capacité d'un seul
agent pathogéne a envahir une population suceptible. Donc, le R agit comme un seuil
qui comprend uniquement des informations sur la transmission d'une seule maladie dans
une population contenant une seule maladie, mais il ne peut pas représenter le nombre
de cas secondaires infectés par un individu infectieux avec une maladie lorsque cette in-
fection est conduit dans une population ou une autre maladie existe déja. Ainsi, il faut
introduire une nouvelle quantité seuil : le nombre de reproduction d’invasion [6, 2]. Dans
ce qui suit, on va calculer deux nombres de reproduction qui sont le nombre de repro-
duction d’invasion pour la maladie de lyme lorsque la maladie de babésiose est déja en-
démique et le nombre de reproduction d’invasion pour la maladie de babésiose lorsque
la maladie de lyme est déja endémique, respectivement.

Dans un premier temps, on considere que dans une population le Lyme est déja en-
démique et que la babésiose va envahir cette population. Ici, les états infectés sont Iy,
It , Ity et Ity , les matrices Fy et Vi sont calculées au point E;, comme suit :

La matrice F; est donnée par,

0 0 BrL.BSH 0
F = 0 0 BPrely, PrerBSH +BPTeLIH,
"7 | BuLBST 0 0 0 :
BPuslr, PuLBST +BPHBLIT, 0 0

et la matrice V; est:

— (BrLBIT, +PrBLBITY + YB + MH) 0 0 —BrBLBIH,
Vv, = B (Brolr, +PreLlry) ~Hu 0 BBrpLIny
! 0 —BPBusLlt, — (B (Brvli, +PrsLliy, ) + Hr) 0
0 BPugLIT, B (BrrIn, + PrsLlig, ) —MT

En évaluant F; etV au point E' = (Sy, Iy, ,0,0,St,1Ir,,0,0), on trouve,

0 0 BrLBSH 0
F = 0 0 BPreln, PreLBSH +BPTeLIN,
PHLBST 0 0 0 ’
BPuslr, PuLBST +BPHBLIT, 0 0
et
(f)TLBITL +Yp+ }J.H) 0 0 0
Vi = —BprLIT, HH 0 0
' 0 0 (BPuLlm, +ur) O |’
0 0 _BﬁHLIHL pT

en calculant la matrice de la nouvelle génération, on obtient,

FVy'l=

T M O O
O o oo
co 0O
o o g o
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_ PurBSH

~ pr+Bly; fur’

C- wrPrr Bl +PrLB(BSHPpLr +BlH Perr)lH,
MT (HT +13112{L ﬁHL)

BSuPpLr+Bly; Perr

)

D=
< UT
E - S B[—J)HL
TYp+pu+BIr, frr
F= uuPBHB+BPLr (BSTABHL +BlT PBHL)IT,
- tr (Y +H+Blry Prr)
(BStPBHL+BIT; PBHL)
MH ’

A1 =-vDG
A2 =vDG
A3 =-VAE
Ay = VAE.
Par conséquent, le nombre de reproduction d’invasion de la babésiose quand le Lyme
est déja endemique est notée Rlﬁ est définie comme étant le rayon spectral de la matrice
de la nouvelle génération, i.e.

’

)

G=

les valeurs propres sont :

R p(F1vy!)

‘max (IA;]).
i=1,2,3,4

Dans un deuxieme temps, on détermine le nombre d’invasion que dans une popula-
tion la babésiose est déja endémique et le Lyme envahit la population. Ici, les états in-
fectés sont Iy, Igsr, Ity et Itpr, les matrices F» et V, sont calculées au point Eg comme
suit :

0 0 PBmuBSu O
E, - 0 0  PruBly; PreLB
2 puy
BusBST 0 0 0
BPuLlty PupLB 0 0
et
(BTBBITB + YL+ }J.H) 0 0 0
v, 0 i 0 0
0 0 (BPupluy +Hr) O
0 0 —BPupln,  HT
Alors, la matrice de la nouvelle génération est définie par :
0 0 A O
0 0 CD
-1 _
V2=l g 0 0 0|
F G 0 O
avec
_ BrrBSH
~ pu+YL+BIrg Per
PrrBlug
C=——
HH
_ PBrirB
1 o %I;HBST
~ ur+PeuBlHg
F= BuLBlry | B*PR,Stlug
uT W2 +BPpH Tl
G= BruLB
T opr
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Ainsi, les valeurs propres de la matrice F,V, ! sont:

A1 =—vGD
A2 =vGD
A3 = —VAE
A4 = VAE.

Dong, R} est définie par,

Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une étude mathématique du modele proposé. Vu a la
complexité du modele, on n’a pas pu déterminer théoriquement tout les points d’équi-
libre, ses conditions d’existence, de méme pour leurs stabilité. De plus, on a calculé les
taux de reproduction de base Ry, et R, et, d'invasion Rlé et RE. Ces dernier sont utilisés
pour étudier la stabilité ce qu'on va faire numériquement dans le chapitre suivant. En
général, si Ry > 1 le point Ep, est asymptotiquement stable si R]é < 1 et instable sinon, de
méme pour 'autre point.
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Chapitre 4

Simulation numérique

La simulation numérique est devenue aujourd’hui un outil précieux et indispensable
dans de nombreux domaines tels que les neuro-sciences, la biologie, la physiologie, 1'éco-
logie, 'économie ou encore la sociologie. Elle permet de visualiser un phénomeéne phy-
sique méme s’il est complexe et de donner ainsi la possibilité de traiter, de comprendre et
de prédire des situations concretes.

Dans ce chapitre, on va étudier la stabilité au sens numérique du modele proposé.
Puis, on va discuter plusieur sénarios afin d’étudier 'impact du traitement sur la propa-
gation des deux épidémies.

1 Stabilité numérique

Les parametres du modeéle sont classés en deux catégories : des parametres qui sont
fixés et qui sont donnés au tableau suivant :

Tableau 4.1 : Les parametres fixes.

Paramétres | Valeurs | Références

B 0.4162 | L. Bouzid et O. Belhamiti 2017
MH 0.005 estimée

MT 0.006 estimée

et des parametres qui varient pour chaque cas des cas suivants.

1.1 Stabilité du point d’équilibre sans maladie Eg),

Les parametres opérationnelles qui vérifient les conditions d’existence et de stabilité
du premier point d’équilibre Egy;, sont donnés par le tableau suivant :

Tableau 4.2 : Les parametres vérifiant la stabilité de Egy.

Paramétres | Valeurs | Références
BHL 0.068 estimé
Pus 0.008 | estimé
BHBL 0.0003 | estimé
BrL 0.0098 | estimé
BB 0.002 | estimé
BraL 0.006 | estimé
YL 0.05 estimé
YB 0.025 estimé
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1.1.1 Démons

tration

En substituant les parametres donnés du tableau, la matrice jacobienne du systeme

au point Egy; est donnée par :

0

J(Esm) =

S O O o O O

[ —0.0050 0.0500
—0.0550

0
0

—-0.0283
0.0283

0
0

0.0250
0
—0.0300
0
—0.0033
0
0.0033
0

0 0 —-0.0041 -0.0008 —0.0025 ]

0 0 0.0041 0 0

0 0 0 0 0
—0.0050 0 0 0 0.0025
—0.0001 -0.0060 0 0 0

0 0 —0.0060 0 0

0 0 0 —0.0060 0
0.0001 0 0 0 —0.0060 |

Esm=(1,0,0,0,1,0,0,0).

Le tableau suivant contient les les taux de reproduction de base Ry,Rp,et Rg;..

Ry

| Rg | RgL

0.5914 | 0.1241 | 0.1019

Les valeurs propres de J (Egy) sont :

my = —0.0050
my = —0.0060
ms =—0.0062
ma =—0.0048
1 ms=—-0.0573
meg = —0.0037
m7 =—0.0060
mg = —0.0300.

Les valeurs propres de J (Esy) sont négatives, d’ ot la stabilité du premier point d’équi-

libre Egp.

On remarque que les solutions obtenues dans la figure 4.1 convergent toutes vers le
point d’équilibre Esy quand ¢ — oo, ce qui confirme les résultats théoriques trouvés dans
le chapitre précédemment.

1.2 Stabilité du point d’équilibre endémique E

Les parametres du tableau suivant, nous donne I’existence et la stabilité du deuxiéme
point d’équilibre Er, :

] Tableau 4.3 : Les parametres vérifiant la stabilité de Ej.

Paramétres | Valeurs Références
BHL 0.27 estimé
PuB 0.01 estimé
PrsL 0.000724 | estimé
PrL 0.68 estimé
P 0.038 estimé
BTBL 0.000578 | estimé
YL 0.105 estimé
YB 0.2 estimé
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FIGURE 4.1 — Convergence vers Egy
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Le tableau suivant contient les taux de reproduction de base Ry,Rp,et Rpy, et les taux
de reproduction d’invasion Rlé et RE.

Rt |Rs |Rm |Ry |R

6.9417 | 0.2313 | 0.0492 | 0.0492 | 81.4211

Pour I'existence de Ep, il suffit que Ry, > 1, dans ce cas, on a,
Ry =6.9417 > 1.

Maintenant, on passe a étudier la stabilité de ce point. En substituant les parametres don-
nés au tableau, la matrice jacobienne du systeme au point E;, est donné par :

[ —0.2681 0.1050  0.2000 0 0 —0.0834 -0.0047 —0.0001 |
0.2631 -0.1100 0 0 0 0.0834 -0.0112 -0.0002
0 0 —0.4681 0 0 0 0 0
J (Ey) = 0 0 0.2631 —0.0050 0 0 0.0112  0.0002
0 -0.0079 -0.0003 -0.0000 -0.0852 0 0 0
0 0.0079 -0.0039 -0.0003 0.0792 —0.0060 0 0
0 0 0.0003 0 0 0 —0.0852 0
0 0 0.0039  0.0003 0 0 0.0792 —0.0060 |

Dont les valeurs propres de J (Er) sont :

my = —0.3754
my = —0.0050
ms = —0.0830
maq = —0.0049

1 ms =—0.0061
mg = —0.0060
m7 = —0.0852
mg = —0.4681.

Les valeurs propres de J (Er) sont tout négatif, d’ot11a stabilité asymptotique du deuxieme
point d’équilibre Ey.

La figure 4.2 montre que toutes les sous-populations convergent vers le point d’équi-
libre E;..

1.3 Stabilité du point d’équilibre endémique Eg

Les parameétres du tableau suivant, nous donne I’existence et la stabilité du troisieme
point d’équilibre Eg :

] Tableau 4.4 : Les parametres vérifiant la stabilité de Eg.

Paramétres | Valeurs Références
PHL 0.007 estimé
BB 0.57 estimé
PrsL 0.000724 | estimé
PrL 0.018 estimé
BT 0.61 estimé
BTBL 0.000578 | estimé
YL 0.505 estimé
YB 0.1 estimé
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Le tableau suivant contient les taux de reproduction de base Ry ,Rp,et Rpy, et le taux de
reproduction d’invasion R

R.__|Ry |Ry |Rg | R
0.0845 | 9.7776 | 0.0492 | 526.7423 | 0.0492

Pour I'existence de Eg il suffit que R > 1, dans ce cas, on a,
R =9.7776.

Maintenant, on passe a étudier la stabilité de ce point. En substituant les parametres
donnés au tableau, la matrice jacobienne du systeme au point Eg est donné par :

[ —0.2500 0.5050  0.1000 0 0 —-0.0022 -0.0762 —0.0001 |

0 —0.7550 0 0 0 0.0022 0 0

0.2450 0 —0.1050 0 0 —0.0052 0 —0.0002

Er) = 0 0.2450 0 —0.0050 0 0.0052 0 0.0002

J(Ep)= 0 —-0.0001 -0.0083 -0.0000 -0.1721 0 0 0
0 0.0001 0 0 0 -0.1721 0 0
0 —0.0028 -0.0083 -0.0003 0.1661 0 —0.0060 0

0 0.0028 0 0.0003 0 0.1661 0 —0.0060

Dont les valeurs propres de J (Eg) sont :

my =—0.3525
my =-0.0077
ms = —0.1669
my =—0.7550
) ms=-0.1721
mg =—0.0049
m> = —0.0060
mg = —0.0061.

Les valeurs propres de J (Eg) sont tout négatives, d’ ot la stabilité de point d’équilibre
Ep.

De la figure 4.3, on remarque que les diffrentes sous-populations convergent toutes
vers le point d’équilibre Eg.

1.4 Stabilité du point d’équilibre endémique Eg;

Les parametres du tableau suivant, nous donne I’existence et la stabilité de point d’équi-
libre Egy. :
] Tableau 4.5 : Les parametres vérifiant la stabilité de Eg;.

Paramétres | Valeurs | Références
BuL 0.08 estimé
Bus 0.04 estimé
PHBL 0.68 estimé
BrL 0.0048 | estimé
BB 0.01 estimé
ﬁTBL 0.68 estimé
YL 0.105 estimé
YB 0.105 estimé
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Le tableau suivant contient les taux de reproduction de base Ry ,Rp,et Rpy, et le taux de
reproduction d’invasion R

RL | Rp | Ra
0.3175 | 0.3240 | 51.6714

Pour I'existence de Egy il suffit que Rgy, > 1, dans ce cas, on a,
Rpr =51.6714.

Maintenant, on passe a étudier la stabilité de ce point. En substituant les parametres
donnés au tableau, la matrice jacobienne du systeme au point Eg, est donné par :

[ —0.2820 0.1050  0.1050 0 0 ~0.0000 —0.0001 —0.0050 )
0 ~0.3870 0 0 0 0.0000 0 0
0 0 ~0.3870 0 0 0 0 0

£y | 02770 02770 02770  -0.0050 0 0 0 0.0050

J(Epi) = 0 —0.0007 —0.0004 —0.0060 —0.2840 0 0 0
0 0.0007 0 0 0 ~0.2840 0 0
0 0 0.0004 0 0 0 ~0.2840 0

0 0 0 0.0060 0.2780 0.2780  0.2780 —0.0060 |

Dont les valeurs propres de J (Egy) sont :

my = —0.0050
my=—0.2775
ms =—0.2886
ma =—0.3870
\ ms=—02840
meg = —0.0060
m7 =—0.2840
mg = —0.3870.

Les valeurs propres de J (Epr) sont tout négatives, d’ou la stabilité de point d’équilibre

EBL.
De la figure 4.4, on remarque que les diffrentes sous-populations convergent toutes
vers le point d’équilibre Epy..
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1. STABILITE NUMERIQUE
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2. SIMULATION NUMERIQUE

2 Simulation numérique

Dans cette section, on va simuler le modele SIS-SI dans une période de 200 jours, dont
le but est d’étudier 'impact du traitement sur I’évolution de la babésiose et du Lyme dans
une population donnée. Ces simulations numériques sont réalisées juste pour le point Ej .

On augmente la prise en charge de la babésiose de 10% a 45% (la valeur du parametre
Ap) et du Lyme de 20% a 45%. On voit sur les figures 4.5-4.12 une croissance importante
du nombre des susceptibles Sy et St, et une décroissance du nombre des infectés pour
les deux maladies chez I'h6te et la plupart de sous-populations des tiques, ce ci prouve
I'effet positif du traitement sur la propagation des deux épidémies.
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2. SIMULATION NUMERIQUE
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2. SIMULATION NUMERIQUE
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2. SIMULATION NUMERIQUE
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2. SIMULATION NUMERIQUE
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Conclusion et Persepectives

On a proposé dans de ce travail, une modélisation mathématique de I'évolution de la
babésiose et du Lyme dans le cadre d’'une co-infection ou une sur-infection. Une analyse
mathématique a été faite o1 on a montré I'existence et I'unicité de la solution de notre
systeme sous certaines conditions de régularités. On a déterminé les taux de reproduction
de base R, Rp et Rpy, pour étudier I'existence et la stabilité des points Egy, Er, Eg et Epp,
et aussi, les taux d’invasion R]é et R]E pour expliquer comment une maladie peut envahir
une tique-hote population o1 une autre maladie est déja répandue.

Des simulations numériques ont été réalisées en utilisant le solveur ode45 de Matlab
afin de confirmer les résulltats théoriques, de compléter la partie non faite pour la stabilité
des points d’équilibre et d’étudier I'impact de la prise en charge sur la propagation des
deux agents pathogénes dans une population donnée. Malheureusement, on n’a pas pu
déterminer les données par lequelles le point de la coiexistence des deux maladies est
stable. En fait, ce point existe et il est stable quand Ry, RB,RBLR]é et R]E’ sont tous supérieur
strictement a 1.

Néanmoins les résultats de ce modeste travail constituent les bases d'un travail a pour-
suivre et a améliorer par une étude beaucoup plus approfondie qui pourra faire I'objet
d’une these de doctorat.

Le travail réalisé au cours de ce mémoire ouvre un certain nombre de perspectives :

— Mener des études et des expériences approfondies pour un diagnostic précis de I'in-

fection pour le traitement précoce et le développement de vaccins.

— Conduire une étude sur l'effet de la co-infection et de 'excés des deux maladies
sur la population algérienne d'une part, et sur 1'élévage et I’économie algérienne
d’autre part.

— Mener des études approfondies afin d’identifier les zones affectées dans le monde
et ériger un siege naturel sur ces zones et leur apporter une aide.

— Suggérer des modeles mathématiques pour I'infection conjointe des humains et des
animaux avec l'introduction de traitements et de vaccins.

— Suggérer un modele mathématique pour prouver la nécessité d'une détection pré-
coce des infections durables longtemps sans symptomes.
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Résumé

On a proposé dans ce mémoire, une modélisation mathématique de I'évolution de la babésiose
et du Lyme dans le cadre d'une co-infection ou une surinfection. Une analyse mathématique a
été faite ot on a montré I'existence et l'unicité de la solution de notre systeme sous certaines
conditions de régularités. On a déterminé les taux de reproduction de base (BRN) pour étudier
I'existence et la stabilité des points d'équilibre, et aussi, les taux d'invasion (IRN) pour
expliquer comment une maladie peut envahir une tique-hoéte population ou une autre maladie
est déja répandue.

Des simulations numeriques ont été réalisées en utilisant le solveur ode45 de Matlab afin de
confirmer les résultats théoriques et d'étudier I'impact de la prise en charge sur la propagation
des deux agents pathogenes dans une population donnée.

Mots-clés. Babésiose ; Lyme ; SIS ; Sl ; taux de reproduction de base ; taux de reproduction
d'invasion ; modélisation ; biomathématique ; EDO.

Abstract

In this thesis, we proposed a mathematical model of the evolution of babesiosis and Lyme in
the context of co-infection or over-infection. A mathematical analysis was made in which we
showed the existence and the uniqueness of the solution of our system under certain
conditions of regularities. The basic reproduction numbers (BRN) were determined to study
the existence and stability of the equilibrium points and the invasion reproduction numbers
(IRN) were determined to explain how a disease can invade a tick-host population where
another disease is already prevalent. Numerical simulations were carried out using the ode45
solver in MATLAB in order to confirm the theoretical results and to study the impact of the
treatment on the propagation of the two pathogens in a given population.

Key words. Babesiosis; Lyme; SIS; Sl; basic reproduction number; invasion reproduction
number; modeling; biomathematics; EDO.
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