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Titre : Contrôle avec contrainte de positivité pour les système 2D

singuliers à temps continu

Rssumé :

Ce sujet traite de la synthèse de stabilité pour une classe de systèmes 2D singuliers à

temps continu. Des conditions de stabilité et de stabilisation des systèmes singuliers bidi-

mensionnels positifs en temps continu seront dérivées, pour lesquelles les états prennent

des valeurs non négatives lorsque les conditions initiales sont non négatives. Notons que

la classe des systèmes positifs est une classe de systèmes dont les variables sont par na-

ture positives or les modèles usuels en particulier linéaires n’intègrent en général pas cette

contrainte. De plus, la synthèse des contrôleurs à états rétroactifs, le problème de synthèse

avec des bornes non symétriques et de la stabilisation seront également traités. Quelques

applications et exemples numériques seront inclus pour illustrer nos résultats.

Title : Control with positivity constraint for singular continuous-time 2D systems

Abstract :

This topic deals with the synthesis of stability for a class of singular continuous-time

2D systems. Stability and stabilization conditions of positive two-dimensional singular

systems in continuous time will be derived, for which the states take on non-negative va-

lues when the initial conditions are non-negative. Note that the class of positive systems

is a class of systems whose variables are by nature positive, but the usual models, in par-

ticular linear models, generally do not integrate this constraint. In addition, the synthesis

of feedback state controllers, the problem of synthesis with asymmetrical bounds and sta-

bilization will also be treated. Some digital applications and examples will be included to

illustrate our results.

Mémoire préparé à : Université Abdelhamid Ibn Badis Mostaganem , ACSY

Team-Laboratory of Pure and Applied Mathematics, P.O.Box 227/118 ,

27000 Mostaganem, Algeria

.

ملخص : التحكم مع قیود موجبة للأنظمة الفردیة المستمرة ثنائیة الأبعاد.
الھدف من ھذا الموضوع  ھو دراسة استقراریة لفئة من الأنظمة الأحادیة المستمرة و ثنائیة الأبعاد، سیتم البحث عن 

شروط الاستقرار الخاصة بالأنظمة الأحادیة المستمرة و ثنائیة الأبعاد الموجبة، من أجل أن تأخذ الحالات فیھا قیما غیر 
. سالبة عندما تكون الشروط الأولیة موجبة

من الملاحظ أن فئة الأنظمة الموجبة ھي فئة من الأنظمة التي تكون متغیراتھا موجبة بطبیعتھا، لكن النماذج المعتادة، 
م. ولاسیما النماذج الخطیة لا تدمج ھذا القید بشكل عا

بالإضافة إلى ذلك ، سیتم أیضًا معالجة تركیب وحدات التحكم في حالة الدارة المغلقة، سیتم أیضًا معالجة مشكلة 
التولیف مع الحدود الغیر المتماثلة  والتثبیت وتضمین بعض التطبیقات الرقمیة والأمثلة لتوضیح نتائجنا.
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Notations

R : L’espace des nombres réels.

Rn : L’espace des vecteurs réels de dimension n.

Rn×m : L’espace des matrices réelles de taille n×m.

∈ : Appartient .

rang (.) : Le rang de la matrice.

det (.) : Le déterminant de la matrice.

In : La matrice identité de taille n× n.

0n×m : La matrice nulle de taille n×m.

Mn×m : La matrice de taille n×m.

MT : Transposé de la matrice M .

M−1 : L’inverse de la matrice M .

M � 0 : Matrice définie positive.

M∗ : Transposé conjugué de la matrice M .

Mn : Une matrice de Metzler de taille n.

Dα1,α2
t1,t2 x(t1, t2) : La double dérivée fractionnaire de Caputo pour la fonction x(t1, t2).

Dα1
t1 x(t1, t2) : La dérivée fractionnaire partielle de Caputo pour la fonction x(t1, t2) par

rapport à la variable t1.

Dα2
t2 x(t1, t2) : La dérivée fractionnaire partielle de Caputo pour la fonction x(t1, t2) par

rapport à la variable t2.

Iα1,α2
t1,t2 x(t1, t2) : L’intégrale fractionnaire double au sens de Riemann-Liouville de la

fonction x(t1, t2).
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Introduction

En mathématique et en ingénierie, la théorie du contrôle a comme objet l’étude

du comportement de systèmes dynamiques paramétrés en fonction des trajectoires de

leurs paramètres [1, 4, 29, 7, 12, 35]. Un système dynamique est la donnée d’un système

et d’une loi décrivant l’évolution de ce système, ce peut être l’évolution d’une réaction

chimique au cours du temps, le mouvement des planètes dans le système solaire ou encore

l’évolution de la mémoire d’un ordinateur sous l’action d’un programme informatique

[28, 25, 6, 7, 19, 14, 10]. formellement on distingue les systèmes dynamiques à temps

discret (comme un programme informatique), des systèmes dynamiques à temps continus

(comme une réaction chimique).

Dans la modélisation, on peut avoir recours à des équations, systèmes différentiels

ordinaires, aux dérivées partielles, fractionnaires et à des problèmes d’optimisation ; pour

ces raisons, la théorie mathématique de contrôle est à l’intersection de nombreux domaines

mathématiques.

Il existe plusieurs types de systèmes fractionnaires, on cite les systèmes linéaires uni-

dimensionnels décrit par les équations :{
EDαx(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(1)

où :

x(t) désigne la trajectoire, u(t) le contrôle, E, A, B, C, D sont des matrices constantes

de dimensions appropriées.

et les systèmes fractionnaires bidimensionnels d’écrits par le modèle de Roesser,[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
+

[
B1

B2

]
u (t1, t2)[

yh(t1, t2)

yv(t1, t2)

]
=

[
C11 C12

C21 C22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
+

[
D1

D2

]
u(t1, t2)

(2)

Ce dernier système est dit singulier si det(E) = 0, régulier si det(E) 6= 0, et standard

si E = I.

Nous nous intéressons dans ce travail à cette classe de systèmes tout en étudiant la

solvabilité et la stabilité pour une classe de systèmes 2D singuliers : fractionnaires et non

fractionnaires.

Notre travail a été structuré en quatre chapitres, en plus de l’introduction, l’application

et la conclusion.
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Dans le premier chapitre nous avons introduit les notions mathématiques de base pour

pouvoir étudier et analyser les systèmes uni et multidimensionnels par la suite. Le dexième

chapitre a été consacré pour les modèles unidimensionnels singuliers dans le cas (continu,

discret) et on donne leurs solutions.

Le troisième chapitre a été dédie pour les modèles bidimensionnels singuliers et leurs

solutions.

le quatrième chapitre traite l’étude de la stabilité du problèmes bidimensionnel frac-

tionnaire continue.

Nous terminons enfin notre mémoire par une application et une conclusion générale.
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Chapitre 1

Notions de bases-Préliminaires et

position du problème

L’algèbre linéaire est la branche des mathématiques qui s’intéresse à l’étude des espaces

vectoriels et des transformations linéaires, elle sert aussi à la formalisation générale de la

théorie des systèmes d’équations linéaires. Pour cette raison, nous allons énoncé quelques

rèsultats classiques qui vont nous être très utile par la suite.

Définition 1.0.1. [2] On dit que A est une matrice non-négative si ∀i = 1, n ∀j = 1,m :

aij ≥ 0, autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives. Une telle matrice est notée

A ≥ 0 ou A ∈ Rn×m+ .

Définition 1.0.2. [2] On dit que A est une matrice positive si A est non-négative et

∃k = 1, n,∃l = 1,m : akl > 0, i.e., toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins

une entrée strictement positive. Nous noterons une telle matrice A > 0

Définition 1.0.3. [2] On dit que A est une matrice de Metzler si ∀i = 1, n,∀j = 1,m, i 6=
j : aij ≥ 0, i.e., toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives. L’ensemble des

matrices de Metzler de dimension n× n est noté Mn.

Exemple 1.0.1. La matrice B suivante est une matrice de Metzler.

B =


−3 5 0 3

9 −7 4 2

8 6 2 6

7 3 1 5


Définition 1.0.4. Une matrice par blocs ou matrice partitionnée est une matrice dévissée

en sous-matricee rectangulaires à partir d’une division de sa diagonale, ces sous matrices

sont appelées blocs.

10



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES-PRÉLIMINAIRES ET POSITION DU
PROBLÈME

Exemple 1.0.2. Soit la matrice P suivante,

P =



1 1 2 2 2

1 1 2 2 2

3 3 4 4 4

3 3 4 4 4

3 3 4 4 4


peut être partitionnée en quatre blocs :

p11 =

[
1 1

1 1

]
p12 =

[
2 2 2

2 2 2

]
p21 =


3 3

3 3

3 3

 p22 =


4 4 4

4 4 4

4 4 4


on peut alors écrire la matrice par blocs comme :

ppartitionné =

[
p11 p12

p21 p22

]
.

Définition 1.0.5. [35] L’inverse généralisé

Soit A une matrice à coefficients réels ou complexe avec n linges et p colonnes, son

pseudo-inverse A+ existe et il est unique vérifiant les conditions suivantes :

AA+A = A

A+AA+ = A+

(AA+)> = AA+

(A+A)> = A+A

.

Définition 1.0.6. [34] La décomposition en valeurs singuliers (D.V.S)

Soit A ∈ Rm×n, il est possible de décomposer A en forme de produit de trois matrices :

1. La première matrice notée U , matrice orthogonale dont les colonnes sont formés par

les vecteurs propres correspondants aux valeurs propres de AA>.

2. La deuxième matrice notée V , matrice orthogonale dont les colonnes sont formés

par les vecteurs propres correspondants aux valeurs propres de A>A.

3. La troisième matrice notée Σ, formée par les valeurs singulières notées σi.(une va-

leur singulière est la racine carrée de la valeur propre de AA>, σi =
√
λi(AA>)

11



en final :

A = Um×mΣm×nVn×n

avec : UU> = I , V V > = I.

Définition 1.0.7. Une fonction de la variable t est dite causale, si elle est nulle pour t

< 0.

Définition 1.0.8. Soit f une fonction du temps t causale, sa transformée de Laplace

notée F (s) est définie par :

F (s) = L(f(t)) =

∫ +∞

0

f(t)e−stdt

telle que s est un nombre complexe. F existe que si cette

intégrale à un sens i.e converge.

Définition 1.0.9. [27] La fonction définit par l’intégrale suivante est définie par

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt, Re(x) ≥ 0

est appelée la fonction gamma, elle vérifie la propriété : Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Définition 1.0.10. Les dérivées fractionnaire Dα1
t1 xh (t1, t2) et Dα2

t2 xv (t1, t2) représentent

les dérivées fractionnaires de Caputo des fonctions xh (t1, t2) et xv (t1, t2)

Dα1
t1 xh (t1, t2) =

1

Γ (1− α1)

∫ t1

0

dxh
dt1

(τ, t2)

(t1 − τ)α1
dτ (1.1)

Dα2
t2 xv (t1, t2) =

1

Γ (1− α2)

∫ t2

0

dxv
dt2

(t1, τ)

(t2 − τ)α2
dτ (1.2)

avec,

0 < α1 ≤ 1 et 0 < α2 ≤ 1 (1.3)

Définition 1.0.11. [7] L’intégrale fractionnaire d’ordre 0 < α ≤ 1 de Riemann-Liouville

pour la fonction f(t) est de la forme,

Iαt1f (t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 f (τ) dτ (1.4)

Définition 1.0.12. [7] La double intégrale fractionnaire d’ordre (α, β), 0 < α ≤ 1 et

12



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES-PRÉLIMINAIRES ET POSITION DU
PROBLÈME

0 < β ≤ 1 pour la fonction 2D f(t1, t2) de Riemann-Liouville est de la forme,

Iα,βt1,t2f (t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t1

0

∫ t2

0

(t1 − τ1)α−1 (t2 − τ2)β−1 f (τ1, τ2) dτ1dτ2 (1.5)

Le terme IML (Inégalité Matricielle Linéaire), (LMI : Linear Matrix Inequality en

anglais) est maintenant couramment employé dans la littérature liée à l’analyse ou à la

commande des systèmes, voir [3, 2, 19], . Nous rappelons néanmoins quelques notions.

Définition 1.0.13. [19] Une inégalité matricielle linéaire (IML) est une expression de la

forme

F (x) = F0 +
m∑
1

xiFi � 0 (1.6)

où x = (xi) , i = 1,m est un vecteur de nombres réels (variables de décisions) et

(Fi) , i = 0,m, sont des matrices réelles symétriques i.e Fi = F T
i ∈ Rn×n, i = 0,m.

Remarque 1.0.1. L’inégalité ” � ” dans (1.6) signifie ”’définie positive”’ c’est à dire

uTF (x)u � 0 pour tout u ∈ Rn, u 6= 0, ce qui est équivalent à ce que la plus petite valeur

propre de F (x) est positive.

Remarque 1.0.2. [19]

1. Le terme inégalité matricielle linéaire est utilisée dans la littérature sur les systèmes

et contrôle, mais la terminologie n’est pas consistante avec l’expression F (x) � 0 que

F n’est pas une fonction linéaire. Le terme inégalité matricielle affine peut mieux

correspondre à la formulation.

2. Une IML non stricte est une IML telle que l’inégalité dans (5.9) est non stricte

� et (5.9) est remplacée par F (x) � 0. Les inégalités matricielles F (x) ≺ 0 et

F (x) ≺ G(x) où F,G étant des fonctions affines, sont des cas particuliers de (5.3)

puisqu’elles peuvent être reformulées sous la forme IML :

−F (x) � 0

G(x)− F (x) � 0.

On écrit toujours une IML sous la forme F (x) ≺ 0 avec F : Rm −→ Sn une fonction

affine. L’objectif est de trouver x ∈ Rm satisfaisant l’inégalité. Ce choix de x est appelé

problème de faisabilité.

13



Chapitre 2

Modèles unidimensionnels (1D)

singuliers

Les systèmes singuliers se trouvent en ingénierie tels que dans les circuits électriques,

systèmes électriques, génie aérospatial et traitement chimique,les science sociale, systèmes

économiques, systèmes biologiques, analyse de réseaux, analyse de séries chronologiques

[1, 3, 27, 23, 24].

Leur forme les rend également utiles dans la modélisation de système. Dans de nom-

breux articles les systèmes singuliers sont appelés systèmes implicites, les systèmes différentiels

/ algébriques, les systèmes d’espace d’état généralisés, etc. Les systèmes singuliers sont

gouvernés par les équations différentielles dites singulières, qui dotent les systèmes de

nombreux caractéristiques spéciales qui ne se trouvent pas dans les systèmes classiques.

2.1 Cas continue :

Définition 2.1.1. Système unidimensionnel continu

le système : x
′
(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(2.1)

est dit un système à une dimension linéaire à temps continu, où,

A ∈ Rn×n : matrice dynamique ou d’évolution.

B ∈ Rn×n : matrice de contrôle ou de commande.

C ∈ Rn×n : matrice d’observation.

D ∈ Rn×n : matrice de transmission.

14



CHAPITRE 2. MODÈLES UNIDIMENSIONNELS (1D) SINGULIERS

x(t) ∈ Rn : la trajectoire.

y(t) ∈ Rn : la sortie.

u(t) ∈ Rn : le contrôle.

Définition 2.1.2. Système unidimentionnel singuliers continus Le système :Ex
′
(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(2.2)

est dit un système singulier linéaire à temps continue si le det(E) = 0.

2.1.1 Solution d’un système singulier unidimensionnel L.T.I conti-

nue :

Dans cette partie, on va utiliser la décomposition en valeurs singulières et l’inverse

généralisé pour obtenir la solution du système de type

Ex
′
(t) = Ax(t) +Bu(t) (2.3)

Consédiront le système (2.3), on peut décomposer la matrice E en utilisant la décomposition

en valeurs singulières, ie

E = UΣV T

.

En utilisant la relation entre la décomposition en valeurs singulière et l’inverse généralisé,

nous aurons la formule suivante,

E+ = V Σ−1UT

.

Par multiplication de l’équation (2.3) par E+ qui est l’inverse généralisé de la matrice

E, il vient :

E+Ex
′
(t) = E+Ax(t) + E+Bu(t) (2.4)

=⇒

x
′
(t) = E+Ax(t) + E+Bu(t)

Si on pose : E+A = Ã et E+B = B̃.
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2.2. CAS DISCRET :

L’équation (2.4) devient :

x
′
(t) = Ãx(t) + B̃u(t) (2.5)

le système (2.5) est similaire à un système linéaire continue standard, et donc la

solution de sous la forme :

x(t) = eÃtx0 +

∫ t

0

eA
”(t¬τ)B̃u(τ)dτ (2.6)

où encore d’une autre manière :

x(t) = eE
+Atx0 +

∫ t

0

eE
+A(t¬τ)E+Bu(τ)dτ (2.7)

2.2 Cas discret :

Définition 2.2.1. Système unidimensionnel standard discret

le système : xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk +Duk
(2.8)

est dit un système en une dimension linéaire à temps discret, avec :

A ∈ Rn×n : matrice dynamique ou d’évolution.

B ∈ Rn×n : matrice de contrôle ou de commande.

C ∈ Rn×n : matrice d’observation.

D ∈ Rn×n : matrice de transmission.

x(t) ∈ Rn : la trajectoire.

y(t) ∈ Rn : la sortie.

u(t) ∈ Rn : le contrôle.

Définition 2.2.2. Système unidimentionnel singuliers discret

le système : Exk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk +Duk
(2.9)

est dit un système en une dimension singulier linéaire à temps discret si le det(E) = 0,

avec :

E ∈ Rn×n : matrice singuliers A ∈ Rn×n : matrice dynamique ou d’évolution.
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CHAPITRE 2. MODÈLES UNIDIMENSIONNELS (1D) SINGULIERS

B ∈ Rn×n : matrice de contrôle ou de commande.

C ∈ Rn×n : matrice d’observation.

D ∈ Rn×n : matrice de transmission.

x(t) ∈ Rn : la trajectoire.

y(t) ∈ Rn : la sortie.

u(t) ∈ Rn : le contrôle.

2.2.1 Solvabilité des systèmes singuliers unidimensionnel à temps

discrets :

Consédirons le système (2.9), on peut décomposer la matriceE en utilisant la décomposition

en valeurs singulières, ie

E = UΣV T

. On peut écrire :

(UΣV T )xk+1 = Axk +BuK (2.10)

Par multiplication de l’équation (2.10) par V Σ−1UT , où Σ−1 est l’inverse de Σ, il

s’ensuit alors,

V Σ−1UT (UΣV T )xk+1 = (V Σ−1UT )Axk + (V Σ−1UT )Buk (2.15) (2.11)

et comme UUT = I , V V TT = I, le système (2.11) peut alors s’écrire comme,

xk+1 = (V Σ−1UT )Axk + (V Σ−1UT )Buk (2.12)

Posons :

(V Σ−1UT )A = Ã

et

(V Σ−1UT )B = B̃

.

Le système (2.12) devient :

xk+1 = Ãxk + B̃uk (2.13)

Le système décrit par l’équation (2.13) est similaire à un système standard linéaire
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2.2. CAS DISCRET :

discret, et comme la solution d’un système linéaire discret est de la forme :

xn = Anx0 +
n−1∑
i=0

An−(i+1)Bui (2.14)

Donc, la solution du système (2.13) est :

xn = Ãnx0 +
n−1∑
i=0

Ãn−(i+1)B̃ui (2.15)

Finalement, la solution général du système discret d’écrit par l’équation (2.9) est

donnée par la formule suivante

xn = (V Σ−1UTA)nx0 +
n−1∑
i=0

(V Σ−1UTA)n−(i+1)((V Σ−1UTA))Bui (2.16)

et sa sortie par,

yn = C

(
(V Σ−1UTA)nx0 +

n−1∑
i=0

(V Σ−1UTA)n−(i+1)((V Σ−1UTA))Bui

)
+Dun (2.17)
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Chapitre 3

Modèles bidimensionnels (2D)

singuliers

3.1 Description des modèles 2D à temps discret

Nous allons maintenant, introduire la définition du modèle proposé pour l’étude et

quelques résultats caractérisant cette classe de systèmes. Pour ce faire, nous nous basons

sur les quelques récentes références [27, 12, 3, 2, 8]

Nous considérons le système

[
E11 E12

E21 E22

][
xhi+1,j

xvi,j+1

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xhi,j

xvi,j

]
+

[
B1

B2

]
ui,j (3.1)[

yhi,j

yvi,j

]
=

[
C11 C12

C21 C22

]
xi,j +

[
D1

D2

]
ui,j (3.2)

où xh(i, j) ∈ Rn1×n et xv(i, j) ∈ Rn2×n représentent les matrices d’état horizontal et

vertical au point (i, j) avec n = n1 + n2. La matrice u(i, j) ∈ Rm×n la matrice d’entrée

et y(i, j) ∈ Rp×n étant la matrice de sortie au point (i, j).E ∈ Rn×n, Ekl ∈ Rnk×nl , Akl ∈
Rnk×nl pour k, l = 1, 2 , A ∈ Rn×nB ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n et D ∈ Rp×m

Le système 3.1 est appelé système 2D général à temps discret d’écrit par le modèle de

Roesser. Ce système est dit singulier si detE = 0 et standard si detE 6= 0.

Pour des raisons de calcul, on utilise par la suite les notations suivante :

E =

[
E11 E12

E21 E22

]
A =

[
A11 A12

A21 A22

]
B =

[
B1

B2

]
C =

[
C11 C12

C21 C22

]
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3.2. SOLVABILITÉ D’UN SYSTÈME SINGULIER BIDIMENSIONNEL À TEMPS
DISCRET

Dans notre travail , la classe de modèle de type Roesser singulier est considérée pour

ce chapitre on considère le système de type Roesser singulier.

3.2 Solvabilité d’un système singulier bidimensionnel

à temps discret

Considérons le système singulier (3.1), comme la matrice E est singulière, on peut

multiplier ce système par E+ qui est l’inverse généralisé de la matrice E, on obtient

cependant,

E+E

[
xhi+1,j

xvi,j+1

]
= E+A

[
xhi,j

xvi,j

]
+ E+Bui,j (3.3)

et en se basant sur les propriétés de l’inverse généralisé issu de [36, 35, 33, 32], l’équation

(3.3) devient : [
xhi+1,j

xvi,j+1

]
= E+

(
A

[
xhi,j

xvi,j

]
+Bui,j

)
(3.4)

Le système (3.4) est par suite,[
xhi+1,j

xvi,j+1

]
= E+A

[
xhi,j

xvi,j

]
+ E+Bui,j (3.5)

Posons,

E+A =

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]
(3.6)

et

E+B =

[
B̃1

B̃1

]
(3.7)

L’utilisation des équations (3.4), (3.5), (3.6) et(3.7) nous donne la forme :[
xhi+1,j

xvi,j+1

]
=

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

][
xhi,j

xvi,j

]
+

[
B̃1

B̃1

]
ui,j (3.8)

le système (3.8) est similaire à un système linéaire bidimensionnel discret standard.

Nous nous bason sur [11] pour déduire le résulta suivant,

Théorème 1. La trajectoire d’état du système (3.1) avec les conditions initiales xh0j pour

j ∈ Z+ et xhi0 pour i ∈ Z+ est donnée par,
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CHAPITRE 3. MODÈLES BIDIMENSIONNELS (2D) SINGULIERS

xij =

[
xhij

xvij

]
=

i∑
k=0

Ti−k,j

[
0

xvk0

]
+

j∑
l=0

Ti,j−l

[
xh

0l

0

]
+

∑
(k,l)∈Dij

Mi−k,j−lukl (3.9)

où Tij sont les matrices de transition définies par,

Tij =


In (la matrice identité) pour i = j = 0 (n = n1 + n2)

T10Ti−1,j + T01Ti,j−1 pour i, j ∈ Z+(i+ j > 0)

0 pour i < 0 ou/et j < 0

(3.10)

et

T10 :=

[
Ã11 Ã12

0 0

]
, T01 :=

[
0 0

Ã21 Ã22

]
(3.11)

Dij := {(k, l) ∈ Z+ × Z+; 0 ≤ k ≤ i; 0 ≤ l ≤ j, k + l 6= i+ j} (3.12)

Mi−k,j−l = Ti−k−1,j−lB
10 + Ti−k,j−l−1B

01, B10 =

[
B̃1

0

]
, B01 =

[
0

B̃2

]
(3.13)

3.3 Solvabilité d’un système fractionnaire singulier

bidimensionnel à temps continu

Nous allons maintenant, introduire la définition d’un modèle fractionnaire singulier à

temps continu proposé pour l’étude, suivis de quelques résultats concernant la stabilité

de ces types de systèmes.

Nous considérons le système fractionnaire décrit par les équations suivantes,

[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
+

[
B1

B2

]
u (t1, t2)[

yh(t1, t2)

yv(t1, t2)

]
=

[
C11 C12

C21 C22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
+

[
D1

D2

]
u(t1, t2)

(3.14)

xh(t1, t2) ∈ Rn1×n et xv(t1, t2) ∈ Rn2×n représentant les matrices d’état horizontal et

vertical au point (t1, t2), Dα1
t1 x

h (t1, t2) = ∂α

∂t1
xh(t1, t2), Dα2

t1 x
v (t1, t2) = ∂β

∂t2
xh(t1, t2), avec
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3.3. SOLVABILITÉ D’UN SYSTÈME FRACTIONNAIRE SINGULIER
BIDIMENSIONNEL À TEMPS CONTINU

n = n1 +n2. La matrice u(t1, t2) ∈ Rm×n étant la matrice d’entrée et y(t1, t2) ∈ Rp×n étant

la matrice de sortie au point (t1, t2).E ∈ Rn×n, Ekl ∈ Rnk×nl , Akl ∈ Rnk×nl pour k, l = 1, 2

, A ∈ Rn×nB ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n et D ∈ Rp×m, avec 0 < α1, α2 ≤ 1.

Le système (3.14) est appelé système 2D général à temps continu décrit par le modèle

de Roesser suivant. ce système est dit singulier si detE = 0 et standard si detE 6= 0.

Pour nos besoins par la suite, on utilise les notations suivante :

Dα1,α2
t1,t2 x(t1, t2) =

[
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
(3.15)

E =

[
E11 E12

E21 E22

]
A =

[
A11 A12

A21 A22

]
B =

[
B1

B2

]
C =

[
C11 C12

C21 C22

]
(3.16)

Par utilisation de la décomposition en valeurs singulières de la matrice E, nous aurons :

E = UΣV T (3.17)

On définit l’inverse généralisé au sens de Moore-Penrose et utilisons la décomposition

en valeurs singulières de la matrice E,

E+ = V Σ−1UT (3.18)

Considérant le système (3.14), et les équations (3.17), (3.15) et (3.16) on obtient

on peut écrire :

UΣV TDα1,α2
t1,t2 x(t1, t2) = Ax(t1, t2) +Bu(t1, t2) (3.19)

et si on multiplie la formule (3.19) par V Σ−1UT :

V Σ−1UTUΣV TDα1,α2
t1,t2 x(t1, t2) = V Σ−1UTAx(t1, t2) + V Σ−1UTBu(t1, t2) (3.20)

avec : UU> = I , V V > = I

Donc on en déduit alors,

Dα1,α2
t1,t2 x(t1, t2) = V Σ−1UTAx(t1, t2) + V Σ−1UTBu(t1, t2) (3.21)

on pose :
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CHAPITRE 3. MODÈLES BIDIMENSIONNELS (2D) SINGULIERS

V Σ−1UTA = A′ (3.22)

et

V Σ−1UTB = B′ (3.23)

le système décrit par l’équation (3.21) devient,

Dα1,α2
t1,t2 x(t1, t2) = A′x(t1, t2) +B′u(t1, t2) (3.24)

on peut écrire l’équation (3.24) sous la forme :

[
∂α1xv(t1,t2)

∂α1 t2
∂α2xv(t1,t2)

∂α2 t2

]
=

[
A

′
11 A′12

A′21 A′22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
+

[
B′1

B′2

]
u(t1, t2) (3.25)

Le système (3.25) est similaire à un système linéaire bidimensionnel fractionnaire stan-

dard, et comme la solution de ce type est étudié en [18] par Rogowski , on déduit la

trajectoire et la réponse du système singulier décrit par le modèle (3.14).

Théorème 2. La trajectoire d’état du système (3.14) avec les conditions initiales xh(0, t2)

pour t2 ∈ Z+ et x(t1, 0)v pour t1 ∈ Z+ est donnée par,[
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
=
∞∑
i=0

∞∑
j=1

Tij

{
N1∑
k=1

tk+iα1−1
1

Γ (k + iα1)
Ijα2
t2

[
x
h(k−1)
t1 (0, t2)

0

]
+

[
B′1

0

]
I

(i+1)α1,jα2

t1,t2 u (t1, t2)

}

+
∞∑
i=0

Ti0

{
N1∑
k=1

tk+iα1−1
1

Γ (k + iα1)

[
x
h(k−1)
t1 (0, t2)

0

]
+

[
B′1

0

]
I

(i+1)α1

t1 u (t1, t2)

}

+
∞∑
i=1

∞∑
j=0

Tij

{
N2∑
l=1

tl+jα2−1
2

Γ (l + jα2)
I iα1
t1

[
0

x
v(l−1)
t2 (t1, 0)

]
+

[
0

B′2

]
I
iα1,(j+1)α2

t1,t2 u (t1, t2)

}

+
∞∑
j=0

T0j

{
N2∑
l=1

tl+jα2−1
2

Γ (l + jα2)

[
x
v(l−1)
t2 (t1, 0)

]
+

[
0

B′2

]
I

(j+1)α2

t2 u (t1, t2)

}
(3.26)

avec :

Tij =


In pour i = 0,j = 0

T10Ti−1,j + T01Ti,j−1 pour i+ j m 0 (i, j ∈ Z+)

0 pour il 0 et/ou j l 0

(3.27)

et,
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3.3. SOLVABILITÉ D’UN SYSTÈME FRACTIONNAIRE SINGULIER
BIDIMENSIONNEL À TEMPS CONTINU

T10 =

[
A′11 A′12

0 0

]
, T01 =

[
0 0

A′21 A′22

]
(3.28)

Conclusion : Dans ce chapitre,nous avons étudié différente classe de système sin-

gulières tout en s’intéressant à la détermination de la trajectoire d’état (solution) en

utilisant l’inverse généralisée, la SV D et autres décomposition.
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Chapitre 4

Chapitre 4 : Tests de stabilité

4.1 Motivation avec introduction

En mathématiques et en automatique, la notion de stabilité de Lyapunov (ou, plus

correctement, de stabilité au sens de Lyapunov) apparâıt dans l’étude des systèmes dyna-

miques. De manière générale, la notion de stabilité joue également un rôle en mécanique,

dans les modèles économiques, les algorithmes numériques, la mécanique quantique, la

physique nucléaire, etc... [23, 12, 31, 3].

4.1.1 Définitions :

Définition 4.1.1. [3] Un système est stable au sense BIBO si et seulment si : ∀x0 =

x(0),∀u bornée donnée, la sortie y est aussi bornée.

Définition 4.1.2. [19] Un système se trouve dans un état d’équilibre si cet état n’est pas

modifier l’orsque le système est abondonné à lui même.

on détermine cet équilibre, en posant à la faire u = 0 et x′ = 0, ce qui revient à

résoudre Ax = 0.

Définition 4.1.3. [19] Un état d’équilibre est asymptotiquement stable si lorsque le système

écarté de cet état sous l’effet d’une perturbation, il y revient en un temps infini ; dans le

cas contraire, il est dit instable.

Un état d’équilibre est dit simplement stable si après perturbation, le système reste

dans un voisinage du point d’équilibre.

Définition 4.1.4. [19] Le système singulier est dit stable s’il existe des scalaires α,β tel

que quand u(t) = 0 pour tm 0 son état x(t) satisfait : ‖x(t)‖2 ≤ αe−βt‖x(0)‖2, tm 0.
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4.2. ÉTUDE DU CAS CONTINU À DÉRIVÉE ENTIÈRE

4.2 Étude du cas continu à dérivée entière

4.2.1 Approche de Lyapounov direct de stabilité

Dans cette partie du travail on s’intéresse à la classe des système de Roesser singuliers

à dérivées entières pour le cas continue sans force associée à (3.14) avec α1 = α2 = 1 qui

est décrit par le modèle suivant,

[
E11 E12

E21 E22

][
∂xh(t1,t2)

∂t1
∂xv(t1,t2)

∂t2

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.1)

Pour que le système (4.1) soit stable il faut que

lim
t1,t2−→+∞

∥∥∥∥∥
(

∂xh(t1,t2)
∂t1

∂xv(t1,t2)
∂t2

)∥∥∥∥∥ = 0 (4.2)

avec les conditions initiales : supt2∈R+

∥∥xh (0, t2)
∥∥ < +∞ et supt1∈R+ ‖xv (t1, 0)‖ < +∞.

Pour que cette dernière limite tend vers 0 il fallait trouvé une fonction V décroissante,

donc sa dérivée doit être négative.

Pour des raisons de notation, nous notons dans ce qui suit(
∂xh(t1,t2)

∂t1
∂xv(t1,t2)

∂t2

)
= x

′
(t1, t2) (4.3)

Comme une fonction candidate, on peut prendre

V = x>(t1, t2)(E>P )x(t1, t2) (4.4)

avec

E>P = PE

,

P =

[
P11 P12

P21 P22

]
� 0

et E>P une matrice positive.

On savait que pour, ∀t1, t2 ∀xh(0, t2) ≥ 0 ∀xv(t1, 0) on aura

V ′ = x′>(t1, t2)(E>P )x(t1, t2) + x>(t1, t2)(E>P )x′(t1, t2) (4.5)
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CHAPITRE 4. CHAPITRE 4 : TESTS DE STABILITÉ

V ′ =

[
∂xh(t1,t2)

∂t1
∂xv(t1,t2)

∂t2

]> [
E11 E12

E21 E22

]> [
P11 P12

P21 P22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]

+

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]> [
E11 E12

E21 E22

]> [
P11 P12

P21 P22

][
∂xh(t1,t2)

∂t1
∂xv(t1,t2)

∂t2

] (4.6)

Ce qui implique que,

V ′ =

([
E11 E12

E21 E22

][
∂xh(t1,t2)

∂t1
∂xv(t1,t2)

∂t2

])> [
P11 P12

P21 P22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]

+

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

][
P11 P11

2P21 P22

][
E11 E12

E21 E22

][
∂xh(t1,t2)

∂t1
∂xv(t1,t2)

∂t2

] (4.7)

En utilisant les équations (4.1) et (4.7), nous déduisons la relation suivante

V ′ =

([
A11 A12

A21 A22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

])> [
P11 P12

P21 P22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]

+

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]> [
P11 P12

P21 P22

][
A11 A12

A21 A22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]

V ′ =

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]> [
A11 A12

A21 A22

]> [
P11 P12

P21 P22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]

+

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]> [
P11 P12

P21 P22

][
A11 A12

A21 A22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.8)

⇒

V ′ =

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]>[ A11 A12

A21 A22

]> [
P11 P12

P21 P22

]
+

[
P11 P12

P21 P22

][
A11 A12

A21 A22

]
︸ ︷︷ ︸

Q

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]

(4.9)

Ce qui implique que si V
′ ≺ 0 alors la matrice Q ≺ 0. par suite on déduit le théorème

suivant.

Théorème 3. Le système de Roesser décrit par l’équation d’état (4.1) est dite stable si
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4.2. ÉTUDE DU CAS CONTINU À DÉRIVÉE ENTIÈRE

et seulement s’il existe une matrice définie positive

P =

[
P11 P12

P21 P22

]
� 0

tel que la matrice suivante est définie négative,

[
A11 A12

A21 A22

]> [
P11 P12

P21 P22

]
+

[
P11 P12

P21 P22

][
A11 A12

A21 A22

]
≺ 0 (4.10)

et

E>P = PE

4.2.2 Test par l’utilisation de l’inverse généralisé

Considérons le système (4.1), comme la matrice E =

[
E11 E12

E21 E22

]
est singulière, on

peut multiplier par E+ =

[
E11 E12

E21 E22

]+

qui est l’inverse généralisé de la matrice E, on

aura donc le système suivant,

[
E11 E12

E21 E22

]+ [
E11 E12

E21 E22

][
∂xh(t1,t2)

∂t1
∂xv(t1,t2)

∂t2

]
=

[
E11 E12

E21 E22

]+ [
A11 A12

A21 A22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.11)

Par utilisation des propriétés de l’inverse généralisé [33, 35, 36], l’équation (4.11) de-

vient :

[
∂xh(t1,t2)

∂t1
∂xv(t1,t2)

∂t2

]
=

[
E11 E12

E21 E22

]+ [
A11 A12

A21 A22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.12)

Maintenant si on utilise le même principe que dans ce qui précède avec l’existence

d’une fonction V décroissante, donc sa dérivée doit être négative ; dans ce cas la fonction

candidate V est sous la forme

V =

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]T [
P11 P12

P21 P22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.13)

et pour le même principe de dérivation et d’après les étapes prises dans les équations

de (4.5), (4.6), (4.7) et (4.9), nous obtiendrons le résultats suivant.
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Théorème 4. Le système de Roesser décrit par l’équation d’état (4.1) est dit stable si et

seulement s’il existe une matrice définie positive

P =

[
P11 P12

P21 P22

]
� 0

tel que la matrice suivante est définie négative

[
A11 A12

A21 A22

]> [
E11 E12

E21 E22

]+T [
P11 P12

P21 P22

]
+

[
P11 P12

P21 P22

][
E11 E12

E21 E22

]+ [
A11 A12

A21 A22

]
≺ 0

(4.14)

4.3 Étude de la classe des systèmes fractionnaires po-

sitives

4.3.1 Test par l’utilisation de l’inverse généralisé

[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
(4.15)

xh(t1, t2) ∈ Rn1×n et xv(t1, t2) ∈ Rn2×n représentent les matrices d’état horizontal et

vertical aux points (t1, t2), Dα1
t1 x

h (t1, t2) = ∂α

∂t1
xh(t1, t2), Dα2

t1 x
v (t1, t2) = ∂β

∂t2
xh(t1, t2), où

n = n1 + n2. E ∈ Rn×n, Ekl ∈ Rnk×nl , Akl ∈ Rnk×nl pour k, l = 1, 2 , A ∈ Rn×n, avec

0 < α1, α2 ≤ 1.

Définition 4.3.1. Le système (4.15) est dit positif si pour toute condition initiale xh(0, t2)

et xv(t1, 0), la solution

[
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
est positive.

Si on utilise le principe de l’inverse généralisé dans le système (4.15) comme dans

l’équation (4.11), il s’écrit alors,

[
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
(4.16)
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avec, [
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]
=

[
E11 E12

E21 E22

]+ [
A11 A12

A21 A22

]
(4.17)

Théorème 5. Le système (4.15) est dit stable si et seulement si il existe deux vecteurs

positifs,

λ =
[
λT1 · · ·λTnh

]
∈ Rnh , γ =

[
γT1 · · · γTnv

]
∈ Rnv

tel que : [
λT γT

] [ E11 E12

E21 E22

]+ [
A11 A12

A21 A22

]
≺ 0 (4.18)

Démonstration. Pour démontrer ce théorème, nous allons travaillé avec le système équivalent

(4.17), nous utilisons la fonction de Lyapunov pour les systèmes classiques fractionnaires,

pour étudier la stabilité des systèmes autonomes d’ordre fractionnaires 2D comme suit :

Vh (t1, t2) = λTxh (t1, t2)

Vv (t1, t2) = γTxv (t1, t2) .
(4.19)

La fonction candidate de Lyapunov satisfait cependant :

V (t1, t2) = Vh (t1, t2) + Vv (t1, t2) (4.20)

Calculons maintenant la dérivée fractionnaire globale de V (t1, t2) et considérons qu’elle

est définie négative, alors :

Dα1,α2V (t1, t2) = Dα1Vh (t1, t2) +Dα2Vv (t1, t2)

= λTDα1 (xh (t1, t2)) + γTDα2 (xv (t1, t2))

=
[
λT γT

] [ Dα1
td

(xh (t1, t2))

Dα2
t2 (xv (t1, t2))

]

=
[
λT γT

] [ Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
< 0.

(4.21)

On sait déjà que xh(t1, t2) ≥ 0 et xv(t1, t2) ≥ 0 puisque le système fractionnaire 2D

est positif donc la condition de stabilité est réduite à la condition dans l’équation (4.21),

et donc la condition (4.18) est évidente.
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4.4 La stabilisation

Le problème de stabilisation des systèmes dynamiques se pose actuellement dans des

différents modèles et applications, ce problème consiste à trouver un contrôle qui rend

notre système stable lorsqu’il n’est pas stable. Le problème de stabilisation a été traité

dans plusieurs ouvrages et articles citation à titre d’exemple ([37, 38, 39, 40]) .

Considérant le système 2d fractionnaire définit par l’équation (3.14),

[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
+

[
B1

B2

]
u (t1, t2)[

yh(t1, t2)

yv(t1, t2)

]
=

[
C11 C12

C21 C22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
(4.22)

Définition 4.4.1. Le système (4.22) est dit stabilisable s’il existe un nouveau contrôle

par retour d’état, tel que le système en boucle fermée soit stable.

4.4.1 Stabilisation de l’entrée

Si le système (4.22) est non stable, alors on peut trouver un nouveau contrôle de la

boucle fermée

u(t1, t2) =
[
K1 K2

] [ xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.23)

où :K1 représente la matrice de gain pour l’axe horizontale et K2 pour l’axe verticale.

Remplaçons le nouveau contrôle définit par (4.23) dans le système (4.22),

[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
+

[
B1

B2

] [
K1 K2

] [ xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.24)

Donc,[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

([
A11 A12

A21 A22

]
+

[
B1

B2

] [
K1 K2

])[ xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.25)
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Par un simple calcul du produit matriciel,[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 +B1K1 A12 +B1K2

A21 +B2K1 A22 +B2K2

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.26)

Maintenant, si on utilise le théorème 5 et la définition de la stabilité, on aura le résultat

suivant.

Théorème 6. Le système (4.22) est dite stabilisable si et seulement si il existe deux

vecteur positive :

λ =
[
λT1 · · ·λTnh

]
∈ Rn1 , γ =

[
γT1 · · · γTnv

]
∈ Rn2

et un contrôle

u(t1, t2) =
[
K1 K2

] [ xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
(4.27)

tel que, [
λT γT

] [ E11 E12

E21 E22

]+ [
A11 +B1K1 A12 +B1K2

A21 +B2K1 A22 +B2K2

]
≺ 0 (4.28)

4.4.2 Stabilisation de la sortie

Si le système (4.22) est non stable, alors on peut trouver un nouveau contrôle de la

boucle fermée,

u(t1, t2) =
[
F1 F2

] [ yh(t1, t2)

yv(t1, t2)

]
(4.29)

et en remplaçant l’équation (4.29) dans (4.22)

[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]

+

[
B1

B2

] [
F1 F2

] [ C11 C12

C21 C22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
(4.30)

Calculons ensuite le produit matriciel suivant,
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[
B1

B2

] [
F1 F2

] [ C11 C12

C21 C22

]
=

[
B1C11 F1 +B1C21 F2 B1C12 F1 +B1C22 F2

B2C11 F1 +B2C21 F2 B2C12 F1 +B2C22 F2

]
(4.31)

Par substitution du résultat obtenu en (4.31) dans l’équation (4.30), on obtient

[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]

+

[
B1C11 F1 +B1C21 F2 B1C12 F1 +B1C22 F2

B2C11 F1 +B2C21 F2 B2C12 F1 +B2C22 F2

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
(4.32)

Finalement,[
E11 E12

E21 E22

][
Dα1
t1 x

h (t1, t2)

Dα2
t2 x

v (t2, t2)

]
=[

A11 +B1C11 F1 +B1C21 F2 A12 +B1C12 F1 +B1C22 F2

A12 +B2C11 F1 +B2C21 F2 A22 +B2C12 F1 +B2C22 F2

][
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
(4.33)

Par conséquent, si on utilise le théorème 5 et la définition de la stabilité, il s’ensuit le

résultat suivant,

Théorème 7. Le système (4.25) est dite stabilisable si et seulement si il existe deux

vecteurs positifs,

λ =
[
λT1 · · ·λTnh

]
∈ Rn1 , γ =

[
γT1 · · · γTnv

]
∈ Rn2

et un contrôle

u(t1, t2) =
[
F1 F2

] [ yh(t1, t2)

yv(t1, t2)

]
(4.34)

tel que,

[
λT γT

] [ E11 E12

E21 E22

]+ [
A11 +B1C11 F1 +B1C21 F2 A12 +B1C12 F1 +B1C22 F2

A12 +B2C11 F1 +B2C21 F2 A22 +B2C12 F1 +B2C22 F2

]
≺ 0

(4.35)
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4.5 Exemples et simulations

Exemple 4.5.1. Considérant le système (4.1) avec les matrices,

E =

(
1 0

1 0

)
, A =

(
−3.57 1.14

1 −0.4

)
(4.36)

Le théorème 3 est utilisé pour tester la stabilité ; on trouve que l’inégalité matricielle

donnée par (4.10) est faisable et le système considéré est stable, la solution proposée est

donnée par,

P =

(
0.5014 1.0675

1.0675 3.0362

)
(4.37)

Exemple 4.5.2. Considérant le système (4.1) où sont données les matrices,

E =

(
0 0

1 0

)
, A =

(
−1.2422 0.9842

1.0000 −1.0000

)
(4.38)

Par le théorème 3 on teste la stabilité, on trouve par suite que l’inégalité matricielle

donnée par (4.10) est faisable et le système considéré est stable, la solution proposé est

cependant donnée par,

P =

(
1.7741 1.8400

1.8400 2.1011

)
(4.39)

Exemple 4.5.3. Kaczorek et Rogowski dans [39] Considèrent la ligne de transmission

(longue) 2D avec le modèle d’éléments distribués illustrés par la figure 1.

Figure 4.1

Pour modéliser ce système, nous considérons qu’il est formé de sections infinies de

longueur infiniment petite ∆x en cascade. Les quatre paramètres linéaires sont les sui-

vants :
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1. Résistance R : Qui est la résistance des conducteurs, en général elle est très faible

(Ω/m).

2. Inductance linéaire L : Chaque section de ligne est soumise à un champ variable

créé par le courant circulant dans les sections voisines. C’est donc le siège des

phénomènes d’induction caractérisé par une inductance par unité de longueur (H/m).

3. Conductance G : C’est l’opposé de la résistance entre les deux conducteurs consti-

tuant la ligne.

Pour un bon diélectrique, la résistance aux fuites est très élevée et prend souvent G très

faible −1
m

.

1. Capacité C : C’est la capacité qui existe entre deux conducteurs F
m

. Les équations

qui décrivent le courant et la tension dans cette ligne de transmission en fonction

du temps t et la variable spatiale x peut être représenté par :

−Dα
xu(x, t) = Ri(x, t) + L∂i(x,t)

∂t
,

−Dβ
x i(x, t) = Gi(x, t) + C ∂u(x,t)

∂t
,

(4.40)

L’équation (4.40) peut être d’écrit par la représentation d’espace d’états suivante,
1 0 0 L

0 1 C 0

0 0 0 0

0 0 0 0


[
Dα
t1
xh (t1, t2)

Dβ
t2x

v (t1, t2)

]
=


0 −R 0 0

−G 0 0 0

1 0 −1 0

0 1 0 −1


[
xh(x, t)

xv(x, t)

]

+

[
B1

B2

]
u (t1, t2)

(4.41)

avec :

xh(x, t) = xv(x, t) =

[
u(x, t)

i(x, t)

]

Pour les valeurs C = 0.00007F/m,R = 0.009Ω/m,G = 0.08Ω−1/m,L = 0.02H/m et

α = β = 1. la stabilité du système n’est pas vérifiée car ses valeurs propres λ1 = λ2 =

−1.0000, λ3 = 0.0268 et λ4 = −0.0268 ; on remarque bien que λ3 est positive, donc ce

système n’est pas stable.

35



4.5. EXEMPLES ET SIMULATIONS

Puisque notre système n’est pas stable, on utilise un contrôleur stabilisable de la forme

u (t1, t2) =
[
K1 K2

] [ xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]

=
[

44.2614 −24.6661 16.8733 0.0189
] [ xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

] (4.42)

Par utilisation maintenant du nos résultats basé sur les théorèmes 6 et 4, le système

(4.41) est stabilisable de plus, la solution du problème de faisabilité est,

P =


0.0021 0.0184 0.0082 −0.0103

0.0184 8.4215 4.3223 0.1287

0.0082 4.3223 3.1601 −0.4101

−0.0103 0.1287 −0.4101 0.5132

 (4.43)
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Conclusion générale

Ce mémoire de fin d’études a pour fin utile deux objectifs, Le premier est le problème

de solvabilité des systèmes uni et bidimensionnels pour les deux cas continu et discret,

puis en deuxième partie les tests de stabilité pour les systèmes singuliers bidimensionnels

fractionnaires continu sont introduites. Les conditions que nous avons développé sont des

extensions des résultats issu de [7, 35, 1, 3, 8, 17].

Le principal objectif dans ce mémoire est de faire une analyse sur la solvabilité

des systèmes dynamiques singuliers en utilisant l’inverse généralisé de Moore-Penrose

et la décomposition en valeurs singulières pour appliquer les résultats classique pour les

systèmes non singuliers.

En perspectives, les résultats peuvent être généralisés aux cas des systèmes unidimen-

sionnels et bidimensionnels fractionnaires ou non, ou les systèmes de Fornasini Marchesini,

aussi les systèmes hybride. D’autres études pour le cas multidimensionnels feront l’objet

de nos investigations futures.

37



Bibliographie

[1] D. Bouagada, P. Van Dooren, State Space Solution of Implicit Fractional Continuous

Time Systems, Fractional calculus and applied analysis, 15(3) (2012), 356- ?361.

[2] M. A. Ghezzar, Analyse et Synthése de Certaines Classes de Systémes Bidimension-
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