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Titre : Contrdle avec contrainte de positivité pour les systeme 2D

singuliers a temps continu

Rssumé :

Ce sujet traite de la synthese de stabilité pour une classe de systemes 2D singuliers a
temps continu. Des conditions de stabilité et de stabilisation des systemes singuliers bidi-
mensionnels positifs en temps continu seront dérivées, pour lesquelles les états prennent
des valeurs non négatives lorsque les conditions initiales sont non négatives. Notons que
la classe des systemes positifs est une classe de systemes dont les variables sont par na-
ture positives or les modeles usuels en particulier linéaires n’integrent en général pas cette
contrainte. De plus, la synthese des controleurs a états rétroactifs, le probleme de synthese
avec des bornes non symétriques et de la stabilisation seront également traités. Quelques

applications et exemples numériques seront inclus pour illustrer nos résultats.

Title : Control with positivity constraint for singular continuous-time 2D systems

Abstract :

This topic deals with the synthesis of stability for a class of singular continuous-time
2D systems. Stability and stabilization conditions of positive two-dimensional singular
systems in continuous time will be derived, for which the states take on non-negative va-
lues when the initial conditions are non-negative. Note that the class of positive systems
is a class of systems whose variables are by nature positive, but the usual models, in par-
ticular linear models, generally do not integrate this constraint. In addition, the synthesis
of feedback state controllers, the problem of synthesis with asymmetrical bounds and sta-
bilization will also be treated. Some digital applications and examples will be included to

llustrate our results.
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Notations

R : L’espace des nombres réels.

R™ : L’espace des vecteurs réels de dimension n.

R™™ : L’espace des matrices réelles de taille n x m.

€ : Appartient .

rang (.) : Le rang de la matrice.

det (.) : Le déterminant de la matrice.

I, : La matrice identité de taille n x n.

0nxm : La matrice nulle de taille n x m.

M, «m : La matrice de taille n x m.

M7 : Transposé de la matrice M.

M~ : L’inverse de la matrice M.

M = 0 : Matrice définie positive.

M* : Transposé conjugué de la matrice M.

M,, : Une matrice de Metzler de taille n.

D352 a(ty, ta) : La double dérivée fractionnaire de Caputo pour la fonction x(t, ).

Ditx(t1,t2) : La dérivée fractionnaire partielle de Caputo pour la fonction (1, t2) par
rapport a la variable ;.

Di?x(t1,ts) : La dérivée fractionnaire partielle de Caputo pour la fonction (1, t2) par
rapport a la variable 5.

I 2 x(ty, tp) + L'intégrale fractionnaire double au sens de Riemann-Liouville de la

fonction z(ty,ts).
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Introduction

En mathématique et en ingénierie, la théorie du controle a comme objet 1’étude
du comportement de systemes dynamiques paramétrés en fonction des trajectoires de
leurs parametres [1, 4], 29, [7, 12] B5]. Un systéme dynamique est la donnée d'un systeme
et d'une loi décrivant I’évolution de ce systeme, ce peut étre 1’évolution d’une réaction
chimique au cours du temps, le mouvement des planetes dans le systeme solaire ou encore
I’évolution de la mémoire d’un ordinateur sous l'action d’un programme informatique
[28, 25| 6] [7, 19, 14, 10]. formellement on distingue les systemes dynamiques a temps
discret (comme un programme informatique), des systemes dynamiques a temps continus
(comme une réaction chimique).

Dans la modélisation, on peut avoir recours a des équations, systemes différentiels
ordinaires, aux dérivées partielles, fractionnaires et a des problemes d’optimisation ; pour
ces raisons, la théorie mathématique de controle est a I'intersection de nombreux domaines
mathématiques.

Il existe plusieurs types de systemes fractionnaires, on cite les systeémes linéaires uni-

dimensionnels décrit par les équations :

{ ED%z(t) = Az(t) + Bu(t) "

y(t) = Cx(t) + Du(t)
ou :
x(t) désigne la trajectoire, u(t) le controle, E, A, B, C, D sont des matrices constantes
de dimensions appropriées.

et les systemes fractionnaires bidimensionnels d’écrits par le modele de Roesser,

Ey Epg Dfllxh (t17f2) ] i A Ap ] " <t17t2) | B ]
o = + 'Ll,(tl,tg)
Eo1 Eg Dpza® (ta,ta) | | Aur Az | | 2°(t1,t2) | B2 | @)
Y (t1,t2) ] [ Oy Oy | [ 2t (t1,t2) [ D, ]
= + u(tlatZ)
Yo (t1, t2) | O Oy | | 27 (h,12) | Dy |

Ce dernier systeme est dit singulier si det(F) = 0, régulier si det(E) # 0, et standard
si b =1.

Nous nous intéressons dans ce travail a cette classe de systemes tout en étudiant la
solvabilité et la stabilité pour une classe de systemes 2D singuliers : fractionnaires et non
fractionnaires.

Notre travail a été structuré en quatre chapitres, en plus de I'introduction, I’application

et la conclusion.



Dans le premier chapitre nous avons introduit les notions mathématiques de base pour
pouvoir étudier et analyser les systemes uni et multidimensionnels par la suite. Le dexieme
chapitre a été consacré pour les modeles unidimensionnels singuliers dans le cas (continu,
discret) et on donne leurs solutions.

Le troisieme chapitre a été dédie pour les modeles bidimensionnels singuliers et leurs
solutions.

le quatrieme chapitre traite I’étude de la stabilité du problemes bidimensionnel frac-
tionnaire continue.

Nous terminons enfin notre mémoire par une application et une conclusion générale.



Chapitre 1

Notions de bases-Préliminaires et

position du probleme

L’algebre linéaire est la branche des mathématiques qui s’intéresse a I’étude des espaces
vectoriels et des transformations linéaires, elle sert aussi a la formalisation générale de la
théorie des systemes d’équations linéaires. Pour cette raison, nous allons énoncé quelques

resultats classiques qui vont nous étre tres utile par la suite.

Définition 1.0.1. [3] On dit que A est une matrice non-négative si Vi = 1,n Vj = 1,m :
a;; > 0, autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives. Une telle matrice est notée
A>0o0uAeRP™.

Définition 1.0.2. [2] On dit que A est une matrice positive si A est non-négative et
Jk=1,n3 =1, m:ay >0, i.c., toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins

une entrée strictement positive. Nous noterons une telle matrice A > 0

Définition 1.0.3. [2] On dit que A est une matrice de Metzler siVi=1,n,Vj =1,m,i #
J ia;; >0, i.e., toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives. L’ensemble des

matrices de Metzler de dimension n X n est noté M,,.

Exemple 1.0.1. La matrice B swivante est une matrice de Metzler.

-3 5 0 3

9 -7 4 2
B =

8 6 2 6

7 3 1 5

Définition 1.0.4. Une matrice par blocs ou matrice partitionnée est une matrice dévissée
en sous-matricee rectangulaires a partir d’une division de sa diagonale, ces sous matrices

sont appelées blocs.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES-PRELIMINAIRES ET POSITION DU
PROBLEME

Exemple 1.0.2. Soit la matrice P suivante,

(112 2 2]

11 2 2 2

P=|3 3 4 4 4

3 3 4 4 4

|3 3 4 4 4]

peut étre partitionnée en quatre blocs :

- 5 9 o 3 3 4 4 4
p11:[11]p12:[222]p21: 3 3| pe=|4 4 4
3 3 4 4 4

on peut alors écrire la matrice par blocs comme :

P11 P12 ]

Ppartitionné =
P21 P22

Définition 1.0.5. [3)] L’inverse généralisé
Soit A une matrice a coefficients réels ou complexe avec n linges et p colonnes, son

pseudo-inverse AT existe et il est unique vérifiant les conditions suivantes :

AAYA = A
ATAAT = AT
(AA)T = AAT
(A*A)T = ATA

Définition 1.0.6. [3]] La décomposition en valeurs singuliers (D.V.S)

Soit A € R™*™ il est possible de décomposer A en forme de produit de trois matrices :

1. La premiére matrice notée U, matrice orthogonale dont les colonnes sont formés par

les vecteurs propres correspondants auz valeurs propres de AAT.

2. La deuzxiéme matrice notée V', matrice orthogonale dont les colonnes sont formés

par les vecteurs propres correspondants auzx valeurs propres de AT A.

3. La troisiéme matrice notée 3, formée par les valeurs singulieres notées o;.(une va-

leur singuliére est la racine carrée de la valeur propre de AAT, oy = \/ \(AAT)

11



en final :
A= Umxmzmxnvnxn

avec :UUT =1 ,VVT =1.

Définition 1.0.7. Une fonction de la variable t est dite causale, si elle est nulle pour t
< 0.
Définition 1.0.8. Soit f une fonction du temps t causale, sa transformée de Laplace
notée F(s) est définie par :
+o0
F(s) = L(f(t)) = ft)edt

0

telle que s est un nombre complexe. F existe que si cette

intégrale a un sens i.e converge.

Définition 1.0.9. [27] La fonction définit par l'intégrale suivante est définie par
+o0
['(x) = / t*te~tdt, Re(x) >0
0

est appelée la fonction gamma, elle vérifie la propriété : T'(x + 1) = zI'(z).

Définition 1.0.10. Les dérivées fractionnaire Dj'xy (t1,t2) et Dy, (t1,t2) représentent

les dérivées fractionnaires de Caputo des fonctions x" (t1,t) et x¥ (t1,t2)

o 1 1 Cfiﬂ (Ta t2>
Dtll.lfh (tl,tg) = F (1 — al) /0 (ttll _ T)al dT (11)
1 t2 % (tlaT)
D?x, (ti,t) = 2 —d 1.2
O N =) A e 2
avec,
O<ay<letO<ay<1 (1.3)

Définition 1.0.11. [7/ L’intégrale fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 de Riemann-Liouville

pour la fonction f(t) est de la forme,

B @_ﬁ / (t— 1) f(r)dr (1.4)

Définition 1.0.12. [7] La double intégrale fractionnaire d’ordre (co,3), 0 < a < 1 et

12



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES-PRELIMINAIRES ET POSITION DU
PROBLEME

0 < B <1 pour la fonction 2D f(ty,ts) de Riemann-Liouville est de la forme,

.p _ n )%ty — )P F (1. 1) drdr
Itl,t2f<t> - F(Q)F(6>/0 /0 (tl 1) (t2 2) f( 1 2)d ld 2 (15)

Le terme IML (Inégalité Matricielle Linéaire), (LMI : Linear Matrix Inequality en
anglais) est maintenant couramment employé dans la littérature liée a I'analyse ou a la

commande des systemes, voir [3], 2] [19], . Nous rappelons néanmoins quelques notions.

Définition 1.0.13. [19] Une inégalité matricielle linéaire (IML) est une expression de la

forme

F(z)=Fy+ ) a;F; -0 (1.6)
1

ot x = (x;),1 = 1,m est un vecteur de nombres réels (variables de décisions) et

E) i = 0,m, sont des matrices réelles symétriques i.e F; = FX € R™" i =0, m.
( 1)7 ) 2 y q (3 '3 9 9

Remarque 1.0.1. L’inégalité ” = 7 dans (1.6 signifie ”’définie positive”’ c’est a dire
ul F(x)u = 0 pour tout u € R, u # 0, ce qui est équivalent & ce que la plus petite valeur

propre de F(x) est positive.

Remarque 1.0.2. [19/

1. Le terme inégalité matricielle linéaire est utilisée dans la littérature sur les systemes
et controle, mais la terminologie n’est pas consistante avec l'expression F(x) = 0 que
F' n’est pas une fonction linéaire. Le terme inégalité matricielle affine peut mieux

correspondre a la formulation.

2. Une IML non stricte est une IML telle que l'inégalité dans (5.9) est non stricte
= et (5.9) est remplacée par F(x) = 0. Les inégalités matricielles F(x) < 0 et
F(z) < G(x) ou F,G étant des fonctions affines, sont des cas particuliers de (5.3)

puisqu’elles peuvent étre reformulées sous la forme IML :

On écrit toujours une IML sous la forme F(x) < 0 avec F : R™ — S™ une fonction
affine. L’objectif est de trouver x € R™ satisfaisant [inégalité. Ce choix de = est appelé

probleme de faisabilité.

13



Chapitre 2

Modéles unidimensionnels (1D)

singuliers

Les systemes singuliers se trouvent en ingénierie tels que dans les circuits électriques,
systemes électriques, génie aérospatial et traitement chimique,les science sociale, systemes
économiques, systemes biologiques, analyse de réseaux, analyse de séries chronologiques
[T, 3, 27, 23], 24].

Leur forme les rend également utiles dans la modélisation de systeme. Dans de nom-
breux articles les systemes singuliers sont appelés systemes implicites, les systemes différentiels
/ algébriques, les systeémes d’espace d’état généralisés, etc. Les systemes singuliers sont
gouvernés par les équations différentielles dites singulieres, qui dotent les systemes de

nombreux caractéristiques spéciales qui ne se trouvent pas dans les systemes classiques.

2.1 Cas continue :

Définition 2.1.1. Systéme unidimensionnel continu

le systeme :

x (t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

est dit un systeme a une dimension linéaire a temps continu, o,
A € R™™ : matrice dynamique ou d’évolution.

B € R™™ : matrice de controle ou de commande.

C € R™™ : matrice d’observation.

D € R™™ : matrice de transmission.

14



CHAPITRE 2. MODELES UNIDIMENSIONNELS (1D) SINGULIERS

z(t) € R™ : la trajectoire.
y(t) € R™ : la sortie.
u(t) € R™ : le contrile.

Définition 2.1.2. Systeme unidimentionnel singuliers continus Le systeme :

’

Ex (t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

est dit un systéme singulier linéaire a temps continue si le det(E) = 0.

2.1.1 Solution d’un systeme singulier unidimensionnel L.T.I conti-

nue :

Dans cette partie, on va utiliser la décomposition en valeurs singulieres et l'inverse

généralisé pour obtenir la solution du systeme de type

Ex (t) = Ax(t) + Bu(t) (2.3)

Consédiront le systeme (2.3)), on peut décomposer la matrice F en utilisant la décomposition

en valeurs singulieres, ie

E=Uxv"T

En utilisant la relation entre la décomposition en valeurs singuliere et 'inverse généralisé,

nous aurons la formule suivante,

Et=vxu”

Par multiplication de I’équation ([2.3) par ET qui est I'inverse généralisé de la matrice

E, il vient :

ETEx'(t) = E* Ax(t) + E* Bu(t) (2.4)

2 (t) = E* Az(t) + Et Bul(t)
Sion pose : EYA=Aet EYB = B.

15



2.2. CAS DISCRET :

L’équation ({2.4) devient :

z (t) = Ax(t) + Bu(t) (2.5)

le systeme (2.5 est similaire & un systeme linéaire continue standard, et donc la

solution de sous la forme :

- to N
z(t) = e +/ e ¢ Bu(r)dr (2.6)
0

ou encore d’'une autre maniere :

2.2 Cas discret :

Définition 2.2.1. Systéme unidimensionnel standard discret

le systeme :

T = Axy + Buy,

(2.8)
Y = Cl’k + Duk
est dit un systeme en une dimension linéaire a temps discret, avec :
A € R™™ : matrice dynamique ou d’évolution.
B € R™™ : matrice de controle ou de commande.
C € R™™ : matrice d’observation.
D € R™™ : matrice de transmission.
z(t) € R™ : la trajectoire.
y(t) € R™ : la sortie.
u(t) € R™ : le contrile.
Définition 2.2.2. Systeme unidimentionnel singuliers discret
le systeme :
ECL’k_H = AIk + Buk
(2.9)

yr = Cxp + Duy,

est dit un systéme en une dimension singulier linéaire a temps discret si le det(E) = 0,
avec :

E € R™™ : matrice singuliers A € R™™"™ : matrice dynamique ou d’évolution.

16



CHAPITRE 2. MODELES UNIDIMENSIONNELS (1D) SINGULIERS

B € R™™™ : matrice de controle ou de commande.
C € R™™ : matrice d’observation.

D € R™™ : matrice de transmission.

z(t) € R™ : la trajectoire.

y(t) € R™ : la sortie.

u(t) € R™ : le contrile.

2.2.1 Solvabilité des systemes singuliers unidimensionnel a temps

discrets :

Consédirons le systeme ([2.9)), on peut décomposer la matrice E en utilisant la décomposition

en valeurs singulieres, ie

E=UxV"
. On peut écrire :

(USV )41 = Azy, + Bug (2.10)

Par multiplication de I'équation (2.10) par VE~1U”, ot £7! est l'inverse de X, il

s’ensuit alors,

VETUT(USV ) apy = (VETWUD Az + (VS 'UT) Buy, (2.15) (2.11)
et comme UUT =1 | VVTT =] le systeme (2.11]) peut alors s’écrire comme,
T = (VI U Az + (VETUT)Buy (2.12)
Posons :
(VA=A

et
(V"B =8B

Le systeme (2.12)) devient :

Le systeme décrit par I’équation (2.13]) est similaire & un systeme standard linéaire

17



2.2. CAS DISCRET :

discret, et comme la solution d’un systeme linéaire discret est de la forme :

n—1

n = Ao+ AU By, (2.14)
i=0
Dong, la solution du systeme ([2.13)) est :
x, = Azo + Z A=) By, (2.15)
i=0

Finalement, la solution général du systeme discret d’écrit par I'équation ([2.9)) est

donnée par la formule suivante
n—1
2y = (VISTU A we + Y _(VETUTA) (VST A)) Bu, (2.16)
i=0
et sa sortie par,

n—1
yp =C <(VZ_1UTA)%O + Z(VZ‘lUTA)"‘(i“)((VE‘lUTA))BuZ) + Du,,  (2.17)

1=0

18



Chapitre 3

Modéles bidimensionnels (2D)

singuliers

3.1 Description des modeles 2D a temps discret

Nous allons maintenant, introduire la définition du modele proposé pour 1’étude et
quelques résultats caractérisant cette classe de systemes. Pour ce faire, nous nous basons
sur les quelques récentes références [27, [12, 3] 2], 8]

Nous considérons le systeme

Evy By x?ﬂ,j . An A ﬂU?] 4 By u (3.1)
Ey Eg $f7j+1 ] i Ay Agy fffj By s
P [ Cu C D
yz,] _ 11 12 i + 1 Ui (32)
Yij | | Co1 Oy D,

ot z"(i,5) € R™*™ et 2%(i,j) € R"*™ représentent les matrices d’état horizontal et
vertical au point (i,j) avec n = ny + ne. La matrice u(i,j) € R™*" la matrice d’entrée
et y(i,7) € RP*™ étant la matrice de sortie au point (7, 7).F € R™*" Ey, € R™*™ Ay €
R™>"™ pour k,l=1,2, A€ R™"B € R"™ (' € RP*" et D € RP*™

Le systeme est appelé systeme 2D général a temps discret d’écrit par le modele de
Roesser. Ce systeme est dit singulier si det £ = 0 et standard si det £ # 0.

Pour des raisons de calcul, on utilise par la suite les notations suivante :

Ell E12
E21 E22

All Al?
A21 A22

By
By

Cll 012
021 022

E = A= = =
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3.2. SOLVABILITE D’UN SYSTEME SINGULIER BIDIMENSIONNEL A TEMPS
DISCRET

Dans notre travail , la classe de modele de type Roesser singulier est considérée pour

ce chapitre on considere le systeme de type Roesser singulier.

3.2 Solvabilité d’un systeme singulier bidimensionnel

a temps discret

Considérons le systeme singulier (3.1]), comme la matrice E est singuliére, on peut

multiplier ce systéme par Et qui est linverse généralisé de la matrice F, on obtient

cependant,
ah zh
EYE| Y | = ETA| 7Y | + ETBuy, (3.3)
T3 j41 i

et en se basant sur les propriétés de I'inverse généralisé issu de [36, 135, 33} [32], I’équation

(3.3) devient :

h h
[ Yl | _ gt (A T | 4 BUi,j> (3.4)
xf,jﬂ I;}J
Le systeme ((3.4]) est par suite,
h h
[ T gra | | 4 BYBu,, (3.5)
i j4+1 T3
Posons,
Ay A
EtA=| 1 P (3.6)
21 Az
et ~
B
EtB=| ' (3.7)
By
L’utilisation des équations (3.4)), (3.5), (3.6 et(3.7) nous donne la forme :
ah, | Ay A zh B
A I i A o P KT (3.8)
xi,j—i—l A21 A22 $i,j Bl

le systeme ([3.8)) est similaire & un systéme linéaire bidimensionnel discret standard.

Nous nous bason sur [IT] pour déduire le résulta suivant,

Théoréme 1. La trajectoire d’état du systéme (3.1) avec les conditions initiales x(y; pour

jE€Z, etxh pourieZ, est donnée par,
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CHAPITRE 3. MODELES BIDIMENSIONNELS (2D) SINGULIERS

+ZT” ! Z M;_y j_up

(k1)ED;;

Tij = [ ] ZTz k.,j
m

ot T;; sont les matrices de transition définies par,

I, (la matrice identité) pour i = j = 0(n = ny + no)
Tij = Tl +TnTij-1 pouri,j € Z(i+j > 0)
0 pouri<0 ou/etj <0
et

Tl[) — All A12

Dy ={(k,l) e Z, xZ;0<k<i;0<I<jk+l#i+j}

By 0

10 01 10
M i1 =T g1~ B" +Ti_pj11B", B = B
2

01 __
JB -

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

3.3 Solvabilité d’un systeme fractionnaire singulier

bidimensionnel a temps continu

Nous allons maintenant, introduire la définition d’un modele fractionnaire singulier a

temps continu proposé pour 'étude, suivis de quelques résultats concernant la stabilité

de ces types de systemes.

Nous considérons le systeme fractionnaire décrit par les équations suivantes,

By By Dz 2h (t,ts) B [ An Ap | [ 2" () | 4 By | w(th, to)
= 1,02
Eo1 Eo Dizav (ta,ta) | | Am Az | | 2" (L1, t2) | By |
Y (ty,t Oy O | [ 2"t t) ] [ Dy
(ti,t2) | _ | G Cr (t1,t2) n Ut )
Yo(ti,ta) | | Cor Co | | 2% (t,t2) | | Dy |

(3.14)

ah(ty,ty) € RM>™ et 2°(ty,ty) € R™*™ représentant les matrices d’état horizontal et
vertical au point (f1, ), D a® (t, 1) = 2-ah(ty, 1), Df2a® (ti, 1) = 2-ah(ty, 1), avec
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3.3. SOLVABILITE D’UN SYSTEME FRACTIONNAIRE SINGULIER
BIDIMENSIONNEL A TEMPS CONTINU

PXn &tant

n = ny +ng. La matrice u(ty,t) € R™*™ étant la matrice d’entrée et y(t1,t2) € R
la matrice de sortie au point (t1,ty).E € R™™, Ey € R™*™ Ay € R™*™ pour k,l = 1,2
,Ae R”"B e Rm*™ C e RP*™ et D € RP*™ avec 0 < aq,an < 1.

Le systeme est appelé systeme 2D général a temps continu décrit par le modele
de Roesser suivant. ce systeme est dit singulier si det £ = 0 et standard si det £ # 0.

Pour nos besoins par la suite, on utilise les notations suivante :

DMl (t,t
Dy w(ty, 1) = ZI i, ) (3.15)
Dt;x” (tg, tg)
Ey, FE A A B Cn C
E— 1 L2 _ 1 A _ 1 _ 1 Ci2 (3.16)
Eg Eax Ag1 Ag By Co1 Cyy

Par utilisation de la décomposition en valeurs singulieres de la matrice E, nous aurons :

E=UxV" (3.17)

On définit I'inverse généralisé au sens de Moore-Penrose et utilisons la décomposition

en valeurs singulieres de la matrice F,

Et=vyuT (3.18)

Considérant le systeme (3.14]), et les équations (3.17)), (3.15) et (3.16) on obtient

on peut écrire :

UEVTD?I{;ZQZ'(tl, tg) = Ax(tl, tg) + BU(tl, t2) (319)

et si on multiplie la formule (3.19) par VX-1UT :

VETUTUSVT DR 2 a(ty, ) = VETUT Ax(ty, ts) + VET'UT Bu(ty, t) (3.20)

avec : UUT =1 ,VVT =1
Donc on en déduit alors,

Dplo2x(ty, ta) = VETUT Az(ty, to) + VE U Bu(ty, ta) (3.21)
on pose :
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CHAPITRE 3. MODELES BIDIMENSIONNELS (2D) SINGULIERS

VyTlutA= A (3.22)

et
vy lUTB =B (3.23)

le systeme décrit par 1’équation (3.21]) devient,

Dy a(te, ta) = Alw(ty, ta) + Blu(ty, ta) (3.24)
on peut écrire I’équation (3.24)) sous la forme :

o1 ¥ (tl ,tQ)
0%ty _
02" (t1,t2) o

0%2to

/

Al A B
o j]u(tl,tQ) (3.25)

/ /
A21 A22

th (tl, tg)
z? (th tg)

+
2

Le systeme ([3.25)) est similaire a un systeme linéaire bidimensionnel fractionnaire stan-
dard, et comme la solution de ce type est étudié en [I8] par Rogowski , on déduit la

trajectoire et la réponse du systeme singulier décrit par le modele (3.14]).

Théoréme 2. La trajectoire d’état du systeme (3.14)) avec les conditions initiales x"(0, )

pour ty € Z, et x(t1,0)" pour t; € Z, est donnée par,

2h (t17 tz) B 0o 00 Ny tk+za1 1 o xill(kfl) (07 t2)
=2 2T\ X T yan .

v (tl,tg)
S Ny k+iog—1 h(k
j—% 1 t1
+; O{Zr(mml)[ 0

/
Bl [(l+l)a1 Joe
t1,t2

B ,
1 It(lz—&-l)mu (th t2) }

0 .
(G+Da2
B, ] I U(tl,tz)}

(3.26)
avec :
I, pourt=0,7=0
Tij=q TwTio1;+ TouTij—1 pour i+ 35 >0 (i,j € Zy) (3.27)
0 pour i <0 et/ou j <0
et,
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3.3. SOLVABILITE D’UN SYSTEME FRACTIONNAIRE SINGULIER
BIDIMENSIONNEL A TEMPS CONTINU

0 0

TUl =
’ / /
A21 A22

(3.28)

Conclusion : Dans ce chapitre,nous avons étudié différente classe de systeme sin-
gulieres tout en s’intéressant a la détermination de la trajectoire d’état (solution) en

utilisant I'inverse généralisée, la SV D et autres décomposition.

24



Chapitre 4

Chapitre 4 : Tests de stabilité

4.1 Motivation avec introduction

En mathématiques et en automatique, la notion de stabilité de Lyapunov (ou, plus
correctement, de stabilité au sens de Lyapunov) apparait dans 1’étude des systemes dyna-
miques. De maniere générale, la notion de stabilité joue également un role en mécanique,
dans les modeles économiques, les algorithmes numériques, la mécanique quantique, la

physique nucléaire, etc... [23], 12] 311 [3].

4.1.1 Définitions :

Définition 4.1.1. [3] Un systéme est stable au sense BIBO si et seulment si : Vrg =

x(0),Yu bornée donnée, la sortie y est aussi bornée.

Définition 4.1.2. [19] Un systéme se trouve dans un état d’équilibre si cet état n’est pas
modifier ['orsque le systéme est abondonné a lui méme.
on détermine cet équilibre, en posant a la faire u = 0 et 2’ = 0, ce qui revient a

résoudre Ax = 0.

Définition 4.1.3. [19] Un état d’équilibre est asymptotiquement stable si lorsque le systéme
écarté de cet état sous leffet d’une perturbation, il y revient en un temps infini; dans le
cas contraire, il est dit instable.

Un état d’équilibre est dit simplement stable si apres perturbation, le systéme reste

dans un voisinage du point d’équilibre.

Définition 4.1.4. [79] Le systeme singulier est dit stable s’il existe des scalaires a3 tel

que quand u(t) = 0 pour t >0 son état x(t) satisfait : ||z(t)||2 < ae™P||z(0)||2, t > 0.
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4.2. ETUDE DU CAS CONTINU A DERIVEE ENTIERE

4.2 Etude du cas continu a dérivée entiere

4.2.1 Approche de Lyapounov direct de stabilité

Dans cette partie du travail on s’intéresse a la classe des systeme de Roesser singuliers
a dérivées entieres pour le cas continue sans force associée a (3.14) avec a; = ap = 1 qui

est décrit par le modele suivant,

e
By En %ﬁ’m | A A a"(t1,t2) (4.1)
Ey Ea %?2) Agr A 2"(t1,t2)

Pour que le systeme (4.1]) soit stable il faut que

t1,t2
8t
8t2

avec les conditions initiales : sup,,cg+ ||2" (0, t2)|| < +00 et supy, cgs [|l2¥ (t1,0)]] < +oc.

lim
t1,ta—>+00

Pour que cette derniere limite tend vers 0 il fallait trouvé une fonction V' décroissante,
donc sa dérivée doit étre négative.

Pour des raisons de notation, nous notons dans ce qui suit
8xh(t1,t2)
8 /
Oto

Comme une fonction candidate, on peut prendre

V =x"(t1, 1) (BT P)a(ty, ty) (4.4)
avec
E'P=PE
P, P
11 12 0
P21 P22

et ET P une matrice positive.

On savait que pour, Vi, to Va(0,t,) > 0 Va¥(t1,0) on aura

V/ == C(]/T(tl, tg)(ETP)CC(tl,tQ) + IT(tl,tg)(ETP)[E,(tl, tg) (45)
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CHAPITRE 4. CHAPITRE 4 : TESTS DE STABILITE

o T T
2 gﬁi’”) ] E1n Er Py Pro " (ty,1o) ]

%;h) | Eo1 B | P P (1, t2) L6
h 17 17 Bh (t1,t2) (4.6)
n x"(t1,t2) Ey o Ens Py P ~on
a’(ti ta) | | Bar Eao Py Py %ﬁ’m
Ce qui implique que,
zh (t1,t0 T
vV — Ey By %tl’t) Py Py JTh(tl, t2)
E9 Es %t;’h) Py Pao z¥(t1,t2) (47)
zh (t1,t0 .
n a"(t1,t2) Py Py Ey Erp %ﬁl”
2V (t1,to) 2Py Po E9 Ea %;’tz)
En utilisant les équations (4.1]) et (4.7), nous déduisons la relation suivante
h T h
V' A A z"(t1,t2) P Py " (ty,t2)
Ay Ap x¥(t1,t2) Py Po x¥(t1,ts)
T _
n z"(ty,t2) Py Pro A Ap a(t1,t2)
2V (t1, t2) Por Py An Agp | | 2%(t1,t2) (4.8)
- ] .
v zh(ty,ts) A Ap Py Py zh(ty, ts)
x¥(ty,t2) Ag Agy Po1 Pao x¥(t1,t2)
T _
. z"(t1,t2) Py Pro A Ap a(t1,t2)
2V (t1, t2) Por Py An Ay | | 2%(t,t2)
=
h T h
v " (ty, t2) A Ap Py P Py Py A Ap z"(ty,t2)
x¥ (1, t2) Ag Ag Py Po Py P Ag Agy x¥(t1,ts)
Q

(4.9)

Ce qui implique que si V' < 0 alors la matrice Q < 0. par suite on déduit le théoréme
suivant.

Théoréme 3. Le systéme de Roesser décrit par I'équation d’état (4.1)) est dite stable si
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4.2. ETUDE DU CAS CONTINU A DERIVEE ENTIERE

et seulement s’il existe une matrice définie positive

Py Pro
= >0
Py P
tel que la matrice suivante est définie négative,
A A ! P, P P, P A A
1 A2 1 L2 1 L2 no A g (4.10)
Ag1 A Py Py Py Py Ag1 A
et
E'P=PE

4.2.2 Test par I'utilisation de l’inverse généralisé

En FE
Considérons le systeme (4.1)), comme la matrice £ = T st singuliere, on
Es Eo
- " E1n Erp : ). e .
peut multiplier par £~ = BB qui est l'inverse généralisé de la matrice £, on
21 L2

aura donc le systeme suivant,

+ zh +
By En By By || 22 | By By An A || 2"(tt)
By En By By || 2t By Ep Agy A | | a¥(t, 1)

(4.11)
Par utilisation des propriétés de l'inverse généralisé [33], 35, B6], I'équation (4.11)) de-

vient :

_l’_

Z‘h
w1 gy By | [ An Aw | [ 2t )
axvé:;m Ey Ea A1 Ago 2V (ty, ts) ’

Maintenant si on utilise le méme principe que dans ce qui précede avec l’existence
d’une fonction V' décroissante, donc sa dérivée doit étre négative ; dans ce cas la fonction

candidate V est sous la forme

T
Ih(tl, tg)

z? (tl, tg)

Pll P12
P21 P22

V= (4.13)

l‘h(tl, tg) ]

z? (tl, tg)

et pour le méme principe de dérivation et d’apres les étapes prises dans les équations

de (4.5)), (4.6), (4.7)) et (4.9), nous obtiendrons le résultats suivant.
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CHAPITRE 4. CHAPITRE 4 : TESTS DE STABILITE

Théoréme 4. Le systéme de Roesser décrit par I’équation d’état (4.1)) est dit stable si et

seulement s’il existe une matrice définie positive

Py Pro
= >0
Py Po
tel que la matrice suivante est définie négative
T +
A Ap FE1 Ers Py Pro Py Pro Ey B A An
Az Agy Eg Ex Py Py Py Po E9 Ex Az Ag
(4.14)

4.3 Etude de la classe des systemes fractionnaires po-

sitives

4.3.1 Test par 'utilisation de l’inverse généralisé

Ell E12
E21 E22

All A12
A21 A22

(4.15)

Dta;l’v (tg, tg) i (tl, tg)

.’L’h (tl, t2) ]

D?lll'h (tl, tg) ]

ah(ty,ty) € RM*™ et 2¥(ty,ty) € R™*™ représentent les matrices d’état horizontal et

. . o B \
vertical aux points (t1,%2), D3'a” (t1,ts) = g—tlmh(tl,tg), Diav (t1,t2) = g—bxh(tl,tg), ou
n=mn +ny. B €R E,; € Re¥™ A, € R%»*™ pour k,l = 1,2, A € R"™", avec
0< a1, < 1.

Définition 4.3.1. Le systéeme (4.15)) est dit positif si pour toute condition initiale (0, t5)
h
T (tl, tg)

et x¥(t1,0), la solution
x’ (tla t2)

] est positive.

Si on utilise le principe de l'inverse généralisé dans le systéme (4.15) comme dans
I'équation (4.11)), il s’écrit alors,

(4.16)

D?llflfh (tl, tQ)
Dta;l'v (tQ, t2>
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4.3. ETUDE DE LA CLASSE DES SYSTEMES FRACTIONNAIRES POSITIVES

avec,

_ _ +
A Ap
Ay Az

Ell E12
E21 E22

All A12
A21 AQZ

(4.17)

Théoreme 5. Le systeme (4.15)) est dit stable si et seulement si il existe deux vecteurs

positifs,
tel que :
Ey En| [ Ay A
[/\T WT] 11 12 11 12 -0 (4.18)
E21 E22 A21 A22

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme, nous allons travaillé avec le systeme équivalent
(4.17)), nous utilisons la fonction de Lyapunov pour les systemes classiques fractionnaires,

pour étudier la stabilité des systemes autonomes d’ordre fractionnaires 2D comme suit :

Vh (tl, tQ) = )\T{Eh (tl, tz)

. (4.19)
‘/v (t17t2) =7 x¥ (t17t2) .
La fonction candidate de Lyapunov satisfait cependant :
V (t1,t2) = Vi, (t1,t2) + V, (t1, t2) (4.20)

Calculons maintenant la dérivée fractionnaire globale de V' (1, t2) et considérons qu’elle

est définie négative, alors :

D2V (ty,ty) = DUV}, (1, t2) + DV, (t1, t2)

= X'D* (), (t1,12)) + 7" D (, (t1,12))

[ e ]| D tonlnta) (4.21)
| Di? (@ (1, 12))
A, A th,t

:[)\T ’YT] S p (L, 12) <0
| Agr Ag Ty (t1, L2

On sait déja que 2"(t1,2) > 0 et 2¥(¢t1,12) > 0 puisque le systéme fractionnaire 2D
est positif donc la condition de stabilité est réduite a la condition dans I’équation (4.21)),

et donc la condition (|4.18]) est évidente.

]
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CHAPITRE 4. CHAPITRE 4 : TESTS DE STABILITE

4.4 La stabilisation

Le probleme de stabilisation des systemes dynamiques se pose actuellement dans des
différents modeles et applications, ce probleme consiste a trouver un controle qui rend
notre systeme stable lorsqu’il n’est pas stable. Le probleme de stabilisation a été traité

dans plusieurs ouvrages et articles citation a titre d’exemple ([37, [38], 39, 40]) .

Considérant le systeme 2d fractionnaire définit par 'équation ((3.14)),

E11 Ero Dyt ah (ty,t,) A Ap z (t1,ts) 1
o = + u (tl, tg)
Eo1 Es Diza® (ta,t2) | | An A 2 (t1,t2) | 2
y'(ti,t2) | | Cu O al (t1,t)
Yoltita) | | Cu Coa | | 2% (t1,t2) |

(4.22)

Définition 4.4.1. Le systéeme (4.22)) est dit stabilisable s’il existe un nouveau contrile

par retour d’état, tel que le systeme en boucle fermée soit stable.

4.4.1 Stabilisation de I’entrée

Si le systeme (4.22)) est non stable, alors on peut trouver un nouveau controle de la

boucle fermée

(b ty) (4.23)

utot) = [ K Ko | [ (1) ]

ou : K représente la matrice de gain pour ’axe horizontale et Ky pour ’axe verticale.

Remplagons le nouveau controle définit par (4.23]) dans le systeme (4.22)),

En Epp Dita (t,ta) | | A A 'l (t1,t) n B, [K i } a(ty, ta)
(0% v o v 1 2 v
Ea1 Eao Dy av (ta, t2) Agr Agy x¥ (11, ta) By x¥(t1,t2)
(4.24)
Donc,
Ey o B Dfllxh (t1,t2) B A Arp By [K K } l‘h(tlytz)
0% v o 1 2 v
Ea1 Ex D2 av (ta,12) Ag Ag By x¥(t1,t2)
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4.4. LA STABILISATION

Par un simple calcul du produit matriciel,

Ell E12
E21 E22

Ao + Bo Ky Agy + Bo Ky

Dtalll‘h (tl, tg)
Dfé; v (tg, tg)

IL’h(tl,tg) xh(tl,t2>
[Ev(tl,tg) l’v(tl,tg)
(4.26)

Maintenant, si on utilise le théoreme || et la définition de la stabilité, on aura le résultat

suivant.

Théoreme 6. Le systeme (4.22) est dite stabilisable si et seulement si il existe deux

vecteur positive :
A=A AL]eR, y=[y 7] €eR™

et un controle

M (t,t
U(tl,tQ) = |: Kl K2 ] ( ! 2) (427)
l'v(tl,tz)
tel que,
J’_
Ey FE An+BiK, Ap+ BK
[ AT AT ] 11 12 11 18 12 12 -0 (4.28)
Ea Eo A+ By Ky A + By Ky

4.4.2 Stabilisation de la sortie

Si le systeme (4.22)) est non stable, alors on peut trouver un nouveau controle de la

boucle fermée,

u(ty, ta) = [ kI ] (4.29)

et en remplagant ’équation (4.29) dans (|4.22))

By Er D?llxh (t1,t2) - A Ap " (t1,t2)
Ea1 FEa Dy?xv (g, to) Az Agy z¥ (L1, t2)
B Cn C x (ty,t
I 1 [ P B ] 11 12 ( 1 2)
By Co Co x¥ (11, t2)

Calculons ensuite le produit matriciel suivant,
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By
By

C’11 C’12
CQl 022

31011F1+31021F2 31012F1+31022F2

F F}
[ b By Ciy Fy + By Coy Fy By Cha Fy + By Coy F
(4.31)

Par substitution du résultat obtenu en (4.31]) dans I’équation (4.30]), on obtient

Ey Epp Dylzh (t1,6) _ A Ap " (t1,ts)

Eo Ey D72 (tg,t2) Ay A x¥ (t1,12)
BiCiwFy+B1Cy Fy By CioFy+ By Cy Fy zh (t1,t2)
By Ci1 Fy + By Cyy Fy By Cho Fy + By Cog F z¥ (t1,t2)

(4.32)
Finalement,
En Ep i Dtalll’h (tl’t2)
Eo Ea | | Diiat (ta,t2)

i An+BCuFi+ B CnFy A+ B Calki+ B Cnk
| Ao+ BoCii Fi + BoCoy By Agg + Ba C1a Fy + By Cog

ZEh (tl, tg)
QTU (tl, tg)
(4.33)

Par conséquent, si on utilise le théoreme [5] et la définition de la stabilité, il s’ensuit le

résultat suivant,

Théoréme 7. Le systeme (4.25)) est dite stabilisable si et seulement si il existe deux

vecteurs positifs,
A=A R y=[ o] €R™

et un controle

hty,t
u(ti, ) = [ i F ] v t2) (4.34)
yv<t1’t2)
tel que,
Jr
[ AT AT ] En Er A+ Bi1Cii Fi+ B0y Fy A+ B CiaFy + By Cyn Fy <0
Ey  Ea Ao+ By C11 Fy + By Cy1 Fy Aoy + By Chg Fy + By Cas Fy

(4.35)
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4.5. EXEMPLES ET SIMULATIONS

4.5 Exemples et simulations

Exemple 4.5.1. Considérant le systeme (4.1) avec les matrices,

10 —357 1.14
o < ) A= ( ) (4.36)
10 1 —04

Le théoréme[3 est utilisé pour tester la stabilité ; on trouve que l'inégalité matricielle
donnée par (4.10)) est faisable et le systéme considéré est stable, la solution proposée est

donnée par,

0.5014 1.0675
P = (4.37)
1.0675 3.0362

Exemple 4.5.2. Considérant le systeme (4.1) ou sont données les matrices,

0 0 —1.2422  0.9842
E = , A= (4.38)
10 1.0000  —1.0000
Par le théoréme [ on teste la stabilité, on trouve par suite que l'inégalité matricielle

donnée par (4.10)) est faisable et le systéme considéré est stable, la solution proposé est

cependant donnée par,

1.7741 1.8400
P= (4.39)
1.8400 2.1011

Exemple 4.5.3. Kaczorek et Rogowski dans [39] Considérent la ligne de transmission

(longue) 2D avec le modéle d’éléments distribués illustrés par la figure 1.

ix,t) RAx LAx i(x+Ax.1)

=CAx  |u(x+Ax.t)

..-.hi. j....

% \X

FIGURE 4.1

Pour modéliser ce systéme, nous considérons qu’il est formé de sections infinies de
longueur infiniment petite Ax en cascade. Les quatre parameétres linéaires sont les sui-

vants :
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CHAPITRE 4. CHAPITRE 4 : TESTS DE STABILITE

1. Résistance R : Qui est la résistance des conducteurs, en général elle est trés faible

(2/m).

2. Inductance linéaire L : Chaque section de ligne est soumise a un champ variable
créé par le courant circulant dans les sections voisines. C’est donc le siege des

phénoménes d’induction caractérisé par une inductance par unité de longueur (H/m).

3. Conductance G : C’est l'opposé de la résistance entre les deuxr conducteurs consti-

tuant la ligne.

Pour un bon diélectrique, la résistance aux fuites est trés élevée et prend souvent G trés

faible =

1. Capacité C' : C’est la capacité qui existe entre deuzr conducteurs % Les équations
qui décrivent le courant et la tension dans cette ligne de transmission en fonction

du temps t et la variable spatiale x peut étre représenté par :

—Dou(x,t) = Ri(x,t) + L2&L

ot
(4.40)
~DPi(z,t) = Gi(w, t) + 0241,
L’équation (4.40) peut étre d’écrit par la représentation d’espace d’états suivante,
10 0 L 0O —R 0 O
01 C o0 Dyt (ty,ty) | | -G 0 0 0 ah(x,t)
000 0 Dy a? (ty,ts) 1 0 -1 0 2°(z,t)
(4.41)
00 0 0 0 1 0 -1
1
+ U(tl,tg)
2
avec :

oMz t) = 2%(z,t) = [ w(z,t) ]

i(z,t)

Pour les valeurs C' = 0.00007F/m, R = 0.009Q/m, G = 0.08Q~/m, L = 0.02H/m et
a = [ = 1. la stabilité du systeme n’est pas vérifiée car ses valeurs propres \y = Ao =
—1.0000, A3 = 0.0268 et Ay = —0.0268 ; on remarque bien que A3 est positive, donc ce

systeme n’est pas stable.
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4.5. EXEMPLES ET SIMULATIONS

Puisque notre systéme n’est pas stable, on utilise un controleur stabilisable de la forme

.Ih (tl, tg) ]

u (ty, 1) = [ K1 Ky } [ z¥ (tq,12)

(4.42)
l’h (tl, tg) ]

= [44.2614 —24.6661 16.8733 0.0189]
v (tl, tQ)

Par utilisation maintenant du nos résultats basé sur les théorémes|[q et[4, le systéme

(4.41)) est stabilisable de plus, la solution du probleme de faisabilité est,

0.0021  0.0184 0.0082  —0.0103
0.0184 84215 4.3223  0.1287

p_ (4.43)
0.0082  4.3223 3.1601  —0.4101

—0.0103 0.1287 —0.4101 0.5132
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CHAPITRE 4. CHAPITRE 4 : TESTS DE STABILITE

Conclusion générale

Ce mémoire de fin d’études a pour fin utile deux objectifs, Le premier est le probleme
de solvabilité des systemes uni et bidimensionnels pour les deux cas continu et discret,
puis en deuxieme partie les tests de stabilité pour les systemes singuliers bidimensionnels
fractionnaires continu sont introduites. Les conditions que nous avons développé sont des
extensions des résultats issu de [7, 35, [1], 3], 8, [17].

Le principal objectif dans ce mémoire est de faire une analyse sur la solvabilité
des systemes dynamiques singuliers en utilisant 'inverse généralisé de Moore-Penrose
et la décomposition en valeurs singulieres pour appliquer les résultats classique pour les
systemes non singuliers.

En perspectives, les résultats peuvent étre généralisés aux cas des systemes unidimen-
sionnels et bidimensionnels fractionnaires ou non, ou les systemes de Fornasini Marchesini,
aussi les systemes hybride. D’autres études pour le cas multidimensionnels feront 'objet

de nos investigations futures.
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