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Résumé

L’existence des solutions pour les équations différentielles fractionnaires séquentielles avec
conditions aux limites a suscité une tres grande attention de la part des mathématiciens au fils
de ces derniers temps.

Le but de ce mémoire est d’utiliser la théorie des points fixes sur les espaces de Banach pour
traiter les questions d’existence et d’unicité de solutions pour une classe de problemes diffé-
rentiels non linéaires impliquant la dérivée fractionnaire "séquentielle'. Le probleme considéré
est de type Duffing-Rayleigh. L’existence de solutions est établie en employant le principe de
contraction de Banach. Puis, on utilise le théoreme de Schaeffer pour prouver 'existence d’une
solution pour notre probléme. Nous concluons les résultats obtenus par des exemples illustratifs.

Mots-clé : dérivé séquentielle dérivée de Caputo, équation de Duffing-Rayleigh, existence
de solution, point fixe de Banach.

Abstract

The existence of solutions for sequential fractional differential equations with boundary
conditions has received a great deal of attention from mathematicians in recent times.
The goal of this project is to use the theory of fixed points on Banach spaces to deal with
the questions of existence and uniqueness of solutions for a class of nonlinear differential pro-
blems involving the "sequential" fractional derivative. The considered problem is of the Duffing-
Rayleigh type. The existence of solutions is established by employing the Banach contraction
principle. Then, we use Schaeffer’s theorem to prove the existence of a solution for our problem.
We conclude the results with some illustrative examples.

Keywords : sequential derivative, Caputo derivative, Duffing-Rayleigh equation, existence
of solution, Banach fixed point.
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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

K : Corps.

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

R : Ensemble des nombres réels.

R% 2z € R,z > 0 L’ensemble des nombres réels strictement positifs.

||-|lco : Norme infinie,avec||z||o = sup{|z(t)| : t € [a, b]}.

||l.llx : Norme de I’espace de Banach X.

C ([a,b],R) : Espace des fonctions continues sur [a, b] et a valeurs dans R.
C™ ([a,b] ,R) : Espace de Banach de toutes les fonctions continues différentiables a
l'ordre n — 1 sur [a, b].

J< : Intégrale fractionnaire & gauche au sens de Riemann-Liouville.

D% : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

rrD® : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

I'(.) : La fonction Gamma d’Euler.

B (.,.) :La fonction Béta d’Euler.



Introduction Générale

Au cours des trois dernieres décennies, la théorie du calcul fractionnaire a été une atten-
tion considérable. Les modeles mathématiques d’ordre fractionnaire peuvent étre utilisés plus
de détails que les modeles d’ordre entier, de plus, les applications que cette nouvelle théorie
trouve dans l'analyse numérique, les mathématiques appliquées et dans différents domaines
technologiques et scientifiques, telles que, le contréle du systéme, la rhéologie des polymeres,
le traitement du signal, les comportements dynamiques des oscillateurs, oscillation non linéaire
du séisme, la variation réguliere, et la viscoélasticité. Pour plus de détails, et d’applications, on
renvoie le lecteur intéressé aux papiers [1, 4, 5, 7].

Le but principal de notre travail est I’étude d’une classe d’équations différentielles non
linéaires séquentielles a dérivées au sens de Caputo. Dans ce sens, un probleme d’ordre non
entier inspiré de celui de Duffing-Rayleigh a été choisis et par la suite il va étre regardé de pres
dans ce mémoire.

L’organisation du mémoire est la suivante : comprenant une introduction et deux
chapitres.

Dans un premier temps, au chapitre 1, nous passons a rappeler quelques définitions et notions
de base sur I'analyse fonctionnelle, puis on cite quelques théorémes du point fixe. Les concepts
de base du calcul fractionnaire : "différenciation d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville (R-L) et Caputo', sont aussi tres présents dans ce chapitre, avec certaines de leurs
propriétés.

Dans le deuxieme chapitre, 1a ¢’est notre propre contribution pour ce projet de fin d’étude.
Nous présentons un nouveau probleme fractionnaire séquentiel non linéaire de type Duffing-
Rayleigh, puis nous passons a présenter et a démontrer la représentation intégrale a cette classe
d’équations. Apres ¢a, nous passons a traiter la question d’existence et d’unicité des solutions
via le principe de contraction de Banach. Le probleme de 'existence d’une solution au moins
est aussi a traiter dans ce chapitre par application de "Schaeffer" par exemple. A la fin, nous
fournissons trois exemples illustratifs des résultats obtenus.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques résultats d’Analyse Fonctionnelle

1.1.1 Définitions et Notions

Définition 1.1.1 (Espace de Banach) [21] On appelle espace de Banach tout espace vecto-
riel normé complet sur le corps K=R ou C.

Définition 1.1.2 (Continuité) [21] Etant donnée une fonction f : R — R. On dit que f est
continue en point x Si :

VieRVeeR,,JaeR,,VyeR: jy—z|<a = |f(y)— f(z)] <e.
On dit que f est continue sur R si elle est continue en tout point = € R.

Définition 1.1.3 (Equicontinuité) /3] Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et
A une famille d’applications continues de X dans Y. A est dite équicontinu en v € X si

Ve > 0,30 > 0,Vf € A Ve € X,dx (x,2') <d=dy (f(z),f(z)) <e.
A est dite uniformément équicontinu si
Ve > 0,30 > 0,Vf € A Ve, o' € X,dx (z,2') <d=dy (f(x), f(2)) <e.

Définition 1.1.4 (Fonction Bornée) [21] Une fontion f : [a,b] C R — R est dite bornée
8%

M € R,Vz € [a,b] : |f (z)] < M.
Définition 1.1.5 (Condition de Lipchitz) /8] Soient J une partie de R?, f : J — R une

application et k un nombre réel positif. On dit que f est k-Lipchitzienne par rapport a y si :

V(m,y) cJ: |f(x,y1)—f(x,y2)\ < k|y1_y2|7

ou k est appelée la constante de Lipschitz .
e Si0< k<1, on dite que f est contractante.

Proposition 1.1.1 /21] Toute application lipchitzienne est uniformément continue et donc
continue.

Théoréme 1.1.6 (Parties relativement compactes) [21] On dit que S est une partie re-
lativement compacte de X st son adhérence est compacte.

Définition 1.1.7 (Opérateur Complétement Continu) [21] Soient X et Y deux espaces
de Banach. Un opérateur continu H : X — Yest dit complétement continu s’il transforme
tout borné de X en une partie relativement compacte dans Y ( pour lUespace R™ les parties
relativement compactes sont les parties bornées).

4



1.2. CALCUL FRACTIONNAIRE

1.1.2 Quelques Théoremes Importants

Les théoremes de point fixe sont importants et ils servent a aider pour établir 1’existence
de solutions de différents types d’équations différentielles. La méthode des points fixes consiste
donc a transformer le probleme différentiel donné en un probleme de point fixe.

Définition 1.1.8 (Point Fixe) [8] Soit f une application d’un ensemble X dans lui méme.
On appelle point fixe de f tout point x € X tel que

f(x) ==

Théoréme 1.1.9 (Principe de Contraction de Banach) [§/ Soit X un espace métrique
complet et soit F': X — X wune application contractante, alors F posséde un point fixe unique.

Le deuxieme théoreme de point fixe qu’on va énoncer est celui de Schaefer. On a alors

Théoréme 1.1.10 /8] Soient X un espace de Banach et un opérateur ¢ : X — X complétement

continu. St l'ensemble
A={reX :x=pupr,0<p<1} (1.1)

est borné, alors ¢ posséde au moins un point fize.
Aussi on rapppele le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.11 (Arzela-Ascoli) [3] Soient X un espace de Banach et S une partie de X .
On suppose les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) S est uniformément bornée

AC : |f(x)| < C,Vf € S,Vx € X.
(ii) S est équicontinue
Ve>0,3a>0,ly—z|<a = |f(y)— f(x)| <e,VfeS

Alors S est relativement compacte.

1.2 Calcul Fractionnaire

1.2.1 Intégration Fractionnaire
Fonction Gamma

La fonction gamma I'(z) est I'une des fonctions jouant un role trés important dans la théorie
du calcul fractionnaire. Elle est la généralisation de la factorielle : n!.

Définition 1.2.1 [9] Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on définit la fonction
Gamma par l’intégrale

(z) = / T ettt (1.2)

JO



1.2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Propriétés

Proposition 1.2.1 Soient « € R — {0,—1,-2,...}, n € N, la fonction Gamma vérifie les
propriétés suivantes :

1.
I(a+1) =al(a). (1.3)
2.
I'n)=(Mn-1)4Ln>1. (1.4)
3.
MNa+n)=a(a+1)...(a+n—1)T(a). (1.5)
Preuve.

1. T(a+1) = al'(«a).
Une intégration par partie de l'intégrale (1.2) nous donne :

MNa+1) = / e 't dt
0
— —e*tta\ooJra / et 1t
0 0
= ol'(a).

2. I'(n) = (n—1)!,pour n > 1.
Nous utilisons une démonstration par récurrence.
Pour n = 1, nous avons :

(1) = /OO e 'ttt = 1.

0
Supposons que I'(n) = (n — 1) est vraie.
Montrons que la propriété reste vraie pour 'ordre (n+1). D’apres la propriété (1.3) nous
avons :

I'n+1) = nl'(n)

= n(n—-1)!=n!

3. I'la+n)=a(a+1)...(a+n—1)I'(a).
Nous obtenons le résultat en nous basant sur la propriété précédente.

Exemple 1.2.2

1 00 e_%
F(§) = —tdt = /7.
P(n+ ;) _ 1.3.5. 27(1271 - 1) JT.
1 14.7...3n—-2) 1
T —-) = I'(=).
(n+3) o )

Proposition 1.2.2 Une autre propriété importante de la fonction Gamma est qu’elle a des
poles simples aux points z =0,—1,—2, =3, ...



1.2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Fontion Béta /3
Définition 1.2.3 [9/ Pour x,y > 0, la fonction Béta d’Euler est définie par :

B (z,y) = /01 (1= Lt (1.6)

Propriétés

Proposition 1.2.3 Soient z,y € R%.. Alors,

1.
B(x,y) =By, z).
> r@)r()
)T (y
TN = Ty
Preuve.

1. B(x,y) = B (y,x). Avec le changement de variables z = (1 —t)

B(p) = [ 21— dz = B wy)
2. B(z,y) = 1;((?1(5))

Nous utilisons la définition (1.2), on a

[(x)l'(y) = </OOO e_”vw_ldv) </OOO e_“uy_ldu>

Avec le changement de variables w = = + y, nous obtenons

/OO e {/w w1 — ) du] dw,
0 0

. u
puis nous posons z = —, donc
w

w 1
/ w1 — u)%1 du = / 27l (1 — z)yfl dz
0

0

[(z)l(y) =T(z +y)B(z,y).

Exemple 1.2.4

'y 1
B(ly) = T+ o
5(5,1) _
Bny) = (n= 1) n> 1.




1.2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Intégrale de Riemann-Liouville

Définition 1.2.5 [11] Soit f est une fonction continue sur [a,b]. On appelle intégrale de
Riemann-Liouville de f l’intégrale définie par la formule suivante :

Jof(t) = F(la) [ (=51 fs)as. (1.7)

Ou « est un nombre réel positif.

Remarque La formule (1.7) est une généralisation de la n-ieme primitive avec un ordre de
primitivation o non entier.

Propriétés

Proposition 1.2.4 1. Soit a >0, f,g € C([a,b]),
VA € R, JY est un opérateur linéaire :

Jo (A +9)(t) = AJg f(t) + J3g(t), t € [a,b].
2. Soient a, f > 0 et f une fonction continue sur |a,b], pour tout t € [a,b], J*vérifie :
Je[I2FW0] = T2 Ief @) = TP f (1),

Preuve.

2. Nous démontrons que J* a la propriété de semi-groupe. Soient alors o, 3 € Riet f €
C(la,b]), par définition on a :

Je [7250) = F(a)ll“(ﬂ) / t < / W) (=) (7) dT) du.

Si nous posons v = {=", obtenons donc :
[ t=w T =) () dr = (=) B, B).

Par conséquent on a :

Je[I2Fm)] = It r ).

Exemple 1.2.6 On calcule Uintégrale fractinnaire d’orde oo > 0, de la fonction f (t) = (t — a)”
g >—1,t>a.

On a : ) ,
Jo(t—a)’ = o) /a (t—u)* " (u—a)’ du.
Nous effectuons : z = =%, alors il s’ensuit
1 1
Jo(t—a)® = @(t—a)aw /0 (1—2)* 2Pz
1 a+p3
= —(t— 1
i (=™ B+
— F(ﬁ + 1) (t . CL)OH_B
Fa+p5+1) '
Pour a = %,B =1,a =0, nous aurons :
5
J3t —
L(3)



1.2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Exemple 1.2.7 L’intégrale fractinnaire d’orde o« > 0, d’une fonction constante
f(t) =k, telle que k € R*,a < t.

o k o
Jak—m(t—a) .

1.2.2 Dérivation de Riemman-Liouville

Définition 1.2.8 [11] Soit o« € R ,n = [a] + L,et f € C"([a,b]), nous définissons la dérivée
fractionnaire au sens de Riemman-Liouville d’ordre o comme suit :

RLDaf (t) = DnJg_af (t) .

D’autre écriture :

i (F(nlfa) f; (t - u)ﬂ—a—l f (u) du) ,sin—1l<a<n

reDf (1) = { an ra

dtn

1.8
(t), sin=« (18)
Propriétés
Proposition 1.2.5 [11] Soit f : [a,b] = R de classe C™([a,b]) et o, f € RY, donc nous avons

1. V)\, JIAS R,RL D~ [)\f + /Lg] (t) = )\RLDaf (t) + IURLDag (t)

2. peDf(t) — D"f(t),n—1<a<n.

a—n

Proposition 1.2.6 [11] Soient n — 1 < a < n, f € C"([a,b]), nous avons :
1 pD*JRf(t) = (1),

2. J (D f(1) = £ (1) + 'S £ () E2 1 > .

=0

8. reD*(reDP f (t)) #r1 DP(re D f (1)).

4. ReD*(reDPf (1)) #re DT (1)

Exemple 1.2.9 La dérivée fractionnaire de :

1. Fontion puissance f(t) = (t — a)’ est donnée par :

L'p+1)

o B _
re D (T — a) “TB—atl)

(t—a)’~" Va,B €R%,t > a. (1.9)

2. Dans la formule (1.9) si nous prenons f =0

(t—a)™

Dl=—o—
ek I(—a+1)

o> 1 (1.10)

Cas particulier : Si o =1 La dérivée de Riemann Liouville d’un fontion constante est
nulle, en raison de pole de la fonction Gamma dans le point 0.

Théoréme 1.2.10 Soit f : [a,b] — R continue et n — 1 < a < n, nous avons

I'(i+1)
i+a—n+1)

pDf (1) =0 < f(t) :iz_cin (t—a) ™.

9



1.2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Preuve. Par définition, nous avons D™ J"f (t) = 0. Donc
n—1 )
JOf)=>¢t—a),a>0 (1.11)
i=0
Appliquons D" & (1.11) nous obtions
n—1 )
f(t)=D"" (230Z (t — a)z> :
i=0

Alors

1.2.3 Dérivation Selon Caputo

En modélisation mathématique, I'utilisation des dérivées fractionnaires au sens de Riemman-
Liouville conduite a des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées fraction-
naires a la borne inférieure de I'intervalle. Approche de Caputo a utilisé pour éviter ce probleme.

Définition 1.2.11 [11] La dérivée de Caputo d’ordre o pour une fonction f : [a,b] — R, qui
est au moins n fois différentiable peut étre définie comme :

{ D f (1) = may Ji (=) 7 ) (s) ds,a > 0

DUf(t)=u(t),a=n (1.12)

pour n = |a] + 1.

Propriétés
Proposition 1.2.7 Soit f : [a,b] = R de classe C™([a,b]) et a, 5 € R, donc nous avons

1. D% est un opérateur linéaire.

2. .Df(t) — fM#t),n-1<a<n.

a—n
3. DYJXf () = f(1).
Exemple 1.2.12 La dérivée fractionnaire de Caputo d’un fontion f(t) = (t —a)’ est donnée
par (1.9).

La dérivée fractionnaire de Caputo d’un fontion constante est nulle .

1.2.4 Connexion
Théoréme 1.2.13 Soient f: [0,T] — R de classe C™(]0,T]) et a >0

ti

4l (1.13)

D () = D [1(0) ~ 70 (0)

10



1.53. QUELQUES LEMMES

Preuve.
On considere le développement limité de la fonction f au point ¢ =0 :

=0

avec,
g G0
R= [ F00) 5 Sydu= T
Donc, on a :
«a @ n 1 (n t B u)”*l
RLD f(t) = RLD - / f n_ 1) du
n—1
_ () t n—a p(n)
n—1 e
_ (i) t o
Et alors, on obtient
n—1 i—a
CEY ey N ) =

1.2.5 Dériveé fractionnaire séquentielle

Il existe également une autre approche qui n’est pas trés connue sur les dérivées. Elle est la
suivante :

Définition 1.2.14 [20] La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre nq,n—1 < nq < n, est dite
la dérivée fractionnaire de Caputo séquentielle, si la relation :

(D" Yu(t) = D? (D" D) u(t)

est valable pour n = 2,3, ..., etc.

1.3 Quelques Lemmes

Dans cette section nous destinons aux lemmes fondamentaux utilisés par la suite [15, 16].

Lemme 1.3.1 Soit f € C™([0,0],R). Pour a > 0, la solution générale de .D*f (t) = 0, est

donnée par
n—1

t)=> ¢t t>0 (1.14)
i=0
ot : ¢; sont des constante arbitraires, i = 0,1,2...n—1,n € N*.

Lemme 1.3.2 Soit uw € C™([0,b] ,R). Pourn —1 < a < n, le résultat suivant est valable pour
les équations différentielles fractionnaires

J(Du(t)) = u(t) +co+ it +cot® ...+ cpat" >0 (1.15)
telle que ¢; € R.
Lemme 1.3.3 Soient o, 5 > 0, avec 5 > «, etf : [a,b] — R une fonction continue, alors

DEJPf(t) = JPf(t),t > a. (1.16)

11



Chapitre 2

Sur un Probleme Différentiel
Fractionnaire Séquentiel

2.1 Introduction

Il est bien connu que ’équations différentielles fractionnaires (EDFs) sont conclues & partir
de nombreux probléme physiques et chimiques et d’autres problemes scientifiques. Ces équations
sont mieux adaptées a la modélisation des processus physiques et chimiques que les équations
différentielles d’ordre entier, voir([6, 19]). Par conséquent, de nombreux mathématiciens se sont
intéressés a I’étude de I'existence et 1'unicité des solutions pour des problemes linéaires et non
linéaires pour comprendre le comportement de phénomenes physiques associés.

L’équation différentielle du second ordre suivante

X"+ (B4 Lo X)X + X +wdX + EX® = w(t)

est appelée I’équation de Duffing Rayleigh [17]. Cette équation a un grand important dans
divers domaines tels que : mécanique, physique, biologie, ingénierie . Par exemple, on cite
les papiers dans lesquels certaines applications sur des problemes de Duffing Rayleigh sont
présentées|2, 10, 14, 23, 27].

Avec I'approche des dérivées fractionnaires, il y a beaucoup de travaux sur ce type d’équa-
tions. Pour montrer aux lecteurs certains articles (pas tous les articles) de recherche motivant
ce travail, on commence par larticle de Min Xiao et ses co auteurs [24] ou ces auteurs ont
effectivement utilisé la méthode de collocation pour étudier l'oscillateur de Duffing Rayleigh
avec un petit probleme d’amortissement fractionnaire. Leur probléme est le suivant :

{ X"(t) —e (1= (DX (1))*) DX (£) + X () = 0
0<a<1,0<e<,

avec les conditions initiales :
X(0)=4, X'(0)=1B

ou la dérivée D est de Caputo.
On cite également 'article de Selvam et al.[22] tel que la stabilité au sens de Ulam a été
discutée pour le probléeme suivant

DX (1) +0X (t+a)+n(X(t+a)’+h(t+a)=0
te[0,T]NNy o, 1 <a<?2
X(0)=A, D(0)=B,

12



2.2. LE PASSAGE AU POINT FIXE

ou D est I'opérateur de Caputo, 1 et § sont des parametres réels positifs, h : QQ — R est une
fonction continue avec Q : [j + 2,7+ T]NN; 2, T e NN={j,j+1,...} ,jeRet A, B R,.

Le systeme de Duffing-Rayleigh modifié d’ordre fractionnaire est également discuté par
Yan-Lan et al. dans le travail [26] suivant :

Dz (t) =y
D = ax — bx® + € [uy (1 — |y|) + F cos (wt)]
tel0,7],0 <<,

ou la dérivée D est au sens de Caputo d’ordre a. p, a,b, F,w sont des parametres réels, et €
est une petite constante non négative.

Avec ces références, dans ce chapitre, on va étudier un nouveau probleme différentiel sé-
quentiel d’ordre arbitraire non-linéaire de type Duffing Rayleigh. Le probleme est le suivant :

D (D2 + B)y (t) + Bof (¢,y (¢) , D*y () + vg (L y (1), D¥y ()
+h(t,y (t) = w(t),t € [0,1]

y (0) = ag,y (1) = by,

O<a; <1,1=1,2,3,4.

(2.1)

Dans (2.1), on doit prendre 31, B2,y > 0,t € [0, 1], sous les conditions que les dérivées D du
probléme sont au sens de Caputo d’ordre «; telles que @ = 1,2, 3,4, et a; + g compris entre 1
et 2.

On considere deux parametres de dérivation aq, s, ce qui nous permet de nous intéresser aux
probleme séquentiel sans qu’on ait forcément les propriétés de commutativité ou de semi-groupe
de dérivé et les fontions f,g € C'(J,R?),h € C (J,R) sont des fonctions continues vérifient cer-
taines hypothéses qui seront précisées plus tard, avec conditions au bord de 'intervalle [0, 1]
soient réels.

Plus de détails sur le Duffing-Rayleigh, on se réfere aussi aux travaux [12, 13, 18, 25].

On étudiera donc la question d’existence et d’unicité de solution du probléme ci-dessus.
Puis, on passera vers l'existence d’une solution au moins pour notre probleme. Trois exemples
seront traités vers la fin de ce chapitre.

2.2 Le passage au point fixe
Lemme 2.2.1 Soit F' € C([0,1]). Alors la solution du probléme séquentie :

Do (D + B1) y (t) = F(t),t € [0, 1]
0<a1,a2§1,61>0 (22)
y(0) = ag,y (1) = bo.

est donnée par l’expression suivante

1 ! ajtaz—1 51 t as—1 o
Y (t) = M/O (t — 3) F (3) ds — T (az) /0 (t — S) Y (S) ds + (CLU — bo)t
¢ ! aj+az—1 Bltaz 1 az—1
+P<041+042)/0 (1—y9) + F(s)ds — I () /0 (1—2s) y(s)ds+ag. (2.3)

Preuve. En utilisant le lemme 1.3.2, nous avons :

y(t) = JPJUF () = piJy () — J%c —a (2.4)
1 t a1 1 s - ' o
_ F(042)/0 (t—s) (N%)/0 (s —7) F(T)df)—r(az)/o (t— )1y (s) ds

Co t ag—1
— t— )2 —
T (062) /0 ( S) b

13



2.3, RESULTATS D’EXISTENCE ET D’UNICITE

ou ¢y et ¢; sont des constantes arbitraires & déterminer.
Et tenant compte des conditions (2.2), nous obtenons :

C1 = —Qq

Co = r (CKQ + 1) (ao - bo + JWRJUE (1) — ﬂljagy (1))

En remplagant ¢y et ¢; dans (2.4), nous trouvons la formule (2.3) . Le lemme ci-dessus est
prouvé.

2.3 Résultats d’existence et d’unicité

Le premier résultat d’existence est obtenu en utilisant de ’application contractante de Ba-
nach, pour ce faire, on considere les hypotheses suffisantes suivantes :

(A1) : Les fonctions f et g définies sur [0, 1] x R? sont continues, et h définie sur [0,1] x R
est également continue.

(A2) : Il existe des constantes Ly, Ly, L, > 0, telles que pour ¢ € [0, 1] ,et y1,y7, 2, v5 € R

|f (Eyyn) = F Gy, )l <0 L (lyn — el + i1 — w3) 5
g9 (ty1,01) — g (B y2,02)] < Lo (lyy — vl + 1 — w2l);
[h(tn) —h(ty2)l < Lalys — 1ol
(A3) : Il existe des constantes My, , My,, My, , M,,, M), positives, telles que pour tout t €

[0,1];z,y € Ron a :

|f(tz,y)l < My x|+ My, ly|;
‘g(taxay)’ < M, ‘x’ + My, ‘y’ ;
|h(t,y)| < Mulyl.

(A4) : La norme infinie de La fonction w est ||wl||,, = M,,. Aussi, on considere les quantités :

2uy 20

D, = + 2.5
! F(lag+as+1) T(ag+1) (2.5)

1 P(Oé2+1) 251
Dy = + + 2.6
2 U4(F(041+052—063+1) F(ozg—oz3+1)F(oz1+0z2+1) F(O@—Oég—i‘l) ( )

1 F(Oé2+1) 261
D3 = + + 2.7
’ U4(F(a1+a2—a4+1) (g —as+ )T (ay +ay+1)"  T(ag—ay+1) (2.7)
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ou
v = oMy + Mg, + Mp;ve = BaMy,; 03 = YMgy;04 = (B2Ly +vLg + Ly) ;
2U; 201 2Us 203
M= o derD T 2 T tamtr) 2 T tamtr D)
A, — Uy N vl (ag + 1) N 23, .
I'(ag+ay—az+1) T(aw—az+1)T(a;+as+1) T (we—az+1)
A, = Uy n vl (a2 + 1) ‘
F(a1+a2—a3~|—1) F(ag—a3+1)F(a1+a2+1)’
Ay = Us N v3l' (g + 1) '
F(ag+as—az+1) T(aw—as+1)T (g +ag+1)
Uy vl (g + 1) 251
Ay = + + ;
Mog+as—as+1) T'(ew—au+1)T(an+az+1) TI'(ay—as+1)
Ay = Uy N vl (g + 1) ‘
(g +ay—as+1) T(ag—as+1)T (g +ay+1)
Ay = Us N v3l' (g + 1) .
Flog+as—as+1) T(aw—as+1)T (g +ag+1)
6 = 2M, + |bo| + 2]ao| ;
['(ar +az +1) ’
I'(ag+1) 1 I'(ag+1)
b2 = F(a2—a3+1)|b0+a0‘+Mw(F(a1+a2—a3+1)+F(a2—a3+1)F(a1+a2+1));
6, — I'(ag +1) by + 0| + M, ( 1 [(ay+1) )

+
F(OéQ—OZ4+1) F(CY1+052—044+1) F(Oég—@4+1)r(041—|—062+1)

Nous introduisons I'espace de Banach suivant :

X:={yec(01,R),D"y e C(0,1],R),D"y e C([0,1],R)},
avec la norme :
lyllx = max (|[yllo . [Pyl , [[1D*Yllc) -
Ensuite, sur l’espace ci-dessus, nous définissons l’opérateur non linéaire par H : X — X .

Hy(t) = a1+a2 / (t — )R (s) )Ly (s)ds
. 1 _ artaz—1 F / 1 — 5)%2 1
e (s = S [ (1= 9" y(s)ds
+ (CLO — b()) t*? + ag. (28)
ou

Fy(s) = w(s) = fof (5,5 (s), Dy (s)) =79 (5,9 (s) , D"y (5)) = h(s,y(s)).

Nous utilisons également les deux éxpressions suivantes :

1 t
DUy (t) — / f_gyutamas—lp oy ao
y() F(Oél—FOéQ—Ckg) ( 5) y(S) S
192705 (cry 4 1)

F(a1+a2)F(a2—a3—l—

« [/01 (1— )= y(s)ds} + (ag — bo)

P

r (Oég — 063)

[ (= sty sy

to2=as] (o + 1)
T (02) T (02 — a3 + 1)

(2.9)

5 ) @ (s =

t92=05T (qy + 1)
r (062 — a3+ 1) ’
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et

]_ t
Da4H t — / t _ ayt+as—ay—1 F d _
y( ) F(a1+a2—a4) 0 ( S) y(S) S

+ ez’ (Oég + 1)
F((I1+042)F(O[2—(14+1

b ) /Ot (t — 5)* " y(s)ds

T (O[Q — Oy
taTQ‘T (OZQ + 1)
(Ozg) r (042 — Qiy 4+ 1)

) /01 (1-— s)aﬁo@_l F,(s)ds — Blr

1 _ ez (Oéz + 1)
1—s)* y(s)d } ~b . 2.1
XL @ s | 4 (oo = o) e (2.10)
On considere l'ensemble X, = {y € X, ||y|| < r} de sorte que
max {61, 05,05, A1, A, A, Ao, As, As, Ag, A, Ao} < 7.
On montre que H (X,) C X,. Pour tout y € X,, on a
Hy M) < e [ ) R () ds 4 < [ ()™ ()l ds (21)
— T(a+az) o Y I' () Jo .
e gt (5) s + el [ (1= s ()] ds
['(a +az2) Jo Y T (az) Jo
+ |Cl0 - b0| ’f}a2| + |a0\ .
D’apres (A3), nous allons avoir :
S [Ey (O] = w(t) = Baf (8 y (8), Dy (£) — g (£ y (t), D™y (£)) = h(t, y(B)]] - (2.12)
elo,

My, + Bo (Mpy |y(t)| + Mo [DYy (t)]) + v (Mg |y(t)| + Mya | Dy (t)|) + My |y (t)]
(BaMpy + v Mgy + My) |yl x + BaMp2 | D*y|| 5 + v Mo | D™yl 5 + M,
U1 ||y||X + U2 ||DasyHX + U3 ”DM?JHX + M,

IA A IA

Puis, en remplagant (2.12) dans (2.11), nous obtenons

gortes| || o 10| || F
e tiﬁﬁ] [y ()] < (1 ’+ O@)N(Oi"j—(ozg) ozﬁzlfl (o;') il + (Oz1+‘042’)HF(ch1X+ )
b2 ol bl + ol 213
< T (0 Il v Dl v Dyl + M)
s Il + o+ ol + el
g (r (o iv(lg ot r(jfi 1)) lllx+ v iv; 1 1Pl
e 10l + e ey + i+ 2l
< M flyllx + A2 D%yl + As [[DMyll x + 61
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Aussi, nous remarquons que

1 ¢ —as— B t —az—1
D Hy (t)] < /t— artex—as—lip (6)| g 7/ t—g)2os d
DY) € e [ ) B (9 ds+ s [ o o) ds
|t°2=9% | T (ap + 1) /1 c1-+a—1 jt227 | T (g + 1)
1 —8)"" ™ |F, (s)]ds +
F(a1+062)r<&2—053+1) 0 ( ) | y()‘ ﬁlF(ag)F(ag—ag—i—l)
1 22703 (a5 + 1)
| — gyt d] iy .
XL @ ) ds| o lag = ol S S
Donc,
ID*Hyll, = sup [D™Hy(t) (2.14)
te[0,1]
< ’ta1+a2—o¢3| ||Fy”X |ta27a3|61 ||y“
T (artay—a3) (g +as—a3) (g —a3) (o — az) X
2927 I (ap + 1) [|Fyll Bt T (az +1)
(n +ag) T (g + )T (g —ag+1)  asl () T (g — g + 1)
t2= | T (ap + 1)
+|ap+ b :
2o °|(%—%+D
- F(a1+a2—a3+1) F(a1+a2+1)F(a2—a3+1)
X (v [yllx + v2 [1D*y)ll x + vs | Dyl x + M)
261 F(OQ + 1)
b
[ as — g + 1) Wl F a0+ bol e = o)
1 r
S + (062 —+ 1) "
F(a1+a2—a3+1) a1+a2+1 (()42—&34—1)
25,
+042 —azl (g — ag ] Iyl + v2 (F (q + g —ag+ 1)
P(OéQ +1 1
+ Dyl +
F(Oé1+062+1> Oé2—063—|—1>|| yHX Ug(F(a1+a2—a3+1)
F(a2+1 ['(ay+1)
+ Dyl + |ag +b
Moy +as+1)T a+1>” Yl + lao OlF(ag—ag—i—l)
1 r 1
+M,, + (a2 +1)
F(a1+a2—a3+1) F(O[1+012+1)F(042—013+1)
< Adllylly + A5 1Dyl x + As [[D*yllx + 0o
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De la méme maniere, nous obtenons pour la norme sup de D* Hy (t) la chose suivante

|D*Hy|, = sup [D™Hy (1) (2.15)
te[0,1]

1 F(CY2+1)
< + vy
F(O&1+042—Oé4+1) F(a1+a2+1)F(a2—a4+1)

TR . S 1
I'(ag—as+1) I'(ag+ag —ag+1)

n F(Oé2+1 1Dy + 1
v
F(CY1+062+1) Oé2—064+ yX 5 F(a1+a2—a4+1)
I'(ag+1 ['(ay+1)
+ D + lao + b
T(a+az+1)T 042—04—1—1>H Yllx + lao Olr(a2—a4+1)

1 F(Oég —I— 1)
+M, +
F(Oé1+042—()l4+1) P(()[1+042+1)F(()[2—Oé4+1)
< A7yl + As 1Dyl x + Ao [|D*yl[ x + 5.
Par (2.13) ,(2.14)et (2.15), nous avons
|Hyllx = max{ sup |Hy (t)|, sup |D**Hy (t)|, sup |[D*Hy (t)\}
tel0,1] te(0,1] te(0,1]

S max {61, 92, 93} + max {A17A4, A7} HyHX + max {AQ, A5,Ag} ”DQSZ/HX

+ max {As, Ag, Ao} [|[ D™yl x
< r

cela prouve que H (X,) appartient a X, .
Théoreme 2.3.1 Supposons que (A2), (A4) soient satisfaits. Si D < 1,

telles que
D = Max {Dl, DQ, Dg} 5
ot Dy, Dy et D3 sont données respectivement par (2.5), (2.6) et (2.7).
Donc, le probléme (2.1) admet une solution unique sur [0, 1].

Preuve. Nous procédons a la démonstration que H est une application de contraction.
Dans ce qui suit, on note au passage que 0 prend des valeurs dérivées d’ordre a3 puis a4 . Donc,
pour (z,y) € X x X, on peut écrire :

Ha(t) = Hy(®) = |y [ (=97 (B (9) = Fy (9)d

ag—l

<[a(s) = yl)ds) + s [ (1= > <Fx <s> ~ Fy (s))ds

o2

—51m /01 (1—9)"" (z(s) —y(s))ds|. (2.16)
Nos hyphothese nous permettent de dire que :
sup |F5 (s) = Fy (s)] < Bolf (G (t), D%z (1) — f L,y (1), D*y ()| +v]g (£, (£) , D*x (1))

te(0,1]
—g (t,y (@), D%y ()] + |h(t, 2(t)) — h(t,y(1))]

< BoLy(lz(t) —y ()] + [D®x (t) — Dy (t)]) +vLg (|2 (1) — y ()]
+ D%z (t) — D¥y (t)]) + Ln |z (t) — y ()]
< (BoLy +7Lg+ Lp) |z —yllx
< vz —ylly- (2.17)
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En remplagant (2.17) dans (2.16) on trouve :

_ 2(52Lf —F’)/Lg +Lh) 251 _
Sup’th(et[z)J} Hy (t>| S ( P(O{1+O[2+1) F(OZ2+1))||$ yHX
2uy 26
< (P<Oél+0[2+1) +F(042+1))Hx_y HX
< Difle—yly. (2.18)
Nous avons aussi
1 ¢ _5—
D HE (1) = DHY0)| = g gy ) 9T () = By (9))ds
51 t as—0—1
urverl RO R COROIE

n te2—op (052 + 1)
F(Oél—i‘OéQ)F(OéQ —5+1)

2707 (g + 1) 1 a1
o Tl 5Dy (9" ()~ y()dsl

[ = (B ) = By (9))ds

1 t artaz—i—1
S Faras b E T R By () ds
+F(ofl—(5) [ =5 ats) -~y ds

i t(m_dr (052 -+ 1)
F(Oél"‘CYQ)F(QQ_é_'—l)
ta2_6F (Oég + 1)

[ =9 B ()~ By )] ds

1
L— )" [2(s) = y(s)| ds.
+5lr<a2>r<a2—(s+1>/o< $)™ " |a(s) — y(s)| ds
D’ou
1 I'(ap+1)
D°Hz(t) — D°Hy(t)| < )
tiﬁ)ﬂ}’ (1) y()| < U4(F<O‘1+O‘2_5+1)+F(a2—5+1)r(a1+a2+1))”$ yllx
25
J“mllx yllx-

Ensuite, nous pouvons voir que les inégalités suivantes sont valides : Donc pour 6 = a3 :

|ID*He — D**Hy||,, < Da |z —ylly - (2.19)

Pour 0 = a4, on a
|D*Hz — D** Hy||,, < Ds ||z — yl|x - (2.20)

Par conséquent, nous pouvons écrire :

|Hx — Hyl| max { D1, Dy, D3} ||z — yl| -

<
< Dilz—yl|x-

Selon le théoreme du point fixe de Banach, il existe une solution unique pour le probleme
(2.1).
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Dans la suite, on établir des conditions suffisantes pour garantir I’existence d’une solution au
moins pour notre probleme. Ces résultats sont basés sur le théoreme du point fixe de Schaefer.
D’autres théoremes de points peuvent etre appliqués sans aucune peine.

Théoréme 2.3.2 Si les hypothéses (A1), (A3) et (A4) sont satisfaites, alors le probléme
(2.1) a au moins une solution sur [0, 1] .

Preuve. Pour montrer ce théoreme, nous procédons donc aux étapes suivantes :

Etape (I)
Continuité de H : Soit y,, une suite converge vers y dans notre espace de Banach précédemment
introduit. Alors, on peut dire que

Hi (0= By ()] = Iy [ (=7 (P (5) = R (s = s [ 6=
tOéQ 1 a1tags—1
X [(yn (s) —y (s)) ds] + F(OKH'OQ)/O (1—s) (Fa, (s) = Fy, (s))ds
o2

—b1

F (O{Q)

En remplagant (2.17) dans (2.21), nous pouvons écrire

[ =)™ )~y (5)) . (221)

| Hyn — Hyll . < D1 llyn — yllx -

Aussi, on peut écrire

[D% Ha = D Hyl|,, < Ds [|lyn = yllx - (2.22)

et
|D**Hzx — D**Hyl|, < D3 ||yn — yllx - (2.23)

Par (2.21), (2.22), et (2.23), on a :

| Hyn — Hyl| max { Dy, Dy, D3} |lyn — yllx

<
< Dllyn —yllx-

Par conséquent, nous concluons que ||Hy, — Hy||y tend vers 0, lorsque n — oo, alors nous
confirmons que H est continu sur X.

Etape (II)
Bornitude de H :H transforme les ensembles bornés en ensembles bornés dans X.
En effet, nous montrons que pour tout r» > 0, il existe une constante positive k telle que pour
chaque y € X, on a |ly||, < k.

Soit Z € X,. Nous mettons

]{? :maX{91+r(A1 +A2+U>702+T(A4+A5—|—A6)793+7”(A7+A8+A9)}.
Selon (A2), (A3), (2.13), (2.14) et (2.15), nous obtenons

1ZH|| o <0147 (A + A+ ),

||DO‘3ZH||OO S 92 +r (A4 + A5 + AG) s
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et
HDQ4ZHH00 S 93 +r <A7 + Ag + Ag) .

D’ou, il s’ensuit

||ZH||X S max{91 +T(A1 +A2 +U),92 +T‘(A4+A5 +A6),93+T(A7+A8+Ag)}
< k.

Donc, H est uniformément borné sur Xr.

Etape (I11I)

FEquicontinuité de H : H transforme les ensembles bornés en des ensembles équicontinus de X.
Pour y € Xr, t1,ts € [0,1] tel que 5 < ¢; par exemple. Ensuite, nous avons :

H@@ﬂ—HMMI:IrmiHmAhm—ﬁmerﬂgw—Fé@Ahm—@”*m$%

92 !
ot |
P(Oél + Oég) 0

+ (CLO — bo) ttlm —

042

Lo ) ds = i [ i
1

to
— [ (ty—9)TT E (s)d
T (a1 + (1/2) /0 ( 2 S) Y <S) N

+ b /t2 (t —s)az_ly(s)ds— ty’ / 1— )M E (s)ds
['(ag) Jo 2 I'(aq + as)

—~

52

I' ()

Gréce a (2.12), le lecteur peut obtenir

2(t1F e =) Bl 2182 —182) By
ti%(b)g} ’Hy (t1> - Hy (tQ)‘ < ( T (al 1 +)1> T (052 + 1) HyHX
+ |ag — bo| (132 — t32) .
2 (t?ﬁ-ocz _ tgzl-&-az) (V1 + Uy + vg) T . 2192 — 152) By
F(Oé1+062+1) F(Oé2+1)
+lag + bo| (157 — 137) + 2M, (#1102 —ggi o) .

i [ (1= 9 y(s)ds — (0o — b 857 224

<

D’ou |Hy(t1) — Hy(tz2| — 0, lorsque t; tend vers ty
Aussi, nous pouvons observer pour que pour § = a3, puis = g NOUS avons

1 f aban—b—
Dy () - DHy ()] = 5oy | = (s) ds
1 f2 a1+oz—di—1
- ty — 5)" T F (5)d
F(O!1+(12—5)~/0 (2 8) (8) s
P

_H%_aéwh—wW“w@ﬁ

61 /t2 az—0—1

_— ty —s)™° d

+F(OZ2—(S) 0 (2 S) y(S) S
(t927° —15°~)T (e + 1)
F(Oél—f—OéQ)F(OéQ—(;—f—]_

) /01 (1—s) 2" F(s)ds

(9270 — 1927 (ap + 1) 1 a1
T o) T (s — 6 + 1) /o (1= yls)ds
az—6  jas—4 Qo
(ag by T T (a4 1),

T (as—0+1)
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Donc,

sup [DPHy(t) — DPHy(h)| < (7 =) B | (7 =5 (o + 1) | By
t€[0,1] I'(ag +ag—3d+1) ' +as+ 1) (ag—d+1)
2092 — 15 ")Bu llyllx | lao + bol (452 7° —15*7")T (ap + 1)
['(ag—0+1) I'(ag—0+1)
B e I LU e LA 2 17 it 0
- (g +as—90+1) [(ag—3d+1)
(127 =15 7")T (ap + 1) (v +va + vg) 7
F(ar+as+ 1) (ag—d+1)
lag 4 bo| (1727° — 527\ (ap + 1)
['(g —0+1)

ao—08 ao—08 artaz—6  jaitaz—9
_w%(<w —5 (e +1) |, (T8 ))K

Mog+as+1)T(ag—0+1) T(ai+a—36+1)

Par conséquent, nous pouvons sans peine obtenir ‘D‘SH y(t,) — D°H y(tg)’ — 0,lorsque t;
tend vers t,.

D’apres les trois étapes ci-dessus et grace au théoréeme d’Arzela-Ascoli, nous confirmons que
H est completement continu.

La derniére étape pour montre que l'ensemble S est bornée telque S = {x € X,z =
AHz;0 < A\ < 1} est la suivante :

Etape (VI)
Bornitude de S : Soit y € S puis y = AHy pour un certain A € ]0,1[. Donc, nous avons pour
tout ¢ € [0, 1] :

1Yl = MYl
< A lyllx + A [[D®yllx + As[[D*yllx +61) -

D’autre part, on a

D%yl

MDD Hyl|
AAsllyllx + As[[D%yllx + As [D*yll 5 + 62).

IN

et

D%yl = AID*Hyll,
AA7 [yl x + As[[D%yllx + Ao [D*y| x + b5).

IA

Alors, on obtient

Iyl = AllHyllx

< A(max {0y, 04,03} + max {Ay, Ay, A7} [yl + max {Ag, A5, Ag} [[D™yl|
+max {As, Ag, Ao} [|[ D™y )
< Ar < oo.

22



2.4. EXEMPLES

S est donc borneé.
Gréce au théoréme du point fixe de Schaefer, H a un point fixe qui est une solution de (2.1).

2.4 Exemples

Dans cette section, nous présentons trois exemples pour mieux illustrer nos principaux
résultats.

Exemple 2.4.1 Nous considérons le probleme suivant :

0.95 ( 10.35 2ly(t)| D0 2y(0)|

D> (D™ +0.25) y (t) + 0.005 ((300+t)(1+|y(t)) + Toroa D)
sin(2y(t)— DO %y(¢)) 2ly(@®)| _

+ gﬁ(t2+t+1)y + (15+t2)zél+|y(t)\) = cos2t,t € [0, 1]

y (0) = ag,y (1) = by.

ot oy = 0.95, ap = 0.35, 81 = 0.25, B = 0.005,~v = 1, et les fonctions f, g, h et w sont telles
que :

- 2 Ju(t)) L@l
fitu(®),e(®) = ((300+t) (@) 0+ 0+ !v<t>\>> |

sin(2u(t) — v(t))
36 (t2+t+1) "’
2 u(?)|
(15 4+ #2) (1 + |u(?)])’
w(t) = cos2t.

Prenons az = 0.12, a4 = 0.04, puis en utilisant les données de cet exemple, nous trouvons

— 1 _ 1 _ 1
que Ly = 7, Ly = 55, Ln = 5-

D’ou,
Vg = ﬁgLf + ’)/Lg + Ly, = 0.1344.
En conséquence, D1 = 0.7914, D, = 0.7850, et D3 = 0.7905.
Donc,
D :=max{Dy, Dy, D3} = 0.7914 < 1,

ot Dy, Dy et D3 sont donnés respectivement par (2.5) ,(2.6) et (2.7) .
Les conditions du théoréme 2.5.1 sont valides. Ainsi, le probléme (2.1) a une solution unique
sur [0, 1].

Exemple 2.4.2 Comme deuziéeme exemple illustratif, nous considérons le probléme :

|D0'7y(t)‘

0.85 1 1 |y(t)|
D (D + g) y (1) + 55 ((7r+t2|y(t)|) + (9+|Dﬂ3y(t))>
3 0.5 ;
+% <cos(y(t)+2) + ¢ +|D y(t)| + ln(t + 1)) + _sin(y(®)) = h’l(t + 2)

280(t+e~2t) 50 (450+t)et?+1
t € 0,1]
y(0) = ag,y (1) = bo.
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2.4. EXEMPLES

1l est clair que
o) 0(0)
FEe0-2O) = G @) T o bl
g(t,u(t),v(t)) = ggz(g(?:_i)) 4! +5|g(t)| +1In(t + 1),
(450 + £) P+
w(t) = In(t+2).

Avec un petit calcul : c; = 0.85, 0 = 1,03 = 0.7,a4 = 0.5, 51 = %,Bg = 3—(1)0, et vy = %,

vg = B (0.3526) + 7 (0.0218) + 3.0008¢ — 004 = 0.0077

et
2uy 26

D, = + = (0.4088,

! T(ay+as+1) T (ag+1)

Uy vl (g + 1) 231

Dy, = + + = 0.4578,

2 F(Ozl—i‘OzQ—Oég—Fl) F(a2—5+1)F(a1+a2+1) P(Oég—Oé3+1>

r 1 2

Dy = v + val (a2 + 1) + b — 0.4627.

F(CY1+042—+1) F(OZQ—(I4+1)F(O./1+O{2+1> F(&Q—Oé4—|—1)

Donc D := D3 = 0.4627. Grice au théoréme 2.5.1, nous pouvons affirmer que (2.1) a une
solution unique sur [0, 1].

Exemple 2.4.3 Prenons :

DO.75 (D05 QL) y (8) + & f(t,y(t), D*%3y (1)) + g (t,y (t), D%y (¢))
+h(t,y (1) = w(t), 756[0 1]
y(0) = ao,y (1) =

Pour cet exemple, nous avons

sin(y(t)) + cos(D%%3y(t))

fty(t), D*Py(t)) = 273 (i 1 2) :
g (ty (1), DYy () = Iyz(;)(le-}:pl(% + yt(27f))|7
Wt y(t) = cos(y(zf)i)z—|—i—_12n(zf—|—1)7

w(t) = exp(t).

ot

1 1 1

51:?5, 52:T67 725-
Nous avons aussi
1
fuol < o
l9t,u,0)] < 25(el+ 1)
i) < 2
[w]| < e



2.5. CONCLUSION

Les fonctions f et g définies sur [0,1] x R? sont continues, et h définie sur [0,1] x R est
également continue. Alors, d’apres le théoréme 2.3.2, le probléme (2.1) a au moins une solution
sur [0, 1].

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons prouvé I'existence et I'unicité d’une solution pour le probléme
séquentiel différentiel non linéaire d’ordre non entier (2.1) par I'application du principe de
contraction de Banach. De plus, par application de théoreme de point fixe de Scheafer, 1'exis-
tence d’au moins une solution est aussi prouvé. Pour montrer ’applicabilité de nos principaux
résultats, quelques exemples illustratifs ont été discutés.
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Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons proposé un probléeme séquentiel de type Duffing Rayleigh a
caractere fractionnaire. On a démontré un premier résultat sur la représentation intégrale. Puis
a 'aide du théoreme de point fixe de Banach, nous avons démontré un deuxieme résultat lié a
I’'existence d’une unique solution pour notre probleme. Des conditions suffisantes sont établies
pour assurer cette existence et unicité. Puis, a I'aide du théoréeme de point fixe de Schaeffer, un
autre résultat a été discuté. La nouveauté apportée dans ce mémoire se résume en introduisant
les dérivées séquentielles a la premiere fois, a notre connaissance, dans ce type de mémoire. La
perte des propriétés de semi groupe et commutativité dans notre probleme nous a poussés a
aller chercher d’autres arguments plus puissants relativement par rapport au cas trouvés dans
la littérature "fractionnaire" pour pourvoir traiter ce type de probleme. Des exemples illustrant
nos résultats sont aussi discutés dans ce mémoire.
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