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Abstract

This work is devoted to the study of the the second order operational differ-
ential equation of elliptic type in non-commutative framework :

u′′(x) + Au(x)− ωu(x) = f(x);x ∈ [0, 1] (0.0.1)

The boundary conditions considered in this work are nonlocal :{
u(0) = u0;

u′(0) ∈ D(H) et u(1) +Hu′(0) = u1,0 :
(0.0.2)

where A and H are closed linear operators in a complex Banach space X, u0,
u0,1 ∈ X and ω > 0. The study is performed in Cθ([0, 1];X) with 0 < θ < 1 .
We will seek for existence, uniqueness and optimal regularity of the stricte solu-
tion of Problems (0.0.1)-(0.0.2) .
key - words : second-order abstract elliptic differential equations, non-commutative
case; analytic semigroups; maximal regularity, Hölder spaces, interpolation spaces.

Résumè

Le but est de trouver des résultats d’existence, d’unicité et de régularité
maximale de la solution d’une équation elliptique avec des conditions non locales
généralisées dans les espaces de Hölder:cadre non commutatif. La méthode est
basée essentiellement sur l’utilisation de la théorie des sommes d’opérateurs, les
semigroupes et les espaces d’interpolation.
Ce travail complète l’article (1) qui a traité le cadre Lp. Il y a une possible
généralisation en un problème de Bitsadze-Samarski.
Mots clés: : EDA elliptique conditions non locales généralisées Cadre non com-
mutatif; Semigroupes analytiques; régularité maximale; Sommes d’opérateurs;
Espaces d’interpolation.
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Introduction

0.1 Position du problème
On considére, dans un espace de Banach complexe X, les équations différentielles opéra-

tionnelles ou abstraites (en abrégé EDA) d’ordre deux de type elliptique avec des conditions
aux limites non locales dans un cadre non commutatif entre A et H (0.1.1)-(0.1.2). On en-
tend ici par EDA, des équations différentielles à coeffcients opérateurs linéaires (en général
non bornés) sur l’espace X.

Les problèmes aux limites que l’on se propose d’étudier ici, consistent en l’équation
différentielle

u′′(x) + Au(x)− ωu(x) = f(x) ; x ∈ (0; 1), (0.1.1)

avec les conditions non locales généralisées:{
u(0) = u0,

u′(0) ∈ D(H) et u(1) +Hu′(0) = u1,0.
(0.1.2)

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaines respectifs D(A)
et D(H) dans X, u0 et u1,0 sont des éléments donnés dans X et ω est un paramétre spectral
positif. Notre étude se fera lorsque le second membre f appartient à Cθ([0; 1];X) avec
0 < θ < 1.

On sintéressera à l’existence, l’unicité et la régularité maximale de la solution stricte pour
les problèmes (0.1.1)-(0.1.2) sous des conditions nécessaires et suffisantes de compatibilité
des données u0, u1,0 et f . Pour des raisons de commodité, on va traiter l’équation (0.1.1)
avec la notation

Aω = A− ωI, ω ≥ 0.

La principale difficulté et originalité de ce travail réside dans le fait que :

1. Les opérateurs A et H ne commutent pas.

2. Les conditions aux limites contiennent des opérateurs non bornés.

0.2 Aperçu historique
Le travail, que je présente dans ce mémoire, fait suite à ceux de Hammou Houari et al

pour le cadre commutatif dans les espaces de Hölder en [1] et les espaces UMD en [2] ainsi
que celui du cadre non commutatif traité par Cheggag et al dans les espaces UMD [3] .

Ici, je considère le cadre non commutatif dans les espaces de Hölder.
Des résultats originaux sont demontrés complètant ainsi ceux obtenus dans les travaux

cités ci-dessus par exemple, on cite ceux obtenus dans le cas ω = 0 (voir le chapitre 3):
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Théorème 0.2.1 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le problème (2.0.1),(2.0.2) admet une unique solution stricte.

2. u0, u1,0 ∈ D(A) et
Au0 − f(0) ∈ D(A),

HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A)

Au1,0 − f(1)−Q2HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A).

Théorème 0.2.2 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le problème (2.0.1),(2.0.2) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété
de la régularité maximale.

2. u0, u1,0 ∈ D(A) et
Au0 − f(0) ∈ DA(

θ
2
,+∞),

HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A)

Au1,0 − f(1)−Q2HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ DA(
θ
2
,+∞).

0.3 Description des chapitres

Ce travail comporte cinq chapitres.

à Le premier chapitre est dédié aux rappels d’usage sur les outils mathématiques utilisés
dans ce travail tels que des notions d’analyse fonctionnelle, certains résultats classiques
sur la théorie des semi-groupes, les espaces d’interpolation, les puissances fractionnaires
d’opérateurs et les intégrales de Dunford.

à Le deuxième chapitre traite le problème (0.1.1)-(0.1.2) lorsque f ∈ Cθ([0, 1];X); 0 <
θ < 1 et pour ω = 0.
On construit une formule de représentation de la solution.

à Dans le troisième chapitre, on donne des conditions nécessaires et suffisantes d’existence,
d’unicité et de régularité optimale de la solution stricte du problème (0.1.1)-(0.1.2),
c’est-à-dire une fonction u telle que

u ∈ C2([0, 1];X) ∩ C([0, 1];D(A)).

et vérfiant la régularité maximale

u′′ , Au ∈ Cθ([0, 1];X).

Plus précisément, et faisant certaines hypothèses, nous obtenons les résultats.
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à Le quatrième chapitre, est consacré, cette fois-ci, pour ω ≥ ω0, au problème (0.1.1)-
(0.1.2 ). On s’intéresse à l’existence, l’unicité et la régularité maximale de deux types
de solutions du problème (0.1.1)- (0.1.2 ).L’hypothèse d’inversibilité est vérifiée pour
ω assez grand.

à Dans le cinquième chapitre, on étude l’exemple de [4] dans l’espace de Hölder.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs:

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés
Soient X,Y et Z des espaces de Banach.

Definition 1.1.1 On dit qu’un opérateur A, défini de X dans Y est borné si

D(A) = X et sup ||Aξ||
||ξ||≤1

< +∞.

Definition 1.1.2 On note L(X;Y ) la collection de tous les opérateurs linéaires bornés de
l’espace vectoriel normé X dans l’espace vectoriel normé Y, L(X;Y ) est un espace normé et
sa norme est définie par

||A||L(X;Y ) = sup
x∈X
x ̸=0

||Ax||Y
||x||X

= sup
||x||X≤1

||Ax||Y = sup
||x||X=1

||Ax||Y , ∀A ∈ L(X;Y ).

On note L(X;X) := L(X).

Proposition 1.1.1 L(X;Y )est un espace de Banach si et seulement si Y est un espace de
Banach.

Proposition 1.1.2 Soit A ∈ L(X). Si ||A||L(X) < 1 alors (I −A) est inversible dans L(X)

et (I − A)−1 =
∞∑
n=0

An.

Definition 1.1.3 Soient (A,D(A)), (B,D(B)) deux opérateurs linéaires de X dans Y . On
dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A ⊂ BsiD((A) ⊂ D(B),

∀x ∈ D(A) , Ax = Bx.

5



1.1 Les opérateurs 6

Definition 1.1.4 Soient A : D(A) ⊂ X −→ Y et B : D(B) ⊂ Y −→ Z deux opérateurs
linéaires. On peut définir l�opérateur BA parD(BA) = {x ∈ D(A) : Ax ∈ D(B)},

(BA)x = B(Ax), x ∈ D(BA).

Definition 1.1.5 On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ(A) = {λ ∈ C : (A− λI)et inversible et à inverse borné dans L(X)}.

Un élément de ρ(A) est appelé valeur résolvante de A.

1. Si λ ∈ ρ(A) on définit Rλ(A) la résolvante de A au point λ par

Rλ = (A− λI)−1.

2. σ(A) = C \ ρ(A) est appelé le spectre de A et un élément de σ(A) est appelé valeur
spectrale de A.

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Definition 1.1.6 Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X −→ Y est dit fermé si et seulement
si pour toute suite {xn}n∈N ⊂ D(A) telle que

xn −→ x
n→+∞

, dans X

Axn −→ y
n→+∞

, dans Y.

on a x ∈ D(A) et Ax = y .

Proposition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors l’application

Rλ : λ ∈ ρ(A) −→ Rλ(A) = (A− λI)−1

est analytique sur ρ(A).

Proposition 1.1.4 Soit A : D(A) ⊂ X → Y un opérateur linéaire .

1. Si A est un opérateur fermé,alors pour tout B ∈ L(X;Y ) l�opérateur A+B : D(A) →
X ⊂ Y est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A−1 est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé à valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est
continu de D(A) dans X.

4. Si A est un opérateur continu sur D(A) ⊂ X, alors Aest fermé si et seulement si,son
domaine est fermé.

5. Si ρ(A) ̸= ∅ alors A est fermé.

Proposition 1.1.5 Soient A ∈ L(X) et B : D(B) ⊂ X → X un opérateur linéaire fermé
tels que Im(A) ⊂ D(B) Alors BA ∈ L(X).
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1.1.3 Opérateurs sectoriels

Definition 1.1.7 Soit 0 < ω ≤ π On définit le secteur suivant

Sω = {z ∈ C \ {0} : |argz| < π − ω}.

Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle ω si Sω ⊂ ρ(A), et

sup
λ∈Sω

||λ(A− λI)−1||L(X) < +∞

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Definition 1.2.1 Soit {G(t)}t>0 une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette
famille forme un semi-groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes:

1. G(0) = IX ,

2. ∀s, t ∈ R+, G(t+ s) = G(t)G(s).

Lorsque la famille {G(t)}t est définie pour t ∈ R, et que la deuxième propriété est vérifie
pour tout s, t de R on dira qu’on a un groupe.

Definition 1.2.2 On dit qu�un semi-groupe {G(t)}t>0 est fortement continu si et seulement
si pour tout x ∈ X, l’application t −→ G(t)x de R+ dans X est continue,c�est-à-dire pour
tout x ∈ X

lim
t→0+

||G(t)x− x||X = 0

On dit aussi que {G(t)}t>0 est un C0 semi - groupe.

Definition 1.2.3 Un semi-groupe {G(t)}t>0 est appelé semi-groupe uniformément continu
d�opérateurs linéaires bornés si

lim
t→0+

||G(t)− I||L(X) = 0.

Proposition 1.2.1 Soit {G(t)}t>0 un semi-groupe fortement continu alors il existe deux
constantes M ≥ 1 e ω ≥ 0 telles que

||G(t)||L(X) ≤Meωt , ∀t ≥ 0.

1.2.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Definition 1.2.4 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G(t)}t>0, l’opérateur
A défini par 

D(A) =

{
φ ∈ X : lim

h→0+

G(h)φ− φ

h
existe

}
Aφ = lim

h→0+

G(h)φ− φ

h
, φ ∈ D(A).
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D(A) est non vide (0 ∈ D(A)) et est bien un sous espace vectoriel de X,A est linéaire de
D(A) dans X.

Proposition 1.2.2 Si (A,D(A)) est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {G(t)}t>0,
alors

1. A est linéaire fermé de domaine D(A) dense dans X.

2. ]ω,+∞[⊂ ρ(A) et ∀λ ∈]ω,+∞[, pour tout n ∈ N \ {0},

||(A− λI)n||L(X) 6
M(

λ− ω
)n ,

où M > 1 et ω > 0.

1.2.3 Semi-groupes analytiques
On définit, pour tout 0 < α ≤ π

2
, le secteur Σα := {z ∈ C \ {0} : |argz| < α}.

Definition 1.2.5 Soit 0 < α ≤ π

2
. Une famille {G(z)}z∈Σα d’éléments de L(X) forme un

semi-groupe analytique de type α dans X, un espace de Banach complexe, si elle vérifie les
conditions suivantes :

1. G(0) = I,

2. ∀z1, z2 ∈ Σα tel que z1 + z2 ∈ Σα, G(z1 + z2) = G(z1)G(z2),

3. ∀x ∈ X, lim
z→0
z∈Σα

G(z)x = x,

4. l’application z −→ G(z) est holomorphe sur Σα.

Théorème 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine dense D(A) dans X tel que

]0,+∞[⊂ ρ(A) et ∃M > 0 : ∀λ > 0, ||(A− λI)−1||L(X) 6
M

λ
.

Alors,il existe un secteur Σδ, 0 < δ ≤ π

2
, tel que

Σδ ⊂ ρ(A) et ∀λ ∈ Σδ, ||(A− λI)−1||L(X) 6
M

|λ|
.

De plus, l’opérateur −(−A) 1
2 est bien défini et il existe un secteur Σα+π/2 avec 0 < α ≤ π

2
,

tel que
Σα+π/2 ⊂ ρ

(
− (−A)

1
2

)
,

et −(−A) 1
2 génère un semi-groupe analytique.
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1.3 Les espaces d’interpolation
Definition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. On désigne par Lp

∗(R+;X) avec p ∈ [1; +∞]

,l’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout t ∈ R+

et telles que (∫ +∞

0

||f(t)||pX
dt

t

)1/p

= ||f ||Lp
∗(R+;X) < +∞

avec la modification habituelle pour p = +∞.

Definition 1.3.2 soient(X0; ∥ . ∥0) et (X1; ∥ . ∥1) deux espaces de Banach s’injectant con-
tinument dans un espace topologique séparé X.
pour p ∈ [1; +∞] et θ ∈]0; 1[, on dit que x ∈ (X0;X1)θ,p si et seulement sii) ∀t > 0,∃x0(t) ∈ X0,∃x1(t) ∈ X1 tel que x = x0(t) + x1(t),

ii) t−θx0 ∈ Lp
∗(R+;X0), t

1−θx1 ∈ Lp
∗(R+;X1).

Proposition 1.3.1 (X0∩X1; ∥ . ∥X0∩X1), (X0+X1; ∥ . ∥X0+X1) et ((X0, X1)θ,p; ∥ . ∥θ,p) sont
des espaces de Banach pour les normes respectives

∥ x ∥X0∩X1=∥ x ∥X0 + ∥ x ∥X1 si x ∈ X0 ∩X1,

∥ x ∥X0+X1= inf
xi∈Xi,x0+x1=x

(
∥ x0 ∥X0 + ∥ x1 ∥X1

)
si x ∈ X0 +X1,

∥ x ∥θ,p= inf
xi:R+→Xi,i=0,1
∀t>0,x=x0(t)+x1(t)

(
∥ t−θx0 ∥Lp

∗(R+;X0) + ∥ t1−θx1 ∥Lp
∗(R+;X1)

)
si x ∈ (X0, X1)θ,p.

de plus
X0 ∩X1 ⊂ (X0, X1)θ,p ⊂ X0 +X1

avec injections continues.
Notons que (X0, X1)θ,p = (X1, X0)1−θ,p.

1.3.1 Quelques espaces d’interpolation particuliers

Definition 1.3.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) ⊂ X, muni de sa
norme du graphe:

∀x ∈ D(A), ||x||D(A) = ||x||X + ||Ax||X .

En suivant les notations de P.Grisvard [7], pour p ∈ [1,+∞] et 0 < θ < 1, on pose alors

DA(θ, p) = (D(A), X)1−θ,p.

Quand l’opérateur A vérifie certaines hypothèses supplémentaires,il est alors possible de
donner des caractérisations explicites de DA(θ, p) comme suit:

Proposition 1.3.2 Soient p ∈ [1,+∞], 0 < θ < 1 et A un opérateur linéaire fermé sur X
de domaine D(A).
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1. Supposons que ρ(A) ⊃ R∗
+ et qu’il existe une constante C > 0 telle que

∀t > 0, ||(A− tI)−1||L(X) 6
C

t
,

alors
DA(θ, p) = {x ∈ X : tθA(A− tI)−1x ∈ Lp

∗(R+;X)},

(voir G.Da Prato et P.Grisvard [7]).

2. Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans X

DA(θ, p) = {x ∈ X : t−θ(etA − I)x ∈ Lp
∗(R+;X)},

(voir Lions [14]).

3. Si maintenant A génère un semi-groupe analytique borné dans X, alors

DA(θ, p) = {x ∈ X : t1−θAetAx ∈ Lp
∗(R+;X)}.

Notons que, d’aprés G.Da Prato et P.Grisvard (voir [7],page 383), on a

DAm(θ, p) = DA(mθ, p),

avec m ∈ N∗, p ∈ [1,+∞] et 0 < θ < 1.

Remarque 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) ⊂ X. Quand
l’opérateur A vérifie certaines hypothèses supplémentaires, il est alors possible de donner,
pour m > 1, des caractérisations explicites de (D(Am), X)1/mp,p. On a

(D(Am), X)1/mp,p = DAm(1− 1/mp, p),

(voir .P.Grisvard [10])et grâce à la propriété de réitération (voir Lions -Peetre [15]), il
s’ensuit pour m > 1

DAm(1− 1/mp, p) =DA(m− 1/p, p)

=DA(m− 1 + (1− 1/p), p)

=
{
φ ∈ D(Am−1) : Am−1φ ∈ (D(A), X)1/p,p

}
=(D(A), X)(m−1)+1/p,p.

En particulier, on pose alors m = 2, en suivant les notations de P.Grisvard [10]

(D(A2), X)1/2p,p =DA2(1− 1/2p, p) (1.3.1)

=(D(A), X)1+1/p,p)

=
{
φ ∈ D(A) : Aφ ∈ (D(A), X)1/p,p

}
⊂ D(A).
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1.3.2 Propriété fondamentale d’interpolation
On se donne deux triplet d’espace d’interpolation (X0, X1, X) et (Y0, Y1, Y ) et un opératteur
linéaire Tde X dans Y . Alors on a le théoréme suivant:

Théorème 1.3.1 On suppose que les restrictions de T aux espaces Xi à valeurs dans Yi
sont linéaires continues. Alors, pour tout 0 < θ < 1 et p ∈ [1,+∞], l’opérateur T est lineaire
continu de (X0, X1)θ,p dans (Y0, Y1)θ,p et

∥T∥L((X0,X1)θ,p,(Y0,Y1)θ,p) 6 C∥T∥1−θ
L(X0,Y0)

∥T∥θL(X1,Y1)
.

1.4 Les espaces de Hölder
Definition 1.4.1 Soient X un espace de Banach complexe et C([0, 1];X) l’espace de Banach
des fonction continues sur [0, 1] à valeurs dans X muni de la norme

∥f∥C(X) = max
t∈[0,1]

(∥f(t)∥X).

L’ensemble des fonction θ−höldériennes de [0, 1]dans X est défini par

Cθ([0, 1];X) =

{
f ∈ C([0, 1];X)/ sup

t−s ̸=0;s,t∈[0,1]

∥f(t)− f(s)∥X
|t− s|θ

< +∞

}
.

Proposition 1.4.1 Soit θ ∈]0, 1[.Alors

C1([0, 1];X) ⊂ Cθ([0, 1];X) ⊂ C([0, 1];X).

Proposition 1.4.2 Cθ([0, 1];X) avec θ ∈]0, 1[ est un espace de Banach mùuni de la norme
∥.∥Cθ([0,1];X) définie par

∥f∥Cθ([0,1];X) = ∥f∥C([0,1];X) + sup
t−s ̸=0;s,t∈[0,1]

∥f(t)− f(s)∥X
|t− s|θ

.

1.5 Puissances fractionnaires d’opérateurs
On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs, en particulier la racine
carrée d’un opérateur.
Soit A un opérateur linéaire fermé dans X, tel que ρ(A)contient ]0,+∞[. S’il existe C > 0
tel que pour tout λ > 0,

||λ(A− λI)−1||L(X) 6 C < +∞,

alors, on définit pour 0 < Re α < 1 et x ∈ D(A), l’opérateur Jα par

Jαx =
sinπα

π

∫ +∞

0

λα−1(A− λI)−1(−A)xdλ

et pour 0 < Re α < 2 et x ∈ D (A2) par

Jαx =
1

Γ (1− α) Γ (α)

∫ +∞

0

λα−1

(
(A− λI)−1 − λ

1 + λ2

)
(−A)xdλ+ (−A)x sin

(πα
2

)
,
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avec
Γ (α) =

∫ +∞

0

e−ttα−1dt.

(voir Balakrishnan [5] )

Lemme 1.5.1 Les opérateurs Jα admettent des extensions fermées et (−A)α est la plus
petite extension fermée de Jα. (voir [5],p.423).

Lemme 1.5.2 Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X tel que∃C > 0 R+ ⊂ ρ (A) et pour λ ≥ 0,∥∥(A− λ I)−1
∥∥
L(X)

≤ C

1 + λ
,

(1.5.1)

alors pour 0 < α ≤ 1
2
, − (−A)a défini précédemment génère un semi-groupe analytique Sa (t)

défini par

Sα (t) =

∫ +∞

0

(A− λI)−1 g (λ, t;α) dλ si 0 < α ≤ 1

2
,

où g (λ, t;α) =
1

π
sin (tλα sin πα) exp (−tλα cos πα) est analytique pour tout t > 0. (voir

[5],p.423)

Remarque 1.5.1 Pour α = 1
2

on obtient S 1
2
(t) =

1

π

∫ +∞
0

(A− λI)−1 sin t
√
λdλ.

1.6 Calcul fonctionnel
Soit (X, ||.||) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par H(U)
l’ensemble des fonctions holomorphes sur U .

Definition 1.6.1 (formule intégrale de Cauchy ) Soient U un ouvert de C, K un
compact de U de bord γ orienté positivement. Soient f ∈ H(U), et z0 ∈ K. On a

f(z0) =
1

2iπ

∫
γ

f(z)

(z − z0
dz.

Definition 1.6.2 (Intégrale de Dunford). Soient A ∈ L(X), U un ouvert de C, K
un compact de U contenant σ(A), γ le bord de K orienté positivement (γ est donc finie et
entoure le spectre de A) et f ∈ H(U). Alors

f(A) =
1

2iπ

∫
γ

f(z)(zI − A)−1dz.

L’opérateur f(A) ∈ L(X) et ne dépend pas du choix de γ.

Definition 1.6.3 Soient A un opérateur linéaire fermé et H(A) est l’espace des fonctions à
variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble fermé contenant le spectre de A .
Alors

f(A) =
1

2iπ

∫
γ

f(λ)(A− λI)−1dλ,

où γ est une courbe sectorielle de Jordan entourant le spectre de l’opérateur A et f ∈ H(A).



Chapitre 2

Représentation de la solution

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la représentation de la solution d’une équation différen-
tielle opérationnelle du second ordre de type elliptique, posée sur l’intervalle borné [0; 1]

u′′(x) + Au(x) = f(x), (2.0.1)

munie de conditions aux limites à coefficient opérateur de type non local :{
u(0) = u0,

u′(0) ∈ D(H) et u(1) +Hu′(0) = u1,0,
(2.0.2)

ou A et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X, un espace de Banach complexe,
f ∈ Cθ([0, 1];X) avec 0 < θ < 1 et u0, u1,0 sont des éléments donnés dans X.

2.1 Les hypothèses
On suppose que

[0,+∞[⊂ ρ(A) et sup
λ≥0

||λ(A− λI)−1||L(X) < +∞, (2.1.1)

cette hypothése implique que Q = −(−A)
1
2 existe et génére un semi-groupe analytique

généralisé (non fortement continu en zéro) (eQx)x>0 (voir [5].

H est un opérateur linéaire fermé, (2.1.2)
+∞
∩

K=1
D(AK) ⊂ D(H), (2.1.3)

0 ∈ ρ(Λ), (2.1.4)
avec Λ = −2HQeQ + I − e2Q défini sur X et Λ ∈ L(X)
Ce mémoire est une généralisation de l’article [1]:

1. Nous avons changé la condition D(Q) ⊂ D(H) par (2.1.3) .

2. Nous ne supposons pas l’hypothése de commutativité .

3. Nous construisons une formule de représentation adaptée pour la solution stricte .

4. Nous supposons les conditions

Λ−1
(
DQ(1 + θ,+∞)

)
⊂ D(Q2), (2.1.5)

HQeQ(X) ⊂ DQ(1 + θ,+∞), (2.1.6)

13
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Remarque 2.1.1 L’hypothèse (2.1.6) implique

Q2Λ−1
(
DQ(1 + θ,+∞)

)
⊂ D(Q), (2.1.7)

tel que
DQ(1 + θ,+∞) =

{
φ ∈ D(Q), Qφ ∈ DQ(θ,+∞), 0 < θ < 1

}
.

On utilisée pour l’existence des solutions semi-strictes ou strictes de problème (2.0.1)
et(2.0.2) .

Pour la régularité maximale on remplace (2.1.7) par

Q2
[
Λ−1

(
DQ(1 + θ,+∞)

)]
⊂ DQ(θ,+∞). (2.1.8)

Nous adaptons á notre situation les définitions de solution stricte et sem-stricte donnes par
E. Sinestrari en [16], Section 2, p. 34:
On remarque d’abord qu’ici D(A) est doté de la norme du graphe qui est

||ϕ||D(A) = ||ϕ||X + ||Aϕ||X , ϕ ∈ D(A)

puis pour un intervalle J on définit C(J ;D(A)) de la manière suivante

h ∈ C(J ;D(A)) ⇐⇒


h ∈ C(J ;X),

h(x) ∈ D(A) ∀x ∈ J,

Ah ∈ C(J ;X).

Definition 2.1.1 Une solution stricte u du problème (2.0.1)-(2.0.2) est une fonction u telle
que

u ∈ C2([0, 1];X) ∩ C([0, 1];D(A)),

et qui satisfait (2.0.1)-(2.0.2). Cette solution stricte satisfait la régularité maximale si

u′′ , Au ∈ Cθ([0, 1];X).

Remarque 2.1.2 Une solution semi-stricte u du problème (2.0.1)-(2.0.2) est une fonction
u telle que

C([0, 1[;X) ∩ C2([0, 1[;X) ∩ C([0, 1[;D(A)),

et qui satisfait (2.0.1)-(2.0.2). Cette solution semi-stricte satisfait la régularité maximale siu ∈ Cθ([0, 1];X),

u′′ , Au ∈ Cθ([0, b];X) ,∀b ∈]0; 1[.

Il est bien connu que tout h ∈ Cθ([0, 1[;X) peut etre étendue en une fonction
h̃ ∈ Cθ([0, 1];X) donc Cθ([0, 1];X) = Cθ([0, 1[;X) cela explique l’introduction des espaces
Cθ([0, b];X) , b ∈]0; 1[.
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2.2 Représentation de la solution
On utilise la représentation de la solution trouvée dans [3], cadre Lp qui est donnée par:

u(x) = exQζ0 + e(1−x)Qζ1 + I(x) + J(x) , x ∈ [0, 1]. (2.2.1)

avec

I(x) =
1

2
Q−1

∫ x

0

e(x−s)Qf(s)ds , et J(x) = 1

2
Q−1

∫ 1

x

e(s−x)Qf(s)ds,

u′(x) = QexQζ0 −Qe(1−x)Qζ1 +QI(x)−QJ(x) , x ∈ [0, 1],

alors
u′(0) = Qζ0 −QeQζ1 −QJ(0) ∈ D(H),{

u(1) = eQζ0 + ζ1 + I(1),

u(0) = ζ0 + eQζ1 + J(0).

On utilise les conditions{
eQζ0 + ζ1 + I(1) +H(Qζ0 −QeQζ1 −QJ(0)) = u1,0

ζ0 + eQζ1 + J(0) = u0,

alors ζ0 = u0 − eQζ1 − J(0) et

eQ(u0 − eQζ1 − J(0)) + ζ1 +H(Qζ0 −QeQζ1 −QJ(0)) = u1,0 − I(1),

implique

(I − e2Q)ζ1 +H[−2QeQζ1 +Q(u0 − 2J(0))] = u1,0 − I(1)− eQ(u0 − J(0)), (2.2.2)

on remarque que
−2QeQζ1 +Q(u0 − 2J(0)) ∈ D(H),

et de (2.1.3),−2QeQζ1 ∈ D(H) donc

Q(u0 − 2J(0)) ∈ D(H),

alors (2.2.2) devient

(I − e2Q − 2HQeQ)ζ1 = u1,0 − I(1)− eQ(u0 − J(0))−HQ(u0 − 2J(0)),

de (2.1.4) on déduit

ζ1 = Λ−1[u1,0 − I(1)− eQ(u0 − J(0))−HQ(u0 − 2J(0))], (2.2.3)

et
ζ0 = u0 − J(0)− eQζ1, (2.2.4)
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Finalement, en insérant (2.2.3) et (2.2.4) dans (2.2.1) on déduit que, la solution du problème
(2.0.1)-(2.0.2) u est représentée formellement, pour tout x ∈ [0; 1], par

u(x) =exQu0 + e(1−x)QΛ−1[u1,0 −HQu0]− e(1−x)QΛ−1eQu0

+ e(1−x)QΛ−1H

∫ 1

0

esQf(s)ds

− 1

2
exQQ−1

∫ 1

0

esQf(s)ds

+
1

2
e(1−x)QΛ−1eQQ−1

∫ 1

0

esQf(s)ds

− 1

2
e(1−x)QΛ−1Q−1

∫ 1

0

e(1−s)Qf(s)ds

+
1

2
Q−1

∫ x

0

e(x−s)Qf(s)ds+
1

2
Q−1

∫ 1

x

e(s−x)Qf(s)ds

+R(x, u0, u1,0, f),

avec

R(x, u0, u1,0, f) = −e(1+x)QΛ−1[u1,0 − I(1)− eQ(u0 − J0)−HQ(u0 − 2J0)],

alors

u(x) =exQu0 + e(1−x)QΛ−1[u1,0 −HQu0]− e(1−x)QΛ−1eQu0

+ e(1−x)QΛ−1H

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds+ e(1−x)QΛ−1H

∫ 1

0

esQf(0)ds

− 1

2
exQQ−1

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds− 1

2
exQQ−1

∫ 1

0

esQf(0)ds

+
1

2
e(1−x)QΛ−1eQQ−1

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds+
1

2
e(1−x)QΛ−1eQQ−1

∫ 1

0

esQf(0)ds

− 1

2
e(1−x)QΛ−1Q−1

∫ 1

0

e(1−s)Q(f(s)− f(1))ds− 1

2
e(1−x)QΛ−1Q−1

∫ 1

0

e(1−s)Qf(1)ds

+
1

2
Q−1

∫ x

0

e(x−s)Q(f(s)− f(0))ds+
1

2
Q−1

∫ x

0

e(x−s)Qf(0)ds

+
1

2
Q−1

∫ 1

x

e(s−x)Q(f(s)− f(1))ds+
1

2
Q−1

∫ 1

x

e(s−x)Qf(1)ds

+R(x, u0, u1,0, f)
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alors en ajoutant et en retranchant f(0) et f(1), on obtient :

u(x) =exQu0 + e(1−x)QΛ−1[u1,0 −HQu0]− e(1−x)QΛ−1eQu0

+ e(1−x)QΛ−1H

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds+ e(1−x)QΛ−1HQ−1[eQf(0)− f(0)]

− 1

2
exQQ−1

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds− 1

2
exQQ−2[eQf(0)− f(0)]

+
1

2
e(1−x)QΛ−1eQQ−1

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds+
1

2
e(1−x)QΛ−1eQQ−2[eQf(0)− f(0)]

− 1

2
e(1−x)QΛ−1Q−1

∫ 1

0

e(1−s)Q(f(s)− f(1))ds− 1

2
e(1−x)QΛ−1Q−2[eQf(1)− f(1)]

+
1

2
Q−1

∫ x

0

e(x−s)Q(f(s)− f(0))ds+
1

2
Q−2[exQf(0)− f(0)]

+
1

2
Q−1

∫ 1

x

e(s−x)Q(f(s)− f(1))ds+
1

2
Q−2[e(1−x)Qf(1)− f(1)]

+R(x, u0, u1,0, f),

donc

u(x) =exQ[u0 +Q−2f(0)]

+ e(1−x)Q
[
Λ−1[Q−2

(
− Au1,0 +

1

2
f(1)

)
+HQ−1(Au0 − f(0)] +

1

2
Q−2f(1)

]
+

1

2
e(1−x)QΛ−1

[
− 2eQu0 + 2HQ−1eQf(0) + eQQ−2[eQf(0)− f(0)]−Q−2eQf(1)

]
+ e(1−x)QΛ−1H

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds− 1

2
exQQ−1

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds

+
1

2
e(1−x)QΛ−1eQQ−1

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds− 1

2
e(1−x)QΛ−1Q−1

∫ 1

0

e(1−s)Q(f(s)− f(1))ds

+
1

2
Q−1

∫ x

0

e(x−s)Q(f(s)− f(0))ds− 1

2
Q−2f(0)

+
1

2
Q−1

∫ 1

x

e(s−x)Q(f(s)− f(1))ds− 1

2
Q−2f(1)

+R(x, u0, u1,0, f)

= S0(x, u0, f(0)) + S0,1(x, u0, u1,0, f(0), f(1)) + Sm(x, f) + Sc(x, f) +R(x, u0, u1,0, f),

avec
S0(x, u0, f(0)) = exQ[u0 +Q−2f(0)],

S0,1(x, u0, u1,0, f(0), f(1)) = e(1−x)Q
[
Λ−1[Q−2

(
− Au1,0 +

1

2
f(1)

)
+HQ−1(Au0 − f(0)] +

1

2
Q−2f(1)

]
+
1

2
e(1−x)QΛ−1

[
− 2eQu0 + 2HQ−1eQf(0) + eQQ−2[eQf(0)− f(0)]−Q−2eQf(1)

]
= S1

0,1(x, u0, u1,0, f(0), f(1)) + S2
0,1(x, u0, f(0), f(1)) + S3

0,1(x, f(0)),

avec

S1
0,1(x, u0, u1,0, f(0), f(1)) = e(1−x)Q

[
Λ−1[Q−2

(
−Au1,0+

1

2
f(1)

)
+HQ−1(Au0−f(0)]+

1

2
Q−2f(1)

]
,

S2
0,1(x, u0, f(0), f(1)) = −e(1−x)QΛ−1eQ

(
u0 + f(1) +Q−2[eQf(0)− f(0)]

)
,
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S3
0,1(x, f(0)) =

1

2
e(1−x)QΛ−1HQ−1eQf(0),

Sm(x, f) =e
(1−x)QΛ−1H

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds− 1

2
exQQ−1

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds

+
1

2
e(1−x)QΛ−1eQQ−1

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds− 1

2
e(1−x)QΛ−1Q−1

∫ 1

0

e(1−s)Q(f(s)− f(1))ds,

Sc(x, f) =
1

2
Q−1

∫ x

0

e(x−s)Q(f(s)− f(0))ds− 1

2
Q−2f(0)

+
1

2
Q−1

∫ 1

x

e(s−x)Q(f(s)− f(1))ds− 1

2
Q−2f(1),

et
R(x, u0, u1,0, f) = R(x, u0, u1,0, f)−

1

2
e(1+x)QQ−2f(0).



Chapitre 3

Solution stricte et régularité

3.1 Lemmes techniques
Pour étudier la régularité de la solution nous avons besoin de quelques lemmes techniques

et les propositions de Sinestrari [16].

Proposition 3.1.1 Soit Q un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique sur
X,(eξQ)ξ>0 non nécessairement continu en 0.

1. Soit φ ∈ X. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes

À e.Qφ ∈ C([0, 1];X).

Á φ ∈ D(Q).

2. Soient θ ∈]0, 1[ et φ ∈ X. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes

À e.Qφ ∈ Cθ([0, 1];X).

Á φ ∈ (X,D(Q))θ,+∞ = (D(Q), X)1−θ,+∞.

3. Soient θ ∈]0, 1[ et g ∈ Cθ([0, 1];X). On pose

ω1(x, g) =

∫ x

0

e(x−s)Qg(s)ds, x ∈ [0, 1].

Alors ω1(., g) ∈ Cθ([0, 1];X) et il existe K > 0 tel que

∥ω1(., g)∥Cθ([0,1];X) 6 K∥g∥Cθ([0,1];X).

4. Soient θ ∈]0, 1[ et g ∈ Cθ([0, 1];X). On pose

ω2(x, g) =

∫ x

0

e(x−s)Q(g(s)− g(0))ds, x ∈ [0, 1],

alors ω2(., g) ∈ C1+θ([0, 1];X)
∩
Cθ([0, 1];D(Q)).

19
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5. Soient θ ∈]0, 1[ et g ∈ Cθ([0, 1];X) et φ ∈ X . On pose

ω(x, φ, g) = exQφ+

∫ x

0

e(x−s)Qg(s)ds, x ∈ [0, 1],

alors, les assertions suivantes sont équivalentes

À ω(., φ, g) ∈ C1+θ([0, 1];X)
∩
Cθ([0, 1];D(Q)).

Á φ ∈ D(Q) et g(0) +Qφ ∈ (X,D(Q))θ,+∞.

En particulier, si φ = 0X et g(0) ∈ (X,D(Q))θ,+∞, 0 < θ < 1. Alors il existe
K > 0 tel que

∥ Qω(., φ, g) ∥Cθ([0,1];X)6 K ∥ g ∥Cθ([0,1];X) .

6. Soient θ ∈]0, 1[ et g ∈ Cθ([0, 1];X). Alors

I := Q

∫ 1

0

esQ(g(s)− g(0))ds ∈ (X,D(Q))θ,+∞.

En posant g̃ = g(1− .), alors

J := Q

∫ 1

0

e(1−s)Q(g̃(s)− g̃(0))ds ∈ (X,D(Q))θ,+∞.

7. Soient φ ∈ X et x ∈ [0, 1], alors∫ x

0

e(x−s)Qφds,

∫ 1

x

e(s−x)Qφds ∈ D(Q).

L’assertion 3 est obtenue en appliquant la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard [7].
L’assertion 4. qui améliore l’assertion 3.est due à E.Sinestrari [16],voir aussi Da Prato [6]
.On trouve dans Guidetti [11], une preuve simple de ces résultats,voir Proposition 2.5 page
132,Corollaire 2.1 et Théorème 2.4, page 136.
Pour l’assertion 6, voir E. Sinestrari [16], Proposition 1.2,page 20.

Lemme 3.1.1 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Soit f ∈ Cθ([0; 1], X) et u0 ∈ D(A) alors:

1. R,AR ∈ C∞([0, 1];X).

2. S0 ∈ C2
(
]0, 1];X) ∩ C(]0, 1];D(A)

)
.

3. AS0 = e.Q(Au0 − f(0)) et ainsiAS0 ∈ C([0, 1];X) ⇐⇒ Au0 − f(0) ∈ D(A),

AS0 ∈ Cθ([0, 1];X) ⇐⇒ Au0 − f(0) ∈ DA(
θ
2
,+∞).

Preuve 3.1.1 1. Pour φ ∈ X on a eQ ⊂
+∞
∩
k=1

D(Qk) donce.Qφ et e.QeQφ ∈ C∞([0, 1];X),

−Q2eQφ et −Q2e.QeQφ ∈ C∞([0, 1];X),

donc R et AR ∈ C∞([0, 1];X).
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2. Évident.

3. Puisque A = −Q2 nous avons

AS0(x, u0, f(0)) =−Q2exQ(u0 +Q−2f(0))

= exQ(Au0 − f(0)),

donc d’après la proposition (3.1.1) on aAS0 ∈ C([0; 1], X) ⇐⇒ Au0 − f(0) ∈ D(A),

AS0 ∈ Cθ([0, 1];X) ⇐⇒ Au0 − f(0) ∈ DA(
θ
2
,+∞).

Lemme 3.1.2 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Soit f ∈ Cθ([0, 1];X), u0, u1,0 ∈ D(A) alors:

1. S0,1 ∈ C2
(
[0, 1[;X) ∩ C([0, 1[;D(A)

)
.

2. HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A),AS0,1 ∈ C([0, 1];X) ⇐⇒ Au1,0 − f(1)−Q2HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A),

AS0,1 ∈ Cθ([0, 1];X) ⇐⇒ Au1,0 − f(1)−Q2HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ DA(
θ
2
,+∞).

Preuve 3.1.2 1. Évident

2. On a

ΛΛ−1 = I ⇒ (I − e2Q − 2HQeQ)Λ−1 = I

⇒ Λ−1 − e2QΛ−1 − 2HQeQΛ−1 = I.

D’oú
Λ−1 = e2QΛ−1 + 2HQeQΛ−1 + I.

Alors

S1
0,1(x, u0, u1,0, f(0), f(1)) =e

(1−x)Q
[
u1,0 +Q−2f(1) +HQ−1(Au0 − f(0))

]
+ e(1−x)Qe2QΛ−1[Q−2

(
− Au1,0 +

1

2
f(1)

)
+HQ−1(Au0 − f(0))]

+ 2e(1−x)QHQeQΛ−1[Q−2
(
− Au1,0 +

1

2
f(1)

)
+HQ−1(Au0 − f(0)],

alors

AS1
0,1(x, u0, u1,0, f(0), f(1)) = −Q2e(1−x)Q

[
u1,0 +Q−2f(1) +HQ−1(Au0 − f(0))

]
−e(1−x)Qe2QQ2Λ−1[Q−2

(
− Au1,0 +

1

2
f(1)

)
+HQ−1(Au0 − f(0))]

−2e(1−x)QQ2HQeQΛ−1[Q−2
(
− Au1,0 +

1

2
f(1)

)
+HQ−1(Au0 − f(0)],

et

AS2
0,1(x, u0, f(0), f(1)) = Q2e(1−x)QΛ−1eQ

(
u0 + f(1) +Q−2[eQf(0)− f(0)]

)
,
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et
AS3

0,1(x, f(0)) = −1

2
e(1−x)QQ2Λ−1HQ−1eQf(0),

donc d’après (2.1.5), (2.1.6) et (2.1.7):AS0,1 ∈ C([0, 1];X) ⇐⇒ Au1,0 − f(1)−Q2HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A),

AS0,1 ∈ Cθ([0, 1];X) ⇐⇒ Au1,0 − f(1)−Q2HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ DA(
θ
2
,+∞).

Lemme 3.1.3 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Soit f ∈ Cθ([0, 1];X) et u0, u1,0 ∈ D(A) alors:

1. ASm(., f) ∈ Cθ([0, 1];X).

2. ASc(., f) ∈ Cθ([0, 1];X).

Preuve 3.1.3 1. Pour f ∈ Cθ([0, 1];X)

ASm(x, f) =−Q2e(1−x)QΛ−1H

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds

+
1

2
exQQ

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds

− 1

2
e(1−x)QQ2Λ−1eQQ−1

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds

+
1

2
e(1−x)QQ2Λ−1Q−1

∫ 1

0

e(1−s)Q(f(s)− f(1))ds,

donc d’après le proposition (3.1.1), on a

Q

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds ∈ DQ(θ,+∞)

d’oú
1

2
e.QQ

∫ 1

0

esQ(f(s)− f(0))ds ∈ Cθ([0, 1];X),

grâce à l’hypothèse (2.1.5)∼(2.1.8) alors

ASm(., f) ∈ Cθ([0, 1];X).

2. D’après la Proposition (3.1.1), assertion 4, on a1
2
Q
∫ x

0
e(x−s)Q(f(s)− f(0))ds ∈ Cθ([0, 1];X),

1
2
Q
∫ 1

x
e(s−x)Q(f(s)− f(1))ds ∈ Cθ([0, 1];X).

Donc
ASc(., f) ∈ Cθ([0, 1];X).

Finalement, on obtient les résultats suivants:

Théorème 3.1.1 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.
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1. Le problème (2.0.1),(2.0.2) admet une unique solution stricte.

2. u0, u1,0 ∈ D(A) et
Au0 − f(0) ∈ D(A),

HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A),

Au1,0 − f(1)−Q2HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A).

Théorème 3.1.2 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le problème (2.0.1),(2.0.2) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété
de la régularité maximale.

2. u0, u1,0 ∈ D(A) et
Au0 − f(0) ∈ DA(

θ
2
,+∞),

HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A),

Au1,0 − f(1)−Q2HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ DA(
θ
2
,+∞).

3.2 Cas particulier du problème
Dans ce paragraphe on considère un cas particulier de l’operateurH ou l’hypothése d’inversibilité
est vérifiée .
On pose H = αI, α ∈ C \ {0} , Reα ≥ 0 le problème devient:

u′′(x) + Au(x) = f(x) , x ∈]0; 1[,
u(0) = u0,

αu′(0) + u(1) = u1,0.

(3.2.1)

notre hypothèse principale sur A estA est un opérateur fermé dans X, σ(A) ⊂]−∞; 0[ et
∀θ ∈]0;π[, sup

λ∈Sθ

||λ(A− λI)−1||L(X) < +∞ (3.2.2)

avec Sθ = {z ∈ C \ {0} : | arg z| < θ} puisque H = αI alors

Λ = I − 2αQeQ − e2Q,

on considère les fonctions F et G définies par{
F (z) = 1 +G(z),

G(z) = 2αze−z − e−2z, z ∈ C.

D’abord nous fixons ε0 > 0 telque B(0, 4ε20) ⊂ ρ(A).

Lemme 3.2.1 On pose S = Sπ
4

on a
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1. F,G sont holomorphe sur S.

2. x > 0 implique |F (x)| > 0.

3. lim
Rez→+∞,z∈S

2αze−z − e−2z = 0 puis

(a) il existe x0 > 0 tel que z ∈ S et Rez ≥ x0 implique

2 ≥ |F (z)| ≥ 1

2
.

(b) F est borné sur S.

4. Il existe θ0 ∈]0; π4 [ tel que F (z) s’annule pas sur

Σ0 = {z ∈ C : Rez ≥ ε0 et | arg z| ≤ θ0} ,

et min
z∈Σ0

|F (z)| = r > 0.

Preuve 3.2.1 1. Évident.

2. Pour tout x > 0 on a

ReF (x) = (1− e−2x) + 2(Reα)xe−x > 0,

3. On écrit pour z ∈ S

|2αze−z + e−2z| ≤2|α||z|e−Rez + e−2Rez

≤2
√
2|α|(Rez)e−Rez + e−2Rez.

4. On a |F (z)| ≤ 1
2

pour toute

z ∈ Σ1 =
{
z ∈ C : Rez ≤ x0 et | arg(z)| < π

4

}
.

De plus F est holomorphe sur un voisinage de

z ∈ Σ2 =
{
z ∈ C : ϵ0 ≤ Rez ≤ x0 et | arg(z)| < π

4

}
.

Donc, sur Σ2 ,F a au plus un nombre fini de zéros. Ainsi, nous pouvons trouver
θ0 ∈]0, π4 [, assez petit pour que F ne s’annule pas

z ∈ Σ2 = {z ∈ C : ϵ0 ≤ Rez ≤ x0 et | arg(z)| < θ0} .

donc
min
z∈Σ0

|F (z)| = min
(

min
z∈Σ2

|F (z)|, 1
2

)
> 0.

Maintenant nous posons pour z ∈ Σ0

Ψ(z) =
G(z)

1 +G(z)
.
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Lemme 3.2.2 On suppose (3.2.2) alors l’opérateur

Λ = I − 2αQeQ − e2Q,

est borné et inversibele et Λ−1 = I −Ψ(−Q).

Preuve 3.2.2 Soit θ ∈]0, θ0[ tel que σ(−Q) ⊂ Sθ \ B(0, 2ϵ0). Noter que G est holomorphe
et borné a voisinage de Sθ \B(0, 2ϵ0) donc il existe σ > 0 tel que

|Ψ(z)| = O(|z|−σ) quand z −→ +∞, z ∈ Sθ \B(0, 2ϵ0).

A fin que nous puissions définir Ψ(−Q) et G(−Q) .(voir [12] subsection 2.5.1,p45, avec
remarque 2.5.1 et 6,p.46)
Nous avons aussi Λ = I +G(−Q) et

(I −Ψ(−Q))Λ =(1−Ψ)(−Q) ◦ (1 +G)(−Q)

=[(1−Ψ)(1 +G)](−Q)

=

(
1− G

1 +G

)
(1 +G)(−Q)

=1(−Q)

=I.

De même Λ(I −Ψ(−Q)).

Proposition 3.2.1 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le problème (3.2.1) admet une unique solution stricte.

2. u0, u1,0 ∈ D(A) et 
Au0 − f(0) ∈ D(A),

Au0 − f(0) ∈ D(Q),

Au1,0 − f(1)− αQ(Au0 − f(0)) ∈ D(A).

Proposition 3.2.2 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le problème (3.2.1) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété de la
régularité maximale.

2. u0, u1,0 ∈ D(A) et
Au0 − f(0) ∈ DA(

θ
2
,+∞),

Au0 − f(0) ∈ D(Q),

Au1,0 − f(1)− αQ(Au0 − f(0)) ∈ DA(
θ
2
,+∞).
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Le cas H = −αQ−1, 
u′′(x) + Au(x) = f(x) , x ∈]0; 1[,
u(0) = u0,

−αQ−1u′(0) + u(1) = u1,0.

(3.2.3)

Λ = I + 2αeQ − e2Q ∈ L(X) et l’hypothèse (3.2.2) alors:

Proposition 3.2.3 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le problème (3.2.3) admet une unique solution stricte.

2. u0, u1,0 ∈ D(A) et Au0 − f(0) ∈ D(A),

Au1,0 − f(1) ∈ D(A).

Proposition 3.2.4 Supposons (2.1.1)∼(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le problème (3.2.3) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété de la
régularité maximale.

2. u0, u1,0 ∈ D(A) et Au0 − f(0) ∈ DA(
θ
2
,+∞),

Au1,0 − f(1) ∈ DA(
θ
2
,+∞).



Chapitre 4

Problème avec un paramètre spectral

Dans ce chapitre, en vue d’éliminer l’hypothése d’inversibilité du déterminant, on ajoute un
paramètre dans l’équation :

u′′(x) + Au(x)− ωu(x) = f(x);x ∈ [0; 1]; (4.0.1)

sous des conditions aux limites non locales{
u(0) = u0,

u′(0) ∈ D(H) et u(1) +Hu′(0) = u1,0.
(4.0.2)

4.0.1 Étude du problème
Nous considérons ω0 ≥ 0 fixe et pour ω ≥ ω0 on pose

Aω = A− ωI,

alors le problème (2.0.1)-(2.0.2) devient (4.0.1)-(4.0.2) avec A remplacé par Aω.
Nos hypothèse principale sur les opérateurs estAω0 est un opérteur linéaire fermé dans X, [0; +∞[⊂ ρ(Aω0), et

sup
λ≥0

||λ(Aω0 − λI)−1||L(X) < +∞, (4.0.3)

cette hypothèse implique Qω0 = −(−Aω0)
1
2 est générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique sur X.
H est un opérteur linéaire fermé, (4.0.4)

+∞
∩

K=1
D(AK) ⊂ D(H), (4.0.5)

on a
DQω(1 + θ,+∞) = DQ(1 + θ,+∞),

Λ−1
ω

(
DQ(1 + θ,+∞)

)
⊂ D(Q2), (4.0.6)

Q2
ωΛ

−1
ω

(
DQ(1 + θ,+∞)

)
⊂ D(Q), (4.0.7)

Q2
ω

[
Λ−1

ω

(
DQ(1 + θ,+∞)

)]
⊂ DQ(θ,+∞), (4.0.8)

avec
Λω = −2HQωe

Qω + I − e2Qω ,

On résumé quelques remarques:

27
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Remarque 4.0.1 pour tout ω ≥ ω0

1. 
Aω0 est un opérteur liniare fermé dansX,

[ω − ω0; +∞[⊂ ρ(Aω) et

sup
λ≥0

||λ(Aω − λI)−1||L(X) < +∞,

(4.0.9)

et pour c0 = sup
λ≥0

||λ(Aω0 − λI)−1||L(X) ,qui ne dépend pas de ω ;on obtient

sup
λ≥0

||λ(Aω − λI)−1||L(X) = sup
λ≥0

||λ(Aω0 − (λ+ ω − ω0)I)
−1||L(X) ≥ c0

2. Qω = −(−Aω)
1
2 générent des semi-groupes analytiques sur X.

3. D(Qω) = D(Qω0).

4. Q2
ω

[
Λ−1

ω

(
DQω(1 + θ,+∞)

)]
= Q2

[
Λ−1

(
DQ(1 + θ,+∞)

)]
.

5. En raison du fait que pour k ∈ N \ {0}

D(Q2k
ω ) = D(Ak

ω) = D(Ak) ⊂ D(Q2k−1
ω ),

on a
+∞
∩

K=1
D(Qk

ω) =
+∞
∩

K=1
D(Ak

ω) =
+∞
∩

K=1
D(Ak).

Lemme 4.0.1 On suppose (4.0.3) ∼ (4.0.9), il existe ω∗ ≥ ω0 tel que, pour ω ≥ ω∗,
l’opérateur Λω inversible.

Preuve 4.0.1 On écrit Λω = I −Rω avec Rω = 2HQωe
Qω + e2Qω ainsi, pour montrer que

l’opérateur Λω a un inverse borné, il suffit d’avoir ||Rω||L(X) < 1.

En utilisant G. Dore et Yakubov [9], p.103, on trouve∃c > 0,∃k > 0 : ∀ω ≥ ω0,∀x ≥ 1
2

||Qωe
xQω ||L(X) ≤ ce−kx

√
ωet||exQω ||L(X) ≤ ce−kx

√
ω.

D’aprés Haase [12], Proposition 3.17,p. 65, il existe K > 0 tel que (Tω)ω≥ω0 ∈ L(X) et pour
tout ω ≥ ω0 on a 

||Tω−ω0 ||L(X) ≤ K
√
ω − ω0,

(−Aω0)
1
2 + Tω−ω0 = (−Aω0+(ω−ω0))

1
2 ,

A−1
ω Tω−ω0 = Tω−ω0A

−1
ω .

Posons Qω = Qω0 − Tω−ω0 . On a

Tω−ω0 = (
√
z + ω − ω0 −

√
z)(−Aω0),

en plus Qω0 et Tω−ω0 générent des semi-groupes analytiques qui satisfont

ex(Qω0−Tω−ω0 ) = exQω0e−xTω−ω0 , x ≥ 0.
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Maintenant, on fixe s > 0 tel que s(k +K) < k
2

(alors 1− s > 1
2
) et pour ω ≥ ω0 on a

||Rω||L(X) =||2HesQωQωe
(1−s)Qω + e2sQω ||L(X)

=||2HesQω0−sTω−ω0Qωe
(1−s)Qω + e2sQω ||L(X)

≤||2HesQω0 ||L(X)||e−sTω−ω0 ||L(X)||Qωe
(1−s)Qω ||L(X) + ||e2sQω ||L(X)

≤2||2HesQω0 ||L(X)e
sK

√
ω−ω0ce−k(1−s)

√
ω + ce−2k

√
ω

≤2c||HesQω0 ||L(X)e
(−k+s(k+K))

√
ω + ce−2k

√
ω

≤2c||HesQω0 ||L(X)e
−( k

2
)
√
ω + ce−2k

√
ω.

alors il existe ω∗ ≥ ω0 tel que pour tout ω ≥ ω0, ||Rω||L(X) < 1,
donc Λω = I − Tω est inversible.

Théorème 4.0.1 On suppose (4.0.3)∼(4.0.9) et pour ω∗ ≥ ω0. Alors, les assertions suiv-
antes sont équivalentes.

1. Le Problème (4.0.1)-(4.0.2) admet une unique solution stricte.

2. u0 ∈ D(A), u1,0 ∈ D(A) et
Au0 − f(0) ∈ D(A),

HQ−1
ω (Au0 − f(0)) ∈ D(A),

Au1,0 − f(1)−Q2
ωHQ

−1
ω (Au0 − f(0)) ∈ D(A).

Théorème 4.0.2 On suppose (4.0.3)∼(4.0.9) et pour ω∗ ≥ ω0. Alors, les assertions suiv-
antes sont équivalentes.

1. Le problème (4.0.1)-(4.0.2) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété
de la régularité maximale.

2. u0;u1,0 ∈ D(A)
Au0 − f(0) ∈ DA(

θ
2
,+∞),

HQ−1
ω (Au0 − f(0)) ∈ D(A),

Au1,0 − f(1)−Q2
ωHQ

−1
ω (Au0 − f(0)) ∈ DA(

θ
2
,+∞).

Preuve 4.0.2 Soit ω ≥ ω∗. On remplace A par Aω en (2.0.1) et (2.0.2) et les hypothèses
(2.1.1)∼(2.1.8) correspondent aux hypothèses (4.0.3)∼(4.0.8), le lemme (5.0.1) et les hy-
pothèses (4.0.3)∼(4.0.8) implique (2.1.4).
Donc on applique les théorèmes (4.1.1) et (4.1.2) pour Aω,
mais D(Aω) = D(A) et D(Qω) = D(Q) et

Aωu0 − f(0) ∈ D(Aω) ⇐⇒ Au0 − f(0) ∈ D(A).
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4.0.2 Cas particulier de problème
on considérons H = α(Qω0)

β avec α ∈ C \ {0} et β ∈]−∞; 1] alors le problème devient
u′′(x) + Au(x)− ωu(x) = f(x), x ∈]0; 1[,
u(0) = u0,

u(1) + α(Qω0)
βu′(0) = u1,0.

(4.0.10)

Par exemple si β = 0 devient
u′′(x) + Au(x)− ωu(x) = f(x), x ∈]0; 1[,
u(0) = u0,

u(1) + αu′(0) = u1,0.

(4.0.11)

Corollaire 4.0.1 On suppose (4.0.3)∼(4.0.9) et pour ω∗ ≥ ω0. Alors, les assertions suiv-
antes sont équivalentes.

1. Le Problème (4.0.11) admet une unique solution stricte.

2. u0 ∈ D(A), u1,0 ∈ D(A) et
Au0 − f(0) ∈ D(A),

Au0 − f(0) ∈ D(Q),

Au1,0 − f(1)− αQω(Au0 − f(0)) ∈ D(A).

Corollaire 4.0.2 On suppose (4.0.3)∼(4.0.9) et pour ω∗ ≥ ω0. Alors, les assertions suiv-
antes sont équivalentes.

1. Le problème (4.0.11) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété de
la régularité maximale.

2. u0, u1,0 ∈ D(A) et
Au0 − f(0) ∈ DA(

θ
2
,+∞),

Au0 − f(0) ∈ D(Q),

Au1,0 − f(1)− αQω(Au0 − f(0)) ∈ DA(
θ
2
,+∞).



Chapitre 5

Application

On reprend ici l’exemple donné dans [4]. On définit l’opérateur linéaire fermé A dans
X := Lp (0, 1) , p ∈]1,+∞[ par{

D (A) = W 2,p (0, 1) ∩W 1,p
0 (0, 1)

(Aφ) (y) = φ′′ (y) .

Ensuite, il n’est pas difficile de voir que pour ψ ∈ Lp (0, 1) et y ∈ (0, 1),

[
A−1ψ

]
(y) = (y − 1)

∫ y

0

sψ (s) ds+ y

∫ 1

y

(s− 1)ψ (s) ds,

de plus pour tout λ ∈ C avec Re
√
λ > 0, on a

[
(A− λI)−1 ψ

]
(y) =

∫ 1

0

N√
λ (y, s)ψ (s) ds,

où

N√
λ (y, s) = −


sinh

√
λ (1− y) sinh

√
λs√

λ sinh
√
λ

si 0 ≤ s ≤ y,

sinh
√
λy sinh

√
λ (1− s)√

λ sinh
√
λ

si y ≤ s ≤ 1.

soit q ∈]1; +∞[ tel que 1

q
+

1

p
= 1 et considérons

H (φ) (y) =

∫ y

0

ϕ (y, ξ)φ (ξ) dξ, φ ∈ X, y ∈ (0, 1) ,

Où ϕ(., .) : (0, 1)× (0, 1) −→ C est une fonction fixe vérifiant

ϕ(y, .) ∈ Lq(0, 1), pour p.p. y ∈ (0, 1)
∂ϕ

∂y
(y, .),

∂2ϕ

∂y2
(y, .) ∈ Lq(0, 1), pour p.p. y ∈ (0, 1)

ϕ1 : y 7−→ ϕ(y, y), ϕ2 : y 7−→ ∂ϕ

∂y
(y, y) ∈ Lp(0, 1)

Φ : y 7−→ ϕ(y, .) ∈ Lq(0, 1;Lq(0, 1))

ϕ(1, .) = 0,

(5.0.1)
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notez que si sup
y∈[0,1]

∥ ϕ(y, .) ∥Lq(0,1)= Cϕ < +∞ puis

y :7−→ ϕ(y, .) ∈ Lq(0, 1;Lq(0, 1)),

et nous pouvons construire un exemple simple d’une fonction ϕ satisfaisant (5.0.1), pour
n ∈ N \ {0}

ϕ (y, ξ) = (1− y)n ψ (ξ) et ξ, y ∈ (0, 1) ,

Où ψ ∈ W 2,q (0, 1) ∩W 1,p (0, 1), alors H ∈ L(X) puisque pour tous φ ∈ X

||H(φ)||X =
(∫ 1

0

∣∣∣ ∫ y

0

ϕ(y, ξ)φ(ξ)dξ|pdy
)1/p

6
(∫ 1

0

∣∣∣ ∫ 1

0

ϕ(y, ξ)φ(ξ)dξ
∣∣∣pdy)1/p

6
∫ 1

0

(∫ 1

0

∣∣∣ϕ(y, ξ)∣∣∣qdξ)1/q(∫ 1

0

∣∣∣φ(ξ)∣∣∣pdξ)1/pdy
6 ∥Φ∥Lq(0,1;Lq(0,1))∥φ∥X .

Ici, le problème abstrait
u′′ (x) + Au (x)− ωu (x) = f (x) , p.p. x ∈ (0, 1)
u (0) = u0.
u (1) +Hu′ (0) = u1,0.

s’écrit 
∆u (x, y)− ωu (x, y) = f (x, y) , (x, y) ∈ Ω =]0, 1[×]0, 1[

u (0, y) = u0 (y) , y ∈]0, 1[

u (1, y) +
∫ y

0
ϕ (y, ξ)

∂u

∂x
(0, ξ) dξ = u1,0 (y) , y ∈]0, 1[

u (x, 0) = u (x, 1) = 0, x ∈]0, 1[ .

(5.0.2)

Nous voulons appliquer les Theorèmes (5.0.1) et (5.0.2) au problème (5.0.2). Tout d’abord,
nous indiquons explicitement les conditions citées dans ce theorème :

u0, u1,0 ∈ D(A)

Au0 − f(0) ∈ D(A) ou DA(
θ
2
,+∞),

HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A),

Au1,0 − f(1)−Q2HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A) ou DA(
θ
2
,+∞).

Les espaces d’interpolation (D (A) , X) 1
2
+ 1

2p
,p , (D (A) , X) 1

2p
,p sont d’écrits par

(D (A) , X) 1
2p

,p =
{
φ ∈ W 2−1/p,p (0, 1) : φ (0) = φ (1) = 0

}
,

(D (A) , X) 1
2
+ 1

2p
,p = W 1−1/p,p (0, 1) si p < 2,

(D (A) , X) 1
2
+ 1

2p
,p =

{
φ ∈ W 1−1/p (0, 1) :

∫ 1

0

|φ (t)|p

t (1− t)
dξ < +∞

}
si p = 2

(D (A) , X) 1
2
+ 1

2p
,p =

{
φ ∈ W 1−1/p,p (0, 1) : φ (0) = φ (1) = 0

}
si p > 2

(voir [7], p. 385.)
nous rappelons que f ∈ W k+θ,p où k ∈ N , 0 < θ < 1 , si f ∈ W k,p (0, 1) et∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣f (k) (x)− f (k) (y)
∣∣p

|x− y|1+θp
dxdy < +∞
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Notons que, u0 ∈ (D (A) , X) 1
2p

,p ⊂ D (Q) et H ∈ L (X) si (ii) est vérifiée.
On vérifie les hypothèses (avec ω0 = 0) des Theorèmes (5.0.1) et (5.0.2).

À Pour (4.0.9), voir [6], p.372, Lemme 8.1.

Á H ∈ L (X) et donc les hypothèses (4.0.4) et (4.0.5) sont clairement vérifiées.

Â Pour l’hypothèse (4.0.8), il suffit de montrer (2.1.6) :

Soit φ ∈
+∞
∩
k=1

D
(
Ak
)
⊂ C (0, 1) , puis pour y ∈ (0, 1)

dH (φ)

dy
(y) = ϕ (y, y)φ (y) +

∫ y

0

∂ϕ

∂y
(y, ξ)φ (ξ) dξ

= ϕ1 (y)φ (y) +

∫ y

0

∂ϕ

∂y
(y, ξ)φ (ξ) dξ

d2H (φ)

dy2
(y) =

dϕ1

dy
(y)φ (y) + ϕ1 (y)

dφ

dy
(y)

+
∂ϕ

∂y
(y, y)φ (y) +

∫ y

0

∂2ϕ

∂y2
(y, ξ)φ (ξ) dξ,

donc y 7→ ϕ1 (y)φ (y) ∈ Lp (0, 1) car

(∫ 1

0

|ϕ1 (y)φ (y)|p dy
)1/p

≤ sup
z∈[0,1]

|φ (z)| ×
(∫ 1

0

|ϕ1 (y)|p dy
)1/p

≤ sup
z∈[0,1]

|φ (z)| × ∥ϕ1∥X < +∞,

de même y 7→
∫ y

0

∂ϕ

∂y
(y, ξ)φ (ξ) dξ ∈ Lp (0, 1) car

∥H (φ)∥X =

(∫ 1

0

∣∣∣∣∫ y

0

∂ϕ

∂y
(y, ξ) dξ

∣∣∣∣p dy)1/p

≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

∣∣∣∣∂ϕ∂y (y, ξ)

∣∣∣∣q dξ)1/q (∫ 1

0

|φ (ξ)|p dξ
)1/p

dy

≤
∥∥∥∥∂ϕ∂y (y, .)

∥∥∥∥
Lq(0,1)

∥φ∥X < +∞.

Alors dH (φ)

dy
∈ Lp (0, 1) et de la même manière, on montre que d

2H (φ)

dy2
∈ Lp (0, 1) .

En appliquant maintenant les Théorèmes (5.0.1) et (5.0.2), on obtient le résultat suivant:

Proposition 5.0.1 On suppose (4.0.3)∼(4.0.9) et pour ω∗ ≥ ω0. Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes.

1. Le Problème (5.0.2) admet une unique solution stricte.

2. u0 ∈ D(A), u1,0 ∈ D(A) et
Au0 − f(0) ∈ D(A),

HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A),

Au1,0 − f(1)−Q2
ωHQ

−1
ω (Au0 − f(0)) ∈ D(A).
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Proposition 5.0.2 On suppose (4.0.3)∼(4.0.9) et pour ω∗ ≥ ω0. Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes.

1. Le problème (5.0.2) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété de la
régularité maximale.

2. u0;u1,0 ∈ D(A)
Au0 − f(0) ∈ DA(

θ
2
,+∞),

HQ−1(Au0 − f(0)) ∈ D(A),

Au1,0 − f(1)−Q2
ωHQ

−1
ω (Au0 − f(0)) ∈ DA(

θ
2
,+∞).
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