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Abstract

This work is devoted to the study of the the second order operational differ-
ential equation of elliptic type in non-commutative framework :

u'(z) + Au(z) — wu(z) = f(x);x € [0,1] (0.0.1)

The boundary conditions considered in this work are nonlocal :

u(0) = uo;
{UI(O) € D(H) et u(l)+ Hu'(0) = upp : (0.0.2)

where A and H are closed linear operators in a complex Banach space X, uy,

up; € X and w > 0. The study is performed in C?([0,1]; X) with 0 <8 < 1 .

We will seek for existence, uniqueness and optimal regularity of the stricte solu-
tion of Problems (0.0.1)-(0.0.2) .

key - words : second-order abstract elliptic differential equations, non-commutative
case; analytic semigroups; maximal regularity, Holder spaces, interpolation spaces.

Résume

Le but est de trouver des résultats d’existence, d’unicité et de régularité
maximale de la solution d’une équation elliptique avec des conditions non locales
généralisées dans les espaces de Holder:cadre non commutatif. La méthode est
basée essentiellement sur 'utilisation de la théorie des sommes d’opérateurs, les
semigroupes et les espaces d’interpolation.

Ce travail complete l'article (1) qui a traité le cadre LP. Il y a une possible
généralisation en un probleme de Bitsadze-Samarski.

Mots clés: : EDA elliptique conditions non locales généralisées Cadre non com-
mutatif; Semigroupes analytiques; régularité maximale; Sommes d’opérateurs;
Espaces d’interpolation.
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Introduction

0.1 Position du probléeme

On considére, dans un espace de Banach complexe X, les équations différentielles opéra-
tionnelles ou abstraites (en abrégé EDA) d’ordre deux de type elliptique avec des conditions
aux limites non locales dans un cadre non commutatif entre A et H (0.1.1)-(0.1.2). On en-
tend ici par EDA, des équations différentielles a coeffcients opérateurs linéaires (en général
non bornés) sur l'espace X.

Les problemes aux limites que 'on se propose d’étudier ici, consistent en 1’équation
différentielle
u'(z) + Au(z) — wu(z) = f(x) ; x € (0;1), (0.1.1)

avec les conditions non locales généralisées:

w0) = uo, (0.1.2)
uw'(0) € D(H) et u(l) 4+ Hu'(0) = uyp. o

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaines respectifs D(A)
et D(H) dans X, ug et uy o sont des éléments donnés dans X et w est un paramétre spectral
positif. Notre étude se fera lorsque le second membre f appartient a C?([0;1]; X) avec
0<0<1.

On sintéressera a l’existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution stricte pour
les problemes (0.1.1)-(0.1.2) sous des conditions nécessaires et suffisantes de compatibilité
des données g, u1o et f. Pour des raisons de commodité, on va traiter I’équation (0.1.1)
avec la notation

A, =A—wl,w>0.

La principale difficulté et originalité de ce travail réside dans le fait que :

1. Les opérateurs A et H ne commutent pas.

2. Les conditions aux limites contiennent des opérateurs non bornés.

0.2 Apercu historique

Le travail, que je présente dans ce mémoire, fait suite a ceux de Hammou Houari et al
pour le cadre commutatif dans les espaces de Holder en [1] et les espaces UMD en [2] ainsi
que celui du cadre non commutatif traité par Cheggag et al dans les espaces UMD [3] .

Ici, je considere le cadre non commutatif dans les espaces de Holder.

Des résultats originaux sont demontrés completant ainsi ceux obtenus dans les travaux
cités ci-dessus par exemple, on cite ceux obtenus dans le cas w = 0 (voir le chapitre 3):
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Introduction 3

Théoréme 0.2.1 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-

lentes.
1. Le probléme (2.0.1),(2.0.2) admet une unique solution stricte.

2. Ug, U1,0 € D(A) et

AUO - f(O) € (A)a
HQ™'(Aug — £(0)) € D(A)
Auy o — f(1) = Q*HQ™(Aug — f(0)) € D(A).

Théoréme 0.2.2 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-

lentes.

1. Le probléeme (2.0.1),(2.0.2) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété

de la réqularité maximale.

2. ug,ur 9 € D(A) et

Aug — f(0) € Da(5, +00),
HQ™(Aug — f(0)) € D(A)
AULQ - f(l) - QQHQ_l(AU,Q - f(O)) S DA(%, +OO)

0.3 Description des chapitres

Ce travail comporte cinq chapitres.

w [e premier chapitre est dédié aux rappels d’'usage sur les outils mathématiques utilisés
dans ce travail tels que des notions d’analyse fonctionnelle, certains résultats classiques
sur la théorie des semi-groupes, les espaces d’interpolation, les puissances fractionnaires
d’opérateurs et les intégrales de Dunford.

w Le deuxiéme chapitre traite le probleme (0.1.1)-(0.1.2) lorsque f € CY([0,1]; X);0 <
0 <1 et pour w = 0.
On construit une formule de représentation de la solution.

w Dans le troisieme chapitre, on donne des conditions nécessaires et suffisantes d’existence,
d’unicité et de régularité optimale de la solution stricte du probléme (0.1.1)-(0.1.2),
c’est-a-dire une fonction u telle que

u € CH([0, 1]; X) N C([0, 1]; D(A)).
et vérfiant la régularité maximale
v’ Au € C%([0,1]; X).

Plus précisément, et faisant certaines hypotheses, nous obtenons les résultats.
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w Te quatrieme chapitre, est consacré, cette fois-ci, pour w > wy, au probleme (0.1.1)-
(0.1.2 ). On s’intéresse a I'existence, 1'unicité et la régularité maximale de deux types
de solutions du probléme (0.1.1)- (0.1.2 ).L’hypothese d’inversibilité est vérifiée pour
w assez grand.

w Dans le cinquieme chapitre, on étude 'exemple de [4] dans l'espace de Holder.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs:

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés
Soient XY et Z des espaces de Banach.

Definition 1.1.1 On dit qu’un opérateur A, défini de X dans Y est borné si

D(A) = X et sup ||AE]| < +o0.
l1gl1<1

Definition 1.1.2 On note L(X;Y) la collection de tous les opérateurs linéaires bornés de
Uespace vectoriel normé X dans l'espace vectoriel normé Y, L(X;Y) est un espace normé et

sa norme est définie par

Ax
Al zexiv) = SHPM = sup [|Az[ly = sup [[Az]ly , VA € L(X;Y).

eex [l2llx el ]| =1
On note L(X;X) := L(X).

Proposition 1.1.1 L£(X;Y)est un espace de Banach si et seulement si Y est un espace de
Banach.

Proposition 1.1.2 Soit A € L(X). Si||A||zx) <1 alors (I — A) est inversible dans L(X)
et (I—A)~ =) A"
n=0

Definition 1.1.3 Soient (A, D(A)), (B, D(B)) deux opérateurs linéaires de X dans Y. On

dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A C Bsi

D((4) € D(B),
Vr e D(A), Ax = Bx.

5



1.1 Les opérateurs 6

Definition 1.1.4 Soient A: D(A) C X — Y et B: D(B) C Y — Z deux opérateurs

linéaires. On peut définir | opérateur BA par
D(BA)={zx € D(A) : Az € D(B)},
(BA)x = B(Az),z € D(BA).
Definition 1.1.5 On appelle ensemble résolvant de A, ’ensemble
p(A) ={A e C : (A— A)et inversible et a inverse borné dans L(X)}.
Un élément de p(A) est appelé valeur résolvante de A.
1. Si X € p(A) on définit Ry(A) la résolvante de A au point \ par
Ry = (A— )"

2. 0(A) = C\ p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o(A) est appelé valeur
spectrale de A.

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Definition 1.1.6 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est dit fermé si et seulement
si pour toute suite {x,}neny C D(A) telle que

T, — x, dans X
n——+00

Ax, — 1y, dansY.
n—-+o0o

onax € DA) et Ax =1y .

Proposition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors Uapplication
Ry 1 A€ p(A) — Ry\(A) = (A=)

est analytique sur p(A).

Proposition 1.1.4 Soit A: D(A) C X — Yun opérateur linéaire .

1. Si A est un opérateur fermé,alors pour tout B € L(X;Y') l opérateur A+ B : D(A) —
X CY est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A™! est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est
continu de D(A) dans X .

4. Si A est un opérateur continu sur D(A) C X, alors Aest fermé si et seulement si,son

domaine est fermé.

5. Sip(A) # @ alors A est fermé.

Proposition 1.1.5 Soient A € L(X) et B: D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé
tels que Im(A) C D(B) Alors BA € L(X).
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1.1.3 Opérateurs sectoriels
Definition 1.1.7 Soit 0 < w < 7w On définit le secteur suivant
S ={2€ C\{0}: |argz| < m—w}.
Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si S, C p(A), et

sup [|MA — X)) 7|z < +o0
AESw

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Definition 1.2.1 Soit {G(t) }+=0 une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette

famille forme un semi-groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes:
1. G(0) = Iy,
2. Vs, t e RY G(t+ s) = G(t)G(s).

Lorsque la famille {G(t)}; est définie pour t € R, et que la deuziéme propriété est vérifie

pour tout s,t de R on dira qu’on a un groupe.

Definition 1.2.2 On dit qu un semi-groupe {G(t)}1>o est fortement continu si et seulement
si pour tout x € X, Uapplication t — G(t)x de Rt dans X est continue,c est-a-dire pour
tout x € X

lim||G(t)x —z||x =0

t—0t

On dit aussi que {G(t) }1=0 est un Cy semi - groupe.

Definition 1.2.3 Un semi-groupe {G(t) }+=0 est appelé semi-groupe uniformément continu

d opérateurs linéaires bornés si
lim||G(t) — 1 =0.
t“g}H () = I 2x)

Proposition 1.2.1 Soit {G(t)}i>0 un semi-groupe fortement continu alors il eziste deux

constantes M > 1 ew > 0 telles que

IGO)|lex) < Me*' | ¥t > 0.

1.2.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Definition 1.2.4 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G(t) }1=0, 'opérateur
A défini par

h—0t

D(A) = {go € X: lim %emste}

Ap = limM . p € D(A).

h—0+ h



1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires 8

D(A) est non vide (0 € D(A)) et est bien un sous espace vectoriel de X ,A est linéaire de
D(A) dans X.

Proposition 1.2.2 Si(A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {G(t) }i=o,

alors
1. A est linéaire fermé de domaine D(A) dense dans X.

2. Jw,400[C p(A) et VA €]w, +00], pour tout n € N\ {0},
M

(A= AD)"|[ex) <
ouM>1etw=>=0.

1.2.3 Semi-groupes analytiques

On définit, pour tout 0 < a < g, le secteur X, := {2z € C\ {0} : |argz| < a}.

Definition 1.2.5 Soit 0 < a < g Une famille {G(2)}.ex, d’éléments de L(X) forme un
semi-groupe analytique de type o dans X, un espace de Banach complexe, si elle vérifie les

conditions suitvantes :
1. G(0) =1,
2. V21,29 € 3y, tel que 21 + 29 € Xy, G(21 + 20) = G(21)G(22),

3. Vr € X, limG(z)x = x,
z—0

2€Xq

4. Uapplication z — G(z) est holomorphe sur ¥,,.
Théoreme 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans X tel que

M
10, +0o[C p(A) et IM > 0: VA >0, |[(A— )" |gx) < bR

Alors,il existe un secteur 5,0 < § < g, tel que

M
Al

70
De plus, l'opérateur —(—A)% est bien défini et il existe un secteur Yoqr/2 avec 0 < a < 5

S5 C p(A) et YA € S5, [[(A = M) 7| 2x) <

tel que
ZoHr7r/2 C p( - (_A)%>>

1 e \ . .
et —(—A)z génére un semi-groupe analytique.
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1.3 Les espaces d’interpolation

Definition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. On désigne par LP(R; X) avec p € [1;400]
J’espace de Banach des fonctions [ fortement mesurables définies pour presque tout t € R

et telles que
1/p

+oo
(/ IIf(t>||’§(%> =17

avec la modification habituelle pour p = 4o00.

LER;X) < 00

Definition 1.3.2 soient(Xo; || . |lo) et (X1;] . ||1) deux espaces de Banach s’injectant con-
tinument dans un espace topologique séparé X .

pour p € [1;400] et 6 €]0; 1], on dit que x € (Xo; X1)o,p si et seulement si

i) Vt > 0,3z0(t) € Xo, 3z (t) € X tel que x = x0(t) + 21(2),
ii) t020 € L2(R,; Xo), %21 € L2(Ry; X1).

Proposition 1.3.1 (XoNX1; [ . [[xonx,), (Xo+Xu; || - [[x0+x1) €t ((Xo, X1)ops || - [lop) sont

des espaces de Banach pour les normes respectives

(
I Lxonxa =l llxo + 1 2 l|x, s 2 € Xon X,

I [ xox= mieXi’i;%me:x( o lIxo + [ 21 llx, ) i 2 € Xo + X,
| = [lop= xi:R+lI}£,i:0,1 ( | 0 | P®yxo) Tl 02y | L2(R4:X1) ) si x € (Xo, X1)o,p-
\ Vt>0,z=xq(t)+xq(t)
de plus

XoNX; C (X(),Xl)gjp C Xo+ Xy

avec injections continues.
Notons que (Xo, X1)op = (X1, X0)1-0,-

1.3.1 Quelques espaces d’interpolation particuliers

Definition 1.3.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X, muni de sa
norme du graphe:
Vz € D(A),[|z]|p@) = llx]lx + [[Az]]x.

En suivant les notations de P.Grisvard [7], pour p € [1,4+00] et 0 < 6 < 1, on pose alors

Da(0,p) = (D(A), X)1-0,-

Quand lopérateur A wvérifie certaines hypothéses supplémentaires,il est alors possible de

donner des caractérisations explicites de D 4(0,p) comme suit:

Proposition 1.3.2 Soient p € [1,400],0 < 0 < 1 et A un opérateur linéaire fermé sur X
de domaine D(A).
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1. Supposons que p(A) D RY et qu’il existe une constante C > 0 telle que

C
¥t > 0,[1(A = D) leo < 7

alors

Da(0,p) ={v € X : tPA(A—t]) 'z € LP(R,; X)},

(voir G.Da Prato et P.Grisvard [7]).

2. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans X

Da(0,p) = {z € X :t7%(c" — D)z € LE(Ry; X)},

(voir Lions [14]).

3. Si maintenant A génére un semi-groupe analytique borné dans X, alors

Da(0,p) ={zx e X :t'"Aer € LP(R,; X)}.
Notons que, d’aprés G.Da Prato et P.Grisvard (voir [7],page 383), on a
D an(0,p) = Da(mb, p),

avecm € N* p e [1,+o0] et 0 <0 < 1.

Remarque 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X. Quand
Popérateur A vérifie certaines hypothéses supplémentaires, il est alors possible de donner,

pour m = 1, des caractérisations explicites de (D(A™), X)1/mpp- On a
(D(Am)aX)l/mp,p = Dan(1—1/mp,p),

(voir .P.Grisvard [10])et grice a la propriété de réitération (voir Lions -Peetre [15]), il

s’ensuit pour m > 1

Dym(1 —1/mp,p) =Da(m —1/p,p)
=Da(m -1+ (1-1/p),p)
={p e DA™ A" € (D(A), X1y |
=(D(A), X)m-1)+1/pp-

En particulier, on pose alors m = 2, en suivant les notations de P.Grisvard [10]

(D(A?), X)1)2pp =D a2(1 = 1/2p, p) (1.3.1)
=(D(A), X)111/pp)
:{ap € D(A): Ap € (D(A),X)l/p,p} c D(A).
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1.3.2 Propriété fondamentale d’interpolation

On se donne deux triplet d’espace d’interpolation (X, X1, X) et (Yp,Y7,Y) et un opératteur
linéaire T'de X dans Y. Alors on a le théoréme suivant:

Théoreme 1.3.1 On suppose que les restrictions de T aux espaces X; a valeurs dans Y;
sont linéaires continues. Alors, pour tout 0 < 0 < 1 et p € [1,+00|, Uopérateur T est lineaire
continu de (Xo, X1)op dans (Yo, Y1)o, et

1T 20 X000 0010000 < CUT 0w 1T N2 32)-

1.4 Les espaces de Holder

Definition 1.4.1 Soient X un espace de Banach complexe et C([0,1]; X) l’espace de Banach

des fonction continues sur [0, 1] d valeurs dans X muni de la norme

[flleoo = max (£ (#)]]x)-

t€[0,1]

L’ensemble des fonction 0—hdldériennes de |0, 1]dans X est défini par

C?([0,1]; X) = {fEC([O,l];X)/ sup I7() = J(s)llx <—|—oo}.

t—s#£0;s,t€[0,1] |t - 8’6

Proposition 1.4.1 Soit 6 €]0, 1[. Alors
C([0, 1;X) € €?([0,1]: X) < C([0, 1]; X).

Proposition 1.4.2 C%([0,1]; X) avec 6 €]0,1] est un espace de Banach miuni de la norme

|-l o;x) définde par

f) = f(s)lx
”f“C"([O»l];X) = | flleqox) + sup () (9)H ‘
t—s£0;5,t€[0,1] [t — s|

1.5 Puissances fractionnaires d’opérateurs

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs, en particulier la racine
carrée d’'un opérateur.
Soit A un opérateur linéaire fermé dans X, tel que p(A)contient |0, +oo[. S’il existe C' > 0
tel que pour tout A > 0,

IA(A = AD) 7|2 < C < +00,

alors, on définit pour 0 < Re a < 1 et # € D(A), l'opérateur J par

sinmTo

JY =

+o00
/ AN (A = AT) " (= A)zd)

m
et pour 0 < Re v < 2 et v € D (A?) par

= (11> N /;OO Aot ((A )T - TAA?) (—A) zd) + (—A) zsin (?) :
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avec

(voir Balakrishnan [5] )

Lemme 1.5.1 Les opérateurs J* admettent des extensions fermées et (—A)" est la plus
petite extension fermée de J*. (voir [5],p.423).

Lemme 1.5.2 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X tel que

AC >0 Ry C p(A) et pour A >0,

C (1.5.1)
-1

H<A_)‘]) HL(X) = 14+ N

alors pour 0 < a < %, — (—A)* défini précédemment génére un semi-groupe analytique S, (t)

défini par

+o0 1
Sa(t):/ (A= X" g\t ) d) si0<a<§,
0
1
ot g (A t;a) = —sin (tA* sin war) exp (—tAY cos ) est analytique pour tout t > 0. (voir
[5].p-423)
1 4o _
Remarque 1.5.1 Pour a = % on obtient Si(t) = T (A = XI) " sinty/XdA.

2 T 0

1.6 Calcul fonctionnel

Soit (X, |.|]) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par H(U)
I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Definition 1.6.1 (formule intégrale de Cauchy ) Soient U un ouvert de C, K un
compact de U de bord «y orienté positivement. Soient f € H(U), et zp € K. On a

flz0) = / 12 g,

C2im ), (2 — x

Definition 1.6.2 (Intégrale de Dunford). Soient A € L(X), U un ouvert de C, K
un compact de U contenant o(A), v le bord de K orienté positivement (v est donc finie et
entoure le spectre de A) et f € H(U). Alors

1
FA) = o= [ £ = )
2 ),
L’opérateur f(A) € L(X) et ne dépend pas du choiz de .

Definition 1.6.3 Soient A un opérateur linéaire fermé et H(A) est l'espace des fonctions a
variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble fermé contenant le spectre de A .
Alors

£ = 5= [ SO - A1)

ou y est une courbe sectorielle de Jordan entourant le spectre de lopérateur A et f € H(A).



Chapitre 2

Représentation de la solution

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la représentation de la solution d’une équation différen-
tielle opérationnelle du second ordre de type elliptique, posée sur I'intervalle borné [0; 1]

u'(z) + Au(z) = f(x), (2.0.1)

munie de conditions aux limites a coefficient opérateur de type non local :

w(0) = wo, (2.0.2)
uw'(0) € D(H) et u(l)+ Hu'(0) = uy o, o

ou A et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X, un espace de Banach complexe,
feC%0,1]; X) avec 0 < 6 < 1 et ug, uy o sont des éléments donnés dans X.

2.1 Les hypotheses

On suppose que

[0, +00[C p(A) et sup||MNA — X)) 7|z < +oo, (2.1.1)
A>0
cette hypothése implique que Q) = —(—A)% existe et génére un semi-groupe analytique

généralisé (non fortement continu en zéro) (€9%),~q (voir [5].

H est un opérateur linéaire fermé, (2.1.2)
;ri D(AX) ¢ D(H), (2.1.3)
0 € p(A), (2.1.4)

avec A= —2HQe? + I — ¢%? défini sur X et A € L(X)
Ce mémoire est une généralisation de l'article [1]:

1. Nous avons changé la condition D(Q) C D(H) par (2.1.3) .
2. Nous ne supposons pas I’hypothése de commutativité .
3. Nous construisons une formule de représentation adaptée pour la solution stricte .
4. Nous supposons les conditions
A (Dg(1 +0,+00)) C D(Q?), (2.1.5)
HQe®(X) C Dg(1 + 0, +00), (2.1.6)

13



2 Représentation de la solution 14

Remarque 2.1.1 L’hypothése (2.1.6) implique

Q*A7 (Do(1+6,+00)) C D(Q), (2.1.7)

tel que
Do(1+ 0, +00) = {cp € D(Q),Qp € Do(0, +00),0 < 0 < 1}.

On utilisée pour l'existence des solutions semi-strictes ou strictes de probleme (2.0.1)
et(2.0.2) .

Pour la régularité maximale on remplace (2.1.7) par
Q* A" (Dg(1 4 60,400))] C Dg(8,+00). (2.1.8)

Nous adaptons & notre situation les définitions de solution stricte et sem-stricte donnes par
E. Sinestrari en [16], Section 2, p. 34:
On remarque d’abord qu’ici D(A) est doté de la norme du graphe qui est

1¢llp) = llollx +[1A¢]lx, ¢ € D(A)

puis pour un intervalle J on définit C(J; D(A)) de la maniére suivante

heC(J; X),
h e C(J;D(A)) <= < h(x) € D(A) Vz € J,
Ah € C(J; X).

Definition 2.1.1 Une solution stricte u du probléme (2.0.1)-(2.0.2) est une fonction u telle
que

ue C2([0,1]; X) N C([0,1]): D(A)),

et qui satisfait (2.0.1)-(2.0.2). Cette solution stricte satisfait la régularité mazimale si
u’  Au e CU([0, 1]; X).

Remarque 2.1.2 Une solution semi-stricte u du probléme (2.0.1)-(2.0.2) est une fonction

u telle que
C([0,1[; X) nC*([0,1; X) N C([0,1[; D(A)),

et qui satisfait (2.0.1)-(2.0.2). Cette solution semi-stricte satisfait la régularité mazimale si

u e C([0,1); X),
u”  Au € C%([0,b]; X) , Vb €]0; 1[.

Il est bien connu que tout h € C?([0,1[; X) peut etre étendue en une fonction
h € C?([0,1]; X) donc C?([0,1]; X) = C?([0,1[; X) cela explique I'introduction des espaces
C?([0,6); X) b €]0; 1],
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2.2 Représentation de la solution
On utilise la représentation de la solution trouvée dans [3], cadre L? qui est donnée par:
u(r) = "9 4 eV + I(x) + J(2) 2 €[0,1]. (2.2.1)
avec
o) = 5@ [ e s et ) = 50 / (=92(s)
u'(2) = Qe — Qe + QI(x) — QJ(x) ,z € 0,1],
alors
u/'(0) = Q¢ — Qe®¢ — QJ(0) € D(H),
U(l) = €QC0 + Cl + [(1),
u(O) = Co + €QC1 + J(O)
On utilise les conditions
e+ ¢+ I1(1) + H(QG — Qe®¢ — QJ(0)) = uag
Co + €QC1 + J(O) = U,
alors (y = up — €9¢; — J(0) et
e?(ug — €% — J(0)) + G + H(QG — Qe®¢ — QJ(0)) = uro — I(1),
implique
(I — )¢ + H[-2Qe9¢ + Q(ug — 2J(0))] = uro — I(1) — €9 (ug — J(0)), (2.2.2)
on remarque que
—2Qe%¢1 + Q(ug — 2J(0)) € D(H),
et de (2.1.3),—2Qe%(; € D(H) donc
Q(uo —2J(0)) € D(H),
alors (2.2.2) devient
(I —e*@ —2HQe?) G = uro — I(1) — 9 (ug — J(0)) — HQ(up — 2J(0)),
de (2.1.4) on déduit
Go= A uro = 1(1) = e%(ug — J(0)) = HQ(uo — 2J(0))], (2.2.3)
et
Co = up — J(0) — €%, (2.2.4)
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Finalement, en insérant (2.2.3) et (2.2.4) dans (2.2.1) on déduit que, la solution du probleme
(2.0.1)-(2.0.2) u est représentée formellement, pour tout = € [0; 1], par

u(a:) :eruo + e(l—m)QA—l[uLO _ HQU()] _ e(l—m)QA—leQuo

1
e(lm)QAlH/ e*?f(s)ds
1 v
—569”@@_1/ 9 f(s)ds
(1- :BQA 1 QQ / sQf
(1- x)QAlQl/ e(lfs)Qf(S)dS

o / 9 (s)ds + 2Q / (=2 (5)ds
+R($,U0,U1’0,f),

T3
1
2°
L1
T3

avec
R(.CIZ', Ug, U1,0, f) = —6(1+I)QA71[U170 — [(1) — €Q(UO — Jo) — HQ(U,O — 2J0)],
alors

u(r) =e*Qug + eV A uy o — HQug| — e "N e,

4 RN~ 1H/ f(s) = £(0))ds + 1A~ 1H/ e*?f(0)ds

_ xQQ / 0))ds— Q! / e (0)
+ el 100 / o))ds+ 1IN 1R Q! / e £(0)

_é 1_:0)QA—1Q—1/ e(l—S)Q(f(s)—f(l))ds—%e(l—ﬂ")QA‘lQ‘l/o e1=99 F(1)ds
#3Q7 [ R~ FOs 4507 [0y

il / 9(f(s) — F(1))ds + 5Q°" / =02 f(1)ds

+ R(z,ug, u10, f)
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alors en ajoutant et en retranchant f(0) et f(1), on obtient :
u(r) =e"Qug + VA uy o — HQug) — PPN,

(1IN / ))ds + e "IN HQ e f(0) — (0)]
~Leagn / Dds — 5¢9Q (1 (0) ~ £(0)
e / — FO)ds + 5N Qe (0) - F(0)
_ ; (1-2)Qp-1()~1 / (1-s) — f(1))ds — %e(l‘I)QA‘lQ‘Q[le(l) — f(1)]
+;Q / (@=s) ))ds—ir;Q "9 f(0) — £(0)]

#5900 - f(ys + QI8 - £(0)
+ R(x, ug, u10, f),
donc
u(x) ="“[ug + Q> £(0)]
+e1=DRAYQ2( — Auyg + % F(1) + HQ™ (Aug — £(0)] + %Q”f (1]
+ %e(lm)QA1 [ —2e%ug +2HQ 'e? £(0) + e2Q?[e? £(0) — £(0)] — Q2 f(1)]
+ 6(1_I)QA_1H/1 e*?(f(s) — £(0))ds — %emQQ_l /1 eQ(f ))ds
% (1-2)Qp\— leQQ / f(()))ds——e(l z)Q A~ IQ / ))ds
1 1
#5307 [ IR — s - 5 H(0)
#5790 - g - 307101

+ R(m ug, U10, f)

= So(, ug, f(0)) 4+ So,1(x, w0, u1,0, £(0), f(1)) + Sm(x, f) + Se(z, f) + R(z, ug, u1, f),

avec

So(x, uo, £(0)) = e*?[ug + Q2f(0)],

So.1(x, u, ur 0, £(0), (1)) = T ATQ2(— Aurp + %m)) + HQ ' (Auy —

+%e<1—ﬂ”>QA‘1 [ —2¢%0 +2HQ ' e? f(0) + e2Q*[e? f(0) — f(0)]
= Sé,l(xv uo, u1,0, £(0), f(1)) + Sg,l(xv uo, f(0), f(1)) + Sg,l(z’ £(0)),

avec

FO)]+ 5Q727(1)]
— Q2 f(1)]

St (0,10, £(0), (1)) = €0 [AQ (~Aug ot 5 (D) HHQ ™ (Auo— F(O)]+5@ £ (1),

Sg.1 (@, ug, £(0), f(1)) = = ™CA1e (ug + (1) + Q*[e? f(0) —

F(0)]),
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Soa(z, £(0))

1
Sz, f) :e(lx)QAlH/ e*?(f(s
0

ne)

+ Q / (s— I)Q

= R(x,ug,u1p, f) — —G(HI)QQfo(O)-

et
E(l} Up, U1,0, f)

1
= 5l TRATTHQ T2 f (0),

1 1
— f(0))ds — —erQl/ eQ(f

1 1
+ 5e(l—ac)QA—leQC?—l / 6SQ(f(
0

~ f(0))ds — 50 ATQ" /

(=) ))ds——Q *£(0)

f(1))ds — —Q f),

1
2

))ds

S)Q

f(1))ds,



Chapitre 3

Solution stricte et régularité

3.1 Lemmes techniques

Pour étudier la régularité de la solution nous avons besoin de quelques lemmes techniques
et les propositions de Sinestrari [16].

Proposition 3.1.1 Soit () un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique sur

X,(e59) ¢ mon nécessairement continu en 0.
1. Soit ¢ € X. Alors, les deuz assertions suivantes sont équivalentes

D eQp e C([0,1]; X).

@ ¢ e D(Q).

2. Soient 0 €]0,1] et p € X. Alors, les deuz assertions suivantes sont équivalentes

® eQp e CY[0,1]; X).

@ ¢ € (X,D(Q))s 400 = (D(Q); X)1-6,400-
3. Soient 0 €]0,1[ et g € C?([0,1]; X). On pose

wi(z,g) = /1 e@=*)9(s)ds, x € [0,1].
0
Alors wi(., g) € C9([0,1]; X) et il existe K > 0 tel que
w1 (s 9)lleeo,:x) < Kllgllee(o,1:x)-
4. Soient 0 €]0,1] et g € C?([0,1]; X). On pose
rlag) = [ €RUgls) — gl0))ds,a € 0.1,

alors wsy(., g) € C1*0([0,1]; X) N CY([0, 1]; D(Q)).

19
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5. Soient 0 €]0,1[ et g € C?([0,1]; X) et o € X . On pose

w(z,p,g) =y +/ e(z_s)Qg(s)ds, z € [0,1],
0

alors, les assertions sutvantes sont équivalentes

@ w(.p,9) € CT([0,1]; X) N C?([0, 1]; D(Q)).

1]
® ¢ € D(Q) et 4(0) + Qp € (X, D(Q)).cme
En particulier, si ¢ = 0x et g(0) € (X,D(Q))g+00,0 < 0 < 1. Alors il existe
K > 0 tel que

| Qu(.,¢,9) leo o< K |l g leooagx) -

6. Soient 6 €]0,1] et g € C?([0,1]; X). Alors

1:=Q / e2(g(s) - g(0))ds € (X, D(Q))4oc-

En posant g = g(1 —.), alors

J=Q / e199(5(s) — §(0))ds € (X, D(Q))s,soc

7. Soient ¢ € X et x € [0,1], alors

x 1
/ e(””‘s)Qgpds,/ e(S’I)Qcpds € D(Q).
0

T

L’assertion 3 est obtenue en appliquant la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard [7].
L’assertion 4. qui améliore l'assertion 3.est due a E.Sinestrari [16],voir aussi Da Prato [6]

.On trouve dans Guidetti [11], une preuve simple de ces résultats,voir Proposition 2.5 page
132,Corollaire 2.1 et Théoreme 2.4, page 136.

Pour 'assertion 6, voir E. Sinestrari [16], Proposition 1.2,page 20.

Lemme 3.1.1 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Soit f € C°([0;1], X) et ug € D(A) alors:
1. R, AR € C*=([0,1]; X).
2. Sy € C*(]0,1]; X) N C(]0,1]; D(A)).
3. ASy = e%(Aug — f(0)) et ainsi

ASy € C([O, 1],X) < Aug — f(O) S (A),
ASy € C%([0,1]; X) <= Aug — f(0) € Da(%,+00).

+oo
Preuve 3.1.1 1. Pour p € X on a e“ cn D(QF) donc

eQp et eQeQp € C([0,1]; X),
—Q%%p et — Qe € C([0,1]; X),

donc R et AR € C*>([0,1]; X).
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2. Evident.

3. Puisque A = —Q? nous avons

ASo(x, ug, £(0)) = — Q*¢™?(ug + Qf(0))
= GIQ(AUO — f(0)),

donc d’aprés la proposition (3.1.1) on a

ASy € C([0;1], X) <= Aug — f(0) € D(A),
ASy € C9([0,1); X) <= Aug — f(0) € Da(&, +00).

Lemme 3.1.2 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Soit f € C°([0,1]; X), up,u10 € D(A) alors:
1. Sp1 € C*([0,1[; X) N C([0, 1[; D(A)).
2. HQ '(Aug — f(0)) € D(A),
{ASo,l € C([0, 1) X) <= Auro — /(1) — Q2HQ*(Auy — [(0)) € D(A),

ASo1 € CY([0,1); X) = Aurg — f(1) = Q®HQ ' (Aug — f(0)) € Da(§, +00).

Preuve 3.1.2 1. Evident

2. Ona
AN =T= (I —e*@ —2HQe)A ' =1
= A1 — AT 2HQCON T = 1.
D’ou
A=A 4 2HQeCA T + 1.
Alors

Soa (@, u, ure, £(0), f(1)) =e"" 9 uro + Q72 f(1) + HQ™' (Aug — £(0))]

+eITIRCAT QT (= Aung + %f(l)) + HQ™ (Aug — £(0))]
+ 2T RHQeCAT QT (— Aury + %f(l)) + HQ™ (Aug — f(0)),

alors
ASg (o, ure, (0), f(1) = =@ [urg + Q7 f(1) + HQ™ (Aup — £(0))]
_e(l_w)QGQQQQA_l[Q_Q( — Augo + %f(l)) + HQ™ (Aug — £(0))]
—2eIRQPHQeAAT Q2 ( — Aung + %f (1)) + HQ™ (Auo — f(0)],
et

ASS 1 (z,ug, f(0), £(1)) = Q%" ™PATe? (ug + £(1) + Q2 £(0) — £(0)]),



3 Lemmes techniques 22

et )
Asg,l(ma f(0)) = _56

donc d’aprés (2.1.5), (2.1.6) et (2.1.7):

UDRQPATTHQ e (0),

ASpy € C([0,1]; X) <= Auy — f(1) — Q*HQ ' (Aug — f(0)) € D(A),
ASp1 € C9[0,1]; X) <= Auro — f(1) — Q*?HQ *(Aug — f(0)) € (% ).

Lemme 3.1.3 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Soit f € C°([0,1]; X) et ugp,us 0 € D(A) alors:
1. AS,(., f) € CYJ0,1]; X).
2. AS.(., f) € C°([0,1]; X).

Preuve 3.1.3 1. Pour f € C’([0,1]; X)

ASp(z, f) = — 6226(1_”(9/\_11'1/01 e*?(f(s) = f(0))ds

+5¢9Q [ e2r(s) = )

1 1
- e [ e p(s) — f0)s
2 0

1(1—)Q 24 11 ! 1—
+3etRQATQ [I p(s) — 1),
0

donc d’apres le proposition (3.1.1), on a

Q/ £(0))ds € Dg(6,+00)

QQ/ £(0))ds € C¥([0,1]; X),
grace a l’hypothése (2.1.5)~(2.].8) alors

AS,. (., f) € C([0,1]; X).

2. D’apreés la Proposition (3.1.1), assertion 4, on a
5Q Jy eUI9f(s) — F(0))ds € C7([0,1]; X),
1Q [ 09 f(s) — £(1))ds € CO([0, 1]; X).

Donc

AS.(, ) € C°([0,1]; X).
Finalement, on obtient les résultats suivants:

Théoréme 3.1.1 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-

lentes.
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1. Le probléeme (2.0.1),(2.0.2) admet une unique solution stricte.

2. Ugp, U1,0 € D(A) et

Aug — £(0) € D(A),
HQ™ (Aug — f(0)) € D(A),
Aurg — f(1) — Q*HQ(Auy — [(0)) € D(A).

Théoréme 3.1.2 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-

lentes.

1. Le probléeme (2.0.1),(2.0.2) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété

de la régqularité maximale.
2. Up, U1,0 € D(A) et
Aug — f(0) € Da(§, +00),
HQ™'(Aug — f(0)) € D(A),
Auyg — f(1) = Q*HQ™'(Aug — f(0)) € Da(§, +00).

3.2 Cas particulier du probleme

Dans ce paragraphe on considere un cas particulier de I'operateur H ou I'hypothése d’inversibilité

est vérifiée .
On pose H = al,a € C\ {0}, Rea > 0 le probleme devient:

W) + Au(z) = f(z) , = €]0;1]
u(0) = o, (3.2.1)
ar'(0) + u(l) = uy 0.

notre hypothese principale sur A est

A est un opérateur fermé dans X, o(A) C] — 00;0[ et

V0 €]0; [, sup [|[A(A — X)) 7| zx) < +o0 (3.2.2)
AESy

avec Sp = {z € C\ {0} : |argz| < 0} puisque H = ol alors
A=1—20Qe? — @,

on considere les fonctions F' et GG définies par

{F(z) =14 G(2),

G(z) =2aze™* — e *, 2 € C.

D’abord nous fixons ¢y > 0 telque B(0,4£3) C p(A).

Lemme 3.2.1 On pose S =S5z on a
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1. F,G sont holomorphe sur S.

2. x> 0 implique |F(x)| > 0.

z

3. lim 2aze ™ — e % =0 puis

Rez—+00,2z€S8

(a) il existe v > 0 tel que z € S et Rez > xq implique

22> |F(z)] >

N —

(b) F est borné sur S.
4. 1l existe 0y €]0; 5[ tel que F'(z) s’annule pas sur
Yo={2€C:Rez>¢gget|argz| < by},

et min|F'(z)| =r > 0.
ZEXQ

Preuve 3.2.1 1. Evident.
2. Pour tout x > 0 on a

ReF(z) = (1 — e ") + 2(Rea)ze ™™ > 0,

3. On écrit pour z € S

|20&Z€_Z—|—6_2z| §2|a||z|6—Rez+e—2Rez

<2V2|a|(Rez)e fer 4 e~2Rez,

4. On a |F(z)| < % pour toute

zeElz{zE(C:Rezgzco et |arg(z)]<£}.

De plus F' est holomorphe sur un voisinage de

zEZzz{zeC:eogRezgxo et |arg(z)]<%}.

Donc, sur ¥o ,F a au plus un nombre fini de zéros. Ainsi, nous pouvons trouver

0y €]0, 5[, assez petit pour que F ne s’annule pas
z€¥y={2€C:e < Rez<uxy et |arg(z)| <b}.

donc .
in| F(2)| = min (min|F()], 5 ) > 0.
min| F(z)| = min (min|F(2)], 5 ) > 0

Maintenant nous posons pour z € X

G(2)

Ve =1 em
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Lemme 3.2.2 On suppose (3.2.2) alors l'opérateur
A=1T-— QaQeQ — 29,
est borné et inversibele et A™' = I — U (—Q).

Preuve 3.2.2 Soit 6 €]0, 6] tel que o(—Q) C Sy \ B(0,2¢y). Noter que G est holomorphe

et borné a voisinage de Sy \ B(0,2¢y) donc il existe o > 0 tel que
|V (z)| = O(|z|77) quand z — 400,z € Sy \ B(0, 2¢).

A fin que nous puissions définir V(—Q) et G(—Q) .(voir [12] subsection 2.5.1,p45, avec
remarque 2.5.1 et 6,p.46)
Nous avons aussi A =1 + G(—Q) et

(I = ¥(=Q))A =1 - ¥)(=Q) o (1+ G)(-Q)
(1-9)(1+G)(-Q)

~(1-15g)a+ oo

—

De méme A(I — ¥ (—-Q)).

Proposition 3.2.1 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-

lentes.
1. Le probléme (3.2.1) admet une unique solution stricte.

2. Ug, U1,0 € D(A) et

AUO - f(O) € D(A)7
Aug — f(0) € D(Q),

Proposition 3.2.2 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-

lentes.

1. Le probléme (3.2.1) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété de la

réqularité maximale.
2. ug,ur9 € D(A) et
Aug — f(0) € Da(§, +00),

Aug — f(0) € D(@Q),
Auio — f(1) — aQ(Aug — f(0)) € Da(&, +00).
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Le cas H = —aQ ™!,
u'(z) + Au(z) = f(x), = €]0;1],
u(0) = uo, (3.2.3)
—aQ '/ (0) + u(l) = uyyp.

A =1+20e? —e2? € L(X) et P'hypothése (3.2.2) alors:

Proposition 3.2.3 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-

lentes.
1. Le probléme (3.2.3) admet une unique solution stricte.

2. ug,u19 € D(A) et
AUO - f(O) S D(A),

Auro — f(1) € D(A).

Proposition 3.2.4 Supposons (2.1.1)~(2.1.8). Alors, les assertions suivantes sont équiva-

lentes.

1. Le probléme (3.2.3) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété de la

réqularité maximale.
2. Up, U1,0 € D(A) et
AuO - f(()) € DA(%? —|—OO),
Auyg— f(1) € DA(%> +00).



Chapitre 4

Probleme avec un parametre spectral

Dans ce chapitre, en vue d’éliminer I’hypothése d’inversibilité du déterminant, on ajoute un
parametre dans ’équation :

u'(z) + Au(z) — wu(x) = f(x);z € [0;1]; (4.0.1)

sous des conditions aux limites non locales

wl0) = o, (4.0.2)
uw'(0) € D(H) et u(l) 4+ Hu'(0) = uyp. o

4.0.1 Etude du probléme
Nous considérons wy > 0 fixe et pour w > wy on pose
A, =A—uwl,

alors le probleme (2.0.1)-(2.0.2) devient (4.0.1)-(4.0.2) avec A remplacé par A,.
Nos hypothese principale sur les opérateurs est

A, est un opérteur linéaire fermé dans X, [0; +00[C p(Ay,), et

iuPH)‘(Awo - /\])_1H£(X) < +00, (4.0.3)
>0

cette hypothese implique @, = —(—Awo)% est générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique sur X.
H est un opérteur linéaire fermé, (4.0.4)
;ri D(AX) ¢ D(H), (4.0.5)
on a
Dg,,(14+6,+00) = Dg(1+ 0, +00),
A (Do(1+ 6,400)) C D(Q?), (4.0.6)
Q25! (Dol1+ 6, +o0)) € D(Q), (40.7)
Q2 [AL (Dg(1 4 60,400))] C Dg(6,+00), (4.0.8)
avec

Ay, = —2HQ e + I — e*@,

On résumé quelques remarques:

27
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Remarque 4.0.1 pour tout w > wy

1.
Ay, est un opérteur liniare fermé dansX,
[w — wo; +00[C p(Ay) et (4.0.9)
sup||A(Aw — M) 7| 2x) < 400,
A>0
et pour ¢g = sup||A(Awy — M) |2(x) ,qui ne dépend pas de w ;on obtient
A>0
sup||A (A, — /\])_1||£(X) = sup||[AM(Ay, — A+ w — Wo)])_lHﬁ(x) > ¢
A>0 A>0
2. Q, = —(—Aw)% générent des semi-groupes analytiques sur X.

3. D(Qu) = D(Quy)-
4. QLAY (D, (1+6,+00))] = Q*[A"H(Dg(1+ 6, +00))].
5. En raison du fait que pour k € N\ {0}
D(QZ) = D(A) = D(A*) € D(QZ),

on a

+oo k _+oo k _+oo k
N D@L =N DAL =N D(A).

Lemme 4.0.1 On suppose (4.0.3) ~ (4.0.9), il existe w* > wy tel que, pour w > w*,

Dopérateur A,, inversible.

Preuve 4.0.1 On écrit A, = I — R, avec Ry, = 2HQ,e% + e*?« ainsi, pour montrer que
Vopérateur A, a un inverse borné, il suffit d’avoir ||Ry||zx) < 1.
En utilisant G. Dore et Yakubov [9], p.103, on trouve

EIc>O,E|k:>O:Vw2w0,V:v2%
1Que™@ |2y < ce ™ VRet|[e™@ || g (x) < cehVR,

D’aprés Haase [12], Proposition 3.17,p. 65, il existe K > 0 tel que (T,)w>w, € L(X) et pour

tout w > wp on a

T ool 2x) < K\/w — w,
(—Au0)? + Ty = (= Augr (o)) ?,
AN, o = T o AL

Posons Qu, = Quy — Tiv—w, - On a

Tm—wo = (\/Z +w—wy— \/E)<_Awo)7

en plus Qu, et T,_., générent des semi-groupes analytiques qui satisfont

e®(@uo=Tu-wg) = Qup e om0 x> (.
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Maintenant, on fize s > 0 tel que s(k+ K) < % (alors 1 —s > 1) et pour w > wy on a

IRwl|2x) =[[2He @ Qe 9% 4 299w | £ x)
[RHE 0 Q09 4

<|[2He™ 0 || £xy e T2 || £ || Que " ™% || exy + 11629 |2
<2 ]2H63Q“0 | ]L(X)eSchefk(lfs)‘/; + ce VW

SQC| |H€5Qwo ||£(X)€(_k+5(k+K))\/‘; + 06—2’?\/‘;

<2¢||He* || p(xye (DVE 4 cem Ve,

alors il existe w* > wy tel que pour tout w > wo, ||Rullzx) < 1,

donc A, = I — T, est inversible.

Théoréme 4.0.1 On suppose (4.0.3)~(4.0.9) et pour w* > wy. Alors, les assertions suiv-

antes sont équivalentes.
1. Le Probléme (4.0.1)-(4.0.2) admet une unique solution stricte.

2. ug € D(A), Uy € D(A) et

AUO - f(O) S (A)a
HQS' (Aug — £(0)) € D(A),
Aurg — f(1) = QLHQS (Aug — f(0)) € D(A).

Théoréme 4.0.2 On suppose (4.0.3)~(4.0.9) et pour w* > wy. Alors, les assertions suiv-

antes sont équivalentes.

1. Le probléme (4.0.1)-(4.0.2) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété

de la régularité maximale.

2. Up; U1,0 € D(A)

Aug — f(0) € Da(§,+00),
HQ, (Aug — f(0)) € D(A),
Auyg — f(1) — QEHQL (Aug — f(0)) € Da(§,400).

Preuve 4.0.2 Soit w > w*. On remplace A par A, en (2.0.1) et (2.0.2) et les hypothéses
(2.1.1)~(2.1.8) correspondent aux hypothéses (4.0.3)~(4.0.8), le lemme (5.0.1) et les hy-
pothéses (4.0.3)~(4.0.8) implique (2.1.4).

Donc on applique les théoremes (4.1.1) et (4.1.2) pour A,

mais D(A,) = D(A) et D(Q,) = D(Q) et

Auug — f(0) € D(Ay) <= Aug — f(0) € D(A).
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4.0.2 Cas particulier de probleme

on considérons H = a(Q,,)? avec a € C\ {0} et 3 €] — oo; 1] alors le probléme devient

u'(z) + Au(r) — wu(z) = f(z),z €]0;1],
05 (4.0.10)

0, (4.0.11)

Corollaire 4.0.1 On suppose (4.0.3)~(4.0.9) et pour w* > wqy. Alors, les assertions suiv-

antes sont équivalentes.
1. Le Probléeme (4.0.11) admet une unique solution stricte.

2. ug € D(A), uro € D(A) et

Corollaire 4.0.2 On suppose (4.0.3)~(4.0.9) et pour w* > wqy. Alors, les assertions suiv-

antes sont équivalentes.

1. Le probléme (4.0.11) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété de

la régularité mazimale.
2. Ugp, U1,0 € D(A) et
Aug — f(O) € DA(%? +OO),

Aug — f(0) € D(Q),
Aurg — f(1) — aQu(Aug — £(0)) € Da(4, +00).



Chapitre 5

Application

On reprend ici I'exemple donné dans [4]. On définit opérateur linéaire fermé A dans
X :=L?(0,1),p €]1,+o0[ par

{ D (A) =W??(0,1) N Wy" (0,1)
(Ap) (y) = ¥" (y).

Ensuite, il n’est pas difficile de voir que pour ¢ € L? (0,1) et y € (0, 1),
Y 1
A 0) = -1 [ vty [ (s-Dw(s)ds
0 y
de plus pour tout A € C avec Rev/A > 0, on a

(A= A1) 9] (y) = / N (4, 5) ) (s) ds,

ol
sinh VA (1 — y) sinh v/s si0<s<uy,
Vv Asinh VA
N\f/\(yv‘S):_
sinh vy sinh VA (1 — ) siy<s<l.
vV Asinh v/

1 1
soit g €]1;+o0[ tel que — + — =1 et considérons
q

p
H@) ) = [ 6690 peX. ye0.),
Ot ¢(.,.): (0,1) x (0,1) — C est une fonction fixe vérifiant

4
é(y,.) € L9(0,1), pour p.p.y € (0,1)

o6, . 8% ,
a_y<ya -)7 a_yg(yv ) €L (07 1)a pour p.p. y € (Oa 1)

0
b1y r— oy, y), d2 1y — a—i(y,y) € L*(0,1) (5.0.1)
¢ :y— o(y,.) € LY0,1; L0, 1))
\¢(17 ) - 07

31
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notez que si sup || ¢(y,.) ||rs01)= Cy < 400 puis
y€[0,1]

y — ¢(y,.) € LU(0,1; L(0, 1)),
et nous pouvons construire un exemple simple d’une fonction ¢ satisfaisant (5.0.1), pour
n e N\ {0}
¢y, &) =1 —y)" v (&) et &ye(0,1),
Ou ¢y € W22(0,1) N WP (0,1), alors H € £(X) puisque pour tous ¢ € X

1H ()] x =

/ o0, E)pl€)delrdy)
< 0 /0 ¢(y,€)¢(£)d£‘pdy>1/p
g/ol </01)¢(y,5) ! / ’90

< 1|l zago,1;La0,1y) el x -

1/p

Ici, le probleme abstrait

s’écrit
Au(z,y) —wu(z,y) = f(z,y), (z,y) € 2=]0,1[x]0,1]
u(0,y) = uo (y) yaé]O,l[
w(Ly) + [ 6 (y.6) 5 (0,6 de = o (v), v €0, 1]
u(x,0) =u(zx,1) =0, z €0, 1].

Nous voulons appliquer les Theorémes (5.0.1) et (5.0.2) au probleme (5.0.2). Tout d’abord,
nous indiquons explicitement les conditions citées dans ce theoreme :

(5.0.2)

ug, u19 € D(A)

Aug — f(0) € D(A) ou Da(§,+00),

HQ '(Aug — f(0)) € D(A),

Aupg— f(1) — Q*HQ (Aug — f(0)) Em ou DA(g,—Foo).

Les espaces d’interpolation (D (A) ,X)%Jr%,p

,(D(A) 7X)i,p sont d’écrits par

(D(A4).X) ;= {pe W= (0,1) : p(0)=p(1) =0},

(D(A), X))y, =WYrr(0,1) sip <2,
(D(A),X);Jr;pp—{tpEWl_l/p(O,l) : /o t|201(t_)|:)d£<+oo} sip=2
\(D(A),X)% T ={pe WP (0,1) : ¢(0)=¢ (1) =0} sip>2

(voir [7], p. 385.)
nous rappelons que f € WP ou ke N, 0<f <1 ,si f € WrkP(0,1) et

®) ( (k)
/ / ‘f ’J:Jrap( )| dzdy < +00
-y
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Notons que, uy € (D (A) ,X) , CD(Q) et He L(X)si(it) est vérifice.
On vérifie les hypotheses (avec wo = 0) des Theoremes (5.0.1) et (5.0.2).

® Pour (4.0.9), voir [6], p.372, Lemme 8.1.
@ H € L(X) et donc les hypotheses (4.0.4) et (4.0.5) sont clairement vérifiées.

® Pour I'hypothese (4.0.8), il suffit de montrer (2.1.6) :

Soit p € :Fij (A¥) c €(0,1), puis pour y € (0,1)

'%f*%) — 6 (.) <y>+/ozg—j<y,w<@dg
— 61 (1) 0 (v) +/0 %ﬁwmgmg
d2H(‘P) _d¢1
T (y) _d_%’(y)@(y)+¢l (y) g—%z(y)
\ F o e )+ [ G508 ©d

donc y — ¢1 (y) ¢ (y) € L (0,1) car

1/p /p
(/ 161 (5 rpdy) < sup |o(z |(/ e |de)
z€[0,1]

< sup ¢ (2)] X [|¢1]lx < +o0,
z€[0,1]

de méme y +— /Oy g—j (y,&) (&) dE € LP(0,1) car
Y a 1/p
= ([ | [ S we a)

r (1,€)

8(25 q )1/(1< p )1/17
d d d
< [([wolw) ([1oerda) o
0
§H—¢<y,.> lollx < +oo.
L4(0,1)

H d*H
Alors d d(g@) € L?(0,1) et de la méme maniere, on montre que y ggo) € Lr(0,1).
Y Y

En appliquant maintenant les Théoreémes (5.0.1) et (5.0.2), on obtient le résultat suivant:

Proposition 5.0.1 On suppose (4.0.3)~(4.0.9) et pour w* > wy. Alors, les assertions

suivantes sont équivalentes.
1. Le Probléme (5.0.2) admet une unique solution stricte.
2. up € D(A), w10 € D(A) et
Auo — f(0) € D(A),
HQ™(Aug — £(0)) € D(A),
Auy g — f(1) = QLHQ (Aug — f(0)) € D(A).
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Proposition 5.0.2 On suppose (4.0.83)~(4.0.9) et pour w* > wy. Alors, les assertions

sutvantes sont équivalentes.

1. Le probléme (5.0.2) admet une unique solution stricte u qui satisfait la propriété de la

réqularité mazrimale.
2. Up; U1, € D(A)
Aug — f(0) € DA(%7+OO)7
HQ ' (Aug — f(0)) € D(A),
Aurg — f(1) — Q2HQ (Aug — f(0)) € Da(4, +00).
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