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RESUME

Ce mémoire est consacré a ’étude des espaces localement compact. Aprés avoir énoncé les
principales notions topologiques et métriques nécessaires, on introduit tout d’abord les es-
paces compacts qui sont tres fortement liés & notre étude, puis les espaces localement com-
pacts, objet de ce traité et cela, en enrichissant par des exemples simples & comprendre.

Nous avons donné quelques propriétés liés a ces espaces puis expliqué le principe de compac-

tification mais aussi enoncé le théoréme de Riesz.
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INTRODUCTION

Ce mémoire traite de I’étude des espaces dits "espaces localement compacts". Ces derniers
constituent une catégorie importante d’espaces, déja parce que certains espaces classiques
tels R, C et généralement tout espace vectoriel normé de dimension finie en font partie. Par
définition, un espace est localement compact si tout élement admet un voisinage compact,
on verra ultérieurement qu’un tel espace peut étre compactifié et donc peut étre vu comme
étant une partie d’'un espace compact.

Ce mémoire contient trois chapitres :

Le premier chapitre introduit les notions préliminaires sur les espaces topologiques et leurs
propriétés telles que les ouverts et les fermés ainsi que les voisinages, ...viennent par la suite
les espaces métriques ol 1a aussi on y définit la distances et les boules puis nous avons abordé
les suites et leurs valeurs d’adhérences, ce qui nous a amenés a parles ds suites de Cauchy
puis des espaces métriques complets. Nous avons également vu la notion de continuité et
d’homéomophisme. Enfin, nous nous sommes familiarisés avec les espaces vectoriels normés
et la plupart des propriétés qui s’offrent a nous dans ces espace et qui sont necessaires par la
suite.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons concentré notre étude sur les espaces compacts car
comme il a été mentionné plus haut, ces espaces sont étroitement lié au sujet de cette étude,
nous avons donc donné les définitions et les théorémes les plus importants, et nous avons
essayé autant que possible de les étayer par des examples compréhensibles pour le lecteur.
Nous avons également énoncé certaines propriétés des espaces compacts, dont les plus im-
portantes et qui sont peut-étre celles qui relient les compacts aux espaces vectoriels normés

(Le théoréme de Riesz).



Dans le troisiéme et dernier chapitre, nous avons consacré notre étude aux espaces localement
compacts. Nous avons défini et mentionné les meilleurs exemples faciles & saisir, puis nous
avons expliqué le principe de la compactification, principe qui permet de construire & partir
d’un espace localement compact un autre espace 'incluant mais qui est cette fois compact et
nous ’avons soutenu avec quelques exemples. Enfin, nous avons abordé la caractéristique la
plus importante qui relie les espaces localement compacts aux espaces vectoriels normés (Le
théoreme de F.Riesz).

Peux-étre le lecteur de ce mémoire remarquera-t-il que nous avons mentionné certaines des
proposition supposé étre connue, sans preuve. Cela est dii au fait que nous nous sommes
borné au notions primordiales pour ce mémoire sans pour autant démontrer les propositions

qui puissent dérouter le lecteur.




Chapitre 1

Notions préliminaires

Tout au long de ce mémoire, k désigne R ou C.

1.1 Espace topologique

Définition 1.1.1 On appelle topologie sur X toute partie T de P(X) vérifiant les trois pro-

priétés suivantes(les axiomes de Hausdorff)

(A1) L’ensemble vide & et X appartiennent a 7;
(A2) La réunion (quelconque) de toute famille d’éléments de 7 appartient a 7;
(A3) L’intersection de toute famille finie d’éléments de 7 appartient a 7.
(X, 7) s’appelle espace topologique de support X. Les éléments de 7 sont appelés

ouverts de (X, 7) ou de 7, et sont souvent notés O.

Exemple 1.1.1 La topologie grossiére(ou chaotique) : 7 = 7, = {@&, X}, c’est la topologie
qut contient le moins d’ouverts possible.

Exemple 1.1.2 La topologie discréte : touts les ensembles sont des ouverts 7 = 14 = P(X).

Exemple 1.1.3 Si X posséde au moins deuz éléments X = {a,b}, alors T = {@,{a}, X}

est une topologie sur X dite topologie de Sierpinski.
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Exemple 1.1.4 La topologie usuelle sur R est celle dont la famille d’ouverts est,
O = {w C R,w est une union d’intervalles ouverts de R}

Cet espace topologique est noté (R, 7,) et ]a,b[ (a,b € R:a <b) constitue, par exemple, un

ouvert dans cet espace.

Définition 1.1.2 Soit (X, 7) un espace topologique. On dit que le sous ensemble A C X est
fermé dans X si et seulement si son complémentaire A° = C% est ouvert dans X . Autrement
dit :

A fermé dans X <= A°ouvert dans X

Proposition 1.1.1 (caractérisation d’une topologie par les fermés) Soit (X, 7) un
espace topologique et F [’ensemble des fermés de X. on a :

(F1) L’intersection de toute famille d’éléments de F appartient o F ;

(Fy) La réunion de toute famille finie d’éléments de F appartient a F ;

(F3) L’ensemble vide @ et X appartiennent a F.

Exemple 1.1.5 Les fermés de la topologie grossiére T, sont @ et X lui méme. On remarque,
par ailleurs, qu’ils sont aussi ouverts d’aprés la définition méme d’une topologie. D’ot la

possibilité d’existence de parties ouvertes et fermées a la fois.

Exemple 1.1.6 Toute partie A C X est ouverte et fermée a la fois pour la topologie discréte

Tdi-

Exemple 1.1.7 Si X = {a,b,c,d, e} et = {2, X, {a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}, {a,b,e}}
donc F ={@,X,{b,c,d, e} ,{c,d, e}, {b,e},{e},{c,d}}.

Exemple 1.1.8 Dans (R, 7,), [a,b] (a,b € R:a < b) est, un fermé car son complémentaire

|—00,a] U]b, +00| est un ouvert.

Proposition 1.1.2 Soit X un ensemble et B un ensemble de parties de X (B C P (X)).
Supposons que X € B et que l'intersection de deux élements quelconques de B appartient lui

aussi o B. Alors;
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1) L’ensemble T des réunions d’élements de B est une topologie sur X;

2) Pour qu’un sous ensembe A dans X soit un élement de 7 il faut et il suffit que,
Vee A,(dB e B telquex € BetBC A
Preuve. Voir [21]. O

1.1.1 La topologie induite

Soit (X, 7) un espace topologique et A C X.

Proposition 1.1.3 La famille T4 = {AN0,0 € 7} de P(X) définit une topologie sur A,

c’est a dire que le couple (A, T4) est un espace topologique.

Définition 1.1.3 Le couple (A, 74), dans la propositionest dit "sous espace topologique
de Uespace topologique" (X, T) et la topologie T4 est dite "topologie induite par la topologie T

sur A”.
Remarque 1.1.1 (X,7) = (X,7x).

1.1.2 Produit d’espaces topologiques

Définition 1.1.4 [21/Soient (X1,71), (X2, 7T2) deux espaces topologiques. On appelle ouvert
élementaire tout ensemble de la forme Uy x Uy ot Uy est un ouvert de X, et Uy est un ouvert

de XQ.

Théoréme 1.1.1 [21] Soient (X1, 71), (X2, T2) deux espaces topologiques. Il existe alors une

topologie sur X, X Xy dont les ouverts sont la réunions d’ouverts élementaires

Preuve. Notons B C P (X; x X5) 'ensemble des ouverts élementaires. On a, X; x X, € B
et si U;,U] sont deux ouverts de X; et U, U] sont deux ouverts de X5, alors I'intersection
(U1 x Uy) N (Uj x Uj) de deux ouverts élementaires est aussi un ouvert élementaire. Il résulte
de la proposition 7?7 que 7 qui représente la réunion d’élements de B est une topologie sur

Xl X XQ. ]
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Définition 1.1.5 On appelle topologie produit la topologie sur X1 x Xy décrite ci-dessus.

Remarque 1.1.2 On comprend par la définition ci-dessus qu’il existe dans X, X X5 des
ouverts qui ne sont pas des ouverts élementaires (mais une réunion de ces derniers). Par

exemple dans R?> =R x R, ot R est muni de sa topologie usuelle, Les ensembles,
A={(z,y) eR*: x>y} B={(z,y) eR*:2”+y* <4}

sont des ouverts qui ne representent pas le produit de deux ouverts dans R, et ne sont pas,

par conséquent, des uverts élementaires.

Proposition 1.1.4 (Produit fini de topologies) Soient (X, 1), 1 < k < n des espaces
topologiques et X = X1 x---x X, le produit Cartesien. La topologie produit est la famille T de

parties de X qui sont reunion quelconque d’ensembles de la forme;
Uy x - x U, ou U, € 1}
c’est ausst la topologie que l’on obtient par récurrence sur n, en posant;
Xy X x X1 x X, = (X xxX,1) XX,

Remarque 1.1.3 1) Le lecteur peut aussi consulter [5] ou [T]|] pour une définition qui utilise
la notion de "topologie initiale”.
2) On peut aussi montrer qu’un produit quelconque d’espaces topologiques constitue un espace

topologique.

Proposition 1.1.5 Soient (X, 7x), k = 1,2,...,n des espaces topologiques et Ay une partie

non vide de Xy, (k=1,2,....,n), alors

i) Ay x Ay x ... x A, = A xAyx..xA,

o

ii)flleigx...xfoln = A1><A2/><\...><An

1.1.3 Voisinages

Définition 1.1.6 Soit (X, 7) un espace topologique
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(1) On appelle voisinage d’un point v € X, toute partie de X qui contient un ouvert contenant
(2) Plus généralement on appelle voisinage d’une partie A de X, toute partie de X qui contient
un ouvert contenant A.

On note : V(x) Uensemble des voisinages de x et V(A) Uensemble des voisinages de A.

Proposition 1.1.6 Soit (X, 7) un espace topologique, A C X et A+ @ . A est ouvert dans

X si et seulement s’il est voisinage de tous ses points.

Exemple 1.1.9 Dans (X, 1,), le seul voisinage d’un point v est X.

Exemple 1.1.10 Dans (X, 74), toute partie contenant {x} est un voisinage de x, en par-

ticulier {z} € V(x).

Définition 1.1.7 On appelle base de voisinage (ou systéme fondamental de voisinages) de x

toute partie s(x) de V(x) telle que, pour tout V- € V(z), V contient un voisinage W de s(x).

Exemple 1.1.11 1. Pour un espace topologique (X, T) quelconque, s(x) = V(x) est une

base de voisinages de x.

1 1
2. Dans (R, 7,), s(z) = ﬂx - —, x4+ — {,n € N*} est une base de voisinages de x.
n n

3. Dans X discret, s(x) = {{z},z € X} est une base de voisinages de x.

1.1.4 Intérieur, adhérence, frontiére point d’accumulation et point
isolé

Définition 1.1.8 (point intérieur) Soit (X, 7) un espace topologique.

(1) Un point x € X est dit intérieur a A si A est voisinage de © (A € V(x)) et on définit
Vinterieur d’une partie A comme étant le plus grand ensemble ouvert (au sens de l'inclusion)
inclus dans A. C’est aussi l'union de tous les ouverts inclus dans A.

(2) L’ensemble des points intérieurs o A s’appelle Uintérieur de A et est noté A ou Int(A)

Int(A)=A= U0 0CA
0CA
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o o o o

P NN
Exemple 1.1.12 Dans (R, 7,) , [a,b] = |a,b] =[a,b] = |a,b] = |a,b] , o T, est la topologie

usuelle et a,b sont deux réels vérifiants a < b.

Définition 1.1.9 (point adhérant) Soit (X, 7) un espace topologique.
(1) Un point x € X est adhérent a A si tout voisinage de x© rencontre A. L’ensemble des

points adhérents s’appelle 'adhérence (ou fermeture) de A et est noté A ou adh(A).
adh(A) = A={z € X WV € V(z),VNA%0o}

(2) A est la plus petite partie (au sens de l'inclusion fermée) contenant A . En d’autres
termes, A est Uintersection de toutes les parties fermées de X et qui contiennent A. Ce que
l’on note par :

adh(A)=A= N F Fcr
FDA

Proposition 1.1.7 Soit A une partie d’un espace topologique
- A est un ouwvert contenu dans A.

- St U est un ouvert et U C A, alors U C A.

- A est owvert <> A=A

- A est un fermé contenant A.

- Si F est un fermé et F D A, alors F D A.

- A est fermé = A= A.

Exemple 1.1.13 Dans (R, 7,) , [a,b] = |a,b] = [a,b] = |a,b] = [a,b], o T, est la topologie

usuelle et a,b sont deux réels vérifiants a < b.

Définition 1.1.10 Soit (X, 7) un espace topologique et A une partie de X. On définit la

frontiére de A, qu’on note Fr(A) ou F(A) ou encore A, par :

OA=ANAc=A— A,

*q
i
=
I
3
2
I

Remarque 1.1.4 1l est clair que QA est fermée.

Exemple 1.1.14 Dans (R,7,) , 0[a,b] = 0]a,b] = Jla,b] = 0]a,b] = {a,b} ou 7, est la

topologie usuelle et a,b sont deux réels vérifiants a < b.
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Définition 1.1.11 (point d’accumulation) Un point x est un point d’accumulation de A
si tout voisinage de x contient un point de A autre que x. L’ensemble des points d’accumu-

lation est appelé dérivé de A et noté Al.

Exemple 1.1.15 Dans R, I’élément 0 est le seul point d’accumulation de [’ensemble

Lz ge)
1,—, =, ., —, .
2 n

Remarque 1.1.5 I est évident que Al C A

W

Définition 1.1.12 Un point a € A est un point isolé de A, s’il existe un voisinage V de a

tel queV N A = {a}. On note 1s(A) l’ensemble des points isolés de A.
Exemple 1.1.16 Dans R, tous les points de N sont isolés.

Remarque 1.1.6 1 Il est évident que Is(A) C A mieuz encore, on a,
A=A1Uls(A) et AiNIs(A) =9

1.1.5 Axioms de séparation

Espace de Kolmogorov (espace de type Tj)

On dit qu’un espace topologique X est de Kolmogorov, ou vérifie la propriété Ty, si pour
deux points distincts quelconques de X, I'un (au moins) des deux points admet un voisinage

qui ne contient pas I’autre point. Ou encore, I'un des deux points n’est pas adhérent a I’autre.

Espace de Frechet (espace de type 17)

Définition 1.1.13 Un espace est de type T1 si pour tous points x,y distincts de X, il existe

un voisinage de x ne contenant pas y et un voisinage de y ne contenant pas .

Proposition 1.1.8 Un espace topologique X est Ty si et seulement si les singletons {z} C X

sont des fermés

Preuve. Voir [22] O
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Espace topologique séparé ou encore de Hausdorff (espace de type T3)

Définition 1.1.14 On dit qu’'un espace topologique (X, T) est séparé (un espace de Haus-
dorff) ou que la topologie T est séparée si pour tout x et y distincts de X,il existe deux

voisinages disjoints de x et y.C’est a dire :
(X,7) séparé <— (Vr,ye X:zxAy=3IV,eV(x),IVo e V(y): V1NV, =02)

Remarque 1.1.7 Il suit directement de la définition |1.1.14] que dans un espace séparé les
points sont des fermés : six € X et y € X\ {z}, alorsx #y ety eV, C X\ {z}.

Exemple 1.1.17 L’espace topologique (X, 7,) n'est pas séparé car :
Ve,ye X 2 V(z) =V(y) = {X}
Exemple 1.1.18 L’espace (X, 74;) est séparé car :
Ve,ye X tx#y=3{z} e V(z),I{yt e V(y): {z}n{y} =2
Exemple 1.1.19 R usuel est séparé.
Remarque 1.1.8 On a1, —= T, = T

Proposition 1.1.9 Si X est séparé et A C X est muni de la topologie induite , alors A est
séparé.
Proposition 1.1.10 Dans un espace de Hausdorff X tout ensemble fini est fermé.

Proposition 1.1.11 Soit (X;),., une famille d’espaces nons vides. Alors

HXi est séparé <= X, est séparé.
icl

Espace régulier

Définition 1.1.15 On dit que [’espace topologique X est de type T3 si,

Quel que soit le fermé Fy (Fy C X) et pour tout x1 ¢ Fy, il existe Vi € V(x1) et il existe
Vo € V(Fy) tels que ViNVy = @.

Définition 1.1.16 Un espace topologique X qui vérifie a la fois Ty et Ty est séparé (de type

T3 ), on lappelle alors espace régulier.

Exemple 1.1.20 X discret est régulier. 1l suffit de considérer Vi = {x} et Vo = F5.
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Espace complétement régulier ou espace de Tychonov

Définition 1.1.17 Un espace topologique X wvérifie Tz o si pour tout point v de X et pour
tout fermé I de X ne contenant pas x, il existe une fonction continue de X dans le segment

[0,1] valant 0 en z et 1 sur F

Définition 1.1.18 Un espace topologique X qui vérifie o la fois T} et T3% est séparé (de

type Tz ), on l'appelle alors espace complétement régulier.

Remarque 1.1.9 Tout espace complétement réqulier est régulier (voir [2Z]), Uinverse n’est

a toujours vrai.

Espace normal

Définition 1.1.19 Un espace topologique X vérifie Ty si pour tous fermés disjoints Fy et Fy
de X, il existe V1 € V(Fy) et Vi € V(F)) tels que ViNVy =&

Exemple 1.1.21 La topologie grossiére vérifie Ty (sans étre séparée).

Définition 1.1.20 L’espace topologique X est dit normal s’il est séparé (de type Ts).et vérifie

ausst Ty.

Remarque 1.1.10 1. Dans la définition, on peut remplacer V; et Vy par deux ouverts 0,

et 92.

2. Si X est normal, alors X est complétement réqulier mais la réciproque est fausse.
Exemple 1.1.22 1. X discret est normal; il suffit de considérer Vi = Fy et Vo = F5.
2. R usuel est normal.
1.2 Espace métrique
Soit X un ensemble non vide.

Définition 1.2.1 On appelle distance ou métrique sur X, toute application d : X x X — R
qui & tout couple (x,y) de X x X associe le nombre fini, non négatif d(z,y), appelé distance

entre les deux éléments (points) x et y, et qui vérifie :
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(dy) d(z,y) =0 <= x=y;Va,y € X (Aziome de séparation) ;
(d2) d(z,y) =d(y,z);Vo,y € X (Symétrie);
(d3) d(z,y) < d(z,2)+d(z,y);V,y,z € X (Inégalité triangulaire).

Le couple (X,d) est alors appelé espace métrique.

Remarque 1.2.1 Si A C X alors la restriction de d a AX A, notée d 4 ,posséde les propriétés

(dy), (d2) et (d3) ci-dessus. (A,da) est un sous espace métrique de (X, d).

Exemple 1.2.1 Dans X =R ou C, on a une métrique définie, pour tous x,y € X par
d(z,y) = |z —y|

ou |.| représente la valeur absolu dans R ou le module dans C respectivement.

1.2.1 Boule ouverte, boule fermée et sphére

soit (X, d) un espace métrique , zo € X et p = 0.

Définition 1.2.2 On appelle boule ouverte (respectivement boule fermée, sphére) de centre

xo et de rayon p Uensemble noté B,(xg,p) (respectivement By(xo,p) , S(zo,p) ) et défini

par :
Bo(zo,p) = {x € X,d(x¢,x) < p}
By(xo,p) = {x € X, d(xo,7) < p}
S(zo,p) = {z € X,d(wo,x) = p}

Remarque 1.2.2 [l est clair que Bf(xg, p) = Bo(zo, p) U S(20, p).

Exemple 1.2.2 Si X = R muni de la métrique euclidienne d(x,y) = |x — y| pour z,y € R,
alors on a :

BO(ZL‘(),,O) = ]xO — P, To + p[

Exemple 1.2.3 Si X = R? muni de la métrique euclidienne d(x,y) = \/(1’1 —1)° + (22— 1o)°
pour & = (x1,22) € R? et y = (y1,42) € R? alors, By(xo,p) [resp. By(xo,p)] est le disque
ouvert [resp. fermé] de centre xy et de rayon p et S(xq,p) est le cercle de centre xq et de

rayon p.
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1.2.2 Topologie d’un espace métrique

soit (X, d) un espace métrique et A C X.

Définition 1.2.3 On dit que la partie A de X est ouverte dans l’espace métrique ((X,d))

ou au sens de (par rapport &) la distance d si on a :
Ve e A, dp = 0: B,(z,p) C A

Exemple 1.2.4 L’intervalle ouvert A = la,b[, ot a < b, est ouvert dans R car pour tout

x € A, il existe £ = 0 tel que B,(x,e) = |x — e,z + ¢[. Il suffit de prendre

1 1
€= imin {d(z,a),d(x,b)} = 5 min {|z — a|, |x — b|}

Proposition 1.2.1 L’ensemble de parties T4 définie par :
74 ={0 C X/Vx € O,3B(x,p,) C O}
est une topologie sur X.

Définition 1.2.4 7, est une topologie associée a la métrique d. On supposera toujours que

lespace métrique (X, d) est muni de T4 .

Proposition 1.2.2 La famille des ouverts de (X, d) vérifie les propriétés suivantes :
1- @ et X sont des ouverts de X;
2- Une réunion quelconque d’ouverts est encore un ouvert;

3- Une intersection finie d’ouverts est encore un ouvert.

Proposition 1.2.3 1- La boule B,(xo, p) est un ouvert.

2- Les ensembles By(xg, p) et S(zo, p) sont des fermés.
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1.2.3 Bases de voisinages

Proposition 1.2.4 Les ensembles

Vi(z) ={B,(x,p)/p = 0}
et
Va(z) = {By(z,p)/p - 0}

sont des des bases de voisinages de x.

Proposition 1.2.5 Les ensembles

et

sont des bases de voisinages de x.
Proposition 1.2.6 Tout espace métrique (X,d) est un espace topologique séparé.

Preuve.

i) On a vu au ci-dessus que la familles des ouverts de X vérifie les axiomes de la topologie (de
Hausdorff) et par suite cette famille définit bien une topologie sur X dite topologie induite ou
générée sur X par le distance d. Donc tout espace métrique est bien un espace topologique.
ii) Il reste & montrer que cet espace topologique est séparé. Soit, a cet effet, = et y dans X tel
que = # y, Comme z # y on a bien d(z,y) > 0. En posant p = 3d(x,y), alors les deux boules
ouvertes B, (z, p) et B, (y, p) sont deux voisinages ouverts et disjoints des deux points x et y
respectivement. C’est a dire : B, (z,p) € V(z) et B, (y,p) € V(y) et B, (z,p) N B, (y,p) = &
et donc X est séparé. Il

1.2.4 Parties bornées dans un espace métrique
Soit (X, d) un espace métrique et A C X.

Définition 1.2.5 On dit que la partie de X est bornée dans X ou par rapport a la distance

d définie sur X s’il existe p = 0 et xg € X tel que A C B,(zo, p).
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Définition 1.2.6 On appelle diamétre de la partie A de X la quantité (finie ou infinie),
notée §(A), définie par :
6(A) = sup d(z,y)

z,yeA

Proposition 1.2.7 La partie A de X est bornée si et seulement si 6(A) est fini.

1.2.5 Distance entre deux ensembles

Soit (X, d) un espace métrique, A C X et B C X deux parties de X.

Définition 1.2.7 La distance d(A, B) entre les deuzx parties A et B de X est définie par

d(A,B) = _inf d(zy).

Remarque 1.2.3 Si B = {z} alors :

dlxz,A) =d({z},A) = inf d(z,y) = zilrelfld(ac,y).

ze{r}ycA

d(xz, A) est dite distance du point v € X a ’ensemble A.

1.3 Produit d’espaces métriques

Définition 1.3.1 Soit (X1.d,),...,(X,,d,) des espaces métriques. On définit sur le produit

cartésien X = X1 x---xX,, Uapplication suivante

d(.flf,y): max d(xluyl)

i=1,2,..n
pour tout x = (1, Tay ooy ), Y = (Y1,Y2, ., Yn) de X.
Alors, (X, d) est un espace métrique.

Il est aisé de montrer que les trois propriétés de la distance sont vérifiées.

Proposition 1.3.1 On a pour tout a = (ay, as, ..., a,) et r =0
BO (a’ T) g H (Bo)z‘ (aiv T)
i=1
ou B, (a,r), (B,); (a;, 1) sont les boules ouverte de centre a | resp. a;] et de rayon r par rapport

a la distance d [resp. d;
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Preuve. Soit z = (x1, 29, ...,2,) € X,
x € B, (a,r) = d(z,a) = _max d(zi,a;) <
= d(z;,a;) <7m,¥Vi=1,2,...n
= z; € (B,), (a;,7),Vi=1,2,...,n

n

=z = (1,72, .., 2,) € [ [ (Bo); (@i 7)
=1
Ul

Remarque 1.3.1 La méme propriété est valide si on remplace toutes les boules ouvertes par

des boules fermées.

1.4 Suites

Définition 1.4.1 On appelle suite, toute application x : N — N, n —— x(n).On écrira, par
la suite,(xy,), ey OU (2n), pour désigner lapplication x et x,, pour désigner x(n).L application
x est la suite (x,), tandis que l'image de n par Uapplication x (c’est a dire x, ou x(n)) est

le terme générale de la suite (z,,),, .

Définition 1.4.2 Soient (X, T) un espace topologique, (T,)nen une suite d’élément de X et
soit | € X, on dit que | est une limite de la suite x, quand n tend vers l'infini ou que la suite
(Tn)nen converge vers la limite 1, si pour tout voisinage V- de | dans X il existe un rang
a partir du quel tous les termes de la suite sont dans V. On écrit alors lim w, = x ou

n—-4o0o

u, — x et on obtient :
n—-+oo

limz, =1 < (VW eV(),INy e NNVn = Ny : 2z, € V)

Définition 1.4.3 Soit (X, d) un espace métrique et € X. On dit que la suite (x,), converge

ou tend vers | quand n tend vers +0o (n — +00) si et seulement si :
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng : d(z,, x) < €.

Proposition 1.4.1 La partie A d’un espace métrique X est fermée si et seulement si elle

contient toutes les limites de ses suites convergentes.

A= {xGX:EI une suite (z,) C A: lim (z,,) :x}

n—oo
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Exemple 1.4.1 L’adérence de Q est R puisque tout nombre réel est limite d’une suite des

nombres rationnels, et on a Q = R

Définition 1.4.4 On dit que la suite (x,),, est suite de Cauchy dans l’espace métrique (X, d)

st et seulement st :
Ve = 0,3ng € N,Vn,m € N: (n > ng) A (m > ng) = d(x,, xm) < €.

Proposition 1.4.2 Toute suite convergente dans un espace métrique (X, d) est une suite de

Cauchy dans cet espace. L’inverse (réciproque) étant évidemment fauz.

1.4.1 Valeurs d’adhérence d’une suite

Soit (X, d) un espace métrique et (z,), une suite dans X.
Posons A, = {x, k= n} = {Zn, Tni1, Tny2, Tnys, ...} Il est clair que la suite (A,), .y est

décroissante.

Définition 1.4.5 [3], [10/, [14] On dit de x € X que c’est une valeur d’adhérence (une
valeur d’adhérence et non pas un point adhérent & l’ensemble des valeurs de la suite) si et
seulement si :

Ve = 0,Vn € N: By(z,e) N A, # 2

C’est a dire : x € A,,¥Yn € N.Ou encore : x € ﬁNA_n.
ne

Remarque 1.4.1 Toute valeur d’adhérence est un point adhérent a l’ensemble des points de

la suite, mazis la réciproque est inexacte.

1.4.2 Suites partielles ou suites extraites

Définition 1.4.6 On appelle suite partielle, suite extraite ou sous suite de la suite (x,),, la

suite (xw(n))noa @ est une application strictement croissante de N vers N.

Exemple 1.4.2 Soit la suite (x,), définie par x,, = (—1)". En considérant les deuzx appli-
cations ¢ et 1 définies de N vers N, respectivement, par p(n) = 2n,Yn € N et ¢(n) =
2n 4+ 1,Vn € N, on obtient les deux suites partielles (xw(n))n et (xw(n))ndéﬁmes par :

Tpn) = Ton = (—1)2n =1,VneN

Typ(n) = Lopt1l = (—1)2n+1 =—1,Vn € N.
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Proposition 1.4.3 Six est une valeur d’adhérence de la suite (x,),,, alors il existe une suite

(%’(n))n extraite de la suite (x,), et convergente vers .

Proposition 1.4.4 Une suite de Cauchy (x,), qui posséde une valeur d’adhérence, est une
suite convergente.
On peut aussi reformuler cette proposition comme suit : St une suite partielle d’une suite de

Cauchy est convergente, alors la suite initiale est, elle aussi, convergente vers la méme limite.
Preuve. Pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

vna m i no, d($n7xm) <

DN ™

Soit  une valeur d’adhérence de la suite (z,,),, , il existe une sous suite (:E@(n))n qui converge

vers x. Dong, il existe n; € N tel que

€
Vn = ny,d (Lp(n),l') < 3
Alors,
Vn = max {ng,n1},d(z,, ) = d (xn,x‘p(n)) +d (x‘p(n), a:) <€
Ce que montre que la suite converge. O

1.4.3 La densité

Soit A une partie d’'un espace topologique X.

Définition 1.4.7 On dit que A est dense dans X si et seulement si A = X i.e : les éléments

de X sont les limites des suites d’éléments de A et on écrit :
Ve e X,3(x,), CA:x, =z quand n — oo

1.4.4 Espaces métriques complets

Définition 1.4.8 On dit que l’espace métrique (X, d) est complet si et seulement si toute
suite de Cauchy dans X est convergente dans X, c’est a dire par rapport ou au sens de la

distance d.
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Exemple 1.4.3 Q muni de la distance usuelle Vx,y € Q : d(z,y) = |v — y| n’est pas com-

plet, car il existe dans Q des suites de Cauchy non convergentes. En effet, considérons la
Tn . .

suite définie par xo = 2 et X1 = > +—,n > 1. Les élements de cette suite sont rationnels,

or cette méme suite considérée dans R muni de sa topologie usuelle converge vers /2 ¢ Q,

et de lunicité de la limite on déduit que (xy), o n'a pas de limites dans Q.

Proposition 1.4.5 R est complet.

1.4.5 Sous espaces complets
Soit (X, d) un espace métrique et A C X.

Définition 1.4.9 On dit que la partie A de X est compléte si le sous espace (A,da) ou
da = d/A est la restriction de d & A, est complet.

Proposition 1.4.6 Dans un espace métrique (X, d) tout partie A de X compléte est fermée.

Proposition 1.4.7 Dans un espace métrique complet (X,d), il y a équivalence entre les
parties fermées et les parties complétes. C’est o dire que toute partie fermée est compléte et

toute partie compléte est fermée.

1.5 Continuité

Définition 1.5.1 Soit (X, 7) et (X', 7') deuz espaces topologiques et soit = € X. On dit
qu’une fonction f : X — X' est continue au point x si I'image réciproque f~1(V') de tout

voisinage V' de f(x) est un voisinage de x et on écrit :
(f est continue au point x) <= (VV' €V (f(z)) : f (V') eV(x))

Définition 1.5.2 L’application [ est dite continue dans X (ou sur X ) si elle est continue

en tout point de X.

Proposition 1.5.1 Soit (X, 7) et (X', 7") deuz espaces topologiques et soit f : X — X'
une fonction. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue sur X;

(ii) L’image réciproque par f d’un ouvert quelconque de X' est un ouvert de X ;

(#i) L’image réciproque par f d’un fermé quelconque de X' est un fermé de X.



1.6 Espace vectoriel normé 19

1.5.1 Homémorphisme

Définition 1.5.3 (1) Une application f : X — X' est un homéomorphisme si [ est une

bijection bicontinue (f et f~ sont continues).

(2) Les ensembles X et X’ sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de X dans

X'
1.5.2 Applications ouvertes-Applications fermées

Définition 1.5.4 Soit f une application de X — X'.
(1) f est dite ouverte si l'image par f de tout ouvert de X est ouverte dans X'.

(2) f est dite fermée si l'image par f de tout fermé de X est fermée dans X'.

Proposition 1.5.2 Si f est une bijection de X — X', il y a équivalence entre :
(1) f est une application ouverte ;

(2) f est une application fermée ;

(3) f~1 est une application continue.

Preuve. L’équivalence entre (1) et (2) résulte de l’égalité
f(cg) =

L’équivalence entre (2) et (3) résulte de la relation

et de la caractérisation de la continuité par image réciproque de fermés. Il

1.6 Espace vectoriel normé

Dans cette partie, on suppose que X est un espace vectoriel sur le corps k. Généralement
k = R et on dit dans ce cas que X est un espace vectoriel réel, ou k = C et on dit dans ce

cas que X est un espace vectoriel complexe.

Définition 1.6.1 Soit X un espace vectoriel. Une norme sur X est une application v ——

|z|| de X dans Ry = [0, +o00[ vérifiant :



1.6 Espace vectoriel normé 20

(M) ||z =0 <= x=0;
(N2) [[Az]l = [Alflz], VA € k,Va € X;
(N3) ||l +yl| < lz]] + |yl , Y,y € X (inégalité triangulaire).

Définition 1.6.2 Un espace vectoriel normé est un couple (X, |.||), ou ||.|| est une norme

sur X.

Exemple 1.6.1 (R, |.|) [resp. (C,].|)] est R [resp. C] espace vectoriel normé.

[un

n 2
Exemple 1.6.2 Dans R", x|, = <Zx3> est une norme ( la norme euclidienne stan-
i=1

dard) ; ici, x = (x1, T2, ..., x,) € R™.

Proposition 1.6.1 Un espace vectoriel normé (X, |.||) est un espace métrique pour la mé-
trique

d(z,y) = [lz =yl

Le couple (X, d) s’appelle l’espace métrique attaché a l’espace vectoriel normé (X, ||.||).

Définition 1.6.3 On dit que l’espace vectoriel normé (X, ||.||) est un espace de Banach si

est seulement si l’espace métrique (X, d) qui y est attaché est complet.

Exemple 1.6.3 Soit X un k—espace vectoriel normé de dimension finie n et {e, e, ...,e,}

une base de X. tout élément v € X s’écrira sous la forme unique,

T = x1€1 + Tees + ... + Tpe, avec T, To, ..., T, € K

On pose, ||z|| . = {max }|x1] . Alors (X, ||.]l,,) est un espace de Banach.
e{1,2,....n
Définition 1.6.4 Soit X un espace vectoriel. Deuzx normes ||.||,, ||.||, sur X sont dites équi-

valentes si et seulement si ACY, Cy = 0 telles que

Gy 2l < 1zl < Cs flally Ve € X



Chapitre 2

Espaces compacts

2.1 Définitions et propriétés

Soient X un ensemble non vide, A une partie de X, (4;),., une famille de parties de X et [

un ensemble quelconque (généralement infini et non dénombrable).

Définition 2.1.1 On dit que la famille (A;),.; constitue un recouvrement de A par des parties
de X si et seulement si A C UIAi . C’est a dire si et seulement si pour tout x € A il existe
1€
au moins un ig € I tel que X € A;,. Ou en d’autres termes : Ve € A, Jig € I : x € A;,.
Définition 2.1.2 Soit (X, 7) un espace topologique, A une partie de X et (0;),.; une famille
d’ouverts de X. On dit que la famille (0;),., constitue un recouvrement ouvert de A par des
ouverts de X si et seulement si A C ‘UIQi. C’est a dire si et seulement si pour tout x € A il
1€
existe au moins un iy € I tel que X € 0;, . Ou en d’autres termes Nx € A, Jig € [ : x € 0.
Définition 2.1.3 Soit (X, 7) un espace topologique et (0;),.; une famille d’ouverts de X .On
dit que la famille (0;),.; constitue un recouvrement ouvert de X par des ouverts de X si et
seulement si X = 'Uzei' C’est a dire si et seulement si pour tout v € X 1l existe au moins un
1€
1o € I tel que x € 0;,. Ou en d’autres termes : Nx € X,Jig e [ :x € 0.
Définition 2.1.4 Soit (X, 7) un espace topologique séparé.
On dit que (X, T) est compact ou que X est "t -compact” si et seulement si de tout recou-

vrement ouvert de X par des ouverts de X on peut en extraire un sous recouvrement fini de

X. C’est a dire que X est compact si et seulement si :
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Pour toute famille (0;),c; C T telle que X = .UIGZ-, il existe J C I, J fini, tel que X =
1€

}UJQi.Ou encore que X est compact si et seulement si :
1€
V(0i)jey CT, X = -Uzei =3JCI,|J]| < 400, X = ,ujei.
1€ 1€
Ou |J| = cardJ désigne le nombre d’éléments de J.

Définition 2.1.5 Soit (X, 7) un espace topologique séparé.

On dit que (X, 7) est compact ou que X est "r -compact” si et seulement si de toute de
fermés de X ayant une intersection vide, on peut en extraire une sous famille finie ayant la
méme propriété (d’intérieur vide). C’est a dire, et en désignant par F l’ensemble des fermés
de X, que X est compact si et seulement si :

Pour toute famille (F;),.; C F telle que iQIE =, il existe J C I, J fini, tel que ZQJFZ- =

&.0u encore que E est compact si et seulement si :
V(Fi)e; CF, ‘QIE =g=3JClI,|J| <+, ﬂJFz =g.
1€ 1€

Remarque 2.1.1 Les auteurs anglosaxons n'utilisent pas toujours la "séparation” dans ces
définitions . En francais, on parle d’espaces quasi-compacts.
Le but de la condition (X, 1), séparé est d’exclure certains espaces topologiques triviauz,

comme l’espace topologique grossier, (X, 7,) , par exemple.

Proposition 2.1.1 Les deuz definitions et[2.1.5 sont équivalentes.

Preuve. Supposons que (X, 7) soit compact au sens de la définition c’est a dire :
V(@i)iel C T,X = Ulel =dJ C [, ’J| = +OO,X = UJ@Z
1€ 1€
On obtient alors en passant aux complémentaires et en notant F ’ensemble des fermés de
X
u 01' u 91’
(v (0:);c; CT.Cx =Cx' =3I CI|J| < +00,Cx =Cy’ )
0; ) ; 0i 0i _
= (V(CX)iGI/HZET,VZEI,iQIC’ ®:>3Jc[,|J|<+oo,ig]C @)

= <V(F¢)i€[ C F, .ﬂIFi =g =3JClI,|J| < +oo, .iji = @)
e 1€
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Et cette derniére expression n’est que la formulation de la compacité au sens de la définition

215 O

Exemple 2.1.1 Tout espace topologique X fini discret est compact.
Maas

X est infine discret # X compact

car on peut prendre les singletons comme recouvrement de X par des ouverts.

Exemple 2.1.2 L espace topologique usuel, (R, 7.,), n'est pas compact car la famille (]—n,n[), -,
constitue un recouvrement ouvert de R, par des ouverts de R, et du quel on ne peut extraire
aucun sous recouvrement fini. Autrement R serait borné.

En effet, supposons qu’il existe N C N, N fini tel que R = U |—n,n[. Comme N est une

neN
partie finie de N*, alors elle posséde un plus grand élément ng et on aura dans ce cas

R = nLEJN]—n,n[ = |—no, no|

et R serait borné. Ce qui est absurde.

Exemple 2.1.3 (voir [3], [21]) L’intervalle [0, 1] est un compact de R.

Soit (0;);c; une famille d’ouverts qui recouvre [0, 1]. On note :
W ={s€l0,1]:[0,s] admet un recouvrement fini par des 0;} .

On aW # @ car 0 € W. De plus, par construction W est un sous-intervalle de [0, 1] : donc
W =[0,c[ ou W =10,¢] pour c=supW.

Sic < 1, on remarque qu’il existe j € I tel que ¢ € 0;. Lensemble 8; étant ouvert, on peut
trouwver s < ¢ < s tels que s,s € 6;. En particulier [0,s] C W car on peut ajouter 0; au
recouvrement fini de [0, s] : ceci contredit le fait que c est la borne supérieure de W. Ainsi

c =1 et on montre de méme que c € W.

Théoréme 2.1.1 (Borel-Lebesgue) [8] Soient a,b € R avec a < b. Alors lintervalle [a, b]

est compact.
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Définition 2.1.6 Soit X un ensemble non vide.

On dit que la famille (A;);c; C P(X) des parties de X jouit de la Propriété de I'Intersection
Finie ou posséde la Propriété de I’Intersection Finie (P.I.F) si et seulement toute sous famille
finie de la famille (A;),.; a une intersection non vide.

Ou, en d’autres termes, la famille (A;),.; jouit de la P.IF si et seulement si :
VJ CI:card] < 400 = ‘ﬁJAi # .
1€

Proposition 2.1.2 Soit (X, 1), un espace topologique sépareé.
L’espace topologique (X, T) est compact si et seulement si toute famille de fermés de X qui

jouit de la P.I.F a une intersection non vide.

Preuve.

i) Supposons (X, 7) compact et soit (F;),., C F une famille de fermés de X possédant la
P.LLF, c’est a dire telle que : VJ C I : cardJ < 400 = iQJFi #+ .

Montrons que iQ]Fi # .

On doit donc montrer que : (VJ C I:(card] < +o0) = (DJFZ- # @)) = (DIE- # @)
(S 1€
On a, en utilisant la compacité de X : <OIE- = @) = (EIJ C I :(card] < +0o0) A (AﬂJFi = @)) .
1€ 1€

Puis en passant a la contraposée dans cette derniére implication, et en notant P la négation

de la proposition P :

— (HJ C I:(cardJ < +00) A (QJF = @)) = (QIF = @)]
= [(wer @@=y (gr=s)) — (gr+o)]
= <w C I: (card] < +o0) V <£JFZ # @)) — (iQIFZ # @)]
— (w CI:(card] < +o0) = (zQJFZ # @)) = (ZQIFl + @)}
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ii) Supposons que toute famille (F;),., C F de X possédant la P.LF, c’est & dire telle que :

VJ C1:(card] < +o0) = <DJE~ # @) a une intersection non vide, c’est & dire :
1€

(VJ CI:(cardJ < +o0) = <zQJE # @)) = (QIE + @)

et montrons que (X, 7) est compact.

Soit donc (F}),.; C F de X tel que ﬂJE- = & et montrons que : 3J C I : (cardJ < +00) A
1€

(o)
e
Puisque cette famille (F;),.; C F de fermés de X posséde la P.LF on a :

(VJ CI:(card] < +o0) = (QJF + @)) = (ZQIF +# @)

Puis par passage a la contraposée dans cette derniére implication, on obtient :

Kw CI:(card] < +o0) = (QJE # @)) = (QIE # @)1

= KQIF = @) = (HJ CI:(cardJ < +o0) A <QJF = @))}

qui est exactement la caractérisation de la compacité de X au sens de définition 2.1.5] O

Proposition 2.1.3 Soit (X, 7) un espace topologique séparé.
Si lespace topologique (X, T) est compact, alors toute famille (F;),., C F de fermés, non

vides, de X et totalement ordonnée (selon l'inclusion) a une intersection non vide.

Preuve. Soit (F),.; C F une famille de fermés, non vides, de X et totalement ordonnée
par l'inclusion.

On a alors, pour tout J C I, J fini, la famille(#}),.; a un plus petit élément Fj,io € J qui
n’est pas vide ( F;, # @ ) et qui n’est autre que iQJFi c’est a dire iQJFZ- = F,, # @. Ou en

encore, et en d’autres termes :
VJ CI:(card] < +o0) = (DJE + @)
1€

Donc (F;),.; C F est une famille de fermés de X qui jouit de la PIF et comme X est compact,

cette famille a (proposition [2.1.2]) une intersection non vide, c’est a dire que ‘ﬁIFi #o. U
1€
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Remarque 2.1.2 Si l’espace topologique (X, T) est compact, alors toute famille (F;),., C F

de fermés, non vides, de X et décroissante (selon l'inclusion) a une intersection non vide.

Exemple 2.1.4 Dans l’espace topologique (R, 7,) qui n’est pas compact :

i) La famille décroissante de fermés non vides (F,),., de R définie par F, = [—%,%—ﬂ a
une intersection nrgan = {0} non vide.

i) Alors que la famille (G.),,, définie par G,, = [n,+oo[ qui est aussi une famille décrois-
sante de fermés, non vides, de R, a une intersection vide.

Autrement dit, lorsque l’espace topologique (X, T) n'est pas compact, toutes les situations

peuvent se présenter.

Proposition 2.1.4 [10] Soit (X, T) un espace topologique sépareé.
Si Uespace topologique (X, T) est compact, alors toute suite (v,),., C X de points de X
admet au moins une valeurs d’adhérence. Si elle admet une seule valeurs d’adhérence, alors

elle converge vers cette valeur.

Preuve. i) Montrons que la suite (z,,),,, admet au moins un valeur d’adhérence :

Posons X,, = {zy,k = n} , alors :(X_n)nﬂest une famille décroissante de fermés non vides
de 'espace compact X. En vertu de la remarque [2.1.2] cette famille a une intersection non
vide, c’est a dire,

nngn 7& @

Or, cette intersection n’est rien d’autre que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite

(%), qui est donc non vide.

ii) Supposons que QlX_n = {z} et montrons que la suite (x,),,, converge vers cette valeur
s =

x : c’est & dire, montrer que
YW eV(x),Ing e N ,VYneNn>=ny = z,€V

Soit alors V € V(z) :
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(VeV() = Fer,xzecldCV
— 2¢C%
— {2}nC% =0
= (mE)me(:@
n>1
— N (X,nC%) =2

n>1
Comme (X_n N C’f()nH est une suite décroissante de fermés de X et que X est compact, alors

nécessairement, I'un de ces fermés serait vide car autrement on aurait N (X, NC%) #£2.11
n>x1

existe donc ng € N* tel que X,,, NC% = @ . D’ou

(XpynNCh=02) = X,,COCV
- X, CX,,COCV
= X, CV.
Et comme la suite (X,,),,, est décroissante, on a pour tout n € N
n=ny = z,€X,CX,, CV

En conclusion
VWV eV(z),Ing e N VneNn»=ny = z,€V.
C’est a dire

lim z,, = z.
n—oo

Il resulte de cette propiété le théoréme suivant,

Théoréme 2.1.2 (Bolzano-Weierstrass) [10/, [21] Toute partie infinie A de X compact

admet au moins un point d’accumulation.
Il s’en suit,

Théoréme 2.1.3 (Bolzano-Weierstrass) Un espace m “etrique (X, d) est compact si et

seulement si, de toute suite d’“eléements de X on peut extraire une sous-suite qui converge.
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2.2 Compacité dans les espaces métriques
Proposition 2.2.1 Un espace métrique compact est complet.

Preuve. Soit (X, d) un espace métrique compact. Alors toute suite de Cauchy admet une
valeur d’adhérence; elle est donc convergente.

La condition de séparation est remplie grace a la proposition Par conséquent, (X, d)
est complet. O

Proposition 2.2.2 Soient (X,d) un espace métrique compact et A C X . Alors
A compact <= A fermé dans X.

Preuve. Si A est compact, alors A est complet, donc fermé dans X. Réciproquement,
si (x,), est une suite de A, alors (z,), a une valeur d’adhérence dans X ; A étant ferme,

cette valeur d’adhérence appartient & A, et donc (z,), a une valeur d’adhérence dans A.

g

Proposition 2.2.3 Soient (X, d) un espace métrique compact et A C X. Alors

A compact => A borné et complet.

2.3 Union - Intersection

Proposition 2.3.1 (1) Dans X séparé, la réunion d’une famille finie de compacts est com-
pacte.

(2) Dans X séparé, Uintersection d’une famille (A;),.; de compacts est compacte si I # O.

Preuve. Pour (1) c’est immédiat, par récurrence.
Pour (2) c’est évident, car A; fermé donne A = NA; est fermé,et donc A est compact car

contenu dans A; compact. Il
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2.4 Compacts de R et C

Théoréme 2.4.1 (Borel-Lebesgue) A est compact dans R si et seulement si A est fermé

borné.

Preuve. i) Si A est compact, alors elle est fermé selon la proposition et borné (et
complet) selon la proposition , et donc il est fermé borné.

ii) Supposons que A est fermé borné et prouver qu'’il est compact. Soit (z,), C A une suite
de points de A, nous prouverons que nous pouvons en extraire une suite partielle de points
convergents. Pour cela, il suffit d’en extraire une suite partielle de Cauchy, et puisque A est
fermé dans R et R est complet, il est également complet, et danc la suite convegerera.

» Si la suite (z,), a un nombre fini de termes, alors elle est stable et donc convergente.
»» Sinon, et comme A est borné, il existe a,b € R,a < b: A C [a,b] = Iy. Divisons I en
deux parties égales. L’une de ces deux parties contient un nombre infini de termes de la suite
(x,),,, soit I cette partie et n; le plus petit nombre tel que z,, € I;.

»»» Divisons /; en deux parties égales. Soit [5 la partie qui contient un nombre infini de
termes da la suite (), et ny le plus petit nombre tels que ny # ny et x,,, € Is.

»»»p» Divisons I en deux parties égales. Soit I3 la partie qui contient un nombre infini de

termes de la suite (x,), et ng le plus petit nombre tels que ng # ny , ng # ng et x,, € Is.

» ... »pDivisons [;_; en deux parties égales. Soit I la partie qui contient un nombre infini
de termes de la suite (z,), et ny le plus petit nombre tels que n, # ny , g # na ...,
N 7 Ng—o €t Ny # ng_1, et z,, € I.

D’une part, nous avons, pour les longueurs des intervalles [, tels que £ =0,1,2,...:

La longueur de I'intervalle Iy = [a,b] est b — a = 2.

La longueur de lintervalle I; est %% = b;—la

La longueur de U'intervalle I est **.

La longueur de l'intervalle I3 est =3*.

La longueur de l'intervalle [ est =2.
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D’autre part, ... C I3 C I, C I_1 C ... C Iy C I} C Iy,Alors, la suite des intervalles
(Zp) o décroissante.

Donc, considérant ng € N*, k > ng, k' > ng alors

Tn, € I, C [no

xnk, E ]k/ C ‘[TL() } — (xnk E Ino) /\ <$nk, E In0> —

xnk - xnk/

11 suffit de prendre : ng = E () + 1.
Et en fin

1

Ve > 0,3ny € N* (no —F (g> +1) Vk e N* Vk e N*: (k> nO)A(k:’ - n0> o <.

xnk - xnk/

C’est-a-dire (2, );,,est une suite de Cauchy dans A alors elle est convergente et donc A est

compact. O

Proposition 2.4.1 A est compact dans C si et seulement si A est fermé borné.

Preuve. La démonstration de cette proposition est assez similaire a la précédente, pour

plus de détails, le lecteur pourra consulter [1]. O

2.5 Produit d’espaces compacts
Soit X = H X, ou, pour tout ¢ € J, X; est un espace topologique.
i€J fini
Proposition 2.5.1 [10], [8§] X est compact si et seulement si pour tout i € J fini, X; est

compact.

Remarque 2.5.1 Le théoréme de Tychonoff lui stipule que le produit fini ou infini de com-

pacts est lui aussi compacﬂ.
Proposition 2.5.2 A est compact dans R™ [resp. C"| si et seulement si A est fermé borné.

Preuve. Si A est compact dans R” [resp. C"] et sachant que A = A; x Ay x ... x A, o
A; C R [resp. C] pour touti = 1,2, ...,n, alors A; (i = 1,2, ...,n) est compact d’apreés la propo-
sition m (on prendra les topologies induites de R [resp. C] usuel pour A et A;), mais alors

'Le lectreur interressé pourra consulter [14] p. 85 ou [21] p. 290
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A; est fermé borné dans dans R [resp. C] d’aprés la proposition [resp. [2:4.1]. Comme

A; est un borné alors il est inclu dans une boule (ouverte elle méme incluse dans une boule

fermée) (By), (a;,r;) (a; € RV C selon le cas,r; > 0) et enfin, A = HAi C H (By), (a;, ;)

)
i=1 =1
n

est aussi borné car H (By), (ai, ;) est borné. D’autre part, on a vu que A; est fermée. comme

il est aisé de voir que le produit fini de fermés est lui aussi fermé, alors A est fermé.

Inversement, si A est fermé borné dans R” [resp. C"], alors du fait que A soit borné il est inclu
n

dans une boule By (a,r), cette derniére est incluse dans H (By), (a;,r) ot a = (a1, az, ..., ar)
i=1
(a; € RV C selon le cas,r > 0) et donc,

n n

A=AcC H (Bp); (airs) = [ By); (i) = [ (By); (@)

i=1 =1

Or, (By), (a;,7;) est fermé borné dans R [resp. C| d’aprés la proposition [resp. [2-4.0]

n

c’est donc un compact, H (By); (ai,r;) est compact comme produit fini de compacts et A
i=1

est compact car c’est un fermé dans un compact (voir proposition [2.2.2)) U

2.6 Espaces compacts - Espaces normaux

Proposition 2.6.1 Tout espace compact est normal.

Preuve. - Soit un point x et F' un fermé, avec x ¢ F. Pour tout y € F, il existe
deux ouverts disjoints U, et V, contenant respectivement x et y et tels que U, NV, = &
(U, € v(z) et 'V, € v(y)).

Maintenant quand y décrit F', V}, décrit un recouvrement ouvertde F. Dans X compact, F
fermé donne F' compact, et donc on peut extraire un sous recouvrement fini par V,,,...,V,, .
Ainsi V, = Zg%z est un ouvert O F et W, = iglin est un ouvert qui contient x. Puisque
U,NVy,, =@;alors V, "W, = @.

- Soit F' et ¢ deux fermés disjoints. Pour tout € ¢ , on peut trouver deux voisinages ouverts
disjoints W, de x et V. de F. En faisant décrire ¢ par x et en recommencant le raisonnement
précédent, on trouve un ouvert U contenant ¢ disjoint d’un ouvert V' contenant F'. Il

Il en découle que tout espace compactest compétement continu.
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2.7 Fonctions continues sur un compact

Proposition 2.7.1 Soient (X, 1) et (X', 7') deux espaces topologiques séparés et soit
[+ X — X' une application continue, alors l'image de tout compact de X par f est un

compacte, en particulier, si X est lui-méme un espace compact alors f(X) est compact.

Preuve. Soit f : X — X’ une fonction continue et K un compact de X. Si ‘UI(’)Q est
S

un recouvrement d’ouverts de f(K), alors Y f7H(O}) est un recouvrement d’ouverts de K.
S

Comme K est compact on peut en extraire un sous-recouvrement fini, K € ,UJ 1o
1€

(J C I est fini), on a alors f(K) € .UJO;'- Ainsi K est compact. O
1€

Proposition 2.7.2 Soit f : X — Y une application continue et bijective entre deux espaces

topologiques, X étant un compact. Alors f est un homéomorphisme.

Preuve. 1l suffit de vérifier la continuité de f~!. Soit /' un fermé de X ; F est donc compact.

Alors (f~1)71(F) = f(F) est un compact de Y, donc un fermé de Y. O
Proposition 2.7.3 Tout espace métrique compact est borné.

Preuve. Démonstration. Soit (X, d) compact. On fixe un a € X et on consideére la fonction
continuef : (X,d) — R,
f(z) =d(x,a). Alors f est bornée; en particulier, il existe un r > 0 tel que f(z) <r, x € X,

ou encore X = B(a,r). O

2.8 Compacts dans les espaces vectoriels normés de di-
mension finies

Proposition 2.8.1 Soit X unk espace vectoriel normé de dimension finien et {eq, es, ..., e,}
une base de X. Alors, (X, ||.|| ) défini dans la proposition|1.6.5 est homéomorphe a (K™, ||.|| ) -

Mieux encore, il existe un isomorphisme bicontinu entre ces deux derniers.

Preuve. Soit

o: X — kK" zr— ¢(x) = (21,22, ..., 2,) avec x = Zkak,xk ek
k=1
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1) ¢ est un isomorphisme. Vz,y € X;z = Zkak,xk e k,y = Zkak,yk € kon a

k=1 k=1
n

x+y:Z(xk+yk)Xk
k=1

30(x+y) = ($1+y17$2+y27'“7xn+yn)
= (21,22, ., Tn) + (Y1, Y2, -, Yn)

= () +ey)

De plus, il est aisé de vérifier que ¢ est bijectif (existance et unicité de lécriture = =

Z.Tka,Jﬁk ck )

k=1
2)  est bicontinu. Vz,y € X,

(@) — oWl = Io@ -l = 1~ v072 — 100z — p)lloe (281)
dans (k"7||||oo>
= max |z;—y|= ||z -yl
i€{1,2,...,n} Dans (X,HHOO)

Ce qui fait de ¢ une application 1-Lipschitzienne donc continue. Comme ¢ est un morphisme

bijective, alors

Va,y € k" <g0_1 (z) = Zkak,xk ceketpt(y) = Zkak,yk € k)

k=1 k=1
e (@) - W, = e z—v),
Dans (X,[ll|,, )
= max |z, -y = [z -y
1€{1,2,00m} Dans (kn,\||ij)
Ce qui fait de ¢! une application 1-Lipschitzienne donc aussi continue. Il

Corollaire 2.8.1 1. ¢ est une isométrie, en effet on pose dans y = Ox et sachant

que ¢ (0x) = 0 on obtient :

[e.e]

Il en est de méme pour .

2. L’image de tout compact par ¢ ou gofl est compacte.

Proposition 2.8.2 La boule unité fermée de (k" ||.||..) est compacte.
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Preuve. lercas:k =R, Bys(0,1) =[-1,1]". [~1,1] est un compact dans (R, |.|) car c’est
un fermé borné, comme le produit fini de compacts est un compact (théoréme de Tychonov),
alors [—1,1]" est aussi un compact dans (R", ||.||) -

2¢me cas k = C, Bys (0,1) =D (0,1)", 00 D (0,1) ={z € C: |2| < 1}

Se démontre comme le ler cas. O

Proposition 2.8.3 Soit X un espace vectoriel normé de dimension finie. La boule unité

fermée de (X, ||.||.,) est compacte.

Preuve. Notons par By (0, 1)y la boule unité fermée dans (X, |||| ) . En utilisant la partie
1 du corollaire [2.8.1 on trouve que By (0,1)y = ¢ (Bsoy (0,1)), Or, d’apres la proposition
By (0,1) est compact, on conclut que By (0,1)y est compact par la partie 2 du
corollaire 2.8.7] O

Proposition 2.8.4 Si X est de dimension finie, toute norme N est une application continue

de (X, [|.lo) a (R, [.[).

Preuve. 1l suffit pour cela de montrer que N est lipchitzienne. Pour tout
x € X :x=ux1€1 + Xo€g + ... + Tpe, o0 {e1, €9, ...,€,} est une base de X et x1, 2z, ..., z, €K,

donc,

N (z) = N(xie1+ xeeq+ ...+ 06, ) (2.8.2)
< | N (e1) + |z2| N (e2) + ... + [2a| N (en )
< (N(e1)+N(e)+...+N(e,)) max |z
1€{1,2,....,n}
< Bzl

o, 3=N(e;)+ N(ex)+ ..+ N(e,) =0, {e1, e, ...,e,} étant une base, ses élements sont
par définition non-nuls et leurs images par N aussi puisque N est une norme.

Et alors z,y € X,
IN(z) =N @) <N(@—-y) <Blz—yl

iné trian généralisée

N est f— lipchitzienne et donc continue. O

Théoréme 2.8.1 En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
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Preuve. On va montrer que toute norme N définie sur un espace de dimension finie X est
équivalente & |.|| . Le résultat découlera de la symétrie et la transitivité de I’équivalence des
normes .

Pour montrer que N est équivalente a .||, il faut et il suffit de trouver deux constantes

o0 )

a > 0et § > 0 pour lesquelles
Ve e X allz|, < N(x) < Bl

L’une des deux inégalités recherchées découle immédiatement de , il reste & touver a.
soit So (0,1)y = {x € X : ||z]|, =1}, on rappelle que :

By (0,1) est compact (proposition .

Soo (0,1)y € Boos (0,1)y et Sso (0,1)y est un fermé. on déduit que S (0,1), est compact
(toute partie fermée contenue dans un compact est elle méme compact).

Or, la norme N est une application continue de (X, |[.||) & (R,|.|) (voir proposition [2.8.4]).

Elle atteint donc ses bornes et,
Im, M e R;Ve € S5 (0,1)y :m <N (z) <M

En particulier, 3z € So (0,1) : m = N (x9) > 0 (car elle atteint ses bornes!)
On peut affirmer que

dm > 0,Vz € S5 (0,1) : m < N ()

Enfin, on pose pour tout z € X, x non nul : y = ﬁ, alors ||y|| = HﬁH =1 et donc
T o T oo oo
Yy € S (0,1) . Do,
N
Ve € Xom<N(=n[t)-Nw
[zl /) ]
= |lzllom < N ()
comme cette inégalité est aussi vérifiée pour z = Ox on déduit que a = m. U

Corollaire 2.8.2 Deux espaces vectoriels normés sur le méme corpsk et de méme dimension

finie sont isomorphes.

Corollaire 2.8.3 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet et donc tout

sous-espace de dimension finie d’un espace vectoriel normé est fermé.
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Preuve. i) Soit X un espace vectoriel normé de dimension n. Alors d’aprés le corolaire
X est isomorphe & (R™, ||.||,) - qui est complet. Comme la completude est préservée
sous les isomorphismes d’espaces vectoriels normés ( la continuité de 'isomorphisme et de
son inverse donne qu’une suite est de Cauchy et convergente dans un espace si est seulement
si son image est de Cauchy et convergente dans 'autre espace), donc X est complet.

ii) Soit Y un sous-espace de dimension finie d’un espace vectoriel normé X. Alors Y est

complet donc Y est (topologiquement) fermé. O

Corollaire 2.8.4 Dans un espace vectoriel normé X de dimension finie, une partie A de X
est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée. En particulier, la boule unité fermée

B(0,1) est compacte.

Preuve. Soit (X, ||.||) un espace vectoriel de dimension finie et , une partie A de X.

i) On suppose que A est compacte et on montre que A est fermée et bornée.

A est fermée : Soit (x,,), .y une suite de Cauchy dans A convergente vers x € X. on veut
montrer que r € A.

A étant compact alors (), .y admet une valeur d’adhérence y € A, mais comme (), .y
converge, forcement ©z =y et z € A.

A est bornée : Supposons le contraire, ¢ & d que A ne soit pas bornée, alors
VM eR,Iz€A: ||z >M

pour :

M = 1:dpy € A:|n| >1

M = 2:3zy€ A:||xa] >2

M = n:3dz, € A: |z, >n

La suite (xy),,cy ainsi construite n’admet pas de valeur d’adhérence ce qui contre-dit le fait

que A soit compacte.
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ii) on suppose que A est fermée et bornée et on montre que A est compacte.

Comme X est de dimension finie n d’apres la proposition (X, ]].l,) est homéomorphe
a (k™ |.|l.) par I'application ¢,mais alors ¢ (A) est fermée et bornée de k™, car c’est I'image
(directe) du fermée (¢ est un homéomorphisme) bornée (p est une isométrie) A par 'appli-
cation ¢ et par conséquent, A est compacte (les fermés et bornés sont des compacts de
R"™ ou C"). Enfin, A = ¢! (¢ (A)) est compacte car c’est I'image du compact ¢ (A) par

lapplication fermée 1. Il

2.8.1 Lemme de Riesz

Lemme 2.8.1 Soit Y un espace vectoriel (topologiquement) propre (ie : non-vide et différent
de X ) fermé d’un espace vectoriel normé X alors pour chaque € > 0 il existe un vecteur unité

o € X pour lequel ||xg —y|| = 1 —¢ pour tout y € Y.

Preuve. On donne la preuve pour le cas ¢ = % On a seulement besoin du resultat pour
€= % pour prouver le théoréme de Reisz. Puisque Y est un sous-ensemble propre de X alors
ily az e X\Y. Puisque Y est un sous-ensemble (topologiquement) fermé de X alors X\Y
est ouvert et donc il y a une boule d’un certain rayon positive centré en x qui est disjoint de

Y. Donc si on prends l'infimum de la distance de z a un élément de Y alors on obtient une

distance d > 0 : inf{Hx — y/H Jy € Y} =d > 0. Choisir y; € Y pour lequel ||z —y|| < 2d

(ce qui peut étre fait par la difinition infimum de d). Definir zy = ﬁ .Alors pour tout
yey: /
. T=n _z—pi—ylle—wmll . 1-y
To—y=T— Y= =
|z — | — | —

oﬁy/:y1+y|]x—y1HEY

Puis :
R e
IR Iz = vl
- M car d < Hx—y/Hpar le choix de d
2d -
)

car y € Y est arbitraire, le résultat suivant. O
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2.8.2 Théoréme de Riesz

Théoréme 2.8.2 [T]] La boule unité fermée Bf(0,1) d’un espace vectoriel normé X est

compacte si est seulement si X est de dimension finie.

Preuve. Si X est de dimension finie alors la boule unité fermée est compacte d’apreés le
corolaire 2.8.4]

Supposons dim X = co. On montre que X n’est pas compact. Soit z; € Bf(0,1). Considérons
lespace de {z}

X; ={z € X/x = ax; pour certains a € R}

Alors X est un sous- espace vectoriel propre fermé de X ("fermé" car toute suite convergente
des éléments de X, converge vers un élément de Xy, de sorte que X; contient tous ses points
limites ; "propre" car dim X = oo ). Donc d’aprés le lemme de Riesz avec ¢ = %, il y a
x5 € By(0,1) pour lequel ||z; — 25| = 3. On utilise maintenant 'induction. On suppose
qu’ayait choisi n vecteurs dans Bf(0,1), {z1, 2, ..., z,,} dont les paires sont distantes de plus
d’une distance % Soit X, 'étendue de {z1, x2, ...,z }.

Alors X, est un sous-espace de dimention finie de X et il est fermé par le corolaire [2.8.3] et
X, est un sous-espace propre de X puisque dim X = oo.

Encore une fois, par le lemme de Riesz avec ¢ = %, il y a z,41 € Bf(0,1) pour lequel
|2 — Znsa|| = 3 pour 1 <4 < n. La suite résultante (X;) C By(0,1) satisfait ||z, — 2| > 3
pour tout n # m. Elle n’a donc pas de sous-suites convergentes (rappelons que les suites

convergentes sont toujours de Cauchy par I'inégalité triangulaire). Donc Bf(0, 1) n’est pas

compacte (on traite ici Bf(0,1) comme un espace métrique). O



Chapitre 3

Espaces localement compacts

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1.1 Un espace est dit localement compact s’il est séparé et si tout point de
cet espace posséde un voisinage ouvert & cloture compacte (ou encore plus simplement un

voisinage compact).
On trouve aussi dans la littérature une autre définition :

Définition 3.1.2 Un espace est dit localement compact s’il est séparé et si tout point de cet

espace posséde une base de voisinages ouverts a cloture compacte.

Nous allons montrer & présent que ces deux définitions sont équivalentes, ceci s’appuie forte-

ment sur la séparabilité.
Proposition 3.1.1 Ces deux définitions sont équivalentes.

Preuve. 1l suffit de montrer que la premiére implique la seconde.

Soit donc x dans X, localement compact selon la premiére définition. Soit V' un voisinage
ouvert de x. On veut trouver un voisinage compact de x contenu dans V.

Soit U un voisinage ouvert de x & fermeture compacte, quitte a prendre I'intersection avec V,
on peut supposer que U C V. Supposons construit un voisinage ouvert W de x inclus dans
U tel que W C U. Alors, W est compact et inclus dans V, ce qui confirmerait la proposition.

Montrons donc 'existence d’un tel ouvert W.
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Soit QU la frontiere de U, qui est compacte. Pour tout x; de 0U, il existe un ouvert U; de x;
et un ouvert W; de = qui les séparent. Le compact 0U est recouvert de tous les U; et donc
par un nombre fini de ceux-ci. Posons W l'intersection finie des W; correspondant, alors W

est un voisinage ouvert de z et par construction W n’intersecte pas OU. Il en résulte W C U.

g

Exemple 3.1.1 Tout espace discret X est localement compact, en effet : Pour tous x € X,
{z} est un voisinage compact de x. en particulier, Z muni de la topologie induite par celle de

R est localement compact.

Exemple 3.1.2 R est localement compact car, pour tout x € R et n = 0, [t —n,x +n] est
un voisinage de x fermé et borné, donc compact. Plus généralement, R" et C" sont localement

compacts.

Exemple 3.1.3 Tout espace compact X est localement compact. En effet, pour tout x € X,
il suffit de considérer comme voisinage X lui-méme, la réciproque est par contre fausse, par

exemple R est localement compact mais non compact.
Proposition 3.1.2 Q n’est pas localement compact.

Preuve. Supposons Q localement compact. Alors tout point de Q aurait un voisinage
ouvert a cloture compacte. Choisissons un ouvert U de 0 & cloture compacte. Tout ouvert
de U est également a cloture compacte, donc on peut prendre pour U un intervalle ouvert
] —t,t[NQ, ou t est un irrationnel (cela forme effectivmeent une base d’ouverts de 0 dans Q).
L’ensemble | — ¢,¢[NQ = [—t,t] N Q est & la fois ouvert et fermé dans Q car ¢ est irrationnel.
Donc, U est compact. Maintenant, on prend une suite z,, de rationnels de U tendant vers
t. C’est une suite dans un compact qui ne posséde pas de sous-suite convergente dans le-dit

compact, puisque toutes ces sous-suites tendent vers t. Ce qui contredit la compacité de U.

0

Remarque 3.1.1 Comme Q est un sous espace de R, on déduit qu’en général un sous espace

d’un espace localement compact n’est pas forcement localement compact.
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Proposition 3.1.3 soit X un espace topologique localement compact. Tout fermé de X est

localement compact.

Preuve. soit I’ un fermé de X et soit x € F.
Il existe V' voisinage compact de x dans X. Or, V' N F' est un voisinage de x fermé dans F'.
Donc, V N F' est un compact.

Par conséquent, F' est localement compact. (Il
Proposition 3.1.4 Tout espace localement compact X est régulier.

Preuve. On rappelle que tout compact est régulier.

Soit V € V() : Existe-t-il V' € V(z) fermé tel que V' C V' ?

X étant localement compact, donc il existe W € V(x) compact de X. Comme W est compact,
il W est régulier.

Or, W NV € Viy(x), donc il existe V' € Viy(x) fermé tel que V' C W N V.

W étant un compact de X, donc c’est fermé de X Donc,V’ est un fermé de X et V' C V.

Par conséquent, X est régulier. U
Proposition 3.1.5 Tout espace localement compact X est complétement régulier.

Preuve. Soient X un espace localement compact, x € X et F' un fermé de X tel que z ¢ F.

Il existe un voisinage ouvert U de x tel que U est compact. L’ensemble,
R, = (0\U) U (TN F)

est un fermé dans U. Il est clair que = ¢ Fy c’est a dire z € U\ Fyy. Mais U est compact donc

complétement régulier (proposition [2.6.1]), alors il existe une application continue
fi:U —[0,1] tel que fi(z) =0 et fi(Fp) = {1}

Considérons 'application

fo: X\U — [0,1]

définie par f2 (y) = 1. On a,
Un(X\U)=U\U C F,
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donc,
J1 ‘UQ(X\U) = f ‘UH(X\U)

Donc I'application,

FiX=UU(X\U)—[0,1]

définie par f(z) = fi(z) si z € U, f(2) = fa(2) si z € X\U, est continue. Par conclusion X

est complétement régulier. U

Proposition 3.1.6 Si X est localement compact, alors tout point admet un systeme fonda-

mental de voisinages compact.

Preuve. Soient z € X et V € V(z) .

Il existe W € V(z) compact.

W NV e Vx(z) et X régulier, donc il existe U € Vx(x) fermé tel que U C W N V.

Comme W est compact, il est fermé dans X et U C W.

Donc U est un fermé de W qui est compact, Par conséquent, U est un compact tel que U C V.

0

Proposition 3.1.7 Si X est localement compact, alors tout ouvert de X est localement com-

pact.

Preuve. En effet : Soit A un ouvert de X et soit x € A .Existe-t-il W € V4(x) compact ?
Comme X est localement compact, il existe V' € Vy(x) compact.

Or A est un ouvert de X, donc ANV € Vx(z).

Donc il existe W € Vx(z) compact tel que W C ANV C A.

Par conséquent, W € V(x) compact. O

3.2 Compactification

Définition 3.2.1 En topologie, la compactification est un procédé général de plongement d’un
espace topologique comme sous-espace dense d’un espace compact. Le plongement est appelé
le compactifié. Un tel plongement existe si et seulement si l’espace est complétement régulier.

Autrement dit :
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Le couple (Y, ) ot Y est un espace compact et o : X — Y est un homémorphisme prolon-

geant (intégrant) X dans Y tel que ¢ (X) =Y, est appelé une compactification de l’espace
X.

Comme tout space localement compact est complétement régulier, alors ce dernier, s’il n’est

pas compact, peut étre compactifié. Nous présentons dans ce qui suit quelques exemples.

3.2.1 Exemple de compactification

Compactifié d’Alexandroff

Théoréme 3.2.1 [5/, [§], [21)] Soit (X, T) un espace localement compact (non compact). Il
existe un espace compact X et un point p € X tel que X soit homémorphe a X\ {p} = C{p}

Proposition 3.2.1 L’espace X est définie & un homémorphisme pres.

X est appelé le compactifié d’Alexandroff de X.

Preuve. Soit (X, 7) un espace topologique localement compact. Soit O la famille des ouverts
de X pour la topologie 7.
Soit X = X U{p}oup¢ X.

On munit )N( de la topologie T définie par la famille des ouverts (N9 :

(NQ = QU {Oj}( ou K décrit 'ensemble des compacts de X } )

T est une topologie sur )g :
En effet, O vérifie les axiomes (01),(02) et (03) :
(0y) : L pecOcarge0

- X € O car @ est un compact de X et X = CZ.
X

(02) : Soit (V),., C O.

-&a%gcoﬁm$%weoc&

1€

- Si, pour tout i € I,V; = C’f UIV C’ff et DIKi est un compact de X. Donc AUIVi € (7)
1€ 1€ 1€

- Sl existe I; C I et Iy C Itel que I; U Iy = I avec (V;),.;, C O et (V})jej2 C O alors

UvV,eOet UVE(’)

i€ly Jj€l>

Donc, tout revient & montrer que si Uy € O et Uy € O alors Uy UU, € O.
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En effet, soit U; € O et Uy = C’)ﬁ((

U Uy = Uy UCE = cHNE
X X

Ui N K est un fermé de K, donc c’est un compact. Par conséquent, Uy Ul € (N’)

(A3) : Soient V4, V5 € (5 .

“SiVi,Vhe O, alors ViNVa € OCO.

-SiV) = C’gl, Vo = C’){:z ou K, et K5 sont deux compacts de X ,alors V1NV, = Cgl HC;({Z =
CglUKQ,comme K7 U K5 est un compact, alors V; NV, € g)

SiVieOetVy ¢ 0O, alorngng. DochlrWVg:VlﬂC’g:VlﬂC)lgcarpengais
p ¢ Vi

Par conséquent, V; NV, appartient & O C 5

Montrons que la topologie induite sur X par celle de )N( coincide aves celle de X :
Soit 3 la famille des ouverts de X pour la topologie induite sur X. Alors 5 = O, en effet :
Il est clair que O C .

Soit A € f3;

- Si A € O c’est terminé.

- Sinon, il existe K compact de X tel que A = Cg NX=Cckeo0.

Donc la topologie induite sur X par celle de )N( .

)N( est séparé :

Soit =,y € X avec x #£.

-Siz,y € X cest fini car X est séparé.

-Siz =pety e X, il existe K € Vx(y) compact car X est localement compact. Soit
V:Cgev%(p) etona KNV =@.

Donc X est séparé.

)N( est compact :

Soit (V;) un recouvrement ouvert de X donc X = igIV;. Comme p € X , 1l existe j € I tel
que p € V}.

Donc, il existe K compact de X tel que V; = C’)ﬁ(( .

K étant un compact de X donc il existe 1, i2, ...,7, € [ tel que K C lem.
m=

Or )N( =KU C’g C ( le) U V;. Donc )N( est un compact.

m=
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(X,7) est homémorphe a ot
X

En effet, considérons la correspondance :

(X,7) — oW
X

Tr = .

C’est une bijection continue et ouverte. Donc, c’est un homéomorphisme.
X est défini & un homéomorphisme pres :
Soit X un espace localement compact tel qu’ il existe p € X' et un homéomorphisme f de

X sur le sous-espace X'\ {p} :

!

Montrer qu'’il existe un homéomorphisme f de X sur X' tel que f (p)=p .

o oy | fl@) sizeX
On prolonge f & f en posant : f(z) = { V' siz=p

Alors, f est bijective et f~! est continue.En effet, f~!: X' — X .
Soit A un ouvert de X :
1cas : AC X

~

FA) = F(A) = (F71) 7" (A) ouvert de f(X) = X'\ {p'} car f~! est continue.
Or, X'séparé = {p'} fermé = X'\ {p'} = f(X) est un ouvert de X' = f(A) est

ouvert de X'.

26m6

cas : p € A.
Alors, il existe K compact de x tel que A = C’g — X \K.

F(A) = FXONF(K) = X\F(K)

Or, K compact et X' séparé = f(K) est un compact de X' = f(K) est un fermé de

!

X.

~

f(A) est un ouvert de X'. O

Application :

Exemple 3.2.1 1) Considérons X = [a,b[C R. Alors X est localement compact car X =
|—00,b] N [a, +o0[ (intersection d’un ouvert et d’un fermé), la proposition donne alors

~

X = [a;b] est compact.
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2) X =R est localement compact. Soit R=RU {o0}. Alors R est homéomorphe au cercle
unité Sy de R*(z* + y* = 1).

-~ ¥ E"?
Mix,0)

-5-'1

L’application M — M’ est Uinversion de centre P et de puissance 2 (Inv(P,2)) et f :
M (z;0) — M’ est une bijection de R — S; —{P} est bicontinue donc un homéomorphisme

de R — S; — {P}. R est homéomorphe a S; — {P} = 5.
F 20 2?2 -1
A e 4 _—
24+ 1722 +1
Plus généralement le compactifié d’Alexandroff ]1€” de R™ est homéomorphe a la sphére unité

de R 1,

3) Le plan complexe compactifié C. On sait que C est homéomorphe a R? par :
2z =11 +ixe — (21, T2)

Dans C, d (z,z/) = ‘z — z/| .C est localement compact, il admet un compactifié C et C est

homéomorphe a la sphére unité Sy de R3.
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Pour tout M de R? de coordonnées (x1,x4,0) on associe M' € Sy N PM, par Uapplication :

21, 279 |
4+t +as+ 1 23+ 22+ 1
[ :R? — Sy—{P} est une inversion Inv(P,2). Ainsi f est homéomorphe de R* — So—{ P}

[y, z2) — <

et donc R* = C est homéomorphe a Sy — {P} = Sy. Notons que la fonction f ci-dessus peut

également étre définie par :

L 211 2y |27 —1
Z2 = X1 +iTe — : ,

12217 [P+ 17 2P + 1
Construction de R (la droite achevée)

Soit (z,,), une suite réelle : elle n’a pas forcément de limite, ni méme de valeur d’adhérence
(dans R), par exemple si x,, — +00. On va "ajouter" deux points supplémentaires & R notés

—00 et 400, ol {—o00;+00} NR = & et —00 # +00, et ainsi définir :
R =R U {—00; +00}
On munit R d’une relation d’ordre total, prolongeant ’ordre connu sur R :
Vo € RU{+00},—00 <z

Vy e RU{—o0},y < +00

On pose :
Vr,y € R,d(x,y) = |Arctan(z) — Arctan(y)|

ol par convention Arctan(+o0) = 7 et Arctan(—oo) = —7.

Remarque 3.2.1 prolongée ainsi, la fonction Arctan est injective sur R

Proposition 3.2.2 d est une distance sur R, et la topologie induite par d sur R C R est la

topologie usuelle de R.

Preuve. - d est & valeurs dans R*; elle est symétrique (Va;y € R;d(z,y) = d(y,z)). De
plus d(z,y) = d(y,x) <= Arctanxz = Arctany <= x = y puisque Arctan est injective.

Enfin, si z,y,2 € R :

d(z,y) < |Arctan(z) — Arctan(z)| + |Arctan(z) — Arctan(y)| = d(z, z) + d(z,y)
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Donc d est une distance sur R ; en particulier, elle induit une distance sur R C R.
- Arctan : (R,d) — (]—%;%[.].]) est un homéomorphisme : en effet, Arctan : R —

]—7—;; g[est bijective, et
Vr,y € R, |Arctan(z) — Arctan(y)| = d(z,y)

Ainsi Arctan : (R,d) — (]=%;Z[,|.]) et sa réciproque tan :(]—Z;Z[,|.|) — (R,d) sont
1-lipschitziennes donc continues. Il reste a vérifier que (]—3;%[,[.|)et (R,].]) sont homéo-
morphes : or tan : (]—-Z;2[,].]) — (R,].|) est bijective, et on sait que tan et Arctason

continues pour la topologie usuelle. Finalement, (R, d) est homéomorphe a (R, |.]). O

Remarque 3.2.2 en particulier,dire qu’'une suite réelle (x,), converge vers | € R signifie
selon les cas qu’elle converge vers un réel, que x, — +00, ou que T, — —oo (au sens

usuel).
Proposition 3.2.3 R est compact.

Preuve. Puisque c’est un espace métrique, il s’agit de montrer que toute suite (z,),,
d’éléments de R admet une sous-suite qui converge dans R.

- premier cas : si les termes de la suite sont réels a partir d’un certain rang
dng € N/Vn = ng,z, € R

Alors ou bien (z,,) est bornée dans R et donc admet une sous-suite qui converge vers

n>ng
l € R, ou bien (z,),,,, est non bornée dans R et dans ce cas soit elle admet une sous-suite
qui converge vers 400 soit elle admet une sous-suite qui converge vers —oo . Dans tous les
cas, on a trouve une sous-suite Ty(,) — leR.

- deuxiéme cas : sinon

Vn,3k = n | xp € {—o0; +00}

ie {ken|xp € {—00;+00}} est infini. Donc I'un des deux ensembles {k € n | 2, = +oo}
ou {k € n |z, = —oo} est infini, ce qui permet de construire une sous-suite z,,) constante

égale & +oo ou constante égale a —oo : en particulier x ;) — [ € R. Il
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3.3 Espaces localement compacts dans les espaces vec-
toriels normés de dimension finie

3.3.1 Théoréme de F.Riesz

Proposition 3.3.1 Soit X un espace vectoriel normé. Les propriétés suivants sont équiva-
lentes :

(a) X est localement compact ;

(b) X est de dimension finie ;

(¢) Toute partie fermée et bornée de X est compacte.

Preuve.

(a) = (b) Supposons que X est localement compact. Alors, il existe V' € V (0) compact.
Comme V € V (0), il existe r > 0 tel que B¢(0,7) C V.

By(0,r) est fermée dans V' compact, donc compacte.

Or z — r~ 'z est continue, donc B = By(0,1) est compacte .

B C ngBo(a:, %) = dxy,29,...,2, tel que B C 1SLiJjnBo(xl-, %)
Montrons que z1, xs, ..., x, engendrent X :

Soit F' = (w1, %3, ..., x,) le sous espace vectoriel engendré par x1, T, ..., Tp,.

dim ' < 400, donc F' ~ k™ qui est complet, ce que entraine que F' est complet, Par consé-
quent [’ est fermé.

E =F, en effet :

Supposons qu'il existe A € E\F . Soit r' = d (a, F).

Donc (3z € F), tel que r' < ||z —al <7 + 5 = 2.

Soit y = =L
1

alorsy € Beta=vylla—z| +2 = EIiSntelqueyGBo(x,E) = y =u1z;+ 2z ol

2] <3 = a=zx+ |la—z||z+ [la — 2] 2.
Posons @' = + |la — z|| 25, comme ¢’ € F, on a :

!/

r =d(a,F) < Ha—al

la — =]
= [la = z[[ |2l =——

3r’
5 =T (absurde).

Donc X = F' = dim X < +o0.
(b)) = (c) Si dim X < 400 on pose, dim X =n . Alors X ~ k™.
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Or dans k™ les fermés bornés sont les compacts = les fermés bornés de X sont les compacts.
() = (a) Vo € X, By(x,1) est fermée bornée. Donc, By(x, 1) est compacte. Par consé-

quent, X est localement compact. Il

Théoréme 3.3.1 (Généralisation du théoréme de Riesz) Soit X un espace vectoriel

normé. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

Corollaire 3.3.1 (a) X est localement compact ;
(b) X est de dimension finie ;
(¢) Toute partie fermée et bornée de X est compacte ;

(d) La boule unité fermée By (0,1) dans X est compacte.

Preuve. D’apres la proposition ona (a) <= (b) < (c), et d’apres le théoreme
ona (b) <= (d). Alors (a) <= (b) < (¢) <= (d). O



CONCLUSION

Nous avons vu a travers ce mémoire, que certains ensembles fondamentaux peuvent étre
construits par le principe de compactification, tel est le cas par exemple de la droite achevée R,
et cela en ajoutant a ’espace des réels les deux points : +00 et —oo ; mais aussi le compactifié
d’alexendroff de R qui est isomorphe & la sphére unité S; = {(z, +y) € R?: 22 + y? = 1} de
R2muni de la norme euclidienne.

Notons que nous n’avons pas abordé toutes les propriétés relatives a ces espaces, par exemple,
nous avons mentionné que le produit de deux espaces compacts est bien un espaces com-
pacts(le théoreme de Tyconoff stipule méme qu’un produit infini d’espaces compacts est
aussi compact), mais le produit de deux espaces localement compacts est-il aussi un espace
localement compact ? (la réponse est positive dans le cas de produit de deux espaces, et plus
généralement d’un produit fini, mais cela n’est pas toujours vérifié dans le cas d’un produit
infini, voir [[10]])

Quant la compactification, nous avons évoqué deux exemples : la compactification, celle
d’Alexandroff et la droite achevée, mais en fait, il faut savoir qu’ il existe d’autre types de
compactifications, tels que : les plus connus étants la compactification de Stone-cech et la
compactification de Bohr.

Enfin, nous espérons que ce mémoire profitera aux lecteurs, notamment aux étudiants de
deuxiéme année, que ce soit dans le systéme LMD ou dans mais aussi ceux de 1’école nor-
male supérieure ENS, et qu’il aidera tous ceux qui le souhaitent étudier la topologie et plus

particulierement tout ce qui est lié aux espaces localement compacts.



Bibliographie

1]

Bernardo M. Abrego. Compactness in the complex plane, 15 Septembre 2003.

http ://www.csun.edu/ " ba70714/math455/compact.pdf

S K Berberian, Lectures in Functional Analysis and Operator Theory. 1974 by
Springer-Verlag New York Inc.

R. Bertrand, Cours 2 : compacité, complétude, connezité, Ecole Polytechnique, Univer-
sité Paris Saclay, 2016. https ://bremy.perso.math.cnrs.fr/MAT311-2016-SlidesAmphi2-
Compacite%CC%81Comple%CC%81tudeConnexite %CC%81.pdf

L. Blanc-Centi, Cours De Topolgie (L3), Université Lille 1, 2013-2014.

http ://math.univ-lillel.fr/~blanccen/Enseignement/td /1314 /L3 /Topologie Cours.pdf
N. Bourbaki, Topologie Générale, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2007 (Réimpres-
sion inchangée de 1’édition originale de 1971)

L. Brandolese FEspaces topologiques, Université Claude Bernard Lyon 1, 2008.

http ://math.univ-lyonl.fr/~brandolese/enseignement /L3topologie/poly2008.pdf

P. Caldero, Compacite Locale, M1. Groupes classiques et Géométrie,Université Lyon I.
http ://math.univ-lyonl.fr/~ caldero/compacite-locale.pdf

J Dixmier, Topologie générale, ISBN 2 13 03 6 647 3, 1lére édition : 1 er trimestre 1981.
Presses Universitaires de France,

O Dovgoshey and O Martio, Product of metric spaces, covering numbers, packing
numbers and characterizations of ultrametric spaces. Revue Roumaine des Mathema-

tiques Pures et Appliquees. April 2009, Source : arXiv



BIBLIOGRAPHIE 53

[10]

[11]

[12]

[17]

[18]

[19]

https ://arxiv.org/pdf/0903.1526.pdf

A. El Jai. Eléments de topologie et espaces métriques. Presses Universitaires de Perpi-
gnan, 2007, 9782354120078. hal-01267268

https ://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01267268

Handout, Introduction To Normed Linear Spaces, University College London, 2012—

2013, TERM 2. https ://vdocuments.mx//3103-handout-3-university-college-london-
ucahad03103handout3pdf-handout

H. Hennoune , Le compactifié d’Alexandrov, Mémoire de Licence Spécialité probabilité
et statistique, Université Dr Moulay Tahar de Saida, 2012/2013.

https ://pmb.univ-saida.dz/buscopac/index.php ?lvl=author see&id=191920
I. Khatchatourian Compactifications, University of Toronto.
http ://www.math.toronto.edu/ivan/mat327/docs/notes/19-compactifications.pdf

H. Queffelec, Topologie cours et exercices corrigés 4e édition, ISBN 978-2-10-057772-9,
Dunod (Paris 2012)

M. Rezguania, Théorie d’Arzéla-Ascoli et Applications, Mémoire de Master Option :
Analyse Fonctionnelle et Applications, Université Dr. Moulay Tahar de Saida 2013/2014.

F. B Richard , Real analysis for graduate students, Version 2.1, ISBN-13 : 978-
1502514455 ISBN-10 : 1502514451, 2014.

https ://www.math.wustl.edu/~victor/classes/mab051 /rags100514.pdf

H.L.Royden et P.M.Fitzpatrick, Real analysis, Fourth Edition, Pearson
Education Asia Limeted and China Machine Press, 2010. https ://s2pnd-
matematika.fkip.unpatti.ac.id /wp-content /uploads/2019/03 /Real-Analysis-4th-Ed-
Royden.pdf

J. Munkres, Local Compactness, Faculty Websites in OU Campus, 2016.

https ://faculty.etsu.edu/gardnerr/5357 /notes/Munkres-29.pdf

F. Nier et D. Iftimie, Introduction a la Topologie, Licence de Mathématiques Univer-
sité de Rennes 1.

https ://nraymond.perso.math.cnrs.fr/TopoPoly.pdf



BIBLIOGRAPHIE 54

[20] Shiu-Tang Li, Some Results For Locally Compact Hausdorff Spaces, 2013
http ://www.math.utah.edu/~1i/Locally%20compact%20Hausdorff%20spaces.pdf

[21] G Skandalis, Topologie et Analyse 3e année (licence 3e année - master) ISBN 2 10 048886
4, Dunod (2004)

[22] S. Talbi, Comparaison de quelques topologies sur les espaces de fonctions, Mémoire
de Master, Option : Mathématiques Fondamentales, Université Mohamed Seddik Ben
Yahia-Jijel 2016,/2017

http ://dspace.univ-jijel.dz :8080/xmlui/bitstream /handle/123456789 /1517 /M.Mat.MF.%2030-
17.pdf ?sequence=1&isAllowed=y

[23] A. Tajmouati, Espaces localement compacts, Module de Topologie II, Filliere SMA
(Semestre6), Faculté des Sciences Dhar ElMahrez Fés, 2019-2020.

https ://www.youtube.com/watch 7v=9jgL.7kuQHQI



	Remerciments
	Résumé
	Introduction
	Notions préliminaires
	Espace topologique
	La topologie induite
	Produit d'espaces topologiques
	Voisinages
	Intérieur, adhérence, frontière point d'accumulation et point isolé
	Axioms de séparation

	Espace métrique
	Boule ouverte, boule fermée et sphère
	Topologie d'un espace métrique
	Bases de voisinages
	Parties bornées dans un espace métrique
	Distance entre deux ensembles

	Produit d'espaces métriques
	Suites
	Valeurs d'adhérence d'une suite
	Suites partielles ou suites extraites
	La densité
	Espaces métriques complets
	Sous espaces complets

	Continuité
	Homémorphisme
	Applications ouvertes-Applications fermées

	Espace vectoriel normé

	Espaces compacts
	Définitions et propriétés
	Compacité dans les espaces métriques
	Union - Intersection
	Compacts de R  et C 
	Produit d'espaces compacts
	Espaces compacts - Espaces normaux
	Fonctions continues sur un compact
	Compacts dans les espaces vectoriels normés de dimension finies
	Lemme de Riesz
	Théorème de Riesz


	Espaces localement compacts
	Définitions et propriétés
	Compactification
	Exemple de compactification

	Espaces localement compacts dans les espaces vectoriels normés de dimension finie
	Théorème de F.Riesz


	Conclusion
	Bibliographie

