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RÉSUMÉ

Ce mémoire est consacré à l�étude des espaces localement compact. Après avoir énoncé les

principales notions topologiques et métriques nécessaires, on introduit tout d�abord les es-

paces compacts qui sont très fortement liés à notre étude, puis les espaces localement com-

pacts, objet de ce traité et cela, en enrichissant par des exemples simples à comprendre.

Nous avons donné quelques propriétés liés à ces espaces puis expliqué le principe de compac-

ti�cation mais aussi enoncé le théorème de Riesz.
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INTRODUCTION

Ce mémoire traite de l�étude des espaces dits "espaces localement compacts". Ces derniers

constituent une catégorie importante d�espaces, déjà parce que certains espaces classiques

tels R;C et généralement tout espace vectoriel normé de dimension �nie en font partie. Par

dé�nition, un espace est localement compact si tout élement admet un voisinage compact,

on verra ultérieurement qu�un tel espace peut être compacti�é et donc peut être vu comme

étant une partie d�un espace compact.

Ce mémoire contient trois chapitres :

Le premier chapitre introduit les notions préliminaires sur les espaces topologiques et leurs

propriétés telles que les ouverts et les fermés ainsi que les voisinages, ...viennent par la suite

les espaces métriques où là aussi on y dé�nit la distances et les boules puis nous avons abordé

les suites et leurs valeurs d�adhérences, ce qui nous a amenés à parles ds suites de Cauchy

puis des espaces métriques complets. Nous avons également vu la notion de continuité et

d�homéomophisme. En�n, nous nous sommes familiarisés avec les espaces vectoriels normés

et la plupart des propriétés qui s�o¤rent à nous dans ces espace et qui sont necessaires par la

suite.

Dans le deuxième chapitre, nous avons concentré notre étude sur les espaces compacts car

comme il a été mentionné plus haut, ces espaces sont étroitement lié au sujet de cette étude,

nous avons donc donné les dé�nitions et les théorèmes les plus importants, et nous avons

essayé autant que possible de les étayer par des examples compréhensibles pour le lecteur.

Nous avons également énoncé certaines propriétés des espaces compacts, dont les plus im-

portantes et qui sont peut-être celles qui relient les compacts aux espaces vectoriels normés

(Le théorème de Riesz).



Dans le troisième et dernier chapitre, nous avons consacré notre étude aux espaces localement

compacts. Nous avons dé�ni et mentionné les meilleurs exemples faciles à saisir, puis nous

avons expliqué le principe de la compacti�cation, principe qui permet de construire à partir

d�un espace localement compact un autre espace l�incluant mais qui est cette fois compact et

nous l�avons soutenu avec quelques exemples. En�n, nous avons abordé la caractéristique la

plus importante qui relie les espaces localement compacts aux espaces vectoriels normés (Le

théorème de F.Riesz).

Peux-être le lecteur de ce mémoire remarquera-t-il que nous avons mentionné certaines des

proposition supposé être connue, sans preuve. Cela est dû au fait que nous nous sommes

borné au notions primordiales pour ce mémoire sans pour autant démontrer les propositions

qui puissent dérouter le lecteur.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Tout au long de ce mémoire, | désigne R ou C.

1.1 Espace topologique

Dé�nition 1.1.1 On appelle topologie sur X toute partie � de P(X) véri�ant les trois pro-

priétés suivantes(les axiomes de Hausdor¤ )

(�1) L�ensemble vide ? et X appartiennent à � ;

(�2) La réunion (quelconque) de toute famille d�éléments de � appartient à � ;

(�3) L�intersection de toute famille �nie d�éléments de � appartient à � :

(X; �) s�appelle espace topologique de support X. Les éléments de � sont appelés

ouverts de (X; �) ou de � , et sont souvent notés O.

Exemple 1.1.1 La topologie grossière(ou chaotique) : � = � g = f?; Xg ; c�est la topologie

qui contient le moins d�ouverts possible.

Exemple 1.1.2 La topologie discrète : touts les ensembles sont des ouverts � = � di = P(X):

Exemple 1.1.3 Si X possède au moins deux éléments X = fa; bg, alors � = f?; fag ; Xg

est une topologie sur X dite topologie de Sierpinski.
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Exemple 1.1.4 La topologie usuelle sur R est celle dont la famille d�ouverts est,

O = f! � R;! est une union d�intervalles ouverts de Rg

Cet espace topologique est noté (R; �u) et ]a; b[ (a; b 2 R : a � b) constitue, par exemple, un

ouvert dans cet espace.

Dé�nition 1.1.2 Soit (X; �) un espace topologique. On dit que le sous ensemble A � X est

fermé dans X si et seulement si son complémentaire Ac = CA
X est ouvert dans X. Autrement

dit :

A fermé dans X () Acouvert dans X

Proposition 1.1.1 (caractérisation d�une topologie par les fermés) Soit (X; �) un

espace topologique et F l�ensemble des fermés de X. on a :

(F1) L�intersection de toute famille d�éléments de F appartient à F ;

(F2) La réunion de toute famille �nie d�éléments de F appartient à F ;

(F3) L�ensemble vide ? et X appartiennent à F .

Exemple 1.1.5 Les fermés de la topologie grossière � g sont ? et X lui même. On remarque,

par ailleurs, qu�ils sont aussi ouverts d�après la dé�nition même d�une topologie. D�où la

possibilité d�existence de parties ouvertes et fermées à la fois.

Exemple 1.1.6 Toute partie A � X est ouverte et fermée à la fois pour la topologie discrète

� di:

Exemple 1.1.7 SiX = fa; b; c; d; eg et � = f?; X; fag ; fa; bg ; fa; c; dg ; fa; b; c; dg ; fa; b; egg

donc F = f?; X; fb; c; d; eg ; fc; d; eg ; fb; eg ; feg ; fc; dgg :

Exemple 1.1.8 Dans (R; �u); [a; b] (a; b 2 R : a � b) est, un fermé car son complémentaire

]�1; a[ [ ]b;+1[ est un ouvert.

Proposition 1.1.2 Soit X un ensemble et B un ensemble de parties de X (B � P (X)).

Supposons que X 2 B et que l�intersection de deux élements quelconques de B appartient lui

aussi à B. Alors ;
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1) L�ensemble � des réunions d�élements de B est une topologie sur X;

2) Pour qu�un sous ensembe A dans X soit un élement de � il faut et il su¢ t que,

8x 2 A;9B 2 B tel que x 2 B et B � A

Preuve. Voir [21]. �

1.1.1 La topologie induite

Soit (X; �) un espace topologique et A � X:

Proposition 1.1.3 La famille �A = fA \ �; � 2 �g de P(X) dé�nit une topologie sur A,

c�est à dire que le couple (A; �A) est un espace topologique.

Dé�nition 1.1.3 Le couple (A; �A), dans la proposition 1.1.3,est dit "sous espace topologique

de l�espace topologique" (X; �) et la topologie �A est dite "topologie induite par la topologie �

sur A":

Remarque 1.1.1 (X; �) = (X; �X):

1.1.2 Produit d�espaces topologiques

Dé�nition 1.1.4 [21]Soient (X1; � 1) ; (X2; � 2) deux espaces topologiques. On appelle ouvert

élementaire tout ensemble de la forme U1�U2 où U1 est un ouvert de X1 et U2 est un ouvert

de X2:

Théorème 1.1.1 [21] Soient (X1; � 1) ; (X2; � 2) deux espaces topologiques. Il existe alors une

topologie sur X1 �X2 dont les ouverts sont la réunions d�ouverts élementaires

Preuve. Notons B � P (X1 �X2) l�ensemble des ouverts élementaires. On a, X1�X2 2 B

et si U1,U 01 sont deux ouverts de X1 et U2; U 02 sont deux ouverts de X2; alors l�intersection

(U1 � U2)\ (U 01 � U 02) de deux ouverts élementaires est aussi un ouvert élementaire. Il résulte

de la proposition ?? que � qui représente la réunion d�élements de B est une topologie sur

X1 �X2: �
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Dé�nition 1.1.5 On appelle topologie produit la topologie sur X1 �X2 décrite ci-dessus.

Remarque 1.1.2 On comprend par la dé�nition ci-dessus qu�il existe dans X1 � X2 des

ouverts qui ne sont pas des ouverts élementaires (mais une réunion de ces derniers). Par

exemple dans R2 = R� R; où R est muni de sa topologie usuelle, Les ensembles,

A =
�
(x; y) 2 R2 : x � y

	
B =

�
(x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 4

	
sont des ouverts qui ne representent pas le produit de deux ouverts dans R; et ne sont pas,

par conséquent, des uverts élementaires.

Proposition 1.1.4 (Produit �ni de topologies) Soient (Xk; � k), 1 � k � n des espaces

topologiques et X = X1�����Xn le produit Cartesien. La topologie produit est la famille � de

parties de X qui sont reunion quelconque d�ensembles de la forme ;

U1 � ��� � Un où Uk 2 � k

c�est aussi la topologie que l�on obtient par récurrence sur n; en posant ;

X1 � ��� �Xn�1 �Xn = (X1 � ��� �Xn�1)�Xn

Remarque 1.1.3 1) Le lecteur peut aussi consulter [5] ou [14] pour une dé�nition qui utilise

la notion de "topologie initiale".

2) On peut aussi montrer qu�un produit quelconque d�espaces topologiques constitue un espace

topologique.

Proposition 1.1.5 Soient (Xk; � k), k = 1; 2; :::; n des espaces topologiques et Ak une partie

non vide de Xk (k = 1; 2; :::; n) ; alors

i) A1 � A2 � :::� An = A1 � A2 � :::� An

ii) �A1 � �A2 � :::� �An =
�

\A1 � A2 � :::� An

1.1.3 Voisinages

Dé�nition 1.1.6 Soit (X; �) un espace topologique
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(1) On appelle voisinage d�un point x 2 X, toute partie de X qui contient un ouvert contenant

fxg.

(2) Plus généralement on appelle voisinage d�une partie A de X, toute partie de X qui contient

un ouvert contenant A.

On note : V (x) l�ensemble des voisinages de x et V (A) l�ensemble des voisinages de A.

Proposition 1.1.6 Soit (X; �) un espace topologique, A � X et A 6= ? . A est ouvert dans

X si et seulement s�il est voisinage de tous ses points.

Exemple 1.1.9 Dans (X; � g), le seul voisinage d�un point x est X.

Exemple 1.1.10 Dans (X; � di), toute partie contenant fxg est un voisinage de x, en par-

ticulier fxg 2 V (x).

Dé�nition 1.1.7 On appelle base de voisinage (ou système fondamental de voisinages) de x

toute partie s(x) de V (x) telle que, pour tout V 2 V (x); V contient un voisinage W de s(x):

Exemple 1.1.11 1. Pour un espace topologique (X; �) quelconque, s(x) = V (x) est une

base de voisinages de x.

2. Dans (R; �u); s(x) =
��

x� 1

n
; x+

1

n

�
; n 2 N�

�
est une base de voisinages de x.

3. Dans X discret, s(x) = ffxg ; x 2 Xg est une base de voisinages de x.

1.1.4 Intérieur, adhérence, frontière point d�accumulation et point
isolé

Dé�nition 1.1.8 (point intérieur) Soit (X; �) un espace topologique.

(1) Un point x 2 X est dit intérieur à A si A est voisinage de x (A 2 V (x)) et on dé�nit

l�interieur d�une partie A comme étant le plus grand ensemble ouvert (au sens de l�inclusion)

inclus dans A. C�est aussi l�union de tous les ouverts inclus dans A.

(2) L�ensemble des points intérieurs à A s�appelle l�intérieur de A et est noté �A ou Int(A)

Int(A) = �A = [
��A

� ; � � A
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Exemple 1.1.12 Dans (R; �u) ,

�z}|{
[a; b] =

�z}|{
]a; b[ =

�z}|{
[a; b[ =

�z}|{
]a; b] = ]a; b[ , où �u est la topologie

usuelle et a; b sont deux réels véri�ants a � b:

Dé�nition 1.1.9 (point adhérant) Soit (X; �) un espace topologique.

(1) Un point x 2 X est adhérent à A si tout voisinage de x rencontre A. L�ensemble des

points adhérents s�appelle l�adhérence (ou fermeture) de A et est noté �A ou adh(A):

adh(A) = �A = fx 2 X : 8V 2 V (x); V \ A 6= ?g

(2) �A est la plus petite partie (au sens de l�inclusion fermée) contenant A . En d�autres

termes, �A est l�intersection de toutes les parties fermées de X et qui contiennent A. Ce que

l�on note par :

adh(A) = �A = \
F�A

F; F c 2 �

Proposition 1.1.7 Soit A une partie d�un espace topologique

� �A est un ouvert contenu dans A.

� Si U est un ouvert et U � A, alors U � �A:

� A est ouvert () A = �A

� �A est un fermé contenant A:

� Si F est un fermé et F � A, alors F � �A:

� A est fermé () A = �A:

Exemple 1.1.13 Dans (R; �u) , [a; b] = ]a; b[ = [a; b[ = ]a; b] = [a; b], où �u est la topologie

usuelle et a; b sont deux réels véri�ants a � b:

Dé�nition 1.1.10 Soit (X; �) un espace topologique et A une partie de X. On dé�nit la

frontière de A, qu�on note Fr(A) ou F (A) ou encore @A, par :

Fr(A) = F (A) = @A = �A \ Ac = �A� �A:

Remarque 1.1.4 Il est clair que @A est fermée.

Exemple 1.1.14 Dans (R; �u) , @ [a; b] = @ ]a; b] = @ [a; b[ = @ ]a; b[ = fa; bg où �u est la

topologie usuelle et a; b sont deux réels véri�ants a � b:
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Dé�nition 1.1.11 (point d�accumulation) Un point x est un point d�accumulation de A

si tout voisinage de x contient un point de A autre que x. L�ensemble des points d�accumu-

lation est appelé dérivé de A et noté A0.

Exemple 1.1.15 Dans R, l�élément 0 est le seul point d�accumulation de l�ensemble�
1;
1

2
;
1

3
; :::;

1

n
; :::

�
Remarque 1.1.5 Il est évident que A0 � �A

Dé�nition 1.1.12 Un point a 2 A est un point isolé de A, s�il existe un voisinage V de a

tel queV \ A = fag. On note Is(A) l�ensemble des points isolés de A.

Exemple 1.1.16 Dans R; tous les points de N sont isolés.

Remarque 1.1.6 1 Il est évident que Is (A) � �A mieux encore, on a,

�A = A0 [ Is (A) et A0 \ Is (A) = ?

1.1.5 Axioms de séparation

Espace de Kolmogorov (espace de type T0)

On dit qu�un espace topologique X est de Kolmogorov, ou véri�e la propriété T0, si pour

deux points distincts quelconques de X, l�un (au moins) des deux points admet un voisinage

qui ne contient pas l�autre point. Ou encore, l�un des deux points n�est pas adhérent à l�autre.

Espace de Frechet (espace de type T1)

Dé�nition 1.1.13 Un espace est de type T1 si pour tous points x; y distincts de X, il existe

un voisinage de x ne contenant pas y et un voisinage de y ne contenant pas x .

Proposition 1.1.8 Un espace topologique X est T1 si et seulement si les singletons fxg � X

sont des fermés

Preuve. Voir [22] �
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Espace topologique séparé ou encore de Hausdor¤ (espace de type T2)

Dé�nition 1.1.14 On dit qu�un espace topologique (X; �) est séparé (un espace de Haus-

dor¤ ) ou que la topologie � est séparée si pour tout x et y distincts de X;il existe deux

voisinages disjoints de x et y:C�est à dire :

(X; �) séparé () (8x; y 2 X : x 6= y ) 9V1 2 V (x);9V2 2 V (y) : V1 \ V2 = ?)

Remarque 1.1.7 Il suit directement de la dé�nition 1.1.14 que dans un espace séparé les

points sont des fermés : si x 2 X et y 2 Xn fxg, alors x 6= y et y 2 Vy � Xn fxg :

Exemple 1.1.17 L�espace topologique (X; � g) n�est pas séparé car :

8x; y 2 X : V (x) = V (y) = fXg

Exemple 1.1.18 L�espace (X; � di) est séparé car :

8x; y 2 X : x 6= y ) 9fxg 2 V (x);9 fyg 2 V (y) : fxg \ fyg = ?

Exemple 1.1.19 R usuel est séparé.

Remarque 1.1.8 On a T2 =) T1 =) T0

Proposition 1.1.9 Si X est séparé et A � X est muni de la topologie induite , alors A est

séparé.

Proposition 1.1.10 Dans un espace de Hausdor¤ X tout ensemble �ni est fermé.

Proposition 1.1.11 Soit (Xi)i2I une famille d�espaces nons vides. AlorsY
i2I
Xi est séparé () Xi est séparé.

Espace régulier

Dé�nition 1.1.15 On dit que l�espace topologique X est de type T3 si,

Quel que soit le fermé F2 (F2 � X) et pour tout x1 =2 F2, il existe V1 2 V (x1) et il existe

V2 2 V (F2) tels que V1 \ V2 = ?.

Dé�nition 1.1.16 Un espace topologique X qui véri�e à la fois T1 et T3 est séparé (de type

T2), on l�appelle alors espace régulier.

Exemple 1.1.20 X discret est régulier. Il su¢ t de considérer V1 = fxg et V2 = F2.
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Espace complètement régulier ou espace de Tychonov

Dé�nition 1.1.17 Un espace topologique X véri�e T31=2 si pour tout point x de X et pour

tout fermé F de X ne contenant pas x, il existe une fonction continue de X dans le segment

[0; 1] valant 0 en x et 1 sur F

Dé�nition 1.1.18 Un espace topologique X qui véri�e à la fois T1 et T3 1
2
est séparé (de

type T2), on l�appelle alors espace complètement régulier.

Remarque 1.1.9 Tout espace complètement régulier est régulier (voir [22]), l�inverse n�est

à toujours vrai.

Espace normal

Dé�nition 1.1.19 Un espace topologique X véri�e T4 si pour tous fermés disjoints F1 et F2

de X, il existe V1 2 V (F1) et V1 2 V (F1) tels que V1 \ V2 = ?

Exemple 1.1.21 La topologie grossière véri�e T4 (sans être séparée).

Dé�nition 1.1.20 L�espace topologique X est dit normal s�il est séparé (de type T2):et véri�e

aussi T4:

Remarque 1.1.10 1. Dans la dé�nition, on peut remplacer V1 et V2 par deux ouverts �1

et �2.

2. Si X est normal, alors X est complètement régulier mais la réciproque est fausse.

Exemple 1.1.22 1. X discret est normal ; il su¢ t de considérer V1 = F1 et V2 = F2.

2. R usuel est normal.

1.2 Espace métrique

Soit X un ensemble non vide.

Dé�nition 1.2.1 On appelle distance ou métrique sur X, toute application d : X �X ! R

qui à tout couple (x; y) de X �X associe le nombre �ni, non négatif d(x; y), appelé distance

entre les deux éléments (points) x et y, et qui véri�e :



1.2 Espace métrique 11

(d1) d(x; y) = 0 () x = y;8x; y 2 X (Axiome de séparation) ;

(d2) d(x; y) = d(y; x);8x; y 2 X (Symétrie) ;

(d3) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y);8x; y; z 2 X (Inégalité triangulaire).

Le couple (X; d) est alors appelé espace métrique.

Remarque 1.2.1 Si A � X alors la restriction de d à A�A, notée dA ;possède les propriétés

(d1); (d2) et (d3) ci-dessus. (A; dA) est un sous espace métrique de (X; d):

Exemple 1.2.1 Dans X = R ou C, on a une métrique dé�nie, pour tous x; y 2 X par

d(x; y) = jx� yj

où j:j représente la valeur absolu dans R ou le module dans C respectivement.

1.2.1 Boule ouverte, boule fermée et sphère

soit (X; d) un espace métrique , x0 2 X et � � 0:

Dé�nition 1.2.2 On appelle boule ouverte (respectivement boule fermée, sphère) de centre

x0 et de rayon � l�ensemble noté Bo(x0; �) (respectivement Bf (x0; �) , S(x0; �) ) et dé�ni

par :

Bo(x0; �) = fx 2 X; d(x0; x) � �g

Bf (x0; �) = fx 2 X; d(x0; x) � �g

S(x0; �) = fx 2 X; d(x0; x) = �g

Remarque 1.2.2 Il est clair que Bf (x0; �) = Bo(x0; �) [ S(x0; �):

Exemple 1.2.2 Si X = R muni de la métrique euclidienne d(x; y) = jx� yj pour x; y 2 R,

alors on a :

Bo(x0; �) = ]x0 � �; x0 + �[

Exemple 1.2.3 SiX = R2 muni de la métrique euclidienne d(x; y) =
q
(x1 � y1)

2 + (x2 � y2)
2

pour x = (x1; x2) 2 R2 et y = (y1; y2) 2 R2 alors, Bo(x0; �) [resp. Bf (x0; �)] est le disque

ouvert [resp. fermé] de centre x0 et de rayon � et S(x0; �) est le cercle de centre x0 et de

rayon �:



1.2 Espace métrique 12

1.2.2 Topologie d�un espace métrique

soit (X; d) un espace métrique et A � X:

Dé�nition 1.2.3 On dit que la partie A de X est ouverte dans l�espace métrique ((X; d))

ou au sens de (par rapport à) la distance d si on a :

8x 2 A;9� � 0 : Bo(x; �) � A

Exemple 1.2.4 L�intervalle ouvert A = ]a; b[, où a � b, est ouvert dans R car pour tout

x 2 A, il existe " � 0 tel que Bo(x; ") = ]x� "; x+ "[. Il su¢ t de prendre

" =
1

2
min fd(x; a); d(x; b)g = 1

2
min fjx� aj ; jx� bjg

:

Proposition 1.2.1 L�ensemble de parties � d dé�nie par :

� d = fO � X=8x 2 O;9B(x; �x) � Og

est une topologie sur X:

Dé�nition 1.2.4 � d est une topologie associée à la métrique d. On supposera toujours que

l�espace métrique (X; d) est muni de � d .

Proposition 1.2.2 La famille des ouverts de (X; d) véri�e les propriétés suivantes :

1- ? et X sont des ouverts de X;

2- Une réunion quelconque d�ouverts est encore un ouvert ;

3- Une intersection �nie d�ouverts est encore un ouvert.

Proposition 1.2.3 1- La boule Bo(x0; �) est un ouvert.

2- Les ensembles Bf (x0; �) et S(x0; �) sont des fermés.
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1.2.3 Bases de voisinages

Proposition 1.2.4 Les ensembles

V1(x) = fBo(x; �)=� � 0g

et

V2(x) = fBf (x; �)=� � 0g

sont des des bases de voisinages de x:

Proposition 1.2.5 Les ensembles

V1(x) =

�
Bo

�
x;
1

n

�
=n � 0

�
et

V2(x) =

�
Bf

�
x;
1

n

�
=n � 0

�
sont des bases de voisinages de x:

Proposition 1.2.6 Tout espace métrique (X; d) est un espace topologique séparé.

Preuve.

i) On a vu au ci-dessus que la familles des ouverts de X véri�e les axiomes de la topologie (de

Hausdor¤) et par suite cette famille dé�nit bien une topologie sur X dite topologie induite ou

générée sur X par le distance d. Donc tout espace métrique est bien un espace topologique.

ii) Il reste à montrer que cet espace topologique est séparé. Soit, à cet e¤et, x et y dans X tel

que x 6= y, Comme x 6= y on a bien d(x; y) � 0. En posant � = 1
2
d(x; y), alors les deux boules

ouvertes Bo (x; �) et Bo (y; �) sont deux voisinages ouverts et disjoints des deux points x et y

respectivement. C�est à dire :Bo (x; �) 2 V (x) et Bo (y; �) 2 V (y) et Bo (x; �)\Bo (y; �) = ?

et donc X est séparé. �

1.2.4 Parties bornées dans un espace métrique

Soit (X; d) un espace métrique et A � X:

Dé�nition 1.2.5 On dit que la partie de X est bornée dans X ou par rapport à la distance

d dé�nie sur X s�il existe � � 0 et x0 2 X tel que A � Bo(x0; �):
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Dé�nition 1.2.6 On appelle diamètre de la partie A de X la quantité (�nie ou in�nie),

notée �(A), dé�nie par :

�(A) = sup
x;y2A

d(x; y)

Proposition 1.2.7 La partie A de X est bornée si et seulement si �(A) est �ni.

1.2.5 Distance entre deux ensembles

Soit (X; d) un espace métrique, A � X et B � X deux parties de X.

Dé�nition 1.2.7 La distance d(A;B) entre les deux parties A et B de X est dé�nie par

d(A;B) = inf
x2A;y2B

d(x; y):

Remarque 1.2.3 Si B = fxg alors :

d(x;A) = d (fxg ; A) = inf
x2fxg;y2A

d(x; y) = inf
y2A

d(x; y):

d(x;A) est dite distance du point x 2 X à l�ensemble A:

1.3 Produit d�espaces métriques

Dé�nition 1.3.1 Soit (X1;d1) ; :::; (Xn; dn) des espaces métriques. On dé�nit sur le produit

cartésien X = X1�����Xn l�application suivante

d (x; y) = max
i=1;2;:::;n

d (xi; yi)

pour tout x = (x1; x2; :::; xn) ; y = (y1; y2; :::; yn) de X:

Alors, (X; d) est un espace métrique.

Il est aisé de montrer que les trois propriétés de la distance sont véri�ées.

Proposition 1.3.1 On a pour tout a = (a1; a2; :::; an) et r � 0

Bo (a; r) �
nY
i=1

(Bo)i (ai; r)

où Bo (a; r) ; (Bo)i (ai; r) sont les boules ouverte de centre a [ resp. ai] et de rayon r par rapport

à la distance d [resp. di]
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Preuve. Soit x = (x1; x2; :::; xn) 2 X;

x 2 Bo (a; r) =) d (x; a) = max
i=1;2;:::;n

d (xi; ai) � r

=) d (xi; ai) � r;8i = 1; 2; :::; n
=) xi 2 (Bo)i (ai; r) ;8i = 1; 2; :::; n

=) x = (x1; x2; :::; xn) 2
nY
i=1

(Bo)i (ai; r)

�

Remarque 1.3.1 La même propriété est valide si on remplace toutes les boules ouvertes par

des boules fermées.

1.4 Suites

Dé�nition 1.4.1 On appelle suite, toute application x : N ! N, n 7�! x(n):On écrira, par

la suite,(xn)n2N ou (xn)n pour désigner l�application x et xn pour désigner x(n):L�application

x est la suite (xn)n tandis que l�image de n par l�application x (c�est à dire xn ou x(n)) est

le terme générale de la suite (xn)n :

Dé�nition 1.4.2 Soient (X; �) un espace topologique, (xn)n2N une suite d�élément de X et

soit l 2 X, on dit que l est une limite de la suite xn quand n tend vers l�in�ni ou que la suite

(xn)n2N converge vers la limite l; si pour tout voisinage V de l dans X il existe un rang

à partir du quel tous les termes de la suite sont dans V . On écrit alors lim
n!+1

un = x ou

un �!
n!+1

x et on obtient :

lim
n!1

xn = l () (8V 2 V (l);9NV 2 N;8n � NV : xn 2 V )

Dé�nition 1.4.3 Soit (X; d) un espace métrique et l 2 X. On dit que la suite (xn)n converge

ou tend vers l quand n tend vers +1 (n! +1) si et seulement si :

8" � 0;9n0 2 N;8n � n0 : d(xn; x) � ":

Proposition 1.4.1 La partie A d�un espace métrique X est fermée si et seulement si elle

contient toutes les limites de ses suites convergentes.

�A =
n
x 2 X : 9 une suite (xn) � A : lim

n!1
(xn) = x

o
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Exemple 1.4.1 L�adérence de Q est R puisque tout nombre réel est limite d�une suite des

nombres rationnels, et on a Q = R

Dé�nition 1.4.4 On dit que la suite (xn)n est suite de Cauchy dans l�espace métrique (X; d)

si et seulement si :

8" � 0;9n0 2 N;8n;m 2 N : (n � n0) ^ (m � n0) =) d(xn; xm) � ":

Proposition 1.4.2 Toute suite convergente dans un espace métrique (X; d) est une suite de

Cauchy dans cet espace. L�inverse (réciproque) étant évidemment faux.

1.4.1 Valeurs d�adhérence d�une suite

Soit (X; d) un espace métrique et (xn)n une suite dans X.

Posons An = fxk; k � ng = fxn; xn+1; xn+2; xn+3; :::g. Il est clair que la suite (An)n2N est

décroissante.

Dé�nition 1.4.5 [5], [10], [14] On dit de x 2 X que c�est une valeur d�adhérence (une

valeur d�adhérence et non pas un point adhérent à l�ensemble des valeurs de la suite) si et

seulement si :

8" � 0;8n 2 N : Bo(x; ") \ An 6= ?

C�est à dire : x 2 An;8n 2 N:Ou encore : x 2 \
n2N

An:

Remarque 1.4.1 Toute valeur d�adhérence est un point adhérent à l�ensemble des points de

la suite, mais la réciproque est inexacte.

1.4.2 Suites partielles ou suites extraites

Dé�nition 1.4.6 On appelle suite partielle, suite extraite ou sous suite de la suite (xn)n, la

suite
�
x'(n)

�
n
où ' est une application strictement croissante de N vers N:

Exemple 1.4.2 Soit la suite (xn)n dé�nie par xn = (�1)
n. En considérant les deux appli-

cations ' et  dé�nies de N vers N, respectivement, par '(n) = 2n; 8n 2 N et  (n) =

2n+ 1;8n 2 N, on obtient les deux suites partielles
�
x'(n)

�
n
et
�
x (n)

�
n
dé�nies par :

x'(n) = x2n = (�1)2n = 1;8n 2 N

x (n) = x2n+1 = (�1)2n+1 = �1;8n 2 N:
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Proposition 1.4.3 Si x est une valeur d�adhérence de la suite (xn)n, alors il existe une suite�
x'(n)

�
n
extraite de la suite (xn)n et convergente vers x.

Proposition 1.4.4 Une suite de Cauchy (xn)n qui possède une valeur d�adhérence, est une

suite convergente.

On peut aussi reformuler cette proposition comme suit : Si une suite partielle d�une suite de

Cauchy est convergente, alors la suite initiale est, elle aussi, convergente vers la même limite.

Preuve. Pour tout " � 0, il existe n0 2 N tel que

8n;m � n0; d(xn; xm) �
"

2

Soit x une valeur d�adhérence de la suite (xn)n , il existe une sous suite
�
x'(n)

�
n
qui converge

vers x. Donc, il existe n1 2 N tel que

8n � n1; d
�
x'(n); x

�
� "

2

Alors,

8n � max fn0; n1g ; d(xn; x) � d
�
xn; x'(n)

�
+ d

�
x'(n); x

�
� "

Ce que montre que la suite converge. �

1.4.3 La densité

Soit A une partie d�un espace topologique X:

Dé�nition 1.4.7 On dit que A est dense dans X si et seulement si �A = X i.e : les éléments

de X sont les limites des suites d�éléments de A et on écrit :

8x 2 X;9 (xn)n � A : xn ! x quand n!1

1.4.4 Espaces métriques complets

Dé�nition 1.4.8 On dit que l�espace métrique (X; d) est complet si et seulement si toute

suite de Cauchy dans X est convergente dans X, c�est à dire par rapport ou au sens de la

distance d.
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Exemple 1.4.3 Q muni de la distance usuelle 8x; y 2 Q : d (x; y) = jx� yj n�est pas com-

plet, car il existe dans Q des suites de Cauchy non convergentes. En e¤et, considèrons la

suite dé�nie par x0 = 2 et xn+1 =
xn
2
+
1

xn
; n � 1: Les élements de cette suite sont rationnels,

or cette même suite considérée dans R muni de sa topologie usuelle converge vers
p
2 =2 Q,

et de l�unicité de la limite on déduit que (xn)n2N n�a pas de limites dans Q:

Proposition 1.4.5 R est complet.

1.4.5 Sous espaces complets

Soit (X; d) un espace métrique et A � X:

Dé�nition 1.4.9 On dit que la partie A de X est complète si le sous espace (A; dA) où

dA = d=A est la restriction de d à A, est complet.

Proposition 1.4.6 Dans un espace métrique (X; d) tout partie A de X complète est fermée.

Proposition 1.4.7 Dans un espace métrique complet (X; d), il y a équivalence entre les

parties fermées et les parties complètes. C�est à dire que toute partie fermée est complète et

toute partie complète est fermée.

1.5 Continuité

Dé�nition 1.5.1 Soit (X; �) et (X 0; � 0) deux espaces topologiques et soit x 2 X. On dit

qu�une fonction f : X �! X 0 est continue au point x si l�image réciproque f�1(V 0) de tout

voisinage V 0 de f(x) est un voisinage de x et on écrit :

(f est continue au point x) () (8V 0 2 V (f(x)) : f�1(V 0) 2 V (x))

Dé�nition 1.5.2 L�application f est dite continue dans X (ou sur X) si elle est continue

en tout point de X.

Proposition 1.5.1 Soit (X; �) et (X 0; � 0) deux espaces topologiques et soit f : X �! X 0

une fonction: Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue sur X;

(ii) L�image réciproque par f d�un ouvert quelconque de X 0 est un ouvert de X ;

(iii) L�image réciproque par f d�un fermé quelconque de X 0 est un fermé de X.
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1.5.1 Homémorphisme

Dé�nition 1.5.3 (1) Une application f : X �! X 0 est un homéomorphisme si f est une

bijection bicontinue (f et f�1 sont continues).

(2) Les ensembles X et X 0 sont homéomorphes s�il existe un homéomorphisme de X dans

X 0.

1.5.2 Applications ouvertes-Applications fermées

Dé�nition 1.5.4 Soit f une application de X �! X 0.

(1) f est dite ouverte si l�image par f de tout ouvert de X est ouverte dans X 0.

(2) f est dite fermée si l�image par f de tout fermé de X est fermée dans X 0.

Proposition 1.5.2 Si f est une bijection de X �! X 0, il y a équivalence entre :

(1) f est une application ouverte ;

(2) f est une application fermée ;

(3) f�1 est une application continue.

Preuve. L�équivalence entre (1) et (2) résulte de l�égalité

f
�
CA
X

�
= C

f(A)
X0

L�équivalence entre (2) et (3) résulte de la relation

�
f�1
��1

(A) = f (A)

et de la caractérisation de la continuité par image réciproque de fermés. �

1.6 Espace vectoriel normé

Dans cette partie, on suppose que X est un espace vectoriel sur le corps |. Généralement

| = R et on dit dans ce cas que X est un espace vectoriel réel, ou | = C et on dit dans ce

cas que X est un espace vectoriel complexe.

Dé�nition 1.6.1 Soit X un espace vectoriel. Une norme sur X est une application x 7�!

kxk de X dans R+ = [0;+1[ véri�ant :
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(N1) kxk = 0 () x = 0;

(N2) k�xk = j�j kxk ; 8� 2 |;8x 2 X;

(N:3) kx+ yk � kxk+ kyk ; 8x; y 2 X (inégalité triangulaire).

Dé�nition 1.6.2 Un espace vectoriel normé est un couple (X; k:k), où k:k est une norme

sur X.

Exemple 1.6.1 (R; j:j) [resp: (C; j:j)] est R [resp: C] espace vectoriel normé.

Exemple 1.6.2 Dans Rn; kxk2 =
�

nP
i=1

x2i

� 1
2

est une norme ( la norme euclidienne stan-

dard) ; ici, x = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn:

Proposition 1.6.1 Un espace vectoriel normé (X; k:k) est un espace métrique pour la mé-

trique

d(x; y) = kx� yk :

Le couple (X; d) s�appelle l�espace métrique attaché à l�espace vectoriel normé (X; k:k):

Dé�nition 1.6.3 On dit que l�espace vectoriel normé (X; k:k) est un espace de Banach si

est seulement si l�espace métrique (X; d) qui y est attaché est complet.

Exemple 1.6.3 Soit X un |�espace vectoriel normé de dimension �nie n et fe1; e2; :::; eng

une base de X: tout élément x 2 X s�écrira sous la forme unique,

x = x1e1 + x2e2 + :::+ xnen avec x1; x2; :::; xn 2 |

On pose, kxk1 = max
i2f1;2;:::;ng

jxij : Alors (X; k:k1) est un espace de Banach.

Dé�nition 1.6.4 Soit X un espace vectoriel. Deux normes k:k1 ; k:k2 sur X sont dites équi-

valentes si et seulement si 9C1; C2 � 0 telles que

C1 kxk1 � kxk2 � C2 kxk1 ;8x 2 X:



Chapitre 2

Espaces compacts

2.1 Dé�nitions et propriétés

Soient X un ensemble non vide, A une partie de X, (Ai)i2I une famille de parties de X et I

un ensemble quelconque (généralement in�ni et non dénombrable).

Dé�nition 2.1.1 On dit que la famille (Ai)i2I constitue un recouvrement de A par des parties

de X si et seulement si A � [
i2I
Ai . C�est à dire si et seulement si pour tout x 2 A il existe

au moins un i0 2 I tel que X 2 Ai0. Ou en d�autres termes : 8x 2 A;9i0 2 I : x 2 Ai0 :

Dé�nition 2.1.2 Soit (X; �) un espace topologique, A une partie de X et (�i)i2I une famille

d�ouverts de X. On dit que la famille (�i)i2I constitue un recouvrement ouvert de A par des

ouverts de X si et seulement si A � [
i2I
�i. C�est à dire si et seulement si pour tout x 2 A il

existe au moins un i0 2 I tel que X 2 �i0 . Ou en d�autres termes :8x 2 A;9i0 2 I : x 2 �i0 :

Dé�nition 2.1.3 Soit (X; �) un espace topologique et (�i)i2I une famille d�ouverts de X .On

dit que la famille (�i)i2I constitue un recouvrement ouvert de X par des ouverts de X si et

seulement si X = [
i2I
�i. C�est à dire si et seulement si pour tout x 2 X il existe au moins un

i0 2 I tel que x 2 �i0. Ou en d�autres termes : .8x 2 X;9i0 2 I : x 2 �i0 :

Dé�nition 2.1.4 Soit (X; �) un espace topologique séparé.

On dit que (X; �) est compact ou que X est "� -compact" si et seulement si de tout recou-

vrement ouvert de X par des ouverts de X on peut en extraire un sous recouvrement �ni de

X. C�est à dire que X est compact si et seulement si :
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Pour toute famille (�i)i2I � � telle que X = [
i2I
�i, il existe J � I , J �ni, tel que X =

[
i2J
�i.Ou encore que X est compact si et seulement si :

8 (�i)i2I � � ;X = [
i2I
�i ) 9J � I; jJ j � +1; X = [

i2J
�i:

Où jJ j = cardJ désigne le nombre d�éléments de J .

Dé�nition 2.1.5 Soit (X; �) un espace topologique séparé.

On dit que (X; �) est compact ou que X est "� -compact" si et seulement si de toute de

fermés de X ayant une intersection vide, on peut en extraire une sous famille �nie ayant la

même propriété (d�intérieur vide). C�est à dire, et en désignant par F l�ensemble des fermés

de X, que X est compact si et seulement si :

Pour toute famille (Fi)i2I � F telle que \
i2I
Fi = ?, il existe J � I, J �ni, tel que \

i2J
Fi =

?.Ou encore que E est compact si et seulement si :

8 (Fi)i2I � F ; \i2IFi = ?) 9J � I; jJ j � +1; \
i2J
Fi = ?:

Remarque 2.1.1 Les auteurs anglosaxons n�utilisent pas toujours la "séparation" dans ces

dé�nitions !.En français, on parle d�espaces quasi-compacts.

Le but de la condition (X; �), séparé est d�exclure certains espaces topologiques triviaux,

comme l�espace topologique grossier, (X; � g) , par exemple.

Proposition 2.1.1 Les deux de�nitions 2.1.4 et 2.1.5 sont équivalentes.

Preuve. Supposons que (X; �) soit compact au sens de la dé�nition 2:1:4 c�est à dire :

8 (�i)i2I � � ;X = [
i2I
�i ) 9J � I; jJ j � +1; X = [

i2J
�i

On obtient alors en passant aux complémentaires et en notant F l�ensemble des fermés de

X : �
8 (�i)i2I � � ; CX

X = C
[
i2I

�i

X ) 9J � I; jJ j � +1; CX
X = C

[
i2J

�i

X

�

()
�
8
�
C�i
X

�
i2I��i 2 � ;8i 2 I; \i2IC

�i
X = ?) 9J � I; jJ j � +1; \

i2J
C�i
X = ?

�
()

�
8 (Fi)i2I � F ; \i2IFi = ?) 9J � I; jJ j � +1; \

i2J
Fi = ?

�
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Et cette dernière expression n�est que la formulation de la compacité au sens de la dé�nition

2:1:5. �

Exemple 2.1.1 Tout espace topologique X �ni discret est compact.

Mais

X est in�ni discret; X compact

car on peut prendre les singletons comme recouvrement de X par des ouverts.

Exemple 2.1.2 L�espace topologique usuel, (R; �u), n�est pas compact car la famille (]�n; n[)n�1
constitue un recouvrement ouvert de R, par des ouverts de R, et du quel on ne peut extraire

aucun sous recouvrement �ni. Autrement R serait borné.

En e¤et, supposons qu�il existe N � N, N �ni tel que R = [
n2N

]�n; n[. Comme N est une

partie �nie de N�, alors elle possède un plus grand élément n0 et on aura dans ce cas

R = [
n2N

]�n; n[ = ]�n0; n0[

et R serait borné. Ce qui est absurde.

Exemple 2.1.3 (voir [3], [21]) L�intervalle [0; 1] est un compact de R:

Soit (�i)i2I une famille d�ouverts qui recouvre [0; 1]. On note :

W = fs 2 [0; 1] : [0; s] admet un recouvrement �ni par des �ig :

On a W 6= ? car 0 2 W . De plus, par construction W est un sous-intervalle de [0; 1] : donc

W = [0; c[ ou W = [0; c] pour c = supW:

Si c � 1, on remarque qu�il existe j 2 I tel que c 2 �j. Lensemble �j étant ouvert, on peut

trouver s � c � s
0
tels que s; s

0 2 �j. En particulier [0; s] � W car on peut ajouter �j au

recouvrement �ni de [0; s] : ceci contredit le fait que c est la borne supérieure de W . Ainsi

c = 1 et on montre de même que c 2 W:

Théorème 2.1.1 (Borel-Lebesgue) [8] Soient a; b 2 R avec a � b. Alors l�intervalle [a; b]

est compact.
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Dé�nition 2.1.6 Soit X un ensemble non vide.

On dit que la famille (Ai)i2I � P(X) des parties de X jouit de la Propriété de l�Intersection

Finie ou possède la Propriété de l�Intersection Finie (P.I.F) si et seulement toute sous famille

�nie de la famille (Ai)i2I a une intersection non vide.

Ou, en d�autres termes, la famille (Ai)i2I jouit de la P.I.F si et seulement si :

8J � I : cardJ � +1) \
i2J
Ai 6= ?:

Proposition 2.1.2 Soit (X; �), un espace topologique séparé.

L�espace topologique (X; �) est compact si et seulement si toute famille de fermés de X qui

jouit de la P.I.F a une intersection non vide.

Preuve.

i) Supposons (X; �) compact et soit (Fi)i2I � F une famille de fermés de X possédant la

P.I.F, c�est à dire telle que : 8J � I : cardJ � +1) \
i2J
Fi 6= ?:

Montrons que \
i2I
Fi 6= ?:

On doit donc montrer que :
�
8J � I : (cardJ � +1))

�
\
i2J
Fi 6= ?

��
)
�
\
i2I
Fi 6= ?

�
On a, en utilisant la compacité deX :

�
\
i2I
Fi = ?

�
)
�
9J � I : (cardJ � +1) ^

�
\
i2J
Fi = ?

��
:

Puis en passant à la contraposée dans cette dernière implication, et en notant P la négation

de la proposition P :

��
\
i2I
Fi = ?

�
)
�
9J � I : (cardJ � +1) ^

�
\
i2J
Fi = ?

���
()

"�
9J � I : (cardJ � +1) ^

�
\
i2J
Fi = ?

��
)
�
\
i2I
Fi = ?

�#

()
��
8J � I :

�
cardJ � +1

�
_
�
\
i2J
Fi = ?

��
=)

�
\
i2I
Fi 6= ?

��
()

��
8J � I :

�
cardJ � +1

�
_
�
\
i2J
Fi 6= ?

��
=)

�
\
i2I
Fi 6= ?

��
()

��
8J � I : (cardJ � +1))

�
\
i2J
Fi 6= ?

��
)
�
\
i2I
Fi 6= ?

��
:
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ii) Supposons que toute famille (Fi)i2I � F de X possédant la P.I.F, c�est à dire telle que :

8J � I : (cardJ � +1))
�
\
i2J
Fi 6= ?

�
a une intersection non vide, c�est à dire :

�
8J � I : (cardJ � +1))

�
\
i2J
Fi 6= ?

��
)
�
\
i2I
Fi 6= ?

�
et montrons que (X; �) est compact.

Soit donc (Fi)i2I � F de X tel que \
i2J
Fi = ? et montrons que : 9J � I : (cardJ � +1) ^�

\
i2J
Fi = ?

�
:

Puisque cette famille (Fi)i2I � F de fermés de X possède la P.I.F on a :�
8J � I : (cardJ � +1))

�
\
i2J
Fi 6= ?

��
)
�
\
i2I
Fi 6= ?

�
Puis par passage à la contraposée dans cette dernière implication, on obtient :��

8J � I : (cardJ � +1))
�
\
i2J
Fi 6= ?

��
)
�
\
i2I
Fi 6= ?

��
()

��
\
i2I
Fi = ?

�
)
�
9J � I : (cardJ � +1) ^

�
\
i2J
Fi = ?

���
qui est exactement la caractérisation de la compacité de X au sens de dé�nition 2:1:5. �

Proposition 2.1.3 Soit (X; �) un espace topologique séparé.

Si l�espace topologique (X; �) est compact, alors toute famille (Fi)i2I � F de fermés, non

vides, de X et totalement ordonnée (selon l�inclusion) a une intersection non vide.

Preuve. Soit (Fi)i2I � F une famille de fermés, non vides, de X et totalement ordonnée

par l�inclusion.

On a alors, pour tout J � I, J �ni, la famille(Fi)i2I a un plus petit élément Fi0 ; i0 2 J qui

n�est pas vide ( Fi0 6= ? ) et qui n�est autre que \
i2J
Fi c�est à dire \

i2J
Fi = Fi0 6= ?. Ou en

encore, et en d�autres termes :

8J � I : (cardJ � +1))
�
\
i2J
Fi 6= ?

�
Donc (Fi)i2I � F est une famille de fermés deX qui jouit de la PIF et commeX est compact,

cette famille a (proposition 2:1:2) une intersection non vide, c�est à dire que \
i2I
Fi 6= ?: �
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Remarque 2.1.2 Si l�espace topologique (X; �) est compact, alors toute famille (Fi)i2I � F

de fermés, non vides, de X et décroissante (selon l�inclusion) a une intersection non vide.

Exemple 2.1.4 Dans l�espace topologique (R; �u) qui n�est pas compact :

i) La famille décroissante de fermés non vides (Fn)n�1 de R dé�nie par Fn =
�
� 1
n
;+ 1

n

�
a

une intersection \
n�1

Fn = f0g non vide.

ii) Alors que la famille (Gn)n�0 dé�nie par Gn = [n;+1[ qui est aussi une famille décrois-

sante de fermés, non vides, de R, a une intersection vide.

Autrement dit, lorsque l�espace topologique (X; �) n�est pas compact, toutes les situations

peuvent se présenter.

Proposition 2.1.4 [10] Soit (X; �) un espace topologique séparé.

Si l�espace topologique (X; �) est compact, alors toute suite (xn)n�1 � X de points de X

admet au moins une valeurs d�adhérence. Si elle admet une seule valeurs d�adhérence, alors

elle converge vers cette valeur.

Preuve. i) Montrons que la suite (xn)n�1 admet au moins un valeur d�adhérence :

Posons Xn = fxk; k � ng , alors :
�
Xn

�
n�1est une famille décroissante de fermés non vides

de l�espace compact X. En vertu de la remarque 2.1.2, cette famille a une intersection non

vide, c�est à dire,

\
n�1

Xn 6= ?

Or, cette intersection n�est rien d�autre que l�ensemble des valeurs d�adhérence de la suite

(xn)n�1 qui est donc non vide.

ii) Supposons que \
n�1

Xn = fxg et montrons que la suite (xn)n�1 converge vers cette valeur

x : c�est à dire, montrer que

8V 2 V (x);9n0 2 N�;8n 2 N; n � n0 =) xn 2 V

Soit alors V 2 V (x) :
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(V 2 V (x)) =) 9� 2 � ; x 2 � � V

=) x =2 C�
X

=) fxg \ C�
X = ?

=)
�
\
n�1

Xn

�
\ C�

X = ?

=) \
n�1

�
Xn \ C�

X

�
= ?

Comme
�
Xn \ C�

X

�
n�1 est une suite décroissante de fermés de X et que X est compact, alors

nécessairement, l�un de ces fermés serait vide car autrement on aurait \
n�1

�
Xn \ C�

X

�
6= ?. Il

existe donc n0 2 N� tel que Xn0 \ C�
X = ? . D�où

�
Xn0 \ C�

X = ?
�

=) Xn0 � � � V

=) Xn0 � Xn0 � � � V

=) Xn0 � V:

Et comme la suite (Xn)n�1 est décroissante, on a pour tout n 2 N

n � n0 =) xn 2 Xn � Xn0 � V

En conclusion

8V 2 V (x);9n0 2 N�;8n 2 N; n � n0 =) xn 2 V:

C�est à dire

lim
n!1

xn = x:

�
Il resulte de cette propiété le théorème suivant,

Théorème 2.1.2 (Bolzano-Weierstrass) [10], [21] Toute partie in�nie A de X compact

admet au moins un point d�accumulation.

Il s�en suit,

Théorème 2.1.3 (Bolzano-Weierstrass) Un espace m´ etrique (X; d) est compact si et

seulement si, de toute suite d�́ eléements de X on peut extraire une sous-suite qui converge.
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2.2 Compacité dans les espaces métriques

Proposition 2.2.1 Un espace métrique compact est complet.

Preuve. Soit (X; d) un espace métrique compact. Alors toute suite de Cauchy admet une

valeur d�adhérence ; elle est donc convergente.

La condition de séparation est remplie grâce à la proposition 1.2.6, Par conséquent, (X; d)

est complet. �

Proposition 2.2.2 Soient (X; d) un espace métrique compact et A � X. Alors

A compact () A fermé dans X:

Preuve. Si A est compact, alors A est complet, donc fermé dans X. Réciproquement,

si (xn)n est une suite de A, alors (xn)n a une valeur d�adhérence dans X ; A étant fermé,

cette valeur d�adhérence appartient à A, et donc (xn)n a une valeur d�adhérence dans A.

�

Proposition 2.2.3 Soient (X; d) un espace métrique compact et A � X. Alors

A compact =) A borné et complet.

2.3 Union - Intersection

Proposition 2.3.1 (1) Dans X séparé, la réunion d�une famille �nie de compacts est com-

pacte.

(2) Dans X séparé, l�intersection d�une famille (Ai)i2I de compacts est compacte si I 6= ?:

Preuve. Pour (1) c�est immédiat, par récurrence.

Pour (2) c�est évident, car Ai fermé donne A = \Ai est fermé,et donc A est compact car

contenu dans Ai compact. �
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2.4 Compacts de R et C

Théorème 2.4.1 (Borel-Lebesgue) A est compact dans R si et seulement si A est fermé

borné.

Preuve. i) Si A est compact, alors elle est fermé selon la proposition 2:2:2 et borné (et

complet) selon la proposition 2:2:3 , et donc il est fermé borné.

ii) Supposons que A est fermé borné et prouver qu�il est compact. Soit (xn)n � A une suite

de points de A, nous prouverons que nous pouvons en extraire une suite partielle de points

convergents. Pour cela, il su¢ t d�en extraire une suite partielle de Cauchy, et puisque A est

fermé dans R et R est complet, il est également complet, et danc la suite convegerera.

I Si la suite (xn)n a un nombre �ni de termes, alors elle est stable et donc convergente.
II Si non, et comme A est borné, il existe a; b 2 R; a � b : A � [a; b] = I0: Divisons I0 en

deux parties égales. L�une de ces deux parties contient un nombre in�ni de termes de la suite

(xn)n, soit I1 cette partie et n1 le plus petit nombre tel que xn1 2 I1:

III Divisons I1 en deux parties égales. Soit I2 la partie qui contient un nombre in�ni de

termes da la suite (xn)n et n2 le plus petit nombre tels que n2 6= n1 et xn2 2 I2:

IIII Divisons I2 en deux parties égales. Soit I3 la partie qui contient un nombre in�ni de
termes de la suite (xn)n et n3 le plus petit nombre tels que n3 6= n1 , n3 6= n2 et xn3 2 I3:
...

I : : : IIDivisons Ik�1 en deux parties égales. Soit Ik la partie qui contient un nombre in�ni
de termes de la suite (xn)n et nk le plus petit nombre tels que nk 6= n1 , nk 6= n2 , . . . ,

nk 6= nk�2 et nk 6= nk�1; et xnk 2 Ik:

D�une part, nous avons, pour les longueurs des intervalles Ik tels que k = 0; 1; 2; : : : :

La longueur de l�intervalle I0 = [a; b] est b� a = b�a
20
:

La longueur de l�intervalle I1 est b�a
2
= b�a

21
:

La longueur de l�intervalle I2 est b�a
22
:

La longueur de l�intervalle I3 est b�a
23
:

...

La longueur de l�intervalle Ik est b�a
2k
:
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D�autre part, . . .� Ik+1 � Ik � Ik�1 � : : : � I2 � I1 � I0;Alors, la suite des intervalles

(Ip)p�0 décroissante.

Donc, considérant n0 2 N�; k � n0; k
0 � n0 alors

xnk 2 Ik � In0
xn

k
0 2 Ik0 � In0

�
=) (xnk 2 In0) ^

�
xn

k
0 2 In0

�
=)

���xnk � xn
k
0

��� � 1

n0
� "

Il su¢ t de prendre : n0 � E
�
1
"

�
+ 1:

Et en �n

8" � 0;9n0 2 N�
�
n0 = E

�
1

"

�
+ 1

�
;8k 2 N�;8k0 2 N� : (k � n0)^

�
k
0 � n0

�
=)

���xnk � xn
k
0

��� � ":

C�est-à-dire (xnk)k�1est une suite de Cauchy dans A alors elle est convergente et donc A est

compact. �

Proposition 2.4.1 A est compact dans C si et seulement si A est fermé borné.

Preuve. La démonstration de cette proposition est assez similaire à la précédente, pour

plus de détails, le lecteur pourra consulter [1]. �

2.5 Produit d�espaces compacts

Soit X =
Y

i2J fini

Xi où, pour tout i 2 J , Xi est un espace topologique.

Proposition 2.5.1 [10], [8] X est compact si et seulement si pour tout i 2 J �ni, Xi est

compact.

Remarque 2.5.1 Le théorème de Tychono¤ lui stipule que le produit �ni ou in�ni de com-

pacts est lui aussi compact1.

Proposition 2.5.2 A est compact dans Rn [resp. Cn] si et seulement si A est fermé borné.

Preuve. Si A est compact dans Rn [resp. Cn] et sachant que A = A1 � A2 � :::� An où

Ai � R [resp. C] pour tout i = 1; 2; :::; n; alors Ai (i = 1; 2; :::; n) est compact d�après la propo-

sition 2.5.1 (on prendra les topologies induites de R [resp. C] usuel pour A et Ai), mais alors
1Le lectreur interressé pourra consulter [14] p. 85 ou [21] p. 290
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Ai est fermé borné dans dans R [resp. C] d�après la proposition 2.4.1 [resp. 2.4.1]. Comme

Ai est un borné alors il est inclu dans une boule (ouverte elle même incluse dans une boule

fermée) (Bf )i (ai; ri) (ai 2 R _ C selon le cas; ri � 0) et en�n, A =
nY
i=1

Ai �
nY
i=1

(Bf )i (ai; ri)

est aussi borné car
nY
i=1

(Bf )i (ai; ri) est borné. D�autre part, on a vu que Ai est fermée. comme

il est aisé de voir que le produit �ni de fermés est lui aussi fermé, alors A est fermé.

Inversement, si A est fermé borné dans Rn [resp. Cn] ; alors du fait que A soit borné il est inclu

dans une boule Bf (a; r) ; cette dernière est incluse dans
nY
i=1

(Bf )i (ai; r) où a = (a1; a2; :::; an)

(ai 2 R _ C selon le cas; r � 0) et donc,

A = �A �
nY
i=1

(Bf )i (ai; ri) =
nY
i=1

(Bf )i (ai; ri) =
nY
i=1

(Bf )i (ai; ri)

Or, (Bf )i (ai; ri) est fermé borné dans R [resp. C] d�après la proposition 2.4.1 [resp. 2.4.1]

c�est donc un compact,
nY
i=1

(Bf )i (ai; ri) est compact comme produit �ni de compacts et A

est compact car c�est un fermé dans un compact (voir proposition 2.2.2) �

2.6 Espaces compacts - Espaces normaux

Proposition 2.6.1 Tout espace compact est normal.

Preuve. - Soit un point x et F un fermé, avec x =2 F . Pour tout y 2 F , il existe

deux ouverts disjoints Uy et Vy contenant respectivement x et y et tels que Uy \ Vy = ?

(Uy 2 v(x) et Vy 2 v(y)).

Maintenant quand y décrit F , Vy décrit un recouvrement ouvertde F . Dans X compact, F

fermé donne F compact, et donc on peut extraire un sous recouvrement �ni par Vy1 ; :::; Vyn.

Ainsi Vx =
n
[
i=1
Vyi est un ouvert � F et Wx =

n
[
i=1
Uyi est un ouvert qui contient x. Puisque

Uyi \ Vyi = ? ; alors Vx \Wx = ?:

- Soit F et ' deux fermés disjoints. Pour tout x 2 ' , on peut trouver deux voisinages ouverts

disjoints Wx de x et Vx de F . En faisant décrire ' par x et en recommençant le raisonnement

précédent, on trouve un ouvert U contenant ' disjoint d�un ouvert V contenant F . �
Il en découle que tout espace compactest compètement continu.
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2.7 Fonctions continues sur un compact

Proposition 2.7.1 Soient (X; �) et (X 0; � 0) deux espaces topologiques séparés et soit

f : X �! X 0 une application continue, alors l�image de tout compact de X par f est un

compacte, en particulier, si X est lui-même un espace compact alors f(X) est compact.

Preuve. Soit f : X �! X 0 une fonction continue et K un compact de X: Si [
i2I
O0
i est

un recouvrement d�ouverts de f(K), alors [
i2I
f�1 (O0

i) est un recouvrement d�ouverts de K:

Comme K est compact on peut en extraire un sous-recouvrement �ni, K 2 [
i2J
f�1 (O0

i)

(J � I est �ni), on a alors f(K) 2 [
i2J
O0
i: Ainsi K est compact. �

Proposition 2.7.2 Soit f : X ! Y une application continue et bijective entre deux espaces

topologiques, X étant un compact. Alors f est un homéomorphisme.

Preuve. Il su¢ t de véri�er la continuité de f�1. Soit F un fermé deX ; F est donc compact.

Alors (f�1)�1(F ) = f(F ) est un compact de Y , donc un fermé de Y . �

Proposition 2.7.3 Tout espace métrique compact est borné.

Preuve. Démonstration. Soit (X; d) compact. On �xe un a 2 X et on considère la fonction

continuef : (X; d)! R,

f(x) = d(x; a). Alors f est bornée ; en particulier, il existe un r > 0 tel que f(x) � r, x 2 X,

ou encore X = B(a; r). �

2.8 Compacts dans les espaces vectoriels normés de di-
mension �nies

Proposition 2.8.1 Soit X un | espace vectoriel normé de dimension �nie n et fe1; e2; :::; eng

une base deX: Alors, (X; k:k1) dé�ni dans la proposition 1.6.3 est homéomorphe à (|n; k:k1) :

Mieux encore, il existe un isomorphisme bicontinu entre ces deux derniers.

Preuve. Soit

' : X �! |n; x 7�! ' (x) = (x1; x2; :::; xn) avec x =
nX
k=1

xkXk; xk 2 |
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1) ' est un isomorphisme. 8x; y 2 X;x =

nX
k=1

xkXk; xk 2 |; y =
nX
k=1

ykXk; yk 2 | on a

x+ y =

nX
k=1

(xk + yk)Xk

' (x+ y) = (x1 + y1; x2 + y2; :::; xn + yn)

= (x1; x2; :::; xn) + (y1; y2; :::; yn)

= ' (x) + ' (y)

De plus, il est aisé de véri�er que ' est bijectif (existance et unicité de l�écriture x =
nX
k=1

xkXk; xk 2 | )

2) ' est bicontinu. 8x; y 2 X;

k' (x)� ' (y)k1
dans (|n;kk1)

= k' (x� y)k1 = k(x1 � y1; x2 � y2; :::; xn � yn)k1 (2.8.1)

= max
i2f1;2;:::;ng

jxi � yij = kx� yk1
Dans (X;kk1)

Ce qui fait de ' une application 1-Lipschitzienne donc continue. Comme ' est un morphisme

bijective, alors

8x; y 2 |n
 
'�1 (x) =

nX
k=1

xkXk; xk 2 | et '�1 (y) =
nX
k=1

ykXk; yk 2 |
!



'�1 (x)� '�1 (y)



1

Dans (X;kk1)

=


'�1 (x� y)




1

= max
i2f1;2;:::;ng

jxi � yij = kx� yk1
Dans (|n;kk1)

Ce qui fait de '�1 une application 1-Lipschitzienne donc aussi continue. �

Corollaire 2.8.1 1. ' est une isométrie, en e¤et on pose dans (2.8.1) y = 0X et sachant

que ' (0X) = 0 on obtient :

8x 2 X; k' (x)k1 = kxk1

Il en est de même pour '�1:

2. L�image de tout compact par ' ou '�1 est compacte.

Proposition 2.8.2 La boule unité fermée de (|n; k:k1) est compacte.
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Preuve. 1er cas : | = R; B1f (0; 1) = [�1; 1]n : [�1; 1] est un compact dans (R; j:j) car c�est

un fermé borné, comme le produit �ni de compacts est un compact (théorème de Tychonov),

alors [�1; 1]n est aussi un compact dans (Rn; k:k1) .

2ème cas | = C; B1f (0; 1) = D (0; 1)n ; où D (0; 1) = fz 2 C : jzj � 1g

Se démontre comme le 1er cas. �

Proposition 2.8.3 Soit X un espace vectoriel normé de dimension �nie. La boule unité

fermée de (X; k:k1) est compacte.

Preuve. Notons par B1f (0; 1)X la boule unité fermée dans (X; kk1) : En utilisant la partie

1 du corollaire 2.8.1 on trouve que B1f (0; 1)X = '�1 (B1f (0; 1)) ; Or, d�après la proposition

2.8.2 B1f (0; 1) est compact, on conclut que B1f (0; 1)X est compact par la partie 2 du

corollaire 2.8.1. �

Proposition 2.8.4 Si X est de dimension �nie, toute norme N est une application continue

de (X; k:k1) à (R; j:j) :

Preuve. Il su¢ t pour cela de montrer que N est lipchitzienne. Pour tout

x 2 X : x = x1e1 + x2e2 + :::+ xnen où fe1; e2; :::; eng est une base de X et x1; x2; :::; xn 2 |,

donc,

N (x) = N (x1e1 + x2e2 + :::+ xnen ) (2.8.2)

� jx1jN (e1) + jx2jN (e2) + :::+ jxnjN (en )

� (N (e1) +N (e2) + :::+N (en )) max
i2f1;2;:::;ng

jxij

� � kxk1

où, � = N (e1) +N (e2) + ::: +N (en ) � 0; fe1; e2; :::; eng étant une base, ses élements sont

par dé�nition non-nuls et leurs images par N aussi puisque N est une norme.

Et alors x; y 2 X;

jN (x)�N (y)j � N (x� y)
iné trian généralisée

� � kx� yk1

N est �� lipchitzienne et donc continue. �

Théorème 2.8.1 En dimension �nie, toutes les normes sont équivalentes.
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Preuve. On va montrer que toute norme N dé�nie sur un espace de dimension �nie X est

équivalente à k:k1 : Le résultat découlera de la symétrie et la transitivité de l�équivalence des

normes .

Pour montrer que N est équivalente à k:k1 ; il faut et il su¢ t de trouver deux constantes

� � 0 et � � 0 pour lesquelles

8x 2 X : � kxk1 � N (x) � � kxk1

L�une des deux inégalités recherchées découle immédiatement de (2.8.2), il reste à touver �:

soit S1 (0; 1)X = fx 2 X : kxk1 = 1g ; on rappelle que :

B1f (0; 1)X est compact (proposition 2.8.3).

S1 (0; 1)X � B1f (0; 1)X et S1 (0; 1)X est un fermé. on déduit que S1 (0; 1)X est compact

(toute partie fermée contenue dans un compact est elle même compact).

Or, la norme N est une application continue de (X; k:k1) à (R; j:j) (voir proposition 2.8.4 ).

Elle atteint donc ses bornes et,

9m;M 2 R;8x 2 S1 (0; 1)X : m � N (x) �M

En particulier, 9x0 2 S1 (0; 1)X : m = N (x0) � 0 (car elle atteint ses bornes !)

On peut a¢ rmer que

9m � 0;8x 2 S1 (0; 1)X : m � N (x)

En�n, on pose pour tout x 2 X; x non nul : y = x

kxk1
; alors kyk1 =





 x

kxk1






1
= 1 et donc

y 2 S1 (0; 1)X : D0où,

8x 2 X : m � N (y) = N

�
x

kxk1

�
=
N (x)

kxk1
=) kxk1m � N (x)

comme cette inégalité est aussi véri�ée pour x = 0X on déduit que � = m: �

Corollaire 2.8.2 Deux espaces vectoriels normés sur le même corps | et de même dimension

�nie sont isomorphes.

Corollaire 2.8.3 Tout espace vectoriel normé de dimension �nie est complet et donc tout

sous-espace de dimension �nie d�un espace vectoriel normé est fermé.



2.8 Compacts dans les espaces vectoriels normés de dimension �nies 36

Preuve. i) Soit X un espace vectoriel normé de dimension n. Alors d�après le corolaire

2:8:2, X est isomorphe à (Rn; k:k1) . qui est complet. Comme la completude est préservée

sous les isomorphismes d�espaces vectoriels normés ( la continuité de l�isomorphisme et de

son inverse donne qu�une suite est de Cauchy et convergente dans un espace si est seulement

si son image est de Cauchy et convergente dans l�autre espace), donc X est complet.

ii) Soit Y un sous-espace de dimension �nie d�un espace vectoriel normé X. Alors Y est

complet donc Y est (topologiquement) fermé. �

Corollaire 2.8.4 Dans un espace vectoriel normé X de dimension �nie, une partie A de X

est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée. En particulier, la boule unité fermée

Bf (0; 1) est compacte.

Preuve. Soit (X; k:k) un espace vectoriel de dimension �nie et , une partie A de X:

i) On suppose que A est compacte et on montre que A est fermée et bornée.

A est fermée : Soit (xn)n2N une suite de Cauchy dans A convergente vers x 2 X: on veut

montrer que x 2 A:

A étant compact alors (xn)n2N admet une valeur d�adhérence y 2 A, mais comme (xn)n2N

converge, forcement x = y et x 2 A:

A est bornée : Supposons le contraire, c à d que A ne soit pas bornée, alors

8M 2 R;9x 2 A : kxk �M

pour :

M = 1 : 9x1 2 A : kx1k � 1

M = 2 : 9x2 2 A : kx2k � 2
...

...

M = n : 9xn 2 A : kxnk � n

...
...

La suite (xn)n2N ainsi construite n�admet pas de valeur d�adhérence ce qui contre-dit le fait

que A soit compacte.
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ii) on suppose que A est fermée et bornée et on montre que A est compacte.

Comme X est de dimension �nie n d�après la proposition 2.8.1 (X; k:k1) est homéomorphe

à (|n; k:k1) par l�application ';mais alors ' (A) est fermée et bornée de |n; car c�est l�image

(directe) du fermée (' est un homéomorphisme) bornée (' est une isométrie) A par l�appli-

cation ' et par conséquent, A est compacte (les fermés et bornés sont des compacts de

Rn ou Cn). En�n, A = '�1 (' (A)) est compacte car c�est l�image du compact ' (A) par

l�application fermée '�1: �

2.8.1 Lemme de Riesz

Lemme 2.8.1 Soit Y un espace vectoriel (topologiquement) propre (ie : non-vide et di¤érent

de X) fermé d�un espace vectoriel normé X alors pour chaque " � 0 il existe un vecteur unité

x0 2 X pour lequel kx0 � yk � 1� " pour tout y 2 Y:

Preuve. On donne la preuve pour le cas " = 1
2
. On a seulement besoin du resultat pour

" = 1
2
pour prouver le théorème de Reisz. Puisque Y est un sous-ensemble propre de X alors

il y a x 2 XnY . Puisque Y est un sous-ensemble (topologiquement) fermé de X alors XnY

est ouvert et donc il y a une boule d�un certain rayon positive centré en x qui est disjoint de

Y . Donc si on prends l�in�mum de la distance de x à un élément de Y alors on obtient une

distance d � 0 : inf
�

x� y

0

 =y0 2 Y 	 = d � 0. Choisir y1 2 Y pour lequel kx� y1k � 2d

(ce qui peut être fait par la di�nition in�mum de d). De�nir x0 =
x�y1
kx�y1k .Alors pour tout

y 2 Y :

x0 � y =
x� y1
kx� y1k

� y =
x� y1 � y kx� y1k

kx� y1k
=

1� y
0

kx� y1k
où y

0
= y1 + y kx� y1k 2 Y

Puis :

kx0 � yk =



x� y
0



kx� y1k
car x0 � y =

x� y
0

kx� y1k

�


x� y

0


2d

car d �



x� y

0



par le choix de d

=
1

2

car y 2 Y est arbitraire, le résultat suivant. �
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2.8.2 Théorème de Riesz

Théorème 2.8.2 [14] La boule unité fermée Bf (0; 1) d�un espace vectoriel normé X est

compacte si est seulement si X est de dimension �nie.

Preuve. Si X est de dimension �nie alors la boule unité fermée est compacte d�après le

corolaire 2:8:4.

Supposons dimX =1. On montre queX n�est pas compact. Soit x1 2 Bf (0; 1). Considérons

l�espace de fx1g

X1 = fx 2 X=x = �x1 pour certains � 2 Rg

AlorsX1 est un sous- espace vectoriel propre fermé deX ("fermé" car toute suite convergente

des éléments de X1 converge vers un élément de X1, de sorte que X1 contient tous ses points

limites ; "propre" car dimX = 1 ). Donc d�après le lemme de Riesz avec " = 1
2
, il y a

x2 2 Bf (0; 1) pour lequel kx1 � x2k � 1
2
. On utilise maintenant l�induction. On suppose

qu�ayait choisi n vecteurs dans Bf (0; 1), fx1; x2; :::; xng dont les paires sont distantes de plus

d�une distance 1
2
. Soit Xn l�étendue de fx1; x2; :::; xng.

Alors Xn est un sous-espace de dimention �nie de X et il est fermé par le corolaire 2:8:3, et

Xn est un sous-espace propre de X puisque dimX =1.

Encore une fois, par le lemme de Riesz avec " = 1
2
, il y a xn+1 2 Bf (0; 1) pour lequel

kxi � xn+1k � 1
2
pour 1 � i � n. La suite résultante (Xi) � Bf (0; 1) satisfait kxn � xmk � 1

2

pour tout n 6= m. Elle n�a donc pas de sous-suites convergentes (rappelons que les suites

convergentes sont toujours de Cauchy par l�inégalité triangulaire). Donc Bf (0; 1) n�est pas

compacte (on traite ici Bf (0; 1) comme un espace métrique). �



Chapitre 3

Espaces localement compacts

3.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 3.1.1 Un espace est dit localement compact s�il est séparé et si tout point de

cet espace possède un voisinage ouvert à clôture compacte (ou encore plus simplement un

voisinage compact).

On trouve aussi dans la littérature une autre dé�nition :

Dé�nition 3.1.2 Un espace est dit localement compact s�il est séparé et si tout point de cet

espace possède une base de voisinages ouverts à clôture compacte.

Nous allons montrer à présent que ces deux dé�nitions sont équivalentes, ceci s�appuie forte-

ment sur la séparabilité.

Proposition 3.1.1 Ces deux dé�nitions sont équivalentes.

Preuve. Il su¢ t de montrer que la première implique la seconde.

Soit donc x dans X, localement compact selon la première dé�nition. Soit V un voisinage

ouvert de x. On veut trouver un voisinage compact de x contenu dans V .

Soit U un voisinage ouvert de x à fermeture compacte, quitte à prendre l�intersection avec V ,

on peut supposer que U � V . Supposons construit un voisinage ouvert W de x inclus dans

U tel que W � U . Alors, W est compact et inclus dans V , ce qui con�rmerait la proposition.

Montrons donc l�existence d�un tel ouvert W .
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Soit @U la frontière de U , qui est compacte. Pour tout xi de @U , il existe un ouvert Ui de xi

et un ouvert Wi de x qui les séparent. Le compact @U est recouvert de tous les Ui et donc

par un nombre �ni de ceux-ci. Posons W l�intersection �nie des Wi correspondant, alors W

est un voisinage ouvert de x et par construction W n�intersecte pas @U . Il en résulte W � U:

�

Exemple 3.1.1 Tout espace discret X est localement compact, en e¤et : Pour tous x 2 X;

fxg est un voisinage compact de x. en particulier, Z muni de la topologie induite par celle de

R est localement compact.

Exemple 3.1.2 R est localement compact car, pour tout x 2 R et � � 0; [x� �; x+ �] est

un voisinage de x fermé et borné, donc compact. Plus généralement, Rn et Cn sont localement

compacts.

Exemple 3.1.3 Tout espace compact X est localement compact. En e¤et, pour tout x 2 X,

il su¢ t de considérer comme voisinage X lui-même, la réciproque est par contre fausse, par

exemple R est localement compact mais non compact.

Proposition 3.1.2 Q n�est pas localement compact.

Preuve. Supposons Q localement compact. Alors tout point de Q aurait un voisinage

ouvert à clôture compacte. Choisissons un ouvert U de 0 à clôture compacte. Tout ouvert

de U est également à clôture compacte, donc on peut prendre pour U un intervalle ouvert

]� t; t[\Q, où t est un irrationnel (cela forme e¤ectivmeent une base d�ouverts de 0 dans Q).

L�ensemble ]� t; t[\Q = [�t; t] \Q est à la fois ouvert et fermé dans Q car t est irrationnel.

Donc, U est compact. Maintenant, on prend une suite xn de rationnels de U tendant vers

t. C�est une suite dans un compact qui ne possède pas de sous-suite convergente dans le-dit

compact, puisque toutes ces sous-suites tendent vers t. Ce qui contredit la compacité de U .

�

Remarque 3.1.1 Comme Q est un sous espace de R, on déduit qu�en général un sous espace

d�un espace localement compact n�est pas forcement localement compact.
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Proposition 3.1.3 soit X un espace topologique localement compact. Tout fermé de X est

localement compact.

Preuve. soit F un fermé de X et soit x 2 F .

Il existe V voisinage compact de x dans X. Or, V \ F est un voisinage de x fermé dans F .

Donc, V \ F est un compact.

Par conséquent, F est localement compact. �

Proposition 3.1.4 Tout espace localement compact X est régulier.

Preuve. On rappelle que tout compact est régulier.

Soit V 2 V (x) : Existe-t-il V 0 2 V (x) fermé tel que V 0 � V ?

X étant localement compact, donc il existeW 2 V (x) compact deX. CommeW est compact,

il W est régulier.

Or, W \ V 2 VW (x), donc il existe V
0 2 VW (x) fermé tel que V 0 � W \ V .

W étant un compact de X, donc c�est fermé de X Donc,V
0
est un fermé de X et V

0 � V .

Par conséquent, X est régulier. �

Proposition 3.1.5 Tout espace localement compact X est complètement régulier.

Preuve. Soient X un espace localement compact, x 2 X et F un fermé de X tel que x =2 F .

Il existe un voisinage ouvert U de x tel que �U est compact. L�ensemble,

F0 =
�
�UnU

�
[
�
�U \ F

�
est un fermé dans U . Il est clair que x =2 F0 c�est à dire x 2 �UnF0. Mais �U est compact donc

complètement régulier (proposition 2.6.1), alors il existe une application continue

f1 : �U �! [0; 1] tel que f1(x) = 0 et f1(F0) = f1g

Considérons l�application

f2 : XnU �! [0; 1]

dé�nie par f2 (y) = 1: On a,

�U \ (XnU) = �UnU � F0
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donc,

f1
�� �U\(XnU) = f2

�� �U\(XnU)
Donc l�application,

f : X = �U [ (XnU) �! [0; 1]

dé�nie par f(z) = f1(z) si z 2 U; f(z) = f2(z) si z 2 XnU , est continue. Par conclusion X

est complètement régulier. �

Proposition 3.1.6 Si X est localement compact, alors tout point admet un systeme fonda-

mental de voisinages compact.

Preuve. Soient x 2 X et V 2 V (x) .

Il existe W 2 V (x) compact.

W \ V 2 VX(x) et X régulier, donc il existe U 2 VX(x) fermé tel que U � W \ V .

Comme W est compact, il est fermé dans X et U � W .

Donc U est un fermé deW qui est compact, Par conséquent, U est un compact tel que U � V:

�

Proposition 3.1.7 Si X est localement compact, alors tout ouvert de X est localement com-

pact.

Preuve. En e¤et : Soit A un ouvert de X et soit x 2 A .Existe-t-il W 2 VA(x) compact ?

Comme X est localement compact, il existe V 2 VX(x) compact.

Or A est un ouvert de X, donc A \ V 2 VX(x).

Donc il existe W 2 VX(x) compact tel que W � A \ V � A .

Par conséquent, W 2 VA(x) compact. �

3.2 Compacti�cation

Dé�nition 3.2.1 En topologie, la compacti�cation est un procédé général de plongement d�un

espace topologique comme sous-espace dense d�un espace compact. Le plongement est appelé

le compacti�é. Un tel plongement existe si et seulement si l�espace est complètement régulier.

Autrement dit :
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Le couple (Y; ') où Y est un espace compact et ' : X �! Y est un homémorphisme prolon-

geant (intégrant) X dans Y tel que ' (X) = Y , est appelé une compacti�cation de l�espace

X.

Comme tout space localement compact est complètement régulier, alors ce dernier, s�il n�est

pas compact, peut être compacti�é. Nous présentons dans ce qui suit quelques exemples.

3.2.1 Exemple de compacti�cation

Compacti�é d�Alexandro¤

Théorème 3.2.1 [5]; [8], [21] Soit (X; �) un espace localement compact (non compact). Il

existe un espace compact
�
X et un point p 2

�
X tel que X soit homémorphe à

�
Xn fpg = C

fpg
�
X
:

Proposition 3.2.1 L�espace
�
X est dé�nie à un homémorphisme près.

�
X est appelé le compacti�é d�Alexandro¤ de X:

Preuve. Soit (X; �) un espace topologique localement compact. SoitO la famille des ouverts

de X pour la topologie � :

Soit
�
X = X [ fpg où p =2 X:

On munit
�
X de la topologie

�
� dé�nie par la famille des ouverts

�
O :

�
O = O[

n
CK

�
X
où K décrit l�ensemble des compacts de X

o
:

�
� est une topologie sur

�
X :

En e¤et,
�
O véri�e les axiomes (�1); (�2) et (�3) :

(�1) : - ? 2
�
O car ? 2 O

-
�
X 2

�
O car ? est un compact de X et

�
X = C?�

X
:

(�2) : Soit (Vi)i2I �
�
O:

- Si (Vi)i2I � O, alors [i2IVi 2 O �
�
O:

- Si, pour tout i 2 I; Vi = CKi
�
X
: [
i2I
Vi = C

\
i2I

Ki

�
X

et \
i2I
Ki est un compact de X. Donc [

i2I
Vi 2

�
O:

- S�il existe I1 � I et I2 � Itel que I1 [ I2 = I avec (Vi)i2I1 � O et (Vj)j2I2 �
�
O alors

[
i2I1

Vi 2 O et [
j2I2

Vj 2
�
O:

Donc, tout revient à montrer que si U1 2 O et U2 2
�
O alors U1 [ U2 2

�
O.
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En e¤et, soit U1 2 O et U2 = CK
�
X

U1 [ U2 = U1 [ CK
�
X
= C

Uc1\K
�
X

U c1 \K est un fermé de K, donc c�est un compact. Par conséquent, U1 [ U2 2
�
O:

(�3) : Soient V1; V2 2
�
O .

- Si V1; V2 2 O, alors V1 \ V2 2 O �
�
O.

- Si V1 = CK1
�
X
; V2 = CK2

�
X
où K1 et K2 sont deux compacts de X ,alors V1\V2 = CK1

�
X
\CK2

�
X
=

CK1[K2
�
X

,comme K1 [K2 est un compact, alors V1 \ V2 2
�
O.

-Si V1 2 O et V2 =2 O, alors V2 = CK
�
X
: Donc V1 \ V2 = V1 \ CK

�
X
= V1 \ CK

X car p 2 V2 mais

p =2 V1:

Par conséquent, V1 \ V2 appartient à O �
�
O.

Montrons que la topologie induite sur X par celle de
�
X coïncide aves celle de X :

Soit � la famille des ouverts de X pour la topologie induite sur X. Alors � = O, en e¤et :

Il est clair que O � �.

Soit A 2 �;

- Si A 2 O c�est terminé.

- Sinon, il existe K compact de X tel que A = CK
�
X
\X = CK

X 2 O.

Donc la topologie induite sur X par celle de
�
X:

�
X est séparé :

Soit x; y 2
�
X avec x 6= y.

- Si x; y 2 X c�est �ni car X est séparé.

- Si x = p et y 2 X, il existe K 2 VX(y) compact car X est localement compact. Soit

V = CK
�
X
2 V�

X
(p) et on a K \ V = ?:

Donc X est séparé.
�
X est compact :

Soit (Vi) un recouvrement ouvert de
�
X donc

�
X = [

i2I
Vi. Comme p 2

�
X , il existe j 2 I tel

que p 2 Vj:

Donc, il existe K compact de X tel que Vj = CK
�
X
:

K étant un compact de X donc il existe i1; i2; :::; in 2 I tel que K �
n
[
m=1

Vim :

Or
�
X = K [ CK

�
X
�
�

n
[
m=1

V
�
[ Vj: Donc

�
X est un compact.
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(X; �) est homémorphe à Cfpg�
X
:

En e¤et, considérons la correspondance :

(X; �) �! C
fpg
�
X

x 7! x:

C�est une bijection continue et ouverte. Donc, c�est un homéomorphisme.
�
X est dé�ni à un homéomorphisme près :

Soit X
0
un espace localement compact tel qu�il existe p

0 2 X
0
et un homéomorphisme f de

X sur le sous-espace X
0n fpg :

Montrer qu�il existe un homéomorphisme
�
f de

�
X sur X

0
tel que

�
f(p) = p

0
.

On prolonge f à
�
f en posant :

�
f(x) =

�
f(x) si x 2 X
p
0

si x = p

Alors,
�
f est bijective et

�
f�1 est continue.En e¤et,

�
f�1 : X

0 �!
�
X .

Soit A un ouvert de
�
X :

1ercas : A � X
�
f(A) = f(A) = (f�1)

�1
(A) ouvert de f(X) = X

0n
�
p
0	
car f�1 est continue.

Or, X
0
séparé =)

�
p
0	
fermé =) X

0n
�
p
0	
= f(X) est un ouvert de X

0
=) f(A) est

ouvert de X
0
.

2emecas : p 2 A:

Alors, il existe K compact de x tel que A = CK
�
X
=

�
XnK.

�
f(A) =

�
f(

�
X)n

�
f(K) =

�
Xnf(K)

Or, K compact et X
0
séparé =) f(K) est un compact de X

0
=) f(K) est un fermé de

X
0
.

�
f(A) est un ouvert de X

0
: �

Application :

Exemple 3.2.1 1) Considérons X = [a; b[� R. Alors X est localement compact car X =

]�1; b] \ [a;+1[ (intersection d�un ouvert et d�un fermé), la proposition 3:2:1 donne alors
�
X = [a; b] est compact.
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2) X = R est localement compact. Soit
�
R = R [ f1g. Alors

�
R est homéomorphe au cercle

unité S1 de R2(x2 + y2 = 1).

L�application M �! M
0
est l�inversion de centre P et de puissance 2 (Inv(P; 2)) et f :

M(x; 0) �!M
0
est une bijection de R �! S1�fPg est bicontinue donc un homéomorphisme

de R �! S1 � fPg.
�
R est homéomorphe à S1 � fPg = S1.

f : x 7�!
�

2x

x2 + 1
;
x2 � 1
x2 + 1

�

Plus généralement le compacti�é d�Alexandro¤
�
Rn de Rn est homéomorphe à la sphère unité

de Rn+1.

3) Le plan complexe compacti�é
�
C. On sait que C est homéomorphe à R2 par :

z = x1 + ix2 7�! (x1; x2)

Dans C, d
�
z; z

0�
=
��z � z

0�� :C est localement compact, il admet un compacti�é
�
C et

�
C est

homéomorphe à la sphère unité S2 de R3.
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Pour tout M de R2 de coordonnées (x1; x2; 0) on associe M
0 2 S2 \ PM; par l�application :

f : (x1; x2) 7�!
�

2x1
x21 + x22 + 1

;
2x2

x21 + x22 + 1
;
x21 + x22 � 1
x21 + x22 + 1

�
f : R2 �! S2�fPg est une inversion Inv(P; 2). Ainsi f est homéomorphe de R2 �! S2�fPg

et donc
�
R2 =

�
C est homéomorphe à

�
S2 � fPg = S2: Notons que la fonction f ci-dessus peut

également être dé�nie par :

z = x1 + ix2 7�!
 

2x1

jzj2 + 1
;
2x2

jzj2 + 1
;
jzj2 � 1
jzj2 + 1

!

Construction de R (la droite achevée)

Soit (xn)n une suite réelle : elle n�a pas forcément de limite, ni même de valeur d�adhérence

(dans R), par exemple si xn �! +1. On va "ajouter" deux points supplémentaires à R notés

�1 et +1, où f�1; +1g \ R = ? et �1 6= +1, et ainsi dé�nir :

R = R [ f�1; +1g

On munit R d�une relation d�ordre total, prolongeant l�ordre connu sur R :

8x 2 R [ f+1g ;�1 � x

8y 2 R [ f�1g ; y � +1

On pose :

8x; y 2 R; d(x; y) = jArc tan(x)� Arc tan(y)j

où par convention Arctan(+1) = �
2
et Arctan(�1) = ��

2
:

Remarque 3.2.1 prolongée ainsi, la fonction Arctan est injective sur R

Proposition 3.2.2 d est une distance sur R, et la topologie induite par d sur R � R est la

topologie usuelle de R:

Preuve. - d est à valeurs dans R+ ; elle est symétrique (8x; y 2 R; d(x; y) = d(y; x)). De

plus d(x; y) = d(y; x) () Arctanx = Arctany () x = y puisque Arctan est injective.

En�n, si x; y; z 2 R :

d(x; y) � jArc tan(x)� Arc tan(z)j+ jArc tan(z)� Arc tan(y)j = d(x; z) + d(z; y)



3.2 Compacti�cation 48

Donc d est une distance sur R ; en particulier, elle induit une distance sur R � R:

- Arctan : (R; d) �!
��
��
2
; �
2

�
; j:j
�
est un homéomorphisme : en e¤et, Arctan : R �!�

��
2
; �
2

�
est bijective, et

8x; y 2 R; jArc tan(x)� Arc tan(y)j = d(x; y)

Ainsi Arctan : (R; d) �!
��
��
2
; �
2

�
; j:j
�
et sa réciproque tan :

��
��
2
; �
2

�
; j:j
�
�! (R; d) sont

1-lipschitziennes donc continues. Il reste à véri�er que
��
��
2
; �
2

�
; j:j
�
et (R; j:j) sont homéo-

morphes : or tan :
��
��
2
; �
2

�
; j:j
�
�! (R; j:j) est bijective, et on sait que tan et Arctason

continues pour la topologie usuelle. Finalement, (R; d) est homéomorphe a (R; j:j). �

Remarque 3.2.2 en particulier,dire qu�une suite réelle (xn)n converge vers l 2 R signi�e

selon les cas qu�elle converge vers un réel, que xn �! +1, ou que xn �! �1 (au sens

usuel).

Proposition 3.2.3 R est compact.

Preuve. Puisque c�est un espace métrique, il s�agit de montrer que toute suite (xn)n

d�éléments de R admet une sous-suite qui converge dans R.

- premier cas : si les termes de la suite sont réels a partir d�un certain rang

9n0 2 N=8n � n0; xn 2 R

Alors ou bien (xn)n�n0 est bornée dans R et donc admet une sous-suite qui converge vers

l 2 R, ou bien (xn)n�n0 est non bornée dans R et dans ce cas soit elle admet une sous-suite

qui converge vers +1 soit elle admet une sous-suite qui converge vers �1 . Dans tous les

cas, on a trouve une sous-suite x'(n) �! l 2 R .

- deuxième cas : sinon

8n;9k � n j xk 2 f�1; +1g

i.e fk 2 n j xk 2 f�1; +1gg est in�ni. Donc l�un des deux ensembles fk 2 n j xk = +1g

ou fk 2 n j xk = �1g est in�ni, ce qui permet de construire une sous-suite x'(n) constante

égale à +1 ou constante égale à �1 : en particulier x'(n) �! l 2 R: �
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3.3 Espaces localement compacts dans les espaces vec-
toriels normés de dimension �nie

3.3.1 Théorème de F.Riesz

Proposition 3.3.1 Soit X un espace vectoriel normé. Les propriétés suivants sont équiva-

lentes :

(a) X est localement compact ;

(b) X est de dimension �nie ;

(c) Toute partie fermée et bornée de X est compacte.

Preuve.

(a) =) (b) Supposons que X est localement compact. Alors, il existe V 2 V (0) compact.

Comme V 2 V (0), il existe r � 0 tel que Bf (0; r) � V .

Bf (0; r) est fermée dans V compact, donc compacte.

Or x 7�! r�1x est continue, donc B = Bf (0; 1) est compacte .

B � [
x2B

Bo(x;
1
2
) =) 9x1; x2; :::; xn tel que B � [

1�i�n
Bo(xi;

1
2
)

Montrons que x1; x2; :::; xn engendrent X :

Soit F = hx1; x2; :::; xni le sous espace vectoriel engendré par x1; x2; :::; xn:

dimF � +1, donc F ' |n qui est complet, ce que entraine que F est complet, Par consé-

quent F est fermé.

E = F , en e¤et :

Supposons qu�il existe A 2 EnF . Soit r0 = d (a; F ).

Donc (9x 2 F ), tel que r0 � kx� ak � r
0
+ r

0

2
= 3r

0

2
:

Soit y = a�x
ka�xk :

alors y 2 B et a = y ka� xk + x =) 9i � n tel que y 2 Bo

�
x; 1

2

�
=) y = xi + z où

kzk � 1
2
=) a = x+ ka� xkxi + ka� xk z:

Posons a
0
= x+ ka� xkxi, comme a

0 2 F , on a :

r
0
= d (a; F ) �




a� a
0



 = ka� xk kzk ka� xk

2
� 3r

0

4
(absurde).

Donc X = F =) dimX � +1:

(b) =) (c) Si dimX � +1 on pose, dimX = n . Alors X ' |n.
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Or dans |n les fermés bornés sont les compacts =) les fermés bornés deX sont les compacts.

(c) =) (a) 8x 2 X;Bf (x; 1) est fermée bornée. Donc, Bf (x; 1) est compacte. Par consé-

quent, X est localement compact. �

Théorème 3.3.1 (Généralisation du théorème de Riesz) Soit X un espace vectoriel

normé. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

Corollaire 3.3.1 (a) X est localement compact ;

(b) X est de dimension �nie ;

(c) Toute partie fermée et bornée de X est compacte ;

(d) La boule unité fermée Bf (0; 1) dans X est compacte.

Preuve. D�après la proposition 3:3:1 on a (a) () (b) () (c) ; et d�après le théorème

2:8:2 on a (b) () (d) : Alors (a) () (b) () (c) () (d) : �



CONCLUSION

Nous avons vu à travers ce mémoire, que certains ensembles fondamentaux peuvent être

construits par le principe de compacti�cation, tel est le cas par exemple de la droite achevée R,

et cela en ajoutant à l�espace des réels les deux points : +1 et �1 ; mais aussi le compacti�é

d�alexendro¤ de R qui est isomorphe à la sphère unité S1 = f(x;+y) 2 R2 : x2 + y2 = 1g de

R2muni de la norme euclidienne.

Notons que nous n�avons pas abordé toutes les propriétés relatives à ces espaces, par exemple,

nous avons mentionné que le produit de deux espaces compacts est bien un espaces com-

pacts(le théorème de Tycono¤ stipule même qu�un produit in�ni d�espaces compacts est

aussi compact), mais le produit de deux espaces localement compacts est-il aussi un espace

localement compact ? (la réponse est positive dans le cas de produit de deux espaces, et plus

généralement d�un produit �ni, mais cela n�est pas toujours véri�é dans le cas d�un produit

in�ni, voir [[10]])

Quant la compacti�cation, nous avons évoqué deux exemples : la compacti�cation, celle

d�Alexandro¤ et la droite achevée, mais en fait, il faut savoir qu�il existe d�autre types de

compacti�cations, tels que : les plus connus étants la compacti�cation de Stone-cech et la

compacti�cation de Bohr.

En�n, nous espèrons que ce mémoire pro�tera aux lecteurs, notamment aux étudiants de

deuxième année, que ce soit dans le système LMD ou dans mais aussi ceux de l�école nor-

male supérieure ENS, et qu�il aidera tous ceux qui le souhaitent étudier la topologie et plus

particulièrement tout ce qui est lié aux espaces localement compacts.
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