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Introduction

Ce manuscrit est extrait des deux premiers chapitres du livre de A. Pazyi,
intitulé " Semigroups of Linear Operators and Application to Patrial Differen-
tial Equations". Nous avons traité ici les semi-groupes uniformément bornés,
les semi-groupes fortement continus (ou C0 semi-groupes), les semi-groupes
différentiables et les semi-groupes analytiques.

Le but est de bien comprendre la notion des semi-groupes et de suivre,
dans les détails, toutes les démonstrations des résultats des notions citées
plus haut, tout en donnant, dans le but de rendre la lecture ce manuscrit
moins difficile et accessible aux étudiants de master, des détails de démon-
strations où l’auteur estime connues les notions de topologie, des opérateurs
non bornés et de l’analyse fonctionnelle en général.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier, nous don-
nons des rappels des résultats utiles et utilisés dans la suite à qui nous nous
référons pour le confort du lecteur.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude des semi-groupes uniformé-
ment bornés et beaucoup plus aus semi-groupes fortement continus. Dans ce
chapitre, on trouve les relations reliant les semi-groupes et leurs générateurs
infinitésimaux, comme le théorème de Hille-Yosida et le théorème de Lumer-
Phillips.

Dans le troisième, on donne des résultats sur les semi-groupes différen-
tiables et les semi-groupes analytiques, et le résultat de prolongement analy-
tique.



Chapitre 1

Rappels

Soient E et F deux espaces de Banach et A : E → F un opérateur linéaire.

Définition 1.1 On dit que A est borné s’il existe c > 0 tel que

sup
‖x‖E≤1

‖Ax‖F ≤ c. (1.1)

L’inégalité (??) est équivalente à

‖Ax‖F ≤ c‖x‖E.

On dit aussi que A est continu.
L’ensemble:

{A : E → F,Aestcontinu} ,

est un espace vectoriel, noté L(E,F ).
L’application: A 7→ sup‖x‖E≤1 ‖Ax‖F est une norme sur L(E,F ). De plus, si
F est un espace de Banach alors L(E,F ) l’est aussi.
Si E = F on note L(E).

Définition 1.2 Un opérateur non borné sur un espace de Banach E est un
couple (D(A), A) où D(A) est un sous espace vectoriel de E et A est un
opérateur linéaire défini de D(A) dans F . On dit que A un opérateur non
borné de domaine D(A). Dans la suite, on suppose que D(A) est dense dans
E.
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1. Rappels.

Définition 1.3 Soit A et B des opérateurs de domaines repectifs D(A) et
D(B). Si D(A) ⊂ D(B) et Bx = Ax,∀x ∈ D(A) on dit que B prolonge A
et on note: B ⊇ A.

Définition 1.4 Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur linéaire dans E. On
dit que A est fermé si pour toute suite (xn)n ⊂ D(A) vérifiant

xn → x et Axn → y,

alors:
x ∈ D(A) et Ax = y.

Définition 1.5 (les opérateurs fermables).

On dit qu’un opérateur A est fermable s’il possède une extension fermée.
A est dit fermable s’il existe A, un opérateur linéaire sur E, tel que

G(A) = G(A),

dans ce cas A est uniquement déterminé, c’est un opérateur fermé appelé la
fermeture da A.

Théorème 1.6 (Graphe fermé).

Soient E et F deux espaces de Banach et A : E → F un opérateur linéaire.
Si le graphe de A,

G(A) = {(x,Ax) ∈ E × F : x ∈ D(A)}

est fermé dans E × F , alors A est continu.

Notation On note par R(A), l’image de A.

Théorème 1.7 Soient E et F deux espaces de Banach, et A ∈ L(E,F ). S’il
existe α > 0 tel que:

‖Ax‖ ≥ α‖x‖,

alors A est injectif et à une image fermé. De plus: A : E → R(A) est un
isomorphisme et

‖A−1‖ ≤ 1

α
.
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1. Rappels.

Définition 1.8 (convergence faible).

Soit E un espace de Banach et E∗ son dual. On dit qu’une suite (xn)n ⊂ E

converge faiblement vers x dans E si,

〈f, xn〉E∗×E → 〈f, x〉E∗×E , ∀f ∈ E
∗. (1.2)

On note: xn ⇀ x.

Définition 1.9 (convergence forte).

Si
‖xn − x‖E → 0,

on dit que (xn) converge fortement dans E et on note xn → x.

Proposition 1.10 Si xn → x alors xn ⇀ x.

Définition 1.11 Soit (fn) une suite dans E∗. On dit que (fn) converge vers
f pour la topologie faible étoile si:

〈fn, x〉E∗×E → 〈f, x〉E∗×E , ∀x ∈ E. (1.3)

Théorème 1.12 (Brezis.)

La boule unité fermée de tout espace vectoriel est compacte pour la topologie
faible étoile.
En particulier, toute suite (fn) bornée dans E∗, admet une sous-suite qui
converge pour la topologie faible étoile.

Théorème 1.13 Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur linéaire. Si A−1 :

F → D(A) est un opérateur borné, alors A est fermé.

Preuve : Soit xn ∈ D(A): xn → x et yn = Axn → y. Alors

xn = A−1yn → A−1y,

car A−1 est borné.
Comme xn → x on aura

x = A−1y ⇒ x ∈ D(A) et Ax = y.
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1. Rappels.

Théorème 1.14 Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur linéaire fermé et
Soit B : E → F un opérateur linéaire borné alors l’opérateur A+B : D(A)→
F est fermé.

Preuve : Soit xn ∈ D(A): xn → x et (A + B)xn → y. Comme B est
borné alors Bxn → Bx et A est fermé alors x ∈ D(A) et Axn → Ax alors
x ∈ D(A+B) = D(A) et y = (A+B)x.

Théorème 1.15 (théorème de Hahn-Banach).

Soit E un espace Banach et F un sous espace vectoriel de E. On a l’équivalente
des deux propositions suivantes :
i) F = E.

ii) ∀x∗ ∈ E∗ on a : x∗ = 0 sur F ⇒ x∗ = 0.

Théorème 1.16 (théorème de Hahn-Banach, forme analytique. Brezis,

[1]).

Soit h : E → R une application vérifiant :

1. h(λx) = λh(x), ∀x ∈ E et ∀λ > 0.

2. h(x+ y) ≤ h(x) + h(y), ∀x, y ∈ E.

Soit d’autre part, F ⊂ E un sous-espace vecoriel et soit g : F → R une
application linéaire telle que:

g(x) ≤ h(x), ∀x ∈ F.

Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, c’est-à-dire.

g(x) = f(x), ∀x ∈ F,

et telle que
f(x) ≤ h(x), ∀x ∈ E.

Théorème 1.17 (L’injection cannonique de E dans E∗∗. Brezis, P.

39.

Soit E un espace de Banach, E∗ son dual et E∗∗ son bidual. Il existe une
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1. Rappels.

isométrie: J : E → E∗∗. En particulier, J(E) est un sous espace fermé de
E∗∗ et J : E → J(E) est un isomorphisme isométrique.

Définition 1.18 (espaces réflexifs. Brezis, page 43.

Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans E∗∗.
On dit que E est réflexif si J(E) = E∗∗.(J est surjectif).
Lorsque E est réflexif on identifie E et E∗∗.(à l’aide de l’isomorphisme J).

Remarque 1.19 Si E est réflexif et (fn) une suite bornée dans E∗ alors elle
admet une sous-suite qui converge faiblement dans E∗. i.e,

∀ ψ ∈ E∗∗; 〈ψ, fn〉E∗∗×E∗ → 〈ψ, f〉E∗∗×E∗ .

Définition 1.20 (L’opérateur adjoint d’un opérateur linéaire non borné.

Brezis, page 27).

Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur non borné à domaine D(A) dense dans
E. On va définir un opérateur non borné A∗ : D(A∗) ⊂ F ∗ → E∗ comme
suit. On pose:

D(A∗) = {y∗ ∈ F ∗, ∃c > 0 : |〈y∗, Ax〉| ≤ c‖x‖E, ∀x ∈ D(A)} .

Il est claire que D(A∗) est un sous-espace vectoriel de F ∗. On va main-
tenant définir A∗y∗ pour y∗ ∈ D(A∗). Etant donné y∗ ∈ D(A∗) on considère
l’application f : D(A)→ R définie par:

f(x) = 〈y∗, Ax〉F ∗×F , ∀x ∈ D(A),

On a:
|f(x)| ≤ C‖x‖E, ∀x ∈ D(A).

Grâce au théorème ?? on sait que f peut être prolongée en une application
linéaire: f̃ : E → R telle que

∃c > 0 : |f̃(x)| ≤ c‖x‖E, ∀x ∈ E.

Par suite f̃ ∈ E∗. On remarquera que le prolongement de f est unique
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1. Rappels.

puisque f est continue sur E et que D(A) est dense.
On pose:

A∗ :F ∗ → E∗

y∗ 7→ f̃ = A∗y∗

Il est claire que A∗ est linéaire. L’opérateur A∗ : D(A∗) ⊂ F ∗ → E∗ est
appelé l’adjoint de A. On a par conséquent la relation fondamentale suivante
qui relie A et A∗:

〈y∗, Ax〉F ∗×F = 〈A∗y∗, x〉E∗×E, ∀x ∈ D(A), ∀y∗ ∈ D(A∗).

Définition 1.21 (les fonctions complexes analytiques).

Une fonction f est dite analytique dans un domaine D, si

∀z0 ∈ D, ∃r > 0; Dr(z0) ⊂ D, ∃ (an)n ⊂ C : f(z) =
∞∑
n=0

an(z−z0)n, ∀z ∈ Dr(z0).
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Chapitre 2

Semi-groupes fortement continus

1 Semi-groupes uniforméments continus

Définition 2.1 Soit X un espace de Banach. Une famille G(t), 0 ≤ t <∞,
d’opérateurs linéaires bornés de X dans X est un semi-groupe d’opérateurs
linéairs bornés sur X si

1. G(0) = I, ( I est l’opérateur identité sur X).

2. G(t+ s) = G(t)G(s) pour tous t, s ≥ 0.

Définition 2.2 Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés, G(t) est uni-
formément continu si

lim
t→0+
‖G(t)− I‖ = 0, (2.1)

où ‖.‖ est la norme de L(X).

On considère l’opérateur linéaire A défini par

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t
>→0

G(t)x− x
t

existe
}
, (2.2)

et
Ax = lim

t
>→0

G(t)x− x
t

pour x ∈ D(A).

L’opérateur A est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe G(t),
D(A) est le domaine de A.
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2. Semigroupes uniforméments continus.

Remarque 2.3 Cette section est consacrée à l’étude de semi-groupes uni-
formément continus d’opérateurs linéaires bornés.

D’après la définition, siG(t) est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires alors

lim
s→t
‖G(s)−G(t)‖ = 0.

En effet, soit h > 0.
i) Si s > t alors s = t+ h, on a:

‖G(s)−G(t)‖ = ‖G(t+ h)−G(t)‖

≤ ‖G(t)‖ ‖G(h)− I‖

≤M ‖G(h)− I‖ → 0 lorsque h→ 0.

(2.3)

ii) Si t > s alors t = s+ h, on a:

‖G(s)−G(t)‖ = ‖G(s)−G(s+ h)‖

≤ ‖G(s)‖ ‖I −G(h)‖

≤M ‖G(h)− I‖ → 0 lorsque h→ 0.

(2.4)

Conséquence,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

G(s)ds = G(t), ∀t ≥ 0. (2.5)

En effet, ∥∥∥∥∫ t+h

t

(G(s)−G(t))ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t+h

t

‖G(s)−G(t)‖ ds

≤ h−1 ‖G(t)‖
∫ h

0

‖G(h)− I‖

≤Mε, ∀ε > 0.

Théorème 2.4 un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un
semi-goupe uniformément continu, si et seulement si, A est un opérateur
linéaire borné.
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2. Semigroupes uniforméments continus.

Preuve : Soit A un opérateur linéaire borné sur X et posons:

G(t) = etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
. (2.6)

Le membre de droite converge en norme pour tout t ≥ 0 et définit pour
chaque t ≥ 0, un opérateur linéaire borné G(t).
Il est clair que G(0) = I et avec un simple calcul avec la série des puissances
montre que G(t + s) = G(t).G(s). L’estimation des séries des puissances
donne:

‖G(t)− I‖ ≤ t‖A‖et‖A‖ et

∥∥∥∥G(t)− I
t

− A
∥∥∥∥ ≤ t‖A‖et‖A‖.

En effet, pour la première on a:

‖G(t)− I‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

(tA)n

n!
− I

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

(tA)n

n!

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
n=1

∥∥∥∥∥(tA) (tA)n−1

n!

∥∥∥∥∥
≤ t‖A‖

∞∑
n=1

(t‖A‖)n−1

n!

≤ t‖A‖
∞∑
n=0

(t‖A‖)n

(n+ 1)!

≤ t‖A‖
∞∑
n=0

(t‖A‖)n

n!

≤ t‖A‖et‖A‖.

(2.7)

La deuxième se montre de la même manière.
Ce qui implique queG(t) est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires
bornés sur X. De plus, A est le générateur infinitésimal de G(t).
Réciproquement, soit G(t) un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur
X. Fixons ρ > 0, assez petit, de sorte que

∥∥I − ρ−1
∫ ρ

0
G(s)ds

∥∥ < 1. Ceci
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2. Semigroupes uniforméments continus.

est possible car:∥∥∥∥I − ρ−1

∫ ρ

0

G(s)ds

∥∥∥∥ ≤ ρ−1

∫ ρ

0

‖I −G(s)‖ ds. (2.8)

Mais, d’après (??),

∃ρ0 > 0 tq : ‖I −G(s)‖ < 1,∀ 0 < s < ρ0.

Cela implique que ρ−1
∫ ρ

0
G(s)ds est inversible, en effet,

ρ−1

∫ ρ

0

G(s)ds = I −
(
I − ρ−1

∫ ρ

0

G(s)ds

)
et

∥∥∥∥I − ρ−1

∫ ρ

0

G(s)ds

∥∥∥∥ < 1,

et donc
∫ ρ

0
G(s)ds est inversible. Maintenant,

h−1 (G(h)− I)

∫ ρ

0

G(s)ds = h−1

∫ ρ

0

(G(h)− I)G(s)ds

= h−1

∫ ρ

0

[G(s+ h)−G(s)] ds

= h−1

(∫ ρ

0

G(s+ h)ds−
∫ ρ

0

G(s)ds

)
= h−1

(∫ ρ+h

ρ

G(s)ds−
∫ h

0

G(s)ds

)
.

et donc

h−1 (G(h)− I) =

(
h−1

∫ ρ+h

ρ

G(s)ds− h−1

∫ h

0

G(s)ds

)(∫ ρ

0

G(s)ds

)−1

(2.9)
Lorsque h→ 0, d’après (??), le membre de droite de (??) tend vers l’opérateur linéaire borné

(G(ρ)− I)

(∫ ρ

0

G(s)ds

)−1

,

et donc h−1 (G(h)− I) converge en norme et donc fortement vers l’opérateur linéaire borné

(G(ρ)− I)

(∫ ρ

0

G(s)ds

)−1

,
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2. Semigroupes uniforméments continus.

qui est le générateur infinitésimal de G(t). �

D’après la définition 1.1 il est clair qu’ un semi-groupe G(t) a un généra-
teur infinitésimal unique. Si G(t) est uniformément continue, son généra-
teur infinitésimal est un opérateur linéaire borné . D’autre part, tout opéra-
teur linéaire borné A est le générateur infinitésimal d’ un semi-groupe G(t)

uniformément continu. Ce semi-groupe est t-il unique? La réponse affirma-
tive à cette question est donnée par le théorème suivant.

Théorème 2.5 Soit G(t) et S(t) des semi-groupes uniformément continus
d’opérateurs linéaires bornés. Si

lim
t
>→0

G(t)− I
t

= A = lim
t
>→0

S(t)− I
t

(2.10)

alors G(t) = S(t) pour t ≥ 0

Preuve :Nous montrerons que, pour T > 0 fixé, G(t) = S(t) pour 0 ≤ t ≤
T . Puisque les fonctions t 7→ ‖G(t)‖ et t 7→ ‖S(t)‖ sont continues il existe
une constante C > 0 telle que ‖G(t)‖.‖S(s)‖ ≤ C pour tous 0 ≤ s, t ≤ T .
Etant donné ε > 0, il résulte de (??) qu’il existe δ > 0 tel que pour

h−1 ‖G(h)− S(h)‖ < ε

TC
pour 0 ≤ h ≤ δ, (2.11)

car

h−1 ‖G(h)− S(h)‖ =

∥∥∥∥[G(h)− I
h

− A
]
−
[
S(h)− I

h
− A

]∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥G(h)− I

h
− A

∥∥∥∥+

∥∥∥∥S(s)− I
h

− A
∥∥∥∥ .
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2. Semigroupes uniforméments continus.

Soit 0 ≤ t ≤ T et choisissons n ≥ 1 tel que t
n
< δ. De la propriété des

semi-groupes et de (??) il résulte que

‖G(t)− S(t)‖ =

∥∥∥∥G(n tn
)
− S

(
n
t

n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥G((n− k)
t

n

)
S

(
kt

n

)
−G

(
(n− k − 1)

t

n

)
S

(
(k + 1)t

n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥G((n− k − 1)
t

n
+
t

n

)
S

(
kt

n

)
−G

(
(n− k − 1)

t

n

)
S

(
kt

n
+
t

n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥G((n− k − 1)
t

n

)
G

(
t

n

)
S

(
kt

n

)
−

G

(
(n− k − 1)

t

n

)
S

(
kt

n

)
S

(
t

n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥G((n− k − 1)
t

n

)∥∥∥∥∥∥∥∥G( tn
)
− S

(
t

n

)∥∥∥∥∥∥∥∥S (ktn
)∥∥∥∥

≤ C
n−1∑
k=0

∥∥∥∥G( tn
)
− S

(
t

n

)∥∥∥∥
≤ Cn

ε

TC

t

n

≤ ε,

car t
T
≤ 1.

Puisque ε > 0 est arbitraire alors G(t) = S(t) pour 0 ≤ t ≤ T . �

Corollaire 2.6 Soit G(t) un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés. Alors:

1. Il existe une constante ω ≥ 0 telle que ‖G(t)‖ ≤ eωt.

2. Il existe un unique opérateur linéaire borné A tel que G(t) = etA.

3. L’opérateur linéaire borné A du point (2) est le générateur infinitési-
mal de G(t).
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2. Semigroupes uniforméments continus.

4. La fonction t 7→ G(t) est différentiable en norme pour tout t > 0 et

dG(t)

dt
= AG(t) = G(t)A. (2.12)

Preuve :Toutes les assertions du corollaire ?? découlent facilement du point
(2). Pour la preuve de (2) notons que le générateur infinitésimal de G(t)

est un opérateur linéaire borné A. L’opérateur A est aussi le générateur in-
finitésimal de etA défini par (??) et donc par le théorème ?? G(t) = etA.
On montre que (2)⇒ (1), on a:

‖G(t)‖ =
∥∥etA∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

(tA)n

n!

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=0

tn‖A‖n

n!
≤ et‖A‖.

(car ‖An‖ ≤ ‖A‖n). Donc, ω = ‖A‖.
On montre que (2) ⇒ (3), on a d’après le théorème ??: A est le générateur
infinitésimal de G(t).
On montre que (2)⇒ (4),

dG(t)

dt
=
d
(
etA
)

dt
= AetA = AG(t) = G(t)A.

�
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3. Semigroupes fortement continus.

2 Semi-groupes fortement continus.

Tout au long de cette section, X est un espace Banach.

Définition 2.7 Un semi-groupe G(t), 0 ≤ t < ∞, d’opérateurs linéaires
bornés sur X est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires
bornés si

lim
t
>→0

G(t)x = x pour tout x ∈ X. (2.13)

Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X sera
appelé un semi-groupe de classe C0 ou simplement un C0-semi-groupe.

Théorème 2.8 Soit G(t) un C0-semi-groupe. Il existe des constantes ω ≥ 0

et M ≥ 1 telles que

‖G(t)‖ ≤Meωt pour 0 ≤ t <∞. (2.14)

Preuve :Nous montrons d’abord qu’il existe η > 0 tel que ‖G(t)‖ est
borné pour 0 ≤ t ≤ η. Si c’est faux, alors il y a une suite (tn) satisfaisant

tn ≥ 0, lim
n→∞

tn = 0 et ‖G(tn)‖ ≥ n.

Du théorème de la majoration uniforme de Banach Steinhauss, il découle
que pour un certain x ∈ X, ‖G(tn)x‖ ≥ n donc G(t)x n’est pas borné au
voisinage de 0, ce qui est contraire à (??). Ainsi, ‖G(t)‖ ≤M pour 0 ≤ t ≤ η.
De plus, comme ‖G(0)‖ = 1 alors M ≥ 1.
Etant donné t > 0, il existe n ∈ N, t.q

t = nη + δ, avec 0 ≤ δ < η.

Par la propriété des semi-groupes on a:

‖G(t)‖ = ‖G(nη + δ)‖ = ‖G(nη).G(δ)‖

= ‖G(η)nG(δ)‖ ≤ ‖G(δ)‖ ‖G(η)‖n

≤MMn.

15



3. Semigroupes fortement continus.

On a:
n =

t

η
− δ

η
⇒Mn = M

t
ηM− δ

η ≤M
t
η . (car M ≥ 1) .

Alors

‖G(t)‖ ≤M.Mn ≤M.M
t
η

≤M.M
t
η

lnM ≤Meωt,

avec ω = η−1 lnM ≥ 0 car M ≥ 1. �

Corollaire 2.9 Si G(t) est un C0-semi-groupe alors pour tout x ∈ X, la
fonction t 7→ G(t)x est continue de R+ (la droite réelle non négative) dans
X.

Preuve : Soit t, h ≥ 0. La continuité de t 7→ G(t)x découle de

‖G(t+ h)x−G(t)x‖ ≤ ‖G(t)‖ ‖G(h)x− x‖ ≤Meωt ‖G(h)x− x‖ → 0, lorsque h→ 0.

et pour t ≥ 0, h ≥ 0

‖G(t− h)x−G(t)x‖ ≤ ‖G(t− h)‖ ‖x−G(h)x‖

≤Meωt ‖x−G(h)x‖ → 0, lorsque h→ 0.

Théorème 2.10 Soit G(t) un C0-semi-groupe et soit A son génerateur in-
finitésimal. Alors

1. Pour x ∈ X,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

G(s)xds = G(t)x. (2.15)

2. Pour x ∈ X,
∫ t

0
G(s)xds ∈ D(A) et

A

(∫ t

0

G(s)xds

)
= G(t)x− x. (2.16)
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3. Semigroupes fortement continus.

3. Pour x ∈ D(A) alors G(t)x ∈ D(A) et

d

dt
G(t)x = AG(t)x = G(t)Ax. (2.17)

4. Pour x ∈ D(A), on a:

G(t)x−G(s)x =

∫ t

s

G(τ)Axdτ =

∫ t

s

AG(τ)xdτ. (2.18)

Preuve :La partie (1) suit de la continuité de la fonction: t 7→ G(t)x. En
effet,

1

h

∫ t+h

t

G(s)xds−G(t)x =
1

h

∫ t+h

t

G(s)xds− 1

h

∫ h

0

G(t)xds

=
1

h

∫ h

0

G(t+ s)xds− 1

h

∫ h

0

G(t)xds

=
1

h

∫ h

0

[G(t+ s)x−G(t)x] ds

=
1

h

∫ h

0

G(t) [G(s)x− x] ds.

Donc:∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

G(s)xds−G(t)x

∥∥∥∥ ≤ 1

h
M

∫ h

0

[G(s)x− x] ds → 0 lorsque h→ 0.

Montrons (2). Soit x ∈ X et h > 0. Alors,

G(h)− I
h

(∫ t

0

G(s)xds

)
=

1

h

∫ t

0

[G(s+ h)x−G(s)x] ds

=
1

h

∫ t+h

t

G(s)xds− 1

h

∫ h

0

G(s)xds,

et comme h → 0, d’après le premier point, le membre de droite de cette
égalité tend vers G(t)x−G(0)x = G(t)x− x. Donc:

lim
h→0

G(h)− I
h

(∫ t

0

G(s)xds

)
= G(t)x− x.

17
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On déduit alors que,∫ t

0

G(s)xds ∈ D(A) et A

(∫ t

0

G(s)xds

)
= G(t)x− x.

ce qui prouve (2).
Prouvons (3). Soit x ∈ D(A) et h > 0. On a:

G(h)− I
h

G(t)x =
G(h)G(t)x−G(t)x

h
= G(t)

(
G(h)x− x

h

)
. (2.19)

Comme x ∈ D(A) alors

lim
h
>→0

G(t)x− x
h

= Ax,

et donc

G(h)− I
h

G(t)x = G(t)

(
G(h)x− x

h

)
→ G(t)Ax lorsque h→ 0,

car G(t) est un opérateur linéair borné.
Ainsi, lim

h
>→0

G(h)−I
h

G(t)x existe alors:

G(t)x ∈ D(A) et AG(t)x = G(t)Ax.

L’égalité (??) implique aussi que:

d+

dt
G(t)x = AG(t)x = G(t)Ax,

i.e., que la dérivée à droite de G(t)x est G(t)Ax. Pour prouver (??), nous
allons montrer que pour t > 0, la dérivée à gauche de G(t)x existe et vaut
AG(t)x = G(t)Ax.
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Soit t > 0 et 0 < h < t. On a:

G(t− h)x−G(t)x

−h
−G(t)Ax =

G(t)x−G(t− h)x

h
−G(t)Ax

= G(t− h)

[
G(h)x− x

h
−G(h)Ax− Ax+ Ax

]
= G(t− h)

[
G(h)x− x

h
− Ax

]
+ [G(t− h)Ax−G(t)Ax] .

D’une part, comme x ∈ D(A) alors

lim
h→0

[
G(h)x− x

h
− Ax

]
= 0,

et donc∥∥∥∥G(t− h)

[
G(h)x− x

h
− Ax

]∥∥∥∥ ≤M.eωt.

∥∥∥∥G(h)x− x
h

− Ax
∥∥∥∥ → 0.

D’autre part du fait que la fonction: t 7→ G(t)x est continue alors,

lim
h→0

[G(t− h)Ax−G(t)Ax] = 0.

Donc les deux termes de droite tend vers 0 et on déduit alors que

d−

dt
G(t)x = G(t)Ax = AG(t)x.

Prouvons (4). Par intégration de (??) de s à t on obtient:

G(t)x−G(s)x =

∫ t

s

d

dτ
G(τ)xdτ =

∫ t

s

AG(τ)xdτ =

∫ t

s

G(τ)Axdτ.

Corollaire 2.11 Si A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe
G(t), alors D(A), le domaine de A est dense dans X et A est un opérateur
linéaire fermé.
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Preuve :Pour tout x ∈ X, posons

xn = n

∫ 1
n

0

G(s)xds.

D’après le point (2) du théorème ??, xn ∈ D(A) pour n ∈ N∗ et par le point
(1) du même théorème xn → G(0)x = x lorsque n → ∞. Ainsi, pour tout
x ∈ X, il existe une suite d’éléments de D(A) qui converge vers x. On déduit
alors que D(A) = X, où D(A) est l’adhérence de D(A). La linéarité de A
est évidente.
Prouvons que A un opérateur fermé. Soit (xn) ⊂ D(A), telle que

xn → x et Axn → y lorsque n→∞.

Du point (4) du théorème ?? on a:

G(t)xn − xn =

∫ t

0

G(s)Axnds. (2.20)

D’une part du fait que G(t) : X → X est un opérateur linéaire continu, on
a:

xn → x ⇒ G(t)xn → G(t)x ⇒ G(t)xn − xn → G(t)x− x.

D’autre part; Axn → y alors
∫ t

0
G(s)Axnds→

∫ t
0
G(s)yds, car,

∥∥∥∥∫ t

0

G(s)Axnds−
∫ t

0

G(s)yds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

0

‖G(s)‖ ‖Axn − y‖ ds

≤ ‖Axn − y‖
∫ t

0

Meωsds → 0 lorsque n→ +∞.

On obtient de (??)

G(t)x− x =

∫ t

0

G(s)yds. (2.21)

De (??), on a:

lim
t→0

1

t

∫ t

0

G(s)yds = G(0)y = y.
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Donc

lim
t→0

G(t)x− x
t

= lim
t→0

1

t

∫ t

0

G(s)yds = G(0)y = y.

Donc
lim
t→0

G(t)x− x
t

existe ⇒ x ∈ D(A).

et
Ax = lim

t→0

G(t)x− x
t

= y.

�

Théorème 2.12 Soit G(t) et S(t) deux C0-semi-groupes d’opérateurs linéaires
bornés avec des générateurs infinitésimaux A et B respectivement. Si A = B

alors G(t) = S(t) pour t ≥ 0.

Preuve :Soit x ∈ D(A). Du théorème ?? (3) il résulte que la fonction:
s 7→ G(t− s)S(s)x est différentiable et que

d

ds
[G(t− s)S(s)x] = −AG(t− s)S(s)x+G(t− s) B S(s)x

= −G(t− s)AS(s)x+G(t− s)BS(s)x

= 0.

car A = B. Donc la fonction s 7→ G(t−s)S(s)x est constante et en particulier
ses valeurs à s = 0 et s = t sont les mêmes, i.e., G(t)x = S(t)x. Ceci est vrai
pour tout x ∈ D(A) et puisque par le corrolaire ??, D(A) est dense dans
X et G(t), S(t) sont bornés, alors G(t)x = S(t)x pour tout x ∈ X, et donc
G(t) = S(t). �

Définition 2.13

1. Si x ∈ D(A) et Ax ∈ D(A) on dit que x ∈ D(A2) et A2x = A.(Ax).

2. En général, pour n ≥ 2, si x ∈ D(An−1) et An−1x ∈ D(A) on dit que
x ∈ D(An) et Anx = A.(An−1x) = An−1.(Ax).
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Si A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe alors par le corollaire
??, D(A) = X . En fait, un résultat beaucoup plus fort est vrai. En effet,
nous avons.

Théorème 2.14 Soit A le génirateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe G(t).

Si D(An) est le domain de An, alors
∞⋂
n=1

D(An) est dense dans X.

Preuve : Soit D l’ensemble des fonctions à valeurs complexes indéfiniment
différentiables et à support compact dans ]0;∞[. Pour x ∈ X et ϕ ∈ D

posons

y = x(ϕ) =

∫ ∞
0

ϕ(s)G(s)xds. (2.22)

Si h > 0 alors

G(h)− I
h

y =
1

h

∫ ∞
0

ϕ(s) [G(s+ h)x−G(s)x] ds

=

∫ ∞
0

1

h
[ϕ(s− h)− ϕ(s)]G(s)xds.

(2.23)

On a:
1

h
[ϕ(s− h)− ϕ(s)]G(s)x → −ϕ′(s)G(s)x.

L’intégrale du coté droit de (??) converge lorsque h → 0 vers −ϕ′(s)G(s)x

uniformément sur ]0;∞[. Alors,∫ ∞
0

1

h
[ϕ(s− h)− ϕ(s)]G(s)x → −

∫ ∞
0

ϕ′(s)G(s)x.

On déduit alors que y ∈ D(A) et

Ay = lim
h→0

G(h)− I
h

y = −
∫ ∞

0

ϕ′(s)G(s)xds.

Pour n = 2.

G(h)− I
h

Ay =
−1

h

∫ ∞
0

ϕ′(s) [G(s+ h)x−G(s)x] ds

= −
∫ ∞

0

ϕ′(s− h)− ϕ′(s)
h

.G(s)xds →
∫ ∞

0

ϕ′′G(s)ds.

(2.24)
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Alors,

Ay ∈ D(A) et A2y =

∫ ∞
0

ϕ′′G(s)ds.

Clairement, si ϕ ∈ D alors ϕ(n), la n-ième dérivé de ϕ est également dans
D n ∈ N∗. Ainsi, en répétant l’argument précédent, nous trouvons que
y ∈ D(An) et

Any = (−1)n
∫ ∞

0

ϕ(n)G(s)xds pour n ∈ N∗.

Par conséquent y ∈
∞⋂
n=1

D(An). Soit

Y = {x(ϕ) : x ∈ X,ϕ ∈ D} .

C’est un sous espace vectoriel de X.
D’après ce qui précède, on a

Y ⊆
∞⋂
n=1

D(An).

Pour conclure la démonstration, nous montrerons que Y est dense dans X.
Supposons que Y  X alors par le théorème de Hahn-Banch ?? il y a une
forme linéaire x∗ ∈ X∗ et x∗ 6= 0 telle que x∗(y) = 0 pour tout y ∈ Y . Donc∫ ∞

0

ϕ(s) 〈x∗, G(s)x〉 ds =

〈
x∗,

∫ ∞
0

ϕ(s)G(s)x

〉
ds = 0, pour tout x ∈ X et ϕ ∈ D.

(2.25)
où 〈., .〉 est le crochet de dualité entre X∗ et X.
Cela implique que pour tout x ∈ X la fonction continue s 7→ 〈x∗, G(s)x〉 est
identiquement nulle sur ]0;∞[. Ainsi, en particulier pour s = 0, 〈x∗, x〉 = 0

pour tout x ∈ X et donc x∗ = 0. contradiction car x∗ 6= 0.
Nous concluons cette section par une simple application du théorème ??.

Lemme 2.15 Soit A le générateure infinitésimal d’un C0-semi-groupe G(t);
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‖G(t)‖ ≤M pour t ≥ 0 . Si x ∈ D(A2) alors

‖Ax‖2 ≤ 4M2‖A2x‖‖x‖. (2.26)

Preuve :En utilisant (??), il est facile de vérifier que pour x ∈ D(A2)

G(t)x− x = tAx+

∫ t

0

(t− s)G(s)A2xds.

Par conséquent

‖Ax‖ ≤ t−1 (‖G(t)x‖+ ‖x‖) + t−1

∫ t

0

(t− s)‖G(s)A2x‖ds

≤ 2M

t
‖x‖+

Mt

2
‖A2x‖.

(2.27)

Ici nous avons utilisé le fait que M ≥ 1 (puisque ‖G(0)‖ = 1). Si A2x = 0

alors (??) implique Ax = 0 et l’inégalité (??) est satisfaite. Si A2x 6= 0 on
substitue 2‖x‖ 1

2‖A2x‖−1
2 dans (??) et (??) suit.

Exemple 2.16 Soit X l’espace de Banach des fonctions bornées uniformé-
ment continues sur ]−∞,+∞[ avec la norme de la converge uniforme. Pour
f ∈ X on définit

(G(t)f)(s) = f(t+ s)

Il est facile de vérifier que G(t) est un C0-semi-groupe satisfaisant ‖G(t)‖ ≤ 1

pour t ≥ 0. Le générateur infinitésimal de G(t) est défini sur

D(A) = {f : f ∈ X, f ′ existe, f ′ ∈ X} ,

et
(Af)(s) = f ′(s) pour f ∈ D(A),

car,

Af(s) = lim
t
>→0

G(t)f(s)− f(s)

t
= lim

t
>→0

f(s+ t)− f(s)

t
= f ′(s).
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A partir de (??) on obtient l’inégalité de Landau

(sup |f ′(s)|)2 ≤ 4 (sup |f ′′(s)|) (sup |f(s)|) (2.28)

où les sup sont pris sur ]−∞;∞[.
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3 Le théorème de Hille-Yosida.

Soit G(t) un-C0 semi-groupe . Du théoreme ??, il suit qu’il existe des con-
stantes ω ≥ 0 et M ≥ 1 telle que pour ‖G(t)‖ ≤ Meωt pour t ≥ 0. Si
ω = 0, G(t) est dit uniformément borné et si de plus M = 1 on l’appelle un
C0-semi-groupe de contraction. Cette section est consacrée à la caractérisa-
tion des générateurs infinitésimaux de C0-semi-groupes de contractions. Les
condition sur le comportement de la résolvante d’un opérateur A, qui sont
nécessaires et suffisantes, pour que A soit le générateur infinitésimal d’un C0-
semi-groupe de contraction. Rappelons que si A est un opérateur linéaire pas
nécessairement borné dans X, l’ensemble résolvant ρ(A) est l’esemble de tous
les nombres complexes λ pour lesquel λI − A est inversible. i.e.,(λI − A)−1

est un opérateur linéaire borné dans X. La famille

R(λ : A) = (λI − A)−1 , λ ∈ ρ(A)

des opérateurs linéaires bornés est appelé la résolvante de A.

Théorème 2.17 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire (non borné) A est le
génerateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction G(t), t ≥ 0, si
et seulement si:

1. A est fermé et D(A) = X,

2. l’ensemble résolvant ρ(A) de A contient R+ et pour tout λ > 0,

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
. (2.29)

Preuve :Montrons que ces deux conditions sont nécessaires. Si A est le
générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe alors il est fermé et D(A) = X

par le corrolaire ??. Pour λ > 0 et x ∈ X soit:

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtG(t)xdt. (2.30)

Puisque la fonction t 7→ G(t) est continue et uniformément bornée, alors
l’intégrale existe en tant qu’intégrale de Rieman impropre et définit un opéra-
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teur linéaire borné R(λ) satisfaisant

‖R(λ)x‖ ≤
∫ ∞

0

e−λt ‖G(t)x‖ dt ≤ 1

λ
‖x‖. (2.31)

De plus, pour h > 0, on a

G(h)− I
h

R(λ) x =
1

h

∫ ∞
0

e−λtG(t+ h)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtG(t)xdt

=
1

h

∫ ∞
h

e−λ(t−h)G(t)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtG(t)xdt

=
1

h

[∫ ∞
0

e−λ(t−h)G(t)xdt−
∫ h

0

e−λ(t−h)G(t)xdt

]
− 1

h

∫ ∞
0

e−λtG(t)xdt

=
1

h

∫ ∞
0

[
eλh.e−λt.G(t).x− e−λt.G(t).x

]
dt− 1

h

∫ h

0

e−λ(t−h)G(t)xdt

=
eλh − I
h

∫ ∞
0

e−λtG(t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtG(t)xdt.

(2.32)

Le premier terme tend vers λR(λ)x.
Pour la deuxième on pose t = sh, on a:

eλh

h

∫ h

0

e−λtG(t)xdt = eλh
∫ 1

0

e−λshG(sh)xds → x lorsque h→ 0.

D’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue.
Donc

G(h)− I
h

R(λ) x → λR(λ)x− x lorsque h→ 0,

on déduit alors que:

R(λ) ∈ D(A), et AR(λ)x = λR(λ)x− x, ∀x ∈ X,

et donc:
(λI − A)R(λ) = I. (2.33)
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De plus, pour x ∈ D(A), on a :

R(λ)Ax =

∫ ∞
0

e−λtG(t)Axdt

(d′après (??)) =

∫ ∞
0

e−λtAG(t)xdt

= A

(∫ ∞
0

e−λtG(t)xdt

)
= AR(λ)x.

(2.34)

Ici, nous avons utilisé le théorème ?? et le fait que A soit fermé. De (??)
et (??) il s’ensuit que R(λ) et λI − A commutent sur D(A). Donc R(λ)

commute avec λI − A sur D(A), on a alors:

(λI − AR(λ))x = R(λ)(λI − A)x, ∀x ∈ D(A).

Alors,
(λI − A)−1 = R(λ)x, ∀x ∈ D(A), (2.35)

et donc, ∥∥(λI − A)−1x
∥∥ = ‖R(λ)x‖ ≤ 1

λ
‖x‖, ∀x ∈ D(A).

Donc l’opérateur (λI − A)−1 est linéaire et continu sur D(A), il se prolonge
en un unique opérateur linéaire continu sur D(A) = X et l’équation (??)
reste vrais sur X et donc

(λI − A)−1 = R(λ), ∀λ > 0,

et donc l’inégalité (??) est satisfaite.
Les conditions (1) et (2) sont donc nécessaires.
Afin de prouver que les conditions (1) et (2) sont suffisantes pour que A soit
le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions, nous allons
donner quelques lemmes:

Lemme 2.18 Si A satisfait aux conditions (1) et (2) du théorème ?? et

R(λ : I) = (λI − A)−1 .
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Alors:
lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x pour tout x ∈ X. (2.36)

Preuve : Supposons d’abord que x ∈ D(A):

‖λR(λ : A)x− x‖ = ‖AR(λ : A)x‖

= ‖R(λ : A)Ax‖

≤ 1

λ
‖Ax‖ → 0 lorsque λ→∞.

Mais D(A) est dense danx X et ‖λR(λ : A)‖ ≤ 1, alors:

λR(λ : A)x → x si λ→∞ pour tout x ∈ X.

Nous définissons maintenant, pour tout λ > 0, l’approximation de Yosida de
A par:

Aλ = λAR(λ : A) = λ2R(λ : A)− λI. (2.37)

Aλ est une approximation de A au sens suivant.

Lemme 2.19 Soit A satisfaisant aux conditions (1) et (2) du théorème ??.
Si Aλ est l’approximation de Yosida de A, alors:

lim
λ→∞

Aλx = Ax pour x ∈ D(A). (2.38)

Preuve :Pour x ∈ D(A) nous avons du lemme ?? et la définition de Aλ
que

lim
λ→∞

Aλx = lim
λ→∞

λR(λ : A)Ax = Ax.

Lemme 2.20 Soit A satisfaisant les conditions (1) et (2) du théorème ??. Si
Aλ est l’approximation de Yosida de A, alors A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe uniformément continu de contractions etAλ. De plus, pour
tout x ∈ X, λ, µ > 0 on a:

∥∥etAλx− etAµx∥∥ ≤ t ‖Aλx− Aµx‖ . (2.39)
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Preuve :Daprès (??), il est clair que Aλ est un opérateur linéaire borné et
est donc le générateur infinitésimal du semi-groupe etAλ d’opérateurs linéaires bornés
(d’après le théorème ?? ), du fait que Aλ = λ2R(λ : A)− λI on a:

∥∥etAλ∥∥ = e−tλ
∥∥∥etλ2R(λ:A)

∥∥∥
≤ e−tλetλ

2 1
λ

≤ 1.

(2.40)

Donc etAλ est un semi-groupe de contractions. Il ressort clairement des déf-
initions que les opérateurs etAλ , etAµ , Aλ, Aµ commutent entre eux. Par con-
séquent

∥∥etAλx− etAµx∥∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

d

ds

(
etsAλet(1−s)Aµx

)
ds

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥∫ 1

0

(
tAλe

tsAλet(1−s)Aµx− etsAλtAµet(1−s)Aµx
)
ds

∥∥∥∥
≤
∫ 1

0

∥∥tetsAλ (Aλx− Aµx) et(1−s)Aµ
∥∥ ds

≤
∫ 1

0

t
∥∥etsAλet(1−s)Aµ (Aλx− Aµx)

∥∥ ds.
(2.41)

Alors, ∥∥etAλx− etAµx∥∥ ≤ t ‖Aλx− Aµx‖ .

�

Preuve : de théorème ?? (suffisance).

Soit x ∈ D(A). Alors, de (??) on a:∥∥etAλx− etAµx∥∥ ≤ t ‖Aλx− Aµx‖

≤ t ‖Aλx− Ax‖+ t ‖Ax− Aµx‖ → 0, lorsque λ, µ → +∞.
(2.42)

De l’inégalité (??) et du lemme ??, il s’ensuit que, pour x ∈ D(A), etAλx
converge lorsque λ→∞ et la converge est uniforme sur les intervales bornés .
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En effet si t ∈ (0, b), on aura:

sup
t∈(0,b)

∥∥etAλx − etAµx∥∥ ≤ b (‖Aλx− Ax‖+ ‖Ax− Aµx‖)→ 0 lorsque λ, µ→∞.

Puisque D(A) est dense dans X et
∥∥etAλ∥∥ ≤ 1, il suit que etAλx est converge,

pour tout x ∈ X. Posons:

G(t)x = lim
λ→∞

etAλx pour tout x ∈ X. (2.43)

La limite dans (??) est aussi uniforme sur tout intervalle borné. il s’ensuit de
(??) que la limite G(t) satisfait la propriété des semi-groupes , que G(0) = I

et que ‖G(t)‖ ≤ 1 car:

‖G(t)x‖ =
∥∥etAλx+G(t)x− etAλx

∥∥
≤
∥∥etAλx∥∥+

∥∥G(t)x− etAλx
∥∥

≤ 1 + ε,∀ε > 0.

Aussi la fonction t 7→ G(t)x est continue pour t ≥ 0 en tant que la lim-
ite uniforme des fonctions continues: t 7→ etAλx. Ainsi G(t) est un C0-
semi-groupe de contractions sur X. Pour conclure la démonstration, nous
montrerons que l’opérateur A est le générateur infinitésimal de G(t). Soit
x ∈ D(A). En utilisant (??) et le théorème ??, on a:

G(t)x− x = lim
λ→∞

(
etAλx− x

)
= lim

λ→∞

∫ t

0

esAλAλxds

=

∫ t

0

G(s)Axds.

(2.44)
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La dernière égalité découle de la convergence uniforme de etAλAλx versG(t)Ax

sur des intervalles bornés . En effet, comme etAλ et Aλ commutent on a:

sup
t∈(0,b)

∥∥etAλAλx−G(t)Ax
∥∥ ≤ sup

t∈(0,b)

∥∥etAλAλx−G(t)Ax− AλG(t)x+ AλG(t)x
∥∥

≤ sup
t∈(0,b)

‖Aλ‖
∥∥etAλx−G(t)x

∥∥+ ‖G(t)‖ ‖Aλx− Ax‖

≤ sup
t∈(0,b)

‖Aλ‖
∥∥etAλx−G(t)x

∥∥+ ‖Aλx− Ax‖ → 0.

Soit B le générateur infinitésimal de G(t) et soit x ∈ D(A). En divisant (??)
par t > 0 et en faisant tendre t vers 0 on voit x ∈ D(B) et que Bx = Ax.
Ainsi B ⊇ A. Puisque B est le générateur infinitésimal de G(t), il résulte des
conditions necessaires que 1 ∈ ρ(B). Mais de l’hypothèse (2) on a 1 ∈ ρ(A).
Comme B ⊇ A alors

(I −B)D(A) = (I − A)D(A) = X.

Comme X = (I −B)D(B) alors

D(B) = (I −B)−1X = (I −B)−1(I −B)D(A) = D(A),

et donc: A = B. Le théorème ?? et ses preuves ont des conséquences simples
que nous allons donner.

Corollaire 2.21 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de
contraction G(t). Si Aλ est l’approximation de Yosida de A, alors

G(t)x = lim
λ→∞

etAλx pour x ∈ X. (2.45)

Preuve :De la preuve de théorème ??, il s’ensuit que limλ→∞ etAλx définit
un C0-semi-groupe de contractions, S(t) dont le générateur infinitésimal est
A. D’après le théorème ??, il s’ensuit alors que G(t) = S(t).

Corollaire 2.22 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de
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contractions G(t). L’ensemble résolvant de A contient le demi plan ouvert.

{λ ∈ C : Reλ > 0}

Et pour tout λ ∈ ρ(A) on a:

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

Reλ
. (2.46)

Preuve :L’opérateur

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtG(t)xdt,

est bien défini pour tout λ ∈ C tel que Reλ > 0. Dans la démonstration de
la partie (nécessaire) du théorème ??, on a montré que

R(λ) = (λI − A)−1.

Mais, λ = α + iβ ∈ C et α > 0 on a:

‖R(λ)x‖ ≤
∫ ∞

0

∣∣eiβt∣∣ ∣∣e−αtG(t)x
∣∣ ≤ 1

α
‖x‖.

Et donc
ρ(A) ⊇ {λ : Reλ > 0} ,

et satisfait l’inégalité (??).
L’exemple suivant montre que l’ensemble résolvant du générateur infinitési-
mal d’un C0-semi-groupe de contractions n’a pas besoin d’en contenir plus
que le demi plan droit ouvert.

Exemple 2.23 Soit X = BU(0,∞), l’espace de toutes les fonctions bornées
uniformément continues sur [0,∞[. On définit:

(G(t)f) (s) = f(t+ s). (2.47)
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G(t) est un C0-semi-groupe de contractions dans X. Son générateur in-
finitésimal A est donné par

D(A) = {f : f et f ′ ∈ X} . (2.48)

et
(Af)(s) = f ′(s) pour f ∈ D(A). (2.49)

D’après le corollaire ??, nous avons que

ρ(A) ⊇ {λ : Reλ > 0} .

Pour tout complexe λ l’équation (λ − A)ϕλ = 0 a la solution non triviale
ϕλ(s) = eλs. Si R(λ) ≤ 0, ϕλ ∈ X et donc le demi-plan fermé gauche est
dans le spectre σ(A) de A.
Soit G(t) un C0-semi-groupe satisfaisant ‖G(t)‖ ≤ eωt (pour un certain ω ≥
0). S(t) = e−ωtG(t). S(t) est evidemment un C0-semi-groupe de contrac-
tions. Si A est le générateur infinitésimal de G(t) alors A−ωI est le généra-
teur infinitésimal de S(t). D’autre part, si A est le générateur infinitési-
mal d’un C0-semi-groupe de contractions S(t), alors A+ωI est le générateur
infinitésimal d’un C0-semi-groupe de G(t) satisfaisant ‖G(t)‖ ≤ eωt. En effet,
G(t) = eωtS(t). Ces remarques nous amènent à caractériser les générateurs
infinitésimaux de C0-semi-groupes satisfaisant ‖G(t)‖ ≤ eωt.

Corollaire 2.24 Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un
C0-semi-groupe satisfaisant ‖G(t)‖ ≤ eωt si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X,

2. l’enssemble résolvant ρ(A) de A contient le demi-droite {λ : Imλ = 0, λ > ω}
et pour un tel λ,

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ− ω
. (2.50)

Nous concluons cette section avec un résultat souvent utile pour prouver
qu’un opérateur donné A satisfait les conditions suffisantes du théorème de
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Hille-Yosida ( théorème ??) et est donc le générateur infinitésimal d’un C0-
semi-groupe de contractions.
Soit X un espace de Banach et X∗ est son dual. On note la valeure de
x∗ ∈ X∗ en x ∈ X par < x∗, x >. Si A est un opérateur linéaire dans X. On
note par:

S(A) = {< x∗, Ax >: x ∈ D(A), ‖x‖ = 1, x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ = 1, < x∗, x >= 1} .
(2.51)

Théorème 2.25 Soit A un opérateur linéaire fermé à domain D(A) dense
dans X. Soit S(A) défini par (??) et soit Σ le complémentaire de S(A) dans
C. Si λ ∈ Σ alors λI − A est injectif et à image fermée. De plus, si Σ0 est
une composante connexe de Σ satisfaisant ρ(A) ∩Σ0 6= ∅, alors le spectre de
A est contenu dans S0, complémentaire de Σ0 et on a:

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

d
(
λ : S(A)

) ∀λ ∈ ρ(A) ∩ Σ0. (2.52)

où d
(
λ : S(A)

)
est la distance de λ à S(A) définie par:

d
(
λ : S(A)

)
= d (λ : S(A)) = inf

y∈S(A)
‖λ− y‖ .

Preuve : Soit λ ∈ Σ = C
S(A)
C qui est ouvert alors:

∃r > 0 : B(λ, r) ⊂ Σ ⇒ d
(
λ : S(A)

)
> 0.

Si x ∈ D(A), ‖x‖ = 1, x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ = 1, < x∗, x >= 1 alors:

d
(
λ : S(A)

)
= d (λ : S(A)) ≤ |λ− 〈x∗, Ax〉|

≤ |λ〈x∗, x〉 − 〈x∗, Ax〉| = |〈x∗, λx− Ax〉|

≤ ‖x∗‖ ‖λx− A‖ ≤ ‖λx− A‖ ,

(2.53)
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car ‖x∗‖ = 1. Donc:

‖λx− Ax‖ ≥ d, ∀x ∈ D(A) et ‖x‖ = 1. (2.54)

On déduit alors que:

‖λx− Ax‖ ≥ d‖x‖; ∀x ∈ D(A), (2.55)

car, pour x ∈ D(A), x 6= 0, y = x
‖x‖ ∈ D(A) et ‖y‖ = 1.

Utilisant (??) on déduit que:

1

‖x‖
.‖λx− Ax‖ ≥ d⇒ ‖λx− Ax‖ ≥ d‖x‖. (2.56)

Alors, d’après le théorème ??, l’opérateur λI − A est injectif et à image
fermée.
Si, de plus, λ ∈ ρ(A) l’opérateur λI−A est bijectif et l’inégalité (??) implique

‖(λI − A)−1‖ ≤ 1

d
,

qui est l’inégalité (??).
Il reste à montrer que si Σ0 est une composante de Σ qui a une intersection
non vide avec l’ensemble résolvant ρ(A) alors σ(A) ⊆ S0.
Montrons que ρ(A) ∩ Σ0 est ouvert dans Σ0. Comme ρ(A) est un ouvert.
(théorème ) alors, ρ(A) ∩ Σ0 est un ouvert dans Σ0 (topologie induite).
Montrons que ρ(A) ∩ Σ0 est fermé dans Σ0. Soit (λn) une suite telle que

λn ∈ ρ(A) ∩ Σ0 et λn → λ ∈ Σ0.

Notons que λ ∈ Σ0 parcequ’on est dans Σ0. (topologie induite).
Montrons alors que λ ∈ ρ(A) ∩ Σ0.

On a: d = d
(
λ : S(A)

)
> 0 et |λn − λ| → 0, alors:

∃n0 ∈ N; ∀n;n ≥ n0 ⇒ |λn − λ| <
1

2
d. (2.57)
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D’autre part,

d = d(λ, S) ≤ |λ− λn|+ d(λn, S) <
1

2
d+ d(λn, S).

On déduit alors que

d(λn, S) >
1

2
d. (2.58)

De (??) et (??) on déduit que

|λn − λ| < d(λn, S). (2.59)

Mais on sait que, d’après (??)

d(λn, S) ≤ ‖R(λn, A)‖−1 , car λn ∈ ρ(A). (2.60)

De (??) et (??) on obtient:

|λn − λ| < ‖R(λn, A)‖−1 ⇒ λ ∈ B
(
λn, ‖R(λn, A)‖−1) .

On déduit alors, d’après le théorème que λ ∈ ρ(A). Alors λ ∈ ρ(A) ∩ Σ0, et
donc ρ(A) ∩ Σ0 est fermé.
Donc ρ(A)∩Σ0 est ouvert et fermé dans Σ0 qui est connexe et comme ρ(A)∩
Σ0 6= ∅ alors

ρ(A) ∩ Σ0 = Σ0 ⇒ ρ(A) ⊇ Σ0 ⇒ σ(A) = (ρ(A))c ⊆ S0.
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4 Le théorème de Lumer-Phillips.

Dans la section précédente, nous avons vu la caractérisation de Hille-Yosida
d’un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions. Dans cette
section, nous verrons d’autres caractérisations de ses générateurs infinitési-
maux . Pour énoncer et prouver le résultat, nous avons besoin des résultats
suivants.
Soit X un espace de Banach et soit X∗ son dual. Pour chaqun x ∈ X, nous
définissons la dualité F (x) ⊆ X∗ par

F (x) =
{
x∗ : x∗ ∈ X∗ et < x∗, x >= ‖x‖2 = ‖x∗‖2

}
.

Du théorème de Hahn-Banach il suit que F (x) 6= ∅ pour chaque x ∈ X.

Définition 2.26 On dit qu’un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout
x ∈ D(A), il existe x∗ ∈ F (x), tel que

Re < x∗, Ax > ≤ 0.

Où Re(z) est la partie réelle de z.

Théorème 2.27 Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖ pour tous λ > 0 et x ∈ D(A). (2.61)

Preuve : Soit A un opérateur dissipatif , λ > 0 et x ∈ D(A). Si x∗ ∈ F (x)

et Re < x∗, Ax >≤ 0 alors

‖x∗‖‖λx− Ax‖ ≥ |〈x∗, λx− Ax〉|

≥ Re〈x∗, λx− Ax〉

≥ λRe〈x∗, x〉 −Re〈x∗, Ax〉

≥ λ‖x‖2,

(2.62)
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car: 〈x∗, x〉 = ‖x‖ et Re〈x∗, Ax〉 ≤ 0.

Inversement, soit x ∈ D(A) et supposons que

λ‖x‖ ≤ ‖λx− Ax‖ pour tout λ > 0.

Si
y∗λ ∈ F (λx− Ax) et z∗λ = y∗λ�‖y∗λ‖ alors ‖z∗λ‖ = 1,

et on a:

λ‖x‖ ≤ ‖λx− Ax‖ = 〈z∗λ, λx− Ax〉

= λRe〈z∗λ, x〉 −Re〈z∗λ, Ax〉 = λ‖x‖ −Re〈z∗λ, Ax〉,
(2.63)

pour tout λ > 0. Donc

Re〈z∗λ, Ax〉 ≤ 0 et Re〈z∗λ, x〉 ≥ ‖x‖ −
1

λ
‖Ax‖, (2.64)

car, du fait que Re〈z∗λ, Ax〉 ≤ 0 on a:

−Re〈z∗λ, Ax〉 = |Re〈z∗, Ax〉| ≤ ‖z∗λ‖ ‖Ax‖ = ‖Ax‖,

donc, de (??) on déduit que

Re〈z∗λ, x〉 ≥ ‖x‖ −
1

λ
‖Ax‖.

Du fait que ‖z∗λ‖ = 1 et que la boule unité de X∗ est compacte pour la
topologie faible étoile de X∗, l’ensemble z∗λ, a un point d’accumulation z∗ ∈
X∗ pour la topologie faible étoile, lorsque λ→ +∞, et ‖z∗‖ ≤ 1, car ‖z∗‖ ≤
lim inf ‖z∗λ‖ ≤ 1. Comme

〈z∗, Ax〉 = lim
λn→∞

〈
z∗λn , Ax

〉
et 〈z∗, x〉 = lim

λn→∞

〈
z∗λn , x

〉
.

On déduit de (??) que

Re〈z∗, Ax〉 ≤ 0 et Re〈z∗, x〉 ≥ ‖x‖.
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Mais Re〈z∗, x〉 ≤ |〈z∗, x〉| ≤ ‖x‖ et donc

〈z∗, x〉 = ‖x‖.

En prenant x∗ = ‖x‖z∗ nous avons x∗ ∈ F (x) car

‖x∗‖ = ‖x‖ et 〈x∗, x〉 = ‖x‖.〈z∗, x〉 = ‖x‖2,

et
Re〈x∗, Ax〉 ≤ 0.

Ainsi pour tout x ∈ D(A) il existe x∗ ∈ F (x) tel que

Re〈x∗, Ax〉 ≤ 0,

donc A est dissipatif . �

Théorème 2.28 Soit A un opérateur linéaire à domaine D(A) dense dans
X.

1. Si A est dissipatif et il existe λ0 > 0 tel que, R(λ0I −A) = X, alors A
est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions sur
X.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contractions
sur X alors R(λI − A) = X pour tout λ > 0 et A est dissipatif. De
plus, pour tout x ∈ D(A) et tout x∗ ∈ F (x), Re〈x∗, Ax〉 ≤ 0.

Preuve :
1) Soit λ > 0, comme A est dissipatif alors, d’après le théorème ??, on a:

‖λx− Ax‖ ≥ λ‖x‖ pour tous λ > 0 et x ∈ D(A). (2.65)

Puisque R(λ0I −A) = X, il résulte de (??) avec λ = λ0, que (λ0I −A)−1 est
un opérateur linéaire borné. Mais alors d’après le théorème ??, l’opérateur
(λ0I − A) est fermé et donc A est aussi fermé (d’après théorème ??). Si
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R(λI − A) = X pour tout λ > 0 alors, par (??)

ρ(A) ⊇]0,∞[ et ‖R(λ : A)‖ ≤ λ−1.

Il découle alors du théorème de Hille-Yosida, que A est le générateur in-
finitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions sur X.
Pour compléter la démonstration de (1) il reste à montrer que R(λI−A) = X

pour tout λ > 0. Considérons l’ensemble

Λ = {λ : 0 < λ <∞ et R(λI − A) = X} ⊂ ]0,+∞[.

Remarquons que, d’après (??), Λ ⊂ ρ(A). Montrons que Λ =]0,+∞[.
i) Montrons que Λ est ouvert dans ]0,+∞[.
Soit λ ∈ Λ, alors λ ∈ ρ(A). Puisque ρ(A) est ouvert, alors ρ(A) contient un
voisinage de λ. L’intersection de ce voisinage avec la droite réelle est dans Λ

et donc Λ est ouvert.
ii) Montrons que Λ est fermé.
Soit λn ∈ Λ et λn → λ > 0. Comme λn ∈ Λ alors, pour tout y ∈ X il existe
xn ∈ D(A) tel que

λnxn − Axn = y. (2.66)

De (??) il s’ensuit que ‖xn‖ ≤ λ−1
n ‖y‖ ≤ C pour un certain C > 0. En effet,

comme λn → λ > 0 alors, il existe n0 ∈ N tel que:

λn >
λ

2
, ∀n0 ≥ 0,

et donc
λ−1
n < 2λ−1.

Maintenant de l’inégalité (??) on a:

λm‖xn − xm‖ ≤ ‖λm(xn − xm)− A(xn − xm)‖

= ‖λmxn − λnxn + λnxn − Axn − λmxm + Axm‖

≤ |λn − λm|.‖xn‖

≤ C|λn − λm|,

(2.67)
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car, λnxn − Axn = y = λmxm − Axm. Alors

‖xn − xm‖ ≤ C.
1

λm
.|λn − λm| → 0.

Donc (xn)n∈N est une suite de Cauchy dans X qui est un espace de Banach,
alors il existe x ∈ X tel que xn → x, et donc λnxn → λx. De (??) on obtient:

Axn → λx− y.

Puisque A est fermé, alors,

x ∈ D(A) et λx− Ax = y.

Donc
R(λI − A) = X et donc λ ∈ Λ.

Ainsi Λ est également fermé dans ]0,∞[ et puisque λ0 ∈ Λ par hypothèse,
alors Λ 6= ∅ et donc Λ =]0,∞[, car ]0,∞[ est connexe. Ce qui termine la
preuve du point (1).
2) Si A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions
G(t) dans X, alors par le théorème de Hille-Yossida ρ(A) ⊇]0,∞[ et donc
R(λI − A) = X pour tout λ > 0. De plus, si x ∈ D(A) et x∗ ∈ F (x) alors,

Re〈x∗, G(t)x〉 ≤ |〈x∗, G(t)x〉| ≤ ‖x∗‖ . ‖G(t)x‖ ≤ ‖x∗‖.‖G(t)‖.‖x‖ ≤ ‖x‖2,

et donc
Re〈x∗, G(t)x− x〉 = Re〈x∗, G(t)x〉 − ‖x‖2 ≤ 0. (2.68)

En divisant (??) par t > 0 et en faisant tendre t vers 0, du fait que

G(t)x− x
t

→ Ax, car x ∈ D(A),

on obtient:
Re〈x∗, Ax〉 ≤ 0. (2.69)

Ceci est vraie pour tout x∗ ∈ F (x) et la preuve est complète. �
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Corollaire 2.29 Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine dense. Si A
et A∗ sont dissipatifs, alors A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-
groupe de contractions dans X.

Preuve :Par le théorème ??(1), il suffit de prouver que R(I − A) = X.
Si A est dissipatif et fermé alors, de (??) et du théorème ??, l’ensemble
R(I − A) est un sous-espace fermé de X. Si R(I − A) 6= X alors d’après le
théorème de séparation de Hahn-Banach il existe x∗ ∈ X∗, x∗ 6= 0 telle que
〈x∗, x− Ax〉 = 0 pour tout x ∈ D(A). Mais

〈x∗, Ax〉X∗×X = 〈A∗x∗, x〉X∗×X .

On aura
〈x∗ − A∗x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ D(A).

Comme D(A) est dense dans X et que l’opérateur x∗ − A∗x∗ est linéaire et
continu sur X. On déduit que

〈x∗ − A∗x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ X,

et donc
x∗ − A∗x∗ = 0 dans X∗.

Puisque A∗ est également dissipatif alors il découle du théorème ?? que

‖x∗‖ ≤ ‖(I − A∗)x∗‖ = 0,

et donc x∗ = 0, ce qui contredit la construction de x∗.
Nous concluons cette section avec quelques propriétés de l’opérateur dissipatif.

Théorème 2.30 Soit A un opérateur dissipatif dans X.

1. Si pour un certains λ0 > 0, R(λ0I − A) = X alors R(λI − A) = X

pour tout λ > 0.

2. Si A est fermable alors A, la fermeture de A, est également dissipatif.

3. Si D(A) = X alors A est fermable.
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Preuve :
(i) L’assertion (1) a été prouvée dans la preuve de la partie (1) du théorème
??.
(ii) Montrons (2). Soit x ∈ D(A) et y = Ax. Il existe alors une suite (xn),
xn ∈ D(A),∀n ∈ N et telle que

xn → x et Axn → y = Ax.

Du fait que A est dissipatif, alors d’après le théorème ??, on a:

‖λxn − Axn‖ ≥ λ‖xn‖ pour λ > 0.

En faisant tendre n vers +∞, on a d’après la continuité de la norme:

‖λx− Ax‖ ≥ λ‖x‖ pour λ > 0. (2.70)

Puisque (??) est vraie pour tout x ∈ D(A), alors A est dissipatif par le
théorème ??.
(iii) Pour prouver (3) supposons que A n’est pas fermable. Alors il existe
une suite (xn) telle que

xn ∈ D(A), xn → 0 et Axn → y avec ‖y‖ = 1.

D’après le théorème ??, il s’ensuit que pour tout t > 0 et x ∈ D(A) on a:
pour zn = tx+ xn ∈ D(A) et λ = t−1;

∥∥(x+ t−1xn
)
− tA

(
x+ t−1xn

)∥∥ ≥ ‖x+ t−1xn‖.

En faisant tendre n vers +∞ puis t vers 0 on aura:

‖x− y‖ ≥ ‖x‖ pour tout x ∈ D(A).

Mais ceci est impossible si D(A) est dense dans X et donc A est fermable.
�
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Théorème 2.31 Soit A dissipatif avec R(I−A) = X. Si X est réflexif alors
D(A) = X.

Preuve :Soit x∗ ∈ X∗ tel que 〈x∗, x〉 = 0 pour tout x ∈ D(A). Nous
montrerons que x∗ = 0. Puisque R(I − A) = X il suffit de montrer que
〈x∗, x− Ax〉 = 0 pour tout x ∈ D(A) qui équivaut à 〈x∗, Ax〉 = 0 pour tout
x ∈ D(A). Soit x ∈ D(A) alors par le théorème ?? (1) il existe xn ∈ D(A)

tel que

x = xn −
1

n
Axn. (2.71)

En effet,
x ∈ D(A) ⇒ nx ∈ D(A),

alors, d’après la théorème ?? (1), il existe xn ∈ D(A) tel que:

nx = nxn − Axn, (λ = n),

ce qui donne (??). De cette égalité on a:

Axn = n(xn − x) ∈ D(A), (2.72)

alors xn ∈ D(A2) et

Ax = Axn −
1

n
A2xn ou Axn =

(
I − 1

n
A

)−1

Ax.

Il ressort du théorème ?? et du théorème ?? que∥∥∥∥∥
(
I − 1

n
A

)−1
∥∥∥∥∥ ≤ 1 et alors ‖Axn‖ ≤ ‖Ax‖ = C.

Aussi, de (??) on a:

‖xn − x‖ ≤
1

n
‖Axn‖ ≤ ‖Ax‖ ≤

C

n
,
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et donc, xn → x. Puisque ‖Axn‖ ≤ C et X est rélexif alors la suite (Axn)

contient une sous-suite notée encore (Axn) telle que

Axn → y faiblement dans X.

Puique, d’après le théorème ?? (1), A est fermé alors,

Axn → Ax.

Du fait que la convergence forte implique la convergence faible (proposition
??) alors:

Axn → Ax faiblement,

et donc y = Ax car la topologie faible est séparée. Enfin, puisque 〈x∗, z〉 = 0

pour tout z ∈ D(A), nous avons, d’après (??)

〈x∗, Axn〉 = 〈x∗, n(xn − x)〉 = 0. (2.73)

Lorsque n → +∞ dans (??), du fait que Axn → Ax faiblement dans X
alors par définition:

〈x∗, Axn〉 → 〈x∗, Ax〉,

alors, d’après (??),
〈x∗, Ax〉 = 0, ∀x ∈ D(A). (2.74)

On déduit alors, comme s’est expliqué au début de la preuve, que

〈x∗, x〉X∗×X = 0, ∀x ∈ X ⇒ x∗ = 0.

Donc, toute forme linéaire et continue nulle sur D(A) est nulle sur X, on
déduit alors, du théorème de Hahn-Banach ?? que D(A) = X. �

L’exemple suivant montre que le théorème ?? n’est pas vrai pour tous les
espaces généraux de Banach, et donc la réflexivité de X est nécessaire.

Exemple 2.32 Soit X = C ([0, 1]), l’ensemble des fonctions continues sur
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[0, 1], muni de la norme sup. Notons que cet espace n’est pad réflexif. Soit

D(A) =
{
u : u ∈ C1 ([0, 1]) et u(0) = 0

}
,

et
Au = −u′ pour u ∈ D(A).

Pour tout f ∈ X l’équation λu− Au = f a une solution u ∈ X, donnée par

u(x) =

∫ x

0

eλ(ξ−x)f(ξ)dξ. (2.75)

Ceci montre que R(λI − A) = X. De (??) il s’ensuit que

λ|u(x)| ≤
(
1− e−λx

)
‖f‖ ≤ ‖λu− Au‖. (2.76)

En prenant le sup sur x ∈ [0, 1] du coté gauche de (??) nous trouvons que

λ‖u‖ ≤ ‖λu− Au‖,

et donc l’opérateur A est dissipatif par le théorème ??. Mais

D(A) = {u : u ∈ X et u(0) = 0} 6= X = C ([0, 1]) .
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Chapitre 3

Semi-groupes analytiques.

1 Différentiabilité.

Définition 3.1 Soit G(t) un C0-semi-groupe sur un espace de banach X.
Le semi-groupe G(t) est dit différentiable pour t > t0 si pour tout x ∈ X, la
fonction t 7→ G(t)x est différentiable pour t > t0. G(t) est dit différentiable
s’il est différentiable pour t > 0.

Nous avons vu dans le théorème ??(3) que si G(t) est un C0-semi-groupe avec
un générateur infinitésimal A et x ∈ D(A) alors, la fonction t 7→ G(t)x est
différentiable pour tout t ≥ 0. De plus, si G(t) est différentiable pour tout
x ∈ X, la fonction t 7→ G(t)x est différentiable pour t > 0. Notons que si
la fonction t 7→ G(t)x est différentiable pour tout x ∈ X et pour tout t ≥ 0

alors, D(A) = X et puisque A est fermé, il est nécessairement borné.

Lemme 3.2 Soit G(t) un C0-semi-groupe qui est dérivable pour t > t0 et
soit A son générateur infinitésimal, alors:

1. Pour t > nt0, n = 1, 2, ..., G(t) : X → D(An) et G(n)(t) = AnG(t) est
un opérateur linéaire borné.

2. Pour t > nt0, n = 1, 2, ..., G(n−1)(t) est continu dans L(X).

Preuve :
i) On commence par n = 1. Par hypothèse, la fonction t 7→ G(t)x est
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6. Différentiabilité.

différentiable pour t > t0 et tout x ∈ X. Donc G(t)x ∈ D(A) et G′(t)x =

AG(t)x pour tout x ∈ X et t > t0. En effet, pour t > t0 et x ∈ X on a:

G(h)− I
h

G(t)x =
G(t+ h)x−G(t)x

h
→ G′(t)x,

donc,

G(t)x ∈ D(A) et AG(t)x = G′(t)x, ∀x ∈ X et t > t0.

De plus, puisque A est fermé et G(t) est borné, alors d’après le théorème ??
AG(t) est fermé. Pour t > t0, AG(t) est bien défini sur tout X donc, par le
théorème du graph fermé ??, c’est un opérateur linéaire borné. Ceci conclut
la démonstration de (1) pour n = 1.
ii) Pouvons (2). Du fait que G(t) est un C0-semi-groupe alors, d’après le
théorème ??,

∃M ≥ 1 et ω ≥ 0 tq : ‖G(t)‖ ≤Meωt,

donc,
‖G(t)‖ ≤M1.

Pour 0 ≤ t ≤ 1, soit t0 < t1 ≤ t2 ≤ t1 + 1 alors,

G(t2)x−G(t1)x =

∫ t2

t1

AG(s)xds =

∫ t2

t1

G(s− t1)AG(t1)xds, (3.1)

et donc,

‖G(t2)x−G(t1)x‖ ≤ (t2 − t1)M1‖AG(t1‖‖x‖, car 0 ≤ s− t1 ≤ 1,

qui implique la continuité de G(t) pour t > t0 dans L(X).
Nous précédons maintenant par récurrence sur n. Supposons que (1) et (2)
sont vrais jusqu’à n. Soit t > (n+1)t0. Choisisons s > nt0, tel que t−s > t0.
Alors:

G(n)(t)x = G(t− s)AnG(s)x, pour tout x ∈ X. (3.2)
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Le membre de droite de (??) est dérivable car t − s > t0 donc G(t)x est
(n+ 1)-fois dérivable et

G(n+1)(t)x = An+1G(t)x, pour tout x ∈ X et t > (n+ 1)t0.

Ceci implique que G(t) : X → D(An+1) et que par le même argument que
précédemment, An+1G(t) est un opérateur linéaire borné pour t > (n+ 1)t0.
Ceci conclut la preuve de (1).
La continuitée deG(n)(t) pour t > (n+1)t0 dans L(E) est prouvée exactement
comme pour le cas n = 1, en utilisant (??) et le fait que AnG(t) est borné
pour t > (n+ 1)t0. En effet, pour nt0 < t1 ≤ t2 ≤ t1 + 1 on a :

∥∥G(n)(t2)x−G(n)(t1)x
∥∥ =

∥∥∥∥∫ t2

t1

G(s− t1)AnG(t1)xds

∥∥∥∥
≤ |t2 − t1|.M1.‖AnG(t1)‖.‖x‖.

�

Corollaire 3.3 Soit G(t) un C0-semi-groupe qui est dérivable pour t > t0.
Si t > (n+ 1)t0 alors G(t) est n-fois dérivable dans L(X).

Preuve :De la partie (2) du lemme ??, il s’ensuit que pour t > (n + 1)t0,
AkG(t), 1 ≤ k ≤ n est continu dans L(X). Si t > (n+ 1)t0, on a:

G(k−1)(t+ h)−G(k−1)(t) =

∫ t+h

t

AkG(s)ds, pour 1 ≤ k ≤ n,

ce qui implique la différentiabilitée de G(k−1)(t) dans L(X) pour 1 ≤ k ≤ n

et t > (n+ 1)t0 et donc G(t) est n-fois différentiable L(X).

Corollaire 3.4 Soit G(t) un C0-semi-groupe dérivable, alors G(t) est dériv-
able un nombre infini de fois dans L(X) pour t > 0.

Lemme 3.5 Soit G(t) un C0-semi-groupe dérivable et soit A son générateur
infinitésimal. Alors:

G(n)(t) =

(
AG

(
t

n

))n
=

(
G′
(
t

n

))n
, ∀n ∈ N∗. (3.3)
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Preuve :Le lemme est prouvé par récurrence.
1) Pour n = 1 le résultat a été prouvé dans le lemme ??.
2) Si l’égalité (??) est vraie pour n et t ≥ s alors:

G(n)(t) =

(
AG

(
t

n

))n
= G(t− s)

(
AG

( s
n

))n
. (3.4)

Dérivant l’équation (??) par rapport à t on obtient:

G(n+1)(t) = AG(t− s)
(
AG

( s
n

))n
. (3.5)

En prenant s = nt
n+1

dans (??), du fait que

t− s =
s

n
=

t

n+ 1
,

on aura

G(n+1)(t) = AG

(
t

n+ 1

)(
AG

(
t

n+ 1

))n
=

(
AG

(
t

n+ 1

))n+1

,

et le résultat est vrai pour n+ 1.
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2 Semi-groupes analytiques.

Jusqu’à présent, nous avons traité des semi-groupes dont le domaine du
paramètre était l’axe réel non négatif. Nous allons maintenant considérer la
possibilité d’étendre le domaine du paramètre aux régions du plan complexe
qui incluent l’axe réel non négatif. Il est clair que pour préserver la structure
du semi-groupe, le domaine dans lequel le paramètre complexe doit varier
doit être un semi-groupe additif de nombres complexes. Dans cette section
cependant, nous nous limiterons à des domaines complexes très particuliers,
à savoir les secteurs autour de l’axe réel positif.

Définition 3.6 Soit

∆ = {z : ϕ1 < arg z < ϕ2, ϕ1 < 0 < ϕ2} ,

et pour tout z ∈ ∆ soit G(z) un opérateur linéaire borné. La famille
{G(z), z ∈ ∆} est un semi-groupe analytique dans ∆ si:

1. La foncion z 7→ G(z) est analytique dans ∆.

2. G(0) = I et limz→0z∈∆ G(z)x = x pour tout x ∈ X.

3. G(z1 + z2) = G(z1).G(z2) pour tout z1, z2 ∈ ∆.

Un semi-groupe G(t) sera appelé analytique s’il est analytique dans un secteur
contenant l’axe réel non négatif.
Clairement, la restriction d’un semi-groupe analytique à l’axe réel est un
C0-semi-groupe . Nous nous intéresserons à la possibilité d’étendre un C0-
semi-groupe donné à un semi-groupe analytique dans un secteur ∆ autour
de l’axe réel non négatif.
Puisque la multiplication d’un C0-semi-groupe G(t) par eωt n’affecte pas la
possibilité de l’étendre à un semi-groupe analytique dans un secteur ∆,
nous nous limiterons dans de nombreux résultats de cette section au cas
de C0-semi-groupes uniformément bornés. Les résultats pour les C0-semi-
groupe généraux découlent des résultats correspondants pour les C0-semi-
groupes uniformément bornés de manière évidente. Par commodité, nous
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supposerons aussi souvent que 0 ∈ ρ(A) où A est le générateur infinitési-
mal du semi-groupe G(t). Ceci encore peut être toujours réalisé en multipli-
ant le semi-groupe G(t) uniformément borné par e−εt pour ε > 0.

Théorème 3.7 (Pazy, page 30, le théorème 1.7.7). Soit A un opéra-
teur de domaine dense dans X satisfaisant les conditions ssuivants:

1. Pour 0 < δ < π
2
,

ρ(A) ⊃ Σ0 =
{
λ : | arg λ| < π

2
+ δ
}
∪ {0}. (3.6)

2. Il existe une constante M telle que:

‖R(λ : A)‖ ≤ M

|λ|
pour λ ∈ Σδ, λ 6= 0. (3.7)

Alors, l’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi goupe G(t)

satisfaisant
‖G(t)‖ ≤ C, (C > 0).

De plus, G(t) est donné par:

G(t) =
1

2πi

∫
Γ

eλtR(λ : A)dλ, (3.8)

avec Γ est un courbe lisse dans Σ0 par courue de∞e−iν à∞eiν pour π
2
< ν <

π
2

+ δ. L’intégrale (??) converge pour tout t > 0 dans la topologie uniforme
d’opérateur.

En fait on a plus que ce résultat. Le semi-groupe G(t) généré par un A densé-
ment défini satisfaisant (??) et (??), peut être étendu à un semi-groupe analytique
dans le secteur

∆δ = {z : | arg z| < δ}

et dans tout sous-secteur fermé

∆δ′ = {z : | arg z| ≤ δ′ < δ} ,
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‖G(z)‖ est uniformément borné . Ceci et bien d’autres découlent du prochain
théorème

Théorème 3.8 Soit G(t) un C0-semi-groupe uniformément borné. Soit A
le générateur infinitésimal de G(t) et supposons que 0 ∈ ρ(A). Les énoncés
suivants sont équivalents:

1. G(t) peut être étendu à un semi-groupe analytique dans un secteur

∆δ = {z : | arg z| < δ} ,

et ‖G(z)‖ est uniformément borné dans tout sous-secteur fermé ∆δ′,
δ′ < δ, de ∆δ.

2. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout σ > 0, τ 6= 0

‖R(σ + iτ : A)‖ ≤ C

|τ |
. (3.9)

3. Il existe 0 < δ < π
2
et M > 0 tels que:

ρ(A) ⊃ Σ =
{
λ : | arg λ| < π

2
+ δ
}
∪ {0}, (3.10)

et
‖R(λ : A)‖ ≤ M

|λ|
pour λ ∈ Σ, λ 6= 0. (3.11)

4. G(t) est différentiable pour t > 0 et il existe une constante C tel que:

‖AG(t)‖ ≤ C

t
pour t > 0. (3.12)

Preuve :
(i) Montrons que (1) ⇒ (2):
Soit 0 < δ′ < δ tel que ‖G(z)‖ ≤ C1 pour z ∈ ∆δ′ = {z : | arg z| ≤ δ′ < δ}.
Pour x ∈ X et σ > 0 on a:

R(σ + iτ : A)x =

∫ ∞
0

e−(σ+iτ)tG(t)xdt. (3.13)
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De l’analyticité de G(z) et du fait que ‖G(z)‖ est uniformément borné dans
∆δ, il s’ensuit que l’on peut décaler le chemin d’intégration dans (??) de
l’axe réel positif à n’importe quel rayon ρeiν , 0 < ρ < ∞ et |ν| ≤ δ′. Pour
τ > 0, en décalant le chemain d’intégration vers le rayon ρeiδ′ et en estimant
l’intégrale résultante, on trouve

‖R(σ + iτ : A)x‖ ≤
∫ ∞

0

e−ρ(σcos δ′+τ sin δ′)C1‖x‖dρ

≤ C1‖x‖
σcos δ′ + τ sin δ′

≤ C

τ
.‖x‖,

(3.14)

avec C = C1

sin δ′
> 0 car 0 < δ′ < π

2
et σcos δ′ > 0.

De même pour τ < 0 on décale le chemin d’intégration vers le rayon ρe−iδ′

et on obtient:
‖R(λ : A)‖ ≤ −C

τ
. (3.15)

De (??) et (??) on déduit (??).
(ii) Montrons que (2) ⇒ (3).
Par hypothèse, puisqueA est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe ,
nous avons:

‖R(λ : A)‖ ≤ M1

Reλ
pour Reλ > 0.

De (2) on a pour Reλ > 0,

‖R(λ : A)‖ ≤ C

|Imλ|

et donc,

‖R(λ : A)‖ ≤ C1

|λ|
pour Reλ > 0.

Pour σ > 0, écrivons le développement de Taylor pour R(λ : A) autour de
λ′ = σ + iτ

R(λ : A) =
∞∑
n=0

(R(σ + iτ : A))n+1 (σ + iτ − λ)n. (3.16)
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Cette série converge dans B(X) pour

‖R(σ + iτ : A)‖|σ + iτ − λ| ≤ k < 1.

En choisissant
Imλ = τ,

dans (??) et en utilisant (??) nous voyons que la série converge uniformément
dans B(X) pour

C

τ
.|σ −Reλ| ≤ k ⇒ |σ −Reλ| ≤ k|τ |

C

puisque σ > 0 et k < 1 sont arbitaire alors, en faisant tendre σ vers 0 on
aura:

|Reλ| < k.τ

C
,

qui implique:
|Reλ|
|τ |

<
k

C
,

il s’ensuit que ρ(A) contient l’ensemble de tous les λ avec Reλ ≤ 0 et satis-
faisant

|Reλ|
|Imλ|

<
k

C
, (3.17)

c’est à dire,

ρ(A) ⊃ {λ ∈ C, Reλ > 0} ∪
{
λ ∈ C, Reλ ≤ 0 :

|Reλ|
|Imλ|

<
k

C

}
,

et en particulier
ρ(A) ⊃

{
λ : | arg λ| ≤ π

2
+ δ
}
. (3.18)

En effet,
i) {λ ∈ C, Reλ > 0} =

{
λ ∈ C, | arg λ| < π

2

}
.

ii) Si Reλ ≤ 0 alors

| arg λ| = π

2
+ δ, 0 ≤ δ <

π

2
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qui implique:

λ = r(− sin δ + icos δ) ⇒
∣∣∣∣ReλImλ

∣∣∣∣ =
−Reλ
|Imλ|

=
sin δ

cos δ
,

donc:
(??) ⇒ arctan δ <

k

C
,

en faisant prenant la réunion on obtient (??).
où δ = k arctan 1

C
, 0 < k < 1. De plus, dans cette région

‖R(λ : A)‖ ≤ C

1− k
.

1

|τ |
≤
√
C2 + 1

(1− k)
.

1

|λ|
=
M

|λ|
. (3.19)

Puisque par hypothèse 0 ∈ ρ(A), alors A satisfait (3).
(iii) Montrons que (3) ⇒ (4).
Si A satisfait (3), il découle du théorème ?? que

G(t) =
1

2πi

∫
Γ

eλtR(λ : A)dλ, (3.20)

où Γ est le chemin composé des deux rayons ρeiθ et ρe−iθ, 0 < ρ < ∞ et
π
2
< ν < π

2
+ δ. Γ orienté de maniére à ce que Imλ augmente de long de Γ.

L’intégrale (??) converge dans B(X) pour t > 0. En dérivant formellement
(??) par rapport à t on a:

G′(t) =
1

2πi

∫
Γ

λeλtR(λ : A)dλ. (3.21)

Mais, l’intégrale (??) converge dans B(X) pour tout t > 0 alors:

‖G′(t)‖ ≤ 1

π

∫ ∞
0

Me−ρcos θtdρ =

(
M

πcos ν

)
1

t
. (3.22)

Donc la dérivation formelle de G(t) est justifiée, et G(t) est dérivable pour
t > 0 et on a:

‖AG(t)‖ = ‖G′(t)‖ ≤ C

t
pour t > 0. (3.23)
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(iv) Montrons que (4) ⇒ (1).
Puisque G(t) est différentiable pour tout t > 0, il découle du lemme ?? que

∥∥G(n)(t)
∥∥ =

∥∥∥∥(AG( tn
))n∥∥∥∥ =

∥∥∥∥G′( tn
)n∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥G′( tn

)∥∥∥∥n .
En utilisant ce fait avec (??) et le fait que nn ≤ n!.en on a:

1

n!

∥∥G(n)(t)
∥∥ ≤ (Ce

t

)n
. (3.24)

On considère maintenant la série de puissance

G(z) = G(t) +
∞∑
n=1

G(n)(t)

n!
.(z − t)n où t = Rez. (3.25)

Utilisant (??), cette série converge uniformément dans B(X) pour

|z − t| ≤ k
t

eC
,

pour tout k < 1. Mais
|z − t|
t

= tg| arg z|.

On déduit que G(z) est analytique dans

∆ =

{
z : | arg z| < arctan

1

Ce

}
.

Puisque évidemment pour les valeurs réelles de z, G(z) = G(t), alors G(z)

étend G(t) au secteur ∆. Par l’analyticité de G(z) il s’ensuit que G(z)

satisfait la propriété du semi-groupe et de (??) on voit que

G(z)x→ x lorsque z → 0 dans ∆.

Enfin, en réduisant le secteur ∆ à tout sous-secteur fermé

∆ε =

{
z : | arg z| ≤ arctan

(
1

Ce

)
− ε
}
,
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on voit que ‖G(z)‖ est uniformément borné dans ∆, et la preuve est com-
plète. �

59



Conclusion.

Conclusion.

Ce mémoire m’a permis de revoir en détail les notions de semi-groupes et
les notions de l’analyse fonctionnelle. Par les démonstrations et explications
des passages, que l’auteur du livre a estimé acquit pour les lecteurs, je pense
que la lecture de ce mémoire devient agréable à lire, en particulier pour les
étudiants de Master, option Analyse Fonctionnelle. J’espère que j’ai réalisé
mon objectif.
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