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Introduction

Ce manuscrit est extrait des deux premiers chapitres du livre de A. Pazyi,
intitulé " Semigroups of Linear Operators and Application to Patrial Differen-
tial Equations". Nous avons traité ici les semi-groupes uniformément bornés,
les semi-groupes fortement continus (ou Cy semi-groupes), les semi-groupes

différentiables et les semi-groupes analytiques.

Le but est de bien comprendre la notion des semi-groupes et de suivre,
dans les détails, toutes les démonstrations des résultats des notions citées
plus haut, tout en donnant, dans le but de rendre la lecture ce manuscrit
moins difficile et accessible aux étudiants de master, des détails de démon-
strations ot 'auteur estime connues les notions de topologie, des opérateurs

non bornés et de 'analyse fonctionnelle en général.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier, nous don-
nons des rappels des résultats utiles et utilisés dans la suite & qui nous nous

référons pour le confort du lecteur.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude des semi-groupes uniformé-
ment bornés et beaucoup plus aus semi-groupes fortement continus. Dans ce
chapitre, on trouve les relations reliant les semi-groupes et leurs générateurs
infinitésimaux, comme le théoréme de Hille-Yosida et le théoréme de Lumer-
Phillips.

Dans le troisiéme, on donne des résultats sur les semi-groupes différen-
tiables et les semi-groupes analytiques, et le résultat de prolongement analy-

tique.



Chapitre 1
Rappels

Soient E et F' deux espaces de Banach et A : ' — F un opérateur linéaire.

Définition 1.1 On dit que A est borné s’il existe ¢ > 0 tel que

sup || Az|| <ec. (1.1)

=lz<1

L’inégalité (77?) est équivalente a
1Az ]| < cllz]le-

On dit aussi que A est continu.
L’ensemble:
{A: E — F, Aestcontinu} ,

est un espace vectoriel, noté L(E, F).

L’application: A — supy, <1 [[Az|[r est une norme sur L(E, F'). De plus, si
F est un espace de Banach alors £(E, F') 'est aussi.

Si E = F on note L(E).

Définition 1.2 Un opérateur non borné sur un espace de Banach E est un
couple (D(A), A) ou D(A) est un sous espace vectoriel de E et A est un
opérateur linéaire défini de D(A) dans F. On dit que A un opérateur non
borné de domaine D(A). Dans la suite, on suppose que D(A) est dense dans
E.



1. Rappels.

Définition 1.3 Soit A et B des opérateurs de domaines repectifs D(A) et
D(B). Si D(A) C D(B) et Bx = Ax,Vx € D(A) on dit que B prolonge A
et on note: B D A.

Définition 1.4 Soit A : D(A) C E — F un opérateur linéaire dans £. On
dit que A est fermé si pour toute suite (x,,), C D(A) vérifiant

T, —x et Ax, — vy,

alors:
r € D(A) et Ax =y.

Définition 1.5 (les opérateurs fermables).
On dit qu’'un opérateur A est fermable s’il posséde une extension fermée.

A est dit fermable s'il existe A, un opérateur linéaire sur E, tel que

G(4) = G(A),

dans ce cas A est uniquement déterminé, c’est un opérateur fermé appelé la

fermeture da A.

Théoréme 1.6 (Graphe fermé).

Sotent E et F' deux espaces de Banach et A : E — F un opérateur linéaire.
St le graphe de A,

G(A) ={(z,Az) e Ex F : 2 € D(A)}

est fermé dans E x F, alors A est continu.
Notation On note par R(A), I'image de A.
Théoréme 1.7 Soient E et F' deux espaces de Banach, et A € L(E, F). S’il

existe a > 0 tel que:
[Az]| = oz,

alors A est injectif et a une image fermé. De plus: A : E — R(A) est un
1somorphisme et
AT <

Q|+
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Définition 1.8 (convergence faible).
Soit F un espace de Banach et E* son dual. On dit qu’une suite (z,), C F

converge faiblement vers x dans FE si,

<f7xn>E*><E - <f7x>E*><E’ vaE* (1'2)

On note: x, — .

Définition 1.9 (convergence forte).
Si
|z — zl|lp — O,
on dit que (x,) converge fortement dans E et on note z,, — .

Proposition 1.10 Si z, — x alors z, — =x.

Définition 1.11 Soit (f,,) une suite dans E*. On dit que (f,) converge vers

f pour la topologie faible étoile si:

(frs®) gy — ([,0) peyp, VT EL. (1.3)

Théoréme 1.12 (Brezis.)

La boule unité fermée de tout espace vectoriel est compacte pour la topologie
faible étoile.

En particulier, toute suite (f,) bornée dans E*, admet une sous-suite qui

converge pour la topologie faible étoile.

Théoréme 1.13 Soit A : D(A) C E — F un opérateur linéaire. Si A™1 :

F — D(A) est un opérateur borné, alors A est fermé.

Preuve :Soit z, € D(A): z, > = et y, = Az, — y. Alors
x, = Ay, = A1y,

car A~ est borné.

Comme z,, — x on aura

r=A"Yy = z€DA) et Az=y.
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Théoréme 1.14 Soit A : D(A) C E — F un opérateur linéaire fermé et
Soit B : E — F un opérateur linéaire borné alors l'opérateur A+B : D(A) —

F est fermé.

Preuve :Soit z, € D(A): z, - = et (A+ B)x, — y. Comme B est
borné alors Bz, — Bx et A est fermé alors x € D(A) et Az, — Ax alors
r€ D(A+ B)=D(A) et y=(A+ B)z.

Théoréme 1.15 (théoréme de Hahn-Banach) .
Soit E un espace Banach et F' un sous espace vectoriel de . On a l’équivalente

des deux propositions suivantes :
i) F =E.
i) Ver € E* ona : z*=0sur F= z*=0.

Théoréme 1.16 (théoréme de Hahn-Banach, forme analytique. Brezis,
[1]).
Soit h : E — R une application vérifiant :

1. h(Ax) = Ah(z), Ve € E et VA > 0.
2. h(z+vy) <h(x)+h(y), Ve, y € E.

Soit d’autre part, F C E un sous-espace vecoriel et soit g : F — R une

application linéaire telle que:
g(x) < h(z), Vxe L.

Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, c’est-a-dire.
g(x) = f(z), VeeF,

et telle que
f(z) < h(x), VxeE.

Théoréme 1.17 (L’injection cannonique de E dans E**. Brezis, P.
39.

Soit E un espace de Banach, E* son dual et E** son bidual. Il existe une

bt
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isométrie: J : E — E**. En particulier, J(E) est un sous espace fermé de

E** et J: E — J(E) est un isomorphisme isométrique.

Définition 1.18 (espaces réflexifs. Brezis, page 43.

Soit E un espace de Banach et soit J l'injection canonique de E dans E**.
On dit que E est réflexif si J(E) = E**.(J est surjectif).

Lorsque E est réflexif on identifie £ et E**.(a ’aide de l'isomorphisme J).

Remarque 1.19 Si E est réflexif et (f,,) une suite bornée dans E* alors elle

admet une sous-suite qui converge faiblement dans E*. i.e,

V€ B (Y, fa)proxps — (U, f)pxp.

Définition 1.20 (L’opérateur adjoint d’un opérateur linéaire mon borné.
Brezis, page 27).

Soit A: D(A) C E — F un opérateur non borné a domaine D(A) dense dans

E. On va définir un opérateur non borné A* : D(A*) C F* — E* comme

suit. On pose:
DAY ={y* € F*, 3c¢>0: |(y", Ax)| < c||z||g, Yx € D(A)}.

Il est claire que D(A*) est un sous-espace vectoriel de F*. On va main-
tenant définir A*y* pour y* € D(A*). Etant donné y* € D(A*) on considére
lapplication f: D(A) — R définie par:

f(ZE) = <y*,AQI>F*XF7 VQT - D(A)7

[f(@)] < Cllzlle, Vze D(A).

Grace au théoréme 77 on sait que f peut étre prolongée en une application

linéaire: f: E — R telle que

Je>0: |f(z)| <clz||g, VxeE.

Par suite f € E*. On remarquera que le prolongement de f est unique
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puisque [ est continue sur E et que D(A) est dense.

On pose:

A* L F* s B
y s f= Aty

Il est claire que A* est linéaire. L’opérateur A* : D(A*) C F* — E* est
appelé 'adjoint de A. On a par conséquent la relation fondamentale suivante
qui relie A et A*:

(Y, Az) pexr = (A"Y", ) pexp, Yo € D(A), Vy* € D(A").

Définition 1.21 (les fonctions complezes analytiques).

Une fonction f est dite analytique dans un domaine ®, si

Vzg €D, Ir > 0; D,.(20) C D, F(an), CC: f(z) = Zan(z—zo)", Vz € ©,(z).
n=0



Chapitre 2

Semi-groupes fortement continus

1 Semi-groupes uniforméments continus

Définition 2.1 Soit X un espace de Banach. Une famille G(¢), 0 < t < oo,
d’opérateurs linéaires bornés de X dans X est un semi-groupe d’opérateurs

linéairs bornés sur X si
1. G(0) = I, ( T est opérateur identité sur X).
2. G(t + s) = G(t)G(s) pour tous t,s > 0.

Définition 2.2 Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés, G(t) est uni-

formément continu si

lim [|G(t) — I| =0, (2.1)

t—0t+

ou ||.|| est la norme de L£(X).

On consideére 'opérateur linéaire A défini par

D(A) = {x €X; limm existe} , (2.2)
t30
et o
Az = lim Wz =2 pour x € D(A).

t30
L’opérateur A est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe G(t),

D(A) est le domaine de A.



2. Semigroupes uniforméments continus.

Remarque 2.3 Cette section est consacrée a I’étude de semi-groupes uni-

formément continus d’opérateurs linéaires bornés.

D’apreés la définition, si G(t) est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires alors

lim ||G(s) — G()]| = 0.

s—t

En effet, soit h > 0.
i) Si s> talors s=t+ h, on a:

IG(s) = GO = [|G{E + h) = G|
< lG@IGh) = 1| (2.3)
< M| G(h)—1|]] — 0 lorsque h — 0.

ii) Sit > s alors t = s+ h, on a:

1G(s) = GO = [|[G(s) = G(s + )|
<G =G (2.4)
< M||G(h)—1I|| — 0 lorsque h — 0.

Conséquence,

li 1
hli%h

t+h
/ G(s)ds = G(t), vt > 0. (2.5)

En effet,

/t (G(s) — G(t))ds| < / IG(s) — G(t)]] ds

h
<w Gl [ e - 1)
0
< Me, Ve > 0.
Théoréme 2.4 un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un

semi-goupe uniformément continu, si et seulement si, A est un opérateur

linéaire borné.
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Preuve :Soit A un opérateur linéaire borné sur X et posons:

Q
I
mﬁ
b
I
(]2
=
3

(2.6)
~ n!

Le membre de droite converge en norme pour tout ¢ > 0 et définit pour
chaque t > 0, un opérateur linéaire borné G(t).

I1 est clair que G(0) = I et avec un simple calcul avec la série des puissances
montre que G(t + s) = G(t).G(s). L’estimation des séries des puissances

donne:
G(t) -1
1G(t) — 11l < H AT et H% —AH < A,
En effet, pour la premiére on a:
n=0
tIAD"™
<t A ZT

o0

Z

=1

1G() = 1] =

n—1

(2.7)

tA|
< 1)) Z‘n—,’
n=0 ’

< t||A||€tHAH‘

La deuxiéme se montre de la méme maniére.

Ce qui implique que G(t) est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires

bornés sur X. De plus, A est le générateur infinitésimal de G(t).
Réciproquement, soit G(t) un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur

X. Fixons p > 0, assez petit, de sorte que ||[I —p~ [/ G(s)ds|| < 1. Ceci

10
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est possible car:

p
H]—p_l/ G(s)ds
0

Mais, d’aprés (77),

< p! / "I = Gs)] ds. (2.8)

dpo >0 tg: [[I—G(s)|| <1,V0<s<po.

Cela implique que p~* fo s)ds est inversible, en effet,
p p p
,0_1/ G(s)ds =1— (] - p_l/ G(s)ds) et HI - p_l/ G(s)ds ,
0 0 0
et donc fo s)ds est inversible. Maintenant,

W (G(h) = 1) /

0

G(s)ds = h~! / "(Gh) = DG(s)ds

hl/o (s+h) — G(s)] ds
Gs+hds—/0pG(s)ds)

h
G(s ds—/ G(s)ds).
0
et donc

@ == (1 [ ot [[otas) [ eo) )

(2.9)

Lorsque h — 0, d’aprés (??), le membre de droite de (?77?) tend vers 'opérateur linéaire borné

-0 ( [ ctos) N

et donc h™! (G(h) — I) converge en norme et donc fortement vers 'opérateur linéaire borné

-0 ( [ o) N

11

-1

<
(7

Il
=

\N
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qui est le générateur infinitésimal de G(t). O

D’aprés la définition 1.1 il est clair qu’ un semi-groupe G(t) a un généra-
teur infinitésimal unique. Si G(t) est uniformément continue, son généra-
teur infinitésimal est un opérateur linéaire borné . D’autre part, tout opéra-
teur linéaire borné A est le générateur infinitésimal d” un semi-groupe G(t)
uniformément continu. Ce semi-groupe est t-il unique? La réponse affirma-

tive a cette question est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.5 Soit G(t) et S(t) des semi-groupes uniformément continus

d’opérateurs linéaires bornés. Si

lim S0 =1 (2.10)
t30 t30
alors G(t) = S(t) pourt >0

Preuve :Nous montrerons que, pour 7' > 0 fixé, G(t) = S(t) pour 0 <t <
T. Puisque les fonctions t — ||G(t)|| et t — ||S(t)|| sont continues il existe
une constante C' > 0 telle que ||G(¢)|].||S(s)|| < C pour tous 0 < s,t < T.
Etant donné £ > 0, il résulte de (??7) qu'il existe § > 0 tel que pour

L1 |G(R) — S(h)| < % pour 0 < h < 4, (2.11)

car

K |G(h) = S(h)|| = H [% - A} - [% - A] H

S B N e |

12
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Soit 0 < t < T et choisissons n > 1 tel que % < 9. De la propriété des

semi-groupes et de (?7?) il résulte que

o) 5]

08 (5)-onn-nt)s (452
)5 (4)- (e tnt)s )
)o(()s()-
o(o-s-28)s(2) )

)

1G(#) = SO =

i
D)

IN
@

IN
@Q
TN TN T
S
|
>~
|
=

1T
=)

1T
=

IN
@

i
o)

1

n

<X lo(emr)le G- G GOl
n n n
k=0
n—1 " +
<exfe (i)l
n n
k=0
et
< =
Cn TCn
<e,
car £ < 1.
Puisque ¢ > 0 est arbitraire alors G(t) = S(t) pour 0 <t < T. O

Corollaire 2.6 Soit G(t) un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés. Alors:

1. 1l existe une constante w > 0 telle que |G(t)]] < e’
tA

2. I existe un unique opérateur linéaire borné A tel que G(t) = e

3. L’opérateur linéaire borné A du point (2) est le générateur infinitési-

mal de G(t).

13
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4. La fonction t — G(t) est différentiable en norme pour toutt > 0 et

)

T2 = AG() = G(HA. (2.12)

Preuve :Toutes les assertions du corollaire 77 découlent facilement du point
(2). Pour la preuve de (2) notons que le générateur infinitésimal de G(t)
est un opérateur linéaire borné A. L’opérateur A est aussi le générateur in-
finitésimal de ' défini par (??) et donc par le théoréme ?? G(t) = e/

On montre que (2) = (1), on a:

— (tA =) A"
e = e = |3 B < 32 T < v
n=0 n=0 :

(car [|A"]] < [JA]["). Done, w = [|A].

On montre que (2) = (3), on a d’aprés le théoréme ?7: A est le générateur
infinitésimal de G(¢
)

)-
= (4),

On montre que (2

dG(t) d (etA) _AtA _
T = —o = At = AG() = G(1)A.

14
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2 Semi-groupes fortement continus.

Tout au long de cette section, X est un espace Banach.

Définition 2.7 Un semi-groupe G(t), 0 < t < oo, d’opérateurs linéaires
bornés sur X est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires
bornés si

lim G(t)xr =z pour tout x € X. (2.13)

t30
Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X sera

appelé un semi-groupe de classe Cy ou simplement un Cy-semi-groupe.

Théoréme 2.8 Soit G(t) un Cy-semi-groupe. Il existe des constantes w > 0
et M > 1 telles que

|G| < Me*t  pour 0 <t < oo. (2.14)

Preuve :Nous montrons d’abord qu'il existe n > 0 tel que |G(t)| est

borné pour 0 <t < 7. Si c’est faux, alors il y a une suite (¢,) satisfaisant
t, >0, lim t,=0 et |G(t,)] >n.
n—oo

Du théoréme de la majoration uniforme de Banach Steinhauss, il découle
que pour un certain x € X, |G(t,)z|| > n donc G(t)z n’est pas borné au
voisinage de 0, ce qui est contraire a (?77). Ainsi, ||G(t)]| < M pour 0 <t <.
De plus, comme ||G(0)|| = 1 alors M > 1.

Etant donné t > 0, il existe n € N, t.q

t=nn+40, avec 0 < 4§ <.

Par la propriété des semi-groupes on a:

GO = [|G(nn + )| = (|G (n). GO
= [IG)"GE)I < GO IGm]I"
< MM".

15
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On a: L
n=-— 2= M'=MiM <M (car M>1).
non
Alors
IG@®)| < M.M™ < M.M~
S MM%IHM S Mewt,
avec w =n"'InM >0 car M > 1. O

Corollaire 2.9 Si G(t) est un Cy-semi-groupe alors pour tout x € X, la

fonction t — G(t)x est continue de R™ (la droite réelle non négative) dans

X.

Preuve :Soit ¢,h > 0. La continuité de ¢ — G(t)x découle de
|Gt + h)x — G(t)z|| < [|GO)| |G(h)x — || < Me*" |G(h)x — || — 0, lorsque h — 0.
et pourt > 0,h >0
|Gt = h)x = G()z|| < (Gt = h)l[ |z = G(h)z|
< Me*" ||z — G(h)x|| — 0, lorsque h — 0.

Théoréme 2.10 Soit G(t) un Cy-semi-groupe et soit A son génerateur in-

finitésimal. Alors

1. Pourx € X,
lim = G(s)xds = G(t)x. (2.15)

2. Pourx € X, [, G(s)vds € D(A) et

A ( /0 t G(s)xds) — Gt - (2.16)

16



3. Semigroupes fortement continus.

3. Pour x € D(A) alors G(t)x € D(A) et

d

aG(t)I = AG(t)r = G(t)Ax. (2.17)
4. Pour x € D(A), on a:

G(t)r — G(s)x = /t G(7r)Azxdr = /t AG(7)xdr. (2.18)

S

Preuve :La partie (1) suit de la continuité de la fonction: ¢ — G(t)z. En
effet,

1 t+h 1 t+h 1 h
—/ G(s)xds — G(t)x = —/ G(s)xds——/ G(t)xds
h Ji h Ji h Jo

1 I

_ E/OhG(t+s)mds—E/o G(t)ads

h
_ % /0 (Gt + s)z — Gt)z] ds
1
h

/0 G(t) [G(s)x — z] ds.

Donec:

1

t+h h
HE/ G(s)xds — G(t)x|| < %M/ |G(s)x — z]ds — 0 lorsque h — 0.
¢ 0

Montrons (2). Soit x € X et h > 0. Alors,

RS ( /0 tG(s)xds) = /0 (G5 + h)e - G(s)a] ds
_ % /t " syeds % /0 " O(s)ds,

et comme h — 0, d’aprés le premier point, le membre de droite de cette
égalité tend vers G(t)x — G(0)x = G(t)x — z. Donc:

lim % (/Ot G(s)xds) = G(t)r — z.

h—0

17
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On déduit alors que,

/ "G(s)nds € D(A) et A ( / t G(s)xds) _ Gte—s

ce qui prouve (2).
Prouvons (3). Soit x € D(A) et h > 0. On a:

lim Glt)r = = Ax,
h30 h
et donc
G(h)—1 G(h)x —x

car G(t) est un opérateur linéair borné.
G(h)—I
0o h

Ainsi, lim, > G(t)zx existe alors:

G(t)x € D(A) et AG(t)x = G(t)Ax.

L’égalité (?77) implique aussi que:

d+
EG(t)x = AG(t)r = G(t)Ax,
i.e., que la dérivée a droite de G(t)x est G(t)Ax. Pour prouver (?7), nous

allons montrer que pour t > 0, la dérivée a gauche de G(t)z existe et vaut

AG(t)x = G(t)Ax.

18



3. Semigroupes fortement continus.

Soitt >0et0< h <t Ona:

G(t—h)r —G(t)x G(t)r — G(t — h)x

— - G(t)Ax = h - G(t)Ax
:G@—M{EQ%ZE—GmwM—Ax+A4
:G@—M{EQ%:E—A4—HG&—MAx—G@Aﬂ.

D’une part, comme x € D(A) alors

lim [M _ A:p} =0,
h—0 h

et donc

G(h)r —x

. — Az

Ghjz—z _ Ax] — 0.

[

‘ < M.e*t.

D’autre part du fait que la fonction: ¢ — G(t)x est continue alors,

lim [G(t —h)Az — G(t)Ax] = 0.

h—0

Donc les deux termes de droite tend vers 0 et on déduit alors que

d-
EG(t):v = G(t) Az = AG(t)x.

Prouvons (4). Par intégration de (??) de s a t on obtient:

t g t t
<mm4%n5/jamm:/Aamm:/Gmmw
S T S S
Corollaire 2.11 Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe

G(t), alors D(A), le domaine de A est dense dans X et A est un opérateur

linéaire fermé.
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3. Semigroupes fortement continus.

Preuve :Pour tout x € X, posons

Ty = n/n G(s)xds.
0

D’aprés le point (2) du théoréme ??, x,, € D(A) pour n € N* et par le point
(1) du méme théoréeme x, — G(0)x = z lorsque n — oo. Ainsi, pour tout

x € X, il existe une suite d’éléments de D(A) qui converge vers z. On déduit

alors que D(A) = X, o D(A) est I'adhérence de D(A). La linéarité de A
est évidente.

Prouvons que A un opérateur fermé. Soit (z,) C D(A), telle que
x, —x et Az, — y lorsque n — oo.
Du point (4) du théoréme ?? on a:
t
Gt)r, —x, = / G(s)Az,ds. (2.20)
0
D’une part du fait que G(t) : X — X est un opérateur linéaire continu, on

a:
T, w2 = Gt)r, - G{t)x = Gt)r,—x, = G(t)r —x.

D’autre part; Ax,, — y alors f(f G(s)Azx,ds — fot G(s)yds, car,

On obtient de (77?)

t t t
/ G(s) Aods — / G(s)yds|| < / 1G(s) ]| | Az — gl ds
0 0 0

t
< ||Az, — | / Me**ds — 0 lorsque n — +00.
0

G(t)r —x = /0 G(s)yds. (2.21)

De (?7), on a:



3. Semigroupes fortement continus.

Donc o .
. tr —x . 1
lim ———— =lim — i G(s)yds = G(0)y = y.
Donc ol
lim )z =a existe = x € D(A).
t—0
et o
Az = lim M =.
t—0 t

O

Théoréme 2.12 Soit G(t) et S(t) deuzx Cy-semi-groupes d’opérateurs linéaires
bornés avec des générateurs infinitésimauxr A et B respectivement. Si A = B
alors G(t) = S(t) pourt > 0.

Preuve :So0it x € D(A). Du théoréme ??7 (3) il résulte que la fonction:
s+ G(t — s)S(s)x est différentiable et que
d
P [G(t — s)S(s)x] = —AG(t — 5)S(s)x + G(t — s) B S(s)x
=—G(t—s)AS(s)xr+ G(t — s)BS(s)x
=0.

car A = B. Donc la fonction s — G(t—s)S(s)z est constante et en particulier
ses valeurs & s = 0 et s = ¢ sont les mémes, i.e., G(t)z = S(t)z. Ceci est vrai
pour tout x € D(A) et puisque par le corrolaire 7?7, D(A) est dense dans
X et G(t), S(t) sont bornés, alors G(t)z = S(t)x pour tout = € X, et donc
G(t) = S(t). O

Définition 2.13

1. Sixz € D(A) et Ax € D(A) on dit que x € D(A?) et A%r = A.(Ax).

2. En général, pour n > 2, si x € D(A"™') et A" 'z € D(A) on dit que
r € D(A") et A"z = A.(A"1z) = A" (Ax).
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3. Semigroupes fortement continus.

Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe alors par le corollaire

??, D(A) = X . En fait, un résultat beaucoup plus fort est vrai. En effet,

nous avons.

Théoréme 2.14 Soit A le génirateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe G(t).

Si D(A™) est le domain de A", alors ﬂ D(A™) est dense dans X .

n=1
Preuve :Soit © '’ensemble des fonctions a valeurs complexes indéfiniment
différentiables et & support compact dans |0;00[. Pour z € X et p € ©

posons
y=uz(p) = /0 ©(s)G(s)xds. (2.22)

Si h > 0 alors

(2.23)

% [o(s = h) = p(s)] G(s)z — —¢(s)G(s)a.

L’intégrale du coté droit de (??) converge lorsque h — 0 vers —¢'(s)G(s)x

uniformément sur ]0; oo[. Alors,

| flets=m - p66e - [ 66

On déduit alors que y € D(A) et

Ay = fngI%) (h;_ ]y = — /000 ¢’ (s)G(s)xds.
Pour n = 2.
%Ay = %1 h O'(8)[G(s+ h)x — G(s)x] ds
og /(S B h) B /(8) o0 (2'24>
= —/0 L4 . L4 G(s)xds — /0 ©"G(s)ds.
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3. Semigroupes fortement continus.

Alors,
Aye D(A) et A2y:/ ©"G(s)ds.

0
Clairement, si ¢ € © alors ™, la n-iéme dérivé de ¢ est également dans

® n € N*. Ainsi, en répétant 'argument précédent, nous trouvons que

y € D(A") et

Ay = (—1)"/ ©™G(s)xds pour n € N*.
0

Par conséquent y € ﬂ D(A™). Soit

n=1

Y ={z(p):2€X,pecD}.

C’est un sous espace vectoriel de X.

D’aprés ce qui précede, on a

o0
Y C () D(A").
n=1
Pour conclure la démonstration, nous montrerons que Y est dense dans X.
Supposons que Y & X alors par le théoréme de Hahn-Banch ?? il y a une

forme linéaire z* € X* et x* # 0 telle que z*(y) = 0 pour tout y € Y. Donc

/OO o(s) (x*,G(s)r)ds = <:E*, /oo go(s)G(s):E> ds =0, pour toutz € X et p €D.
’ ’ (2.25)

ou (.,.) est le crochet de dualité entre X* et X.

Cela implique que pour tout x € X la fonction continue s — (z*, G(s)x) est

identiquement nulle sur ]0; 0o[. Ainsi, en particulier pour s = 0, (z*,z) =0

pour tout x € X et donc 2* = 0. contradiction car z* # 0.

Nous concluons cette section par une simple application du théoréme 77.

Lemme 2.15 Soit A le générateure infinitésimal d’un Cy-semi-groupe G(t);
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3. Semigroupes fortement continus.

IG®)|| < M pourt >0 . Sixe D(A?) alors
[Az||* < 407 A% [|z]). (2.26)
Preuve :En utilisant (?7), il est facile de vérifier que pour x € D(A?)
t
G(t)x —x =tAx + / (t — 5)G(s)A%xds.
0
Par conséquent

t
lAz] < ¢ (IG @) + [l=]]) +t1/ (t = 5)[|G(s)A]|ds
0 (2.27)
< 25 lall + S5 4%
< —l= 5 z||.
Ici nous avons utilisé le fait que M > 1 (puisque |G(0)]] = 1). Si A%z =0
alors (?7) implique Az = 0 et 'inégalité (?7) est satisfaite. Si A%z # 0 on
substitue 2||z||2||A2z|| 2 dans (2?) et (??) suit.

Exemple 2.16 Soit X l’espace de Banach des fonctions bornées uniformeé-

ment continues sur | — oo, +00| avec la norme de la converge uniforme. Pour
f € X on définit

(G(6)f)(s) = ft + )

Il est facile de vérifier que G(t) est un Cy-semi-groupe satisfaisant ||G(t)|| < 1

pour ¢t > 0. Le générateur infinitésimal de G(t) est défini sur
D(A)={f:feX, [ existe, f'€ X},

et
(Af)(s) = f'(s) pour f € D(A),

car,

AF(s) — tim COI ) = S15)

t30 t30
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3. Semigroupes fortement continus.

A partir de (?77?) on obtient I'inégalité de Landau

(sup |f'(s)))* < 4 (sup | f"(5)]) (sup | f(5)]) (2.28)

ou les sup sont pris sur | — 0o; 00|.

25



4. Le théoreme de Hille-Yosida.

3 Le théoréme de Hille-Yosida.

Soit G(t) un-Cy semi-groupe . Du théoreme 77, il suit qu’il existe des con-
stantes w > 0 et M > 1 telle que pour ||G(t)| < Me** pour t > 0. Si
w =0, G(t) est dit uniformément borné et si de plus M = 1 on I'appelle un
Co-semi-groupe de contraction. Cette section est consacrée a la caractérisa-
tion des générateurs infinitésimaux de Cy-semi-groupes de contractions. Les
condition sur le comportement de la résolvante d'un opérateur A, qui sont
nécessaires et suffisantes, pour que A soit le générateur infinitésimal d’un Cy-
semi-groupe de contraction. Rappelons que si A est un opérateur linéaire pas
nécessairement borné dans X, 'ensemble résolvant p(A) est I’'esemble de tous
les nombres complexes A pour lesquel AI — A est inversible. i.e., (A — A)f1

est un opérateur linéaire borné dans X. La famille
RA:A) =\ —A)"" Xep(A)

des opérateurs linéaires bornés est appelé la résolvante de A.

Théoréme 2.17 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire (non borné) A est le
génerateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction G(t), t > 0, si

et seulement si:

1. A est fermé et D(A) = X,

2. Uensemble résolvant p(A) de A contient RT et pour tout A > 0,

IR : A)] < (2.29)

> =

Preuve :Montrons que ces deux conditions sont nécessaires. Si A est le

générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe alors il est fermé et D(A) = X

par le corrolaire ??7. Pour A > 0 et z € X soit:
R(\)x = / e MG (t)xdt. (2.30)
0

Puisque la fonction ¢ — G(t) est continue et uniformément bornée, alors

I'intégrale existe en tant qu’intégrale de Rieman impropre et définit un opéra-
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4. Le théoreme de Hille-Yosida.

teur linéaire borné R(\) satisfaisant
< 1
[1RA)z]| < /0 e |Gl dt < Sl (2.31)
De plus, pour h > 0, on a

———— R(\) x = —/ e MG(t + h)xdt — / e MG(t)zdt
0 0

1 o0 o0
= —/ Palre: t)xdt — / _’\tG )adt
h Jp, 0

h 00
! { / e MNG(t)dt — / —At=h g mdt] ! / e MG (t)xdt
h’ 0 0 h 0
o) h
_! / [ e G(t).x — e N.Gt).a] dt — % / MGtz
0 0

Mo _ oo Ab - ph
= ¢ / e MG(t)zdt — c e MG(t)zdt.
hJo hJo

:'leH

(2.32)

Le premier terme tend vers AR(\)z.
Pour la deuxiéme on pose t = sh, on a:
A rh 1
- e MG(t)xdt = e’\h/ e "G (sh)xds — x lorsque h — 0.
0 0
D’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Donc

G(h) — I
h

on déduit alors que:

R(A\) x — AR(A)x —x lorsque h — 0,

R(M\) € D(A), et ARMN)x =AR(N)z —=x, Vx € X,

et donc:

(M — A)R(\) = I. (2.33)
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4. Le théoreme de Hille-Yosida.

De plus, pour z € D(A), on a :

R()\)A:U:/ e MG (t) Axdt
0

(d'apres (77)) :/ e MAG(t)xdt
0

=A ( /0 N e”G(t)xdt>

= AR(\)z.

(2.34)

Ici, nous avons utilisé le théoréme 77 et le fait que A soit fermé. De (?7?)
et (?77) il s’ensuit que R(\) et A\l — A commutent sur D(A). Donc R(\)

commute avec Al — A sur D(A), on a alors:

(M — AR(\)z = R(\)(M — A)z, Va € D(A).
Alors,
(M — A" = R(\)z, Yz € D(A), (2.35)

et donc,
_ 1
|7 = A)~tal| = |RO)z] < Sla]l, Vo € D(A)

Donc l'opérateur (A — A)~! est linéaire et continu sur D(A), il se prolonge

en un unique opérateur linéaire continu sur D(A) = X et Iéquation (?7)

reste vrais sur X et donc
(M — A" =R(\), VA >0,

et donc l'inégalité (77) est satisfaite.

Les conditions (1) et (2) sont donc nécessaires.

Afin de prouver que les conditions (1) et (2) sont suffisantes pour que A soit
le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe de contractions, nous allons

donner quelques lemmes:

Lemme 2.18 Si A satisfait aux conditions (1) et (2) du théoréme 77 et
RAN:I)=(0W\—A)".
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4. Le théoreme de Hille-Yosida.

Alors:
Alim AR(N: A)x =z pour tout = € X. (2.36)
— 00

Preuve :Supposons d’abord que x € D(A):
IANR(N: Az — z|| = ||AR(\ : A)x||
= [|R(\: A)Az||

1
< X |Az|| — 0 lorsque A\ — oc.
Mais D(A) est dense danx X et [|[AR(X: A)|| < 1, alors:
AR(A: A)x — z si A — oo pour tout = € X.

Nous définissons maintenant, pour tout A > 0, 'approximation de Yosida de
A par:
Ay = MR : A) = NR(\: A) — A\ (2.37)

A, est une approximation de A au sens suivant.

Lemme 2.19 Soit A satisfaisant aux conditions (1) et (2) du théoréme ?7.

Si Ay est Uapproximation de Yosida de A, alors:
/\lim Ayx = Ax pour x € D(A). (2.38)
—00

Preuve :Pour x € D(A) nous avons du lemme ?? et la définition de A,
que
lim Ayz = lim AR(\: A)Ax = Ax.

A—00 A—00

Lemme 2.20 Soit A satisfaisant les conditions (1) et (2) du théoréme ??. Si
Ay est Uapprozimation de Yosida de A, alors A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe uniformément continu de contractions e**. De plus, pour
tout x € X, \,u >0 on a:

||etA*x - etA"xH <t||Axz — Az| . (2.39)
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4. Le théoreme de Hille-Yosida.

Preuve :Dapres (77), il est clair que A, est un opérateur linéaire borné et
est donc le générateur infinitésimal du semi-groupe e*“* d’opérateurs linéaires bornés
(d’apres le théoréme ?7? ), du fait que Ay = N2R(A: A) — A\ on a:

tA) H — e—t)\

He PNR(A) H

< e Peth3 (2.40)

<1

Donc e'** est un semi-groupe de contractions. Il ressort clairement des déf-

initions que les opérateurs et4r, etn A, A, commutent entre eux. Par con-

séquent
Ld
HetA*x — etA“acH = H/ 7 (etSA*et(l_s)A“:L‘) ds
0
< ’ /1 (tA,\etSA*et(l_s)A“x — etSAAtA#et(l_s)A“x) ds
)
< /0 HtetsAA (Ayz — A,x) 0794 | ds
< /115 HetSAket(l_s)A“ (Ayz — Aﬂw)H ds.
: (2.41)
Alors,
||etAAx - etA“:vH <t||Axz — Ayzx|.
O
Preuve : de théoréme 77 (suffisance).

Soit z € D(A). Alors, de (??) on a:

HetA*x — etA“a:H <t|Ax — A,z
<t||Axx — Azx|| + t||Azx — A z|| — 0, lorsque A\, p — +o0.
(2.42)

De l'inégalité (??) et du lemme ??, il s’ensuit que, pour x € D(A), ez

converge lorsque A — oo et la converge est uniforme sur les intervales bornés .
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4. Le théoreme de Hille-Yosida.

En effet si ¢t € (0,b), on aura:

etA,\x . etA'uI

sup < b(|[Arr — Az|| + ||Ax — A z||) — 0 lorsque A,y — oo.

te(0,b)
Puisque D(A) est dense dans X et Het“‘A H < 1, il suit que e*** est converge,

pour tout x € X. Posons:

G(t)r = lim "2 pour tout z € X. (2.43)

A—00

La limite dans (?7) est aussi uniforme sur tout intervalle borné. il s’ensuit de
(??) que la limite G(t) satisfait la propriété des semi-groupes , que G(0) =
et que [|[G(¢)|| <1 car:

|G(t)z|| = He“‘*x + G(t)xr — etAAxH
< e el + |Gz — e ba
<1+4¢g,Ve>0.

Aussi la fonction t — G(t)z est continue pour ¢ > 0 en tant que la lim-
ite uniforme des fonctions continues: t ~— ez, Ainsi G(¢) est un Cp-
semi-groupe de contractions sur X. Pour conclure la démonstration, nous
montrerons que l'opérateur A est le générateur infinitésimal de G(t). Soit
x € D(A). En utilisant (??) et le théoréme 7?7, on a:

_ — T tAx _
G(t)x —z Ah—g}o ("M — z)
t

= lim e Ayads (2.44)

A—00 0

- /0 t G(s)Awds.

31



4. Le théoreme de Hille-Yosida.

La derniére égalité découle de la convergence uniforme de ! Ayz vers G(t) Ax

sur des intervalles bornés . En effet, comme e*4* et A, commutent on a:
sup HetAAA,\a: — G(t)Az| < sup HetAAAA:c — G(t) Az — A\G(t)z + A\G(t)z|
te(0,b) t€(0,b)

< swp [JA| [ e = G| + GO | Ave — Az
te(0,b)

< sup Al ||e" 2 — G(t)z|| + ||Axe — Az|| — 0.
te(0,b)

Soit B le générateur infinitésimal de G(t) et soit x € D(A). En divisant (77?)
par t > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0 on voit z € D(B) et que Bx = Ax.
Ainsi B D A. Puisque B est le générateur infinitésimal de G(t), il résulte des
conditions necessaires que 1 € p(B). Mais de I'hypothése (2) on a 1 € p(A).
Comme B D A alors

(I-B)D(A)=(I—-A)D(A) = X.
Comme X = (I — B)D(B) alors
D(B) = (I — B)™'X = (I - B)"(I - B)D(A) = D(4),

et donc: A = B. Le théoréme 77 et ses preuves ont des conséquences simples

que nous allons donner.

Corollaire 2.21 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de

contraction G(t). Si Ay est 'approximation de Yosida de A, alors

Gt)z = lim ™Mz pour z € X. (2.45)

A—00

Preuve :De la preuve de théoréme ??, il s’ensuit que limy_,, ez définit
un Cy-semi-groupe de contractions, S(t) dont le générateur infinitésimal est

A. D’aprés le théoréme 77, il s’ensuit alors que G(t) = S(t).

Corollaire 2.22 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de

32



4. Le théoreme de Hille-Yosida.

contractions G(t). L’ensemble résolvant de A contient le demi plan ouvert.

{A€C: ReX >0}

Et pour tout A € p(A) on a:

1RO A < (2.46)

Preuve :L’opérateur
R()\)a::/ e MG (t)adt,
0

est bien défini pour tout A € C tel que ReX > 0. Dans la démonstration de

la partie (nécessaire) du théoréme ??, on a montré que
R(\) = (M — A~
Mais, A\ =a+18 € Cet a >0 on a:
IRl < [ || e Githa] < Sl

Et donc
p(A) D {\: ReX > 0},

et satisfait l'inégalité (77).
L’exemple suivant montre que ’ensemble résolvant du générateur infinitési-
mal d'un Cy-semi-groupe de contractions n’a pas besoin d’en contenir plus

que le demi plan droit ouvert.

Exemple 2.23 Soit X = BU(0, ), I’espace de toutes les fonctions bornées

uniformément continues sur [0, co[. On définit:

(G)f) (s) = f(t+s). (2.47)
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G(t) est un Cy-semi-groupe de contractions dans X. Son générateur in-

finitésimal A est donné par
DA)={f:f et feX}. (2.48)

et
(Af)(s) = f'(s) pour f e D(A). (2.49)

D’aprés le corollaire 77, nous avons que
p(A) D {\: ReX > 0}.

Pour tout complexe A 'équation (A — A)py = 0 a la solution non triviale
pals) = e
dans le spectre o(A) de A.

Soit G(t) un Cop-semi-groupe satisfaisant ||G(t)|| < e“' (pour un certain w >

. Si R(A) €0, py € X et donc le demi-plan fermé gauche est

0). S(t) = e “'G(t). S(t) est evidemment un Cp-semi-groupe de contrac-
tions. Si A est le générateur infinitésimal de G(t) alors A —wI est le généra-
teur infinitésimal de S(¢). D’autre part, si A est le générateur infinitési-
mal d’un Cy-semi-groupe de contractions S(t), alors A+wlI est le générateur
infinitésimal d’un Cp-semi-groupe de G(t) satisfaisant |G (¢)|| < e*'. En effet,
G(t) = e**S(t). Ces remarques nous aménent a caractériser les générateurs

infinitésimaux de Cp-semi-groupes satisfaisant [|G(t)]| < e“".

Corollaire 2.24 Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un

Co-semi-groupe satisfaisant ||G(t)| < e“* si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X,
2. lenssemble résolvant p(A) de A contient le demi-droite {\ : ImA = 0, A > w}

et pour un tel \,

1RO : A < ﬁ (2.50)

Nous concluons cette section avec un résultat souvent utile pour prouver

qu’un opérateur donné A satisfait les conditions suffisantes du théoréme de
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Hille-Yosida ( théoréme ?7?) et est donc le générateur infinitésimal d'un Cy-
semi-groupe de contractions.

Soit X un espace de Banach et X* est son dual. On note la valeure de
¥ € X" enx € X par < 2%, 2 >. Si A est un opérateur linéaire dans X. On

note par:

S(A) ={< 2" Az >z € D(A),||z|| = 1,2" € X", ||z"*|| =1, < 2", 2 >=1}.
(2.51)

Théoréme 2.25 Soit A un opérateur linéaire fermé a domain D(A) dense

dans X . Soit S(A) défini par (77?) et soit 3 le complémentaire de S(A) dans
C. Si A € X alors A\I — A est injectif et a image fermée. De plus, si ¥y est
une composante connexe de Y. satisfaisant p(A) N Xy # 0, alors le spectre de

A est contenu dans Sy, complémentaire de ¥y et on a:

1

[R(A:A)|| < m

VA € p(A) N . (2.52)

ot d ()\ : (A)) est la distance de A a S(A) définie par:

a(A:S(A)) =d(x: S(4) = Jnf Ayl

Preuve :Soit A € ¥ = C’F qui est ouvert alors:
Ir>0:B\r)CE = d()\: (A)) > 0.
Sixz e D(A), ||z|| =1, 2* € X*, ||z*|| =1, < 2*,x >=1 alors:

d (3 S()) =d(h: S(4)) < A= (o, Az)
< Ma* x) — (2%, Ax)| = [(z*, Az — Ax)| (2.53)
< [la* | IAx = A]l < |2 = Al
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car ||z*|| = 1. Donc:
| Az — Az|| > d, Vex € D(A) et |z| =1 (2.54)

On déduit alors que:
|Ar — Az|| > d||z||; Vo € D(A), (2.55)

car, pour x € D(A), z #0, y = T € D(A) et |yl =1.
Utilisant (??) on déduit que:
1

e — Aol 2 d = e — Az 2 dije], (2.56)

Alors, d’aprés le théoréme 7?7, l'opérateur A\I — A est injectif et a image
fermée.

Si, de plus, A € p(A) Popérateur AI — A est bijectif et I'inégalité (??7) implique

IO = 4 < 5

qui est I'inégalité (?77).

Il reste & montrer que si ¥y est une composante de > qui a une intersection
non vide avec I'ensemble résolvant p(A) alors o(A) C Sp.

Montrons que p(A) N Xy est ouvert dans ;. Comme p(A) est un ouvert.
(théoréme ) alors, p(A) N3y est un ouvert dans ¥y (topologie induite).
Montrons que p(A) N X, est fermé dans . Soit (\,) une suite telle que

)\nGP(A)ﬂEO et )\n—>)\620.

Notons que A € ¥y parcequ’on est dans Y. (topologie induite).
Montrons alors que A € p(A) N 3.

On a: d:d</\: (A)) >0 et |\, — A| = 0, alors:

1
dng € N; Vnyn > ng = |\, — A < §d. (2.57)
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D’autre part,

d=d(\S) < A= M| +d\n, S) < %d+ (A, S).

On déduit alors que
1
d(An, S) > §d. (2.58)

De (?7) et (??) on déduit que
|An — Al < d(Ap, S). (2.59)
Mais on sait que, d’aprés (?77)
d(M, S) < |R(M, A)| 7Y, car A, € p(A). (2.60)
De (??) et (??) on obtient:
Ao = AL < IR AT = A e B (A, [ROW, A7)

On déduit alors, d’aprés le théoréme que A € p(A). Alors A € p(A) N X, et
donc p(A) N Xy est fermé.

Donc p(A)NX, est ouvert et fermé dans ¥y qui est connexe et comme p(A)N
Yo # ) alors

p(A) NS =S = p(A) D By = o(A) = (p(A))° C Se.
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4 Le théoréme de Lumer-Phillips.

Dans la section précédente, nous avons vu la caractérisation de Hille-Yosida
d’un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions. Dans cette
section, nous verrons d’autres caractérisations de ses générateurs infinitési-
maux . Pour énoncer et prouver le résultat, nous avons besoin des résultats
suivants.

Soit X un espace de Banach et soit X* son dual. Pour chaqun x € X, nous
définissons la dualité F'(z) C X* par

Flz)={a":2" € X* et <a*,z>=|z|] = |2"]*}.

Du théoréme de Hahn-Banach il suit que F(z) # () pour chaque = € X.

Définition 2.26 On dit qu’un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout
x € D(A), il existe z* € F(x), tel que

Re < x*, Ax > < 0.

Ou Re(z) est la partie réelle de z.

Théoréme 2.27 Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si
(AT — A)x|| > M|z|| pour tous A >0 et x € D(A). (2.61)

Preuve :Soit A un opérateur dissipatif , A > 0 et x € D(A). Si z* € F(x)
et Re < x*, Axr >< 0 alors

[ [[|Az — Az|| = [{z", Az — Az)]
> Re(z", A\x — Ax)
> ARe(z*, x) — Re(z*, Ax)

> A,

(2.62)
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car: (z*,z) = ||z|| et Re(z*, Az) <0.

Inversement, soit x € D(A) et supposons que
AM|z|| < ||[Ax — Az|| pour tout A > 0.

Si
yr € F(Ar — Az) et 23 = y3/[ly; || alors [[23]] = 1,

et on a:

Azl < f[Az — Az|| = (23, Ar — Az)

(2.63)

= /\R€<Z;,[E> - R@(Z;,AJ]> = /\HJZH - R€<Z§\,AZL’>,

pour tout A > 0. Donc
1

Re(z3, Ax) <0 et Re(z,2) 2 [|lzf| — vl Az]l, (2.64)
car, du fait que Re(z}, Ax) <0 on a:

—Re(2y, Ar) = |Re(z", Ax)| < [|z3] [|Az]| = [|Az],
donc, de (??) on déduit que

. 1
Re(23,2) 2 ||z — 1|l Az].

Du fait que [|z}]| = 1 et que la boule unité de X* est compacte pour la

topologie faible étoile de X*, I'ensemble 23, a un point d’accumulation z* €
X* pour la topologie faible étoile, lorsque A — 400, et ||z*]| < 1, car ||z*]| <

liminf ||z5]] < 1. Comme
“Az)= lim (2] A “2) = lim (2 ).
(z*, Az) /\nlinoo <2An7 a:> et (2%, x) /\nlinoo <z/\n,x>

On déduit de (??) que

Re(z", Azx) <0 et Re(z",x) > |||
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Mais Re(z*,z) < [(z*,z)| < ||z| et donc

(=%, 2) = |l=l].
En prenant z* = ||z||z* nous avons z* € F(z) car
Izl = llz]| et (a",2) = |Jz]l.{=",2) = [|=]*,

et
Re(z*, Az) < 0.

Ainsi pour tout z € D(A) il existe z* € F(x) tel que
Re(x*, Ax) <0,

donc A est dissipatif . O

Théoréme 2.28 Soit A un opérateur linéaire 4 domaine D(A) dense dans
X.

1. Si A est dissipatif et il existe \g > 0 tel que, R(A\gl — A) = X, alors A
est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions sur

X.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions
sur X alors R(Al — A) = X pour tout A > 0 et A est dissipatif. De
plus, pour tout x € D(A) et tout z* € F(x), Re(z*, Az) < 0.

Preuve :

1) Soit A > 0, comme A est dissipatif alors, d’aprés le théoréme ??, on a:
|Ax — Az|| > A||z|| pour tous A >0 et z € D(A). (2.65)

Puisque R(AgI — A) = X, il résulte de (?7?) avec A = Ao, que (Mgl — A) ™! est
un opérateur linéaire borné. Mais alors d’aprés le théoréeme 7?7, 'opérateur

(Aol — A) est fermé et donc A est aussi fermé (d’apres théoréme ?7). Si
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R(A — A) = X pour tout A > 0 alors, par (?77)
p(A) 2]0,00[ et [[R(A: A)f < A7

Il découle alors du théoréme de Hille-Yosida, que A est le générateur in-
finitésimal d'un Cj-semi-groupe de contractions sur X.
Pour compléter la démonstration de (1) il reste & montrer que R(A\[—A) = X

pour tout A > 0. Considérons ’ensemble
A={A:0<A<o0 et RWA—A)=X}C]J0,+o0l.

Remarquons que, d’aprés (7?7), A C p(A). Montrons que A =]0, +o00].
i) Montrons que A est ouvert dans |0, +oo.
Soit A € A, alors A € p(A). Puisque p(A) est ouvert, alors p(A) contient un
voisinage de A. L’intersection de ce voisinage avec la droite réelle est dans A
et donc A est ouvert.
ii) Montrons que A est fermé.
Soit A, € Aet A\, = A > 0. Comme A\, € A alors, pour tout y € X il existe
x, € D(A) tel que

ATp — Az, = . (2.66)

De (??) il s’ensuit que ||z, || < X, }||y|| < C pour un certain C > 0. En effet,

comme A\, — A > 0 alors, il existe ng € N tel que:

DO | >

Ap > =, Vng >0,

et donc
A< 20T

Maintenant de I'inégalité (??7) on a:

Al = 2 || < A (20 — ) — A2 — 20) ||
= [[AmTn — MZn + Aty — Ay — A + Az ||
< An = Al [

(2.67)
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car, \,x, — Az, =y = \,x,, — Ax,,. Alors

1
0 = ] < Coi—-Aw = A = 0.

m

Donc (x,,),,cy est une suite de Cauchy dans X qui est un espace de Banach,

alors il existe z € X tel que x,, — x, et donc \,x,, — Azx. De (??) on obtient:
Ax, = dr — .
Puisque A est fermé, alors,
r € D(A) et \x — Ax =y.
Donc

R(M — A) =X et donc A€ A.

Ainsi A est également fermé dans ]0, 00| et puisque A\g € A par hypothese,
alors A # 0 et donc A =]0, 00[, car ]0,00][ est connexe. Ce qui termine la
preuve du point (1).

2) Si A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe de contractions
G(t) dans X, alors par le théoréme de Hille-Yossida p(A) D]0, 00| et donc
R(M — A) = X pour tout A > 0. De plus, si x € D(A) et 2* € F(x) alors,

Re(z*, G(t)x) < [(a*,G(t)z)| < 2" || IGO)=]| < =" [LIGO- =] <[],

et donc
Re(z*,G(t)x — x) = Re(z*,G(t)z) — ||z||* < 0. (2.68)

En divisant (??) par ¢ > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, du fait que

G(t)x —
# — Az, car x € D(A),
on obtient:
Re(z*, Ax) <0. (2.69)
Ceci est vraie pour tout z* € F'(x) et la preuve est compléte. UJ
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Corollaire 2.29 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense. Si A
et A* sont dissipatifs, alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-

groupe de contractions dans X .

Preuve :Par le théoréme ?7(1), il suffit de prouver que R(I — A) = X.
Si A est dissipatif et fermé alors, de (??) et du théoréme ??, I'ensemble
R(I — A) est un sous-espace fermé de X. Si R(I — A) # X alors d’aprés le
théoréme de séparation de Hahn-Banach il existe z* € X*, z* # 0 telle que
(x*,x — Az) = 0 pour tout = € D(A). Mais

(", Az) oy = (AT27,2) o x -
On aura
(" — A*z*,z) =0, Vo € D(A).

Comme D(A) est dense dans X et que 'opérateur z* — A*z* est linéaire et

continu sur X. On déduit que
(" — A*x",x) =0, Vr € X,
et donc
¥ — A*x* =0 dans X™.
Puisque A* est également dissipatif alors il découle du théoréme ?7 que
]| < [[(f = A%)2"]| = 0,
et donc z* = 0, ce qui contredit la construction de x*.
Nous concluons cette section avec quelques propriétés de 'opérateur dissipatif.

Théoréme 2.30 Soit A un opérateur dissipatif dans X.

1. St pour un certains g > 0, R(Agl — A) = X alors RIA] — A) = X
pour tout A > 0.

2. Si A est fermable alors A, la fermeture de A, est également dissipatif.

3. 8t D(A) = X alors A est fermable.
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Preuve :

(i) L’assertion (1) a été prouvée dans la preuve de la partie (1) du théoréme
27

(ii) Montrons (2). Soit z € D(A) et y = Axz. Il existe alors une suite (z,,),
z, € D(A),Yn € N et telle que

T, =z et Ar, —y= Ar.
Du fait que A est dissipatif, alors d’aprés le théoréme 77, on a:
| Az, — Az, || > Al|lxn|| pour A > 0.

En faisant tendre n vers +oo0, on a d’apres la continuité de la norme:

|A\x — Az|| > \||z| pour X > 0. (2.70)
Puisque (??) est vraie pour tout # € D(A), alors A est dissipatif par le
théoréme 77.
(iii) Pour prouver (3) supposons que A n’est pas fermable. Alors il existe
une suite (x,,) telle que

x, € D(A), z,—>0 et Az, -y avec |[y||=1.

D’aprés le théoréme 7?7, il s’ensuit que pour tout ¢t > 0 et z € D(A) on a:
pour z, =tx +x, € D(A) et A=t}

|(z+t 7 w,) —tA (z +t 2| = |z + ¢ 2]
En faisant tendre n vers o0 puis ¢ vers 0 on aura:
lx —y|| > ||z|| pour tout x € D(A).

Mais ceci est impossible si D(A) est dense dans X et donc A est fermable.
O
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Théoréme 2.31 Soit A dissipatif avec R(I —A) = X. Si X est réflexif alors
D(A) = X.

Preuve :Soit 2" € X* tel que (z*,z) = 0 pour tout z € D(A). Nous
montrerons que z* = 0. Puisque R(/ — A) = X il suffit de montrer que
(x*,x — Az) = 0 pour tout x € D(A) qui équivaut a (z*, Az) = 0 pour tout
x € D(A). Soit © € D(A) alors par le théoréme ??7 (1) il existe z,, € D(A)
tel que
r=x, — len. (2.71)
n

En effet,
r e D(A) = nzxe DA,

alors, d’aprés la théoréme 77 (1), il existe x,, € D(A) tel que:
nr = nx, — Ax,, (A=n),
ce qui donne (??). De cette égalité on a:
Az, =n(z, —z) € D(A), (2.72)

alors x, € D(A?) et
1, 1 N\
Ax = Az, — — A%z, ou Azx,=(1—-—-A Ax.
n n
Il ressort du théoréeme ?? et du théoréme 7?7 que

(-3

Aussi, de (?7) on a:

<1 etalors||Az,| < [|Az| = C.

1 C
[z — 2|l < = [[Az, || < [[Az] < —,
n n
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et donc, x, — z. Puisque [|Az,|| < C et X est rélexif alors la suite (Azxy,)

contient une sous-suite notée encore (Ax,) telle que
Az, — y faiblement dans X.
Puique, d’apreés le théoréeme 77 (1), A est fermé alors,
Az, — Ax.

Du fait que la convergence forte implique la convergence faible (proposition
?7) alors:

Ax, — Ax faiblement,

et donc y = Az car la topologie faible est séparée. Enfin, puisque (z*, z) =0

pour tout z € D(A), nous avons, d’aprés (77)
(x*, Ax,,) = (2", n(z, — z)) = 0. (2.73)

Lorsque n — 400 dans (??), du fait que Az, — Az faiblement dans X

alors par définition:
(x%, Ax,) — (2%, Ax),

alors, d’apres (?77),
(x*, Ax) =0, Yo € D(A). (2.74)

On déduit alors, comme s’est expliqué au début de la preuve, que
(", x)xxx =0, VreX = z"=0.

Donc, toute forme linéaire et continue nulle sur D(A) est nulle sur X, on

déduit alors, du théoréme de Hahn-Banach 7?7 que D(A) = X. O]

L’exemple suivant montre que le théoréme 77 n’est pas vrai pour tous les

espaces généraux de Banach, et donc la réflexivité de X est nécessaire.

Exemple 2.32 Soit X = C'([0,1]), I'ensemble des fonctions continues sur
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[0, 1], muni de la norme sup. Notons que cet espace n’est pad réflexif. Soit
D(A)={u:ueC"([0,1]) et u(0) =0},

et
Au = —u' pour u € D(A).

Pour tout f € X I’équation Au — Au = f a une solution u € X, donnée par
u(x) = / "M £(6) e, (2.75)
0
Ceci montre que R(A] — A) = X. De (??) il s’ensuit que
Mu(a)] < (1 =) ] < Xu— Au]. (2.76)
En prenant le sup sur x € [0, 1] du coté gauche de (??) nous trouvons que
Mlull < |xu = Aull,
et donc 'opérateur A est dissipatif par le théoréme 77. Mais

DA)={u:ueX et u(0)=0}#X =C([0,1]).
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Chapitre 3

Semi-groupes analytiques.

1 Différentiabilité.

Définition 3.1 Soit G(t) un Cyp-semi-groupe sur un espace de banach X.
Le semi-groupe G(t) est dit différentiable pour ¢ > ¢ si pour tout x € X la
fonction t — G(t)z est différentiable pour ¢ > t. G(t) est dit différentiable
s'il est différentiable pour t > 0.

Nous avons vu dans le théoréme ??(3) que si G(t) est un Cy-semi-groupe avec
un générateur infinitésimal A et © € D(A) alors, la fonction ¢ — G(t)x est
différentiable pour tout t > 0. De plus, si G(t) est différentiable pour tout
x € X, la fonction ¢t — G(t)x est différentiable pour ¢ > 0. Notons que si
la fonction ¢ — G(t)z est différentiable pour tout z € X et pour tout ¢ > 0

alors, D(A) = X et puisque A est fermé, il est nécessairement borné.

Lemme 3.2 Soit G(t) un Cy-semi-groupe qui est dérivable pour t > ty et

soit A son générateur infinitésimal, alors:

1. Pourt>nty, n=1,2,.., G(t) : X = D(A") et G (t) = A"G(t) est

un opérateur linéaire borné.
2. Pourt>nty, n=1,2,..., G V(t) est continu dans L(X).

Preuve :

i) On commence par n = 1. Par hypothése, la fonction t — G(t)z est
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différentiable pour ¢t > ty et tout © € X. Donc G(t)x € D(A) et G'(t)r =
AG(t)x pour tout = € X et t > tg. En effet, pour ¢t >ty et x € X on a:

G(h) — I
h

Gl = Gt h)i “GWT e,

donc,
G(t)r € D(A) et AG({t)x =G'(t)x, Ve € X et > t.

De plus, puisque A est fermé et G(t) est borné, alors d’aprés le théoréme 77
AG(t) est fermé. Pour t > ty, AG(t) est bien défini sur tout X donc, par le
théoréme du graph fermé 7?7, c’est un opérateur linéaire borné. Ceci conclut
la démonstration de (1) pour n = 1.
ii) Pouvons (2). Du fait que G(t) est un Cp-semi-groupe alors, d’aprés le
théoréeme 77,

IM >1 et w>0tq:||GE)|| < Me*,

donc,

GO < M.
Pour 0 <t <1, soit ty < t; <ty <ty + 1 alors,
to to
Glta)e — Glt)r = / AG(s)wds = / Gls — t)AG(t)xds,  (3.1)
t1 t1
et donc,
|G (t2)x — G(t1)x|| < (t2 — t1) My||AG(t1||||x||, car 0 < s —t; <1,
qui implique la continuité de G(t) pour t > ty dans L(X).
Nous précédons maintenant par récurrence sur n. Supposons que (1) et (2)
sont vrais jusqu'a n. Soit t > (n+1)tg. Choisisons s > ntg, tel que t —s > t.

Alors:
G (t)x = G(t — s)A"G(s)x, pour tout z € X. (3.2)
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Le membre de droite de (?7) est dérivable car t — s > t, donc G(t)x est

(n + 1)-fois dérivable et
G () = A" G(t)z, pour tout z € X et t > (n+ 1)i,.

Ceci implique que G(t) : X — D(A"™) et que par le méme argument que
précédemment, A"T1G(t) est un opérateur linéaire borné pour ¢ > (n + 1)t,.
Ceci conclut la preuve de (1).

La continuitée de G™(t) pour t > (n+1)t, dans L(E) est prouvée exactement
comme pour le cas n = 1, en utilisant (??) et le fait que A"G(t) est borné
pour t > (n + 1)tg. En effet, pour ntg < t; <ty <t;+1lona:

to
/ G(s —t1)A"G(ty)xds
t1

< [ta — | My JA"G () || [|]]-
0J

Corollaire 3.3 Soit G(t) un Cy-semi-groupe qui est dérivable pour t > tg.
Sit> (n+ 1)ty alors G(t) est n-fois dérivable dans L(X).

Preuve :De la partie (2) du lemme ?7, il s’ensuit que pour ¢ > (n + 1)t,
A*G(t), 1 < k < n est continu dans £(X). Sit > (n+ 1)ty, on a:

t+h
GFV(t 4+ h) — GE V(1) = / A*G(s)ds, pour 1<k <n,
t

ce qui implique la différentiabilitée de G*~1(¢) dans £(X) pour 1 < k < n
et t > (n+ 1)ty et donc G(t) est n-fois différentiable £(X).

Corollaire 3.4 Soit G(t) un Cy-semi-groupe dérivable, alors G(t) est dériv-
able un nombre infini de fois dans L(X) pourt > 0.

Lemme 3.5 Soit G(t) un Cy-semi-groupe dérivable et soit A son générateur

infinitésimal. Alors:

GM(t) = (AG (%))n = (G’ (%))n Vn € N*. (3.3)
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Preuve :Le lemme est prouvé par récurrence.
1) Pour n =1 le résultat a été prouvé dans le lemme ?7.

2) Si I'égalité (?77?) est vraie pour n et t > s alors:

GO (1) = (AG (%))n — Gt —s) (AG (2))"

Dérivant I’équation (?7?) par rapport & ¢ on obtient:

GO (4) = AG(t — 5) <AG (f))" .

n

En prenant s = 25 dans (?7), du fait que

S t
t—s=—= ,
n n+1

on aura

G = 4G <”il> (AG (n—tkl)>n - (AG <n—t|—1>>n+l

et le résultat est vrai pour n + 1.
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2 Semi-groupes analytiques.

Jusqu’a présent, nous avons traité des semi-groupes dont le domaine du
paramétre était I’axe réel non négatif. Nous allons maintenant considérer la
possibilité d’étendre le domaine du parameétre aux régions du plan complexe
qui incluent ’axe réel non négatif. Il est clair que pour préserver la structure
du semi-groupe, le domaine dans lequel le paramétre complexe doit varier
doit étre un semi-groupe additif de nombres complexes. Dans cette section
cependant, nous nous limiterons & des domaines complexes trés particuliers,

a savoir les secteurs autour de I’axe réel positif.

Définition 3.6 Soit

A={z:1p <argz < g, p1 <0< o},

et pour tout z € A soit G(z) un opérateur linéaire borné. La famille

{G(z),z € A} est un semi-groupe analytique dans A si:
1. La foncion z — G(z) est analytique dans A.
2. G(0) =1 et lim, ,0,en G(z)x = x pour tout x € X.
3. G(z1 + 22) = G(21).G(z2) pour tout 21,20 € A.

Un semi-groupe G(t) sera appelé analytique s’il est analytique dans un secteur
contenant ’axe réel non négatif.

Clairement, la restriction d’un semi-groupe analytique a l'axe réel est un
Co-semi-groupe . Nous nous intéresserons a la possibilité d’étendre un Cp-
semi-groupe donné a un semi-groupe analytique dans un secteur A autour
de I'axe réel non négatif.

t n’affecte pas la

Puisque la multiplication d'un Cy-semi-groupe G(t) par e
possibilité de 1’étendre & un semi-groupe analytique dans un secteur A,
nous nous limiterons dans de nombreux résultats de cette section au cas
de Cy-semi-groupes uniformément bornés. Les résultats pour les Cy-semi-
groupe généraux découlent des résultats correspondants pour les Cy-semi-

groupes uniformément bornés de maniére évidente. Par commodité, nous
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7. Semi-groupes analytiques.

supposerons aussi souvent que 0 € p(A) ou A est le générateur infinitési-
mal du semi-groupe G(t). Ceci encore peut étre toujours réalisé en multipli-

ant le semi-groupe G(¢) uniformément borné par e~ pour £ > 0.

Théoréme 3.7 (Pazy, page 30, le théoréme 1.7.7). Soit A un opéra-

teur de domaine dense dans X satisfaisant les conditions ssuivants:

1. Pour 0 <6 < g,

p(4) >3 = { A+ Jarg)| < o 5} Lo}, (3.6)
2. Il existe une constante M telle que:

M
IR\ :A)| < o pour A € X5, A # 0. (3.7)
Alors, Uopérateur A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi goupe G(t)

satisfaisant
GO <C, (C>0).

De plus, G(t) est donné par:

Glt) = QLM /F RO AN, (3.9)

avec I' est un courbe lisse dans Xy par courue de ooe™ @ coe™ pour F<v<
5+ 0. L’intégrale (?7) converge pour tout t > 0 dans la topologie uniforme

d’opérateur.

En fait on a plus que ce résultat. Le semi-groupe G(t) généré par un A densé-
ment défini satisfaisant (?77) et (?7), peut étre étendu & un semi-groupe analytique

dans le secteur
As={z:]argz| < d}

et dans tout sous-secteur fermé
Ay ={z:]argz| <& <6},
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|G(2)|| est uniformément borné . Ceci et bien d’autres découlent du prochain

théoréme

Théoréme 3.8 Soit G(t) un Cy-semi-groupe uniformément borné. Soit A
le générateur infinitésimal de G(t) et supposons que 0 € p(A). Les énoncés

sutvants sont équivalents:

1. G(t) peut étre étendu a un semi-groupe analytique dans un secteur
As ={z:|argz| < ¢},

et ||G(2)| est uniformément borné dans tout sous-secteur fermé Ag,

§ < 5, de As.

2. 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout o > 0, 7 # 0

C
|R(c+it: A)|| < m (3.9)
3. Il eriste 0 < < 5 et M > 0 tels que:
p(A) DX = {)\: |arg \| <g+5}U{O}, (3.10)
et
M
|ROA:A)|| < — pour A€, N#D0. (3.11)

R

4. G(t) est différentiable pour t > 0 et il existe une constante C' tel que:

|AG(?)|| < % pour t > 0. (3.12)

Preuve :

(i) Montrons que (1) = (2):

Soit 0 < & < § tel que ||G(2)|| < C) pour z € Ay = {z: |argz| < &' < 6}
Pour x € X et 0 > 0 on a:

Rw+w:mx:/ e~ HING ()2t (3.13)
0
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7. Semi-groupes analytiques.

De l'analyticité de G(z) et du fait que ||G(z)|| est uniformément borné dans
A, il s’ensuit que I'on peut décaler le chemin d’intégration dans (?7?) de
'axe réel positif & n’importe quel rayon pe”, 0 < p < oo et |v| < §'. Pour
7 > 0, en décalant le chemain d’intégration vers le rayon pe® et en estimant

I'intégrale résultante, on trouve

HR(O’—F@T . A).I'H S/ efp(ac085’+‘rsin5/)cl”dep
0
Chl| C

= ?Hl’”,

(3.14)

~ ocosd + Tsind’

Cy
sin ¢’

De méme pour 7 < 0 on décale le chemin d’intégration vers le rayon pe

avec C =

>0 car 0<5’<g et ocosd’ > 0.
—is

et on obtient:

1RO A < =€ (3.15)

-
De (??) et (??) on déduit (?7).

(ii) Montrons que (2) = (3).

Par hypothése, puisque A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe ,

nous avons:

M,
: < — .
IR :A)| < Tox bour Rel >0
De (2) on a pour ReA > 0,

C
A A < ——
1RO A < s

et donc,

1RO : A)|| < %1' pour Red > 0.

Pour o > 0, écrivons le développement de Taylor pour R(A : A) autour de
N=oc+ir

R(A:A) = i (R(o + 47 : A" (o 4 i1 — \)™. (3.16)

n=0
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Cette série converge dans B(X) pour
|R(o +it: A)|||lo+it— A <k < 1.

En choisissant

ImA=r,

dans (??) et en utilisant (??) nous voyons que la série converge uniformément
dans B(X) pour

k7|

€.|U—Re/\| <k = |o—Re\ < —
T C

puisque o > 0 et k < 1 sont arbitaire alors, en faisant tendre o vers 0 on

aura: .
T
Rel| < —-
| € | C )
qui implique:
| Re| - k
7l

il s’ensuit que p(A) contient I'ensemble de tous les A avec ReX < 0 et satis-

faisant
| Re| k

|[ITmA| S

(3.17)

c’est a dire,

|ReA|  k
A AeEC, ReA>0} UANeC, ReA<0: — < —
p(A) D {X € C, Re) >0} { € C, Rel < |Im)\\<C’ ’

et en particulier

p(A) > {)\:|arg/\| < g+5}. (3.18)

En effet,
i) {AeC, ReA >0} ={XeC, |arg)| < Z}.
ii) Si ReA <0 alors

T v
AM==+4+9, 0<d< =
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qui implique:

Re\
Im\

—ReA  sino
[ImA|  cosd’

A=r(—sind +icosd) = ‘

donc:

k
77 tanod < —
(??7) = arctand < o

en faisant prenant la réunion on obtient (?7).

ol § = karctan %, 0 < k < 1. De plus, dans cette région

cC 1 cC?+1 1 M
RAN:AI<—F —< ———— = —. (3.19)
” R (ORI AY
Puisque par hypothése 0 € p(A), alors A satisfait (3).
(iii) Montrons que (3) = (4).
Si A satisfait (3), il découle du théoréme ?7 que
1
G(t) =z [ e"R(X: A)dA 3.20
(1) = 5 [ RO A (3.20)

ott I' est le chemin composé des deux rayons pe? et pe™™, 0 < p < oo et
5 <v < g5 +90. I' orienté de maniére a ce que I'mA augmente de long de T'.
L’intégrale (??) converge dans B(X) pour ¢ > 0. En dérivant formellement

(??) par rapport a t on a:

G'(t) = L/)\e”R(A : A)dA. (3.21)

27

Mais, I'intégrale (??) converge dans B(X) pour tout ¢ > 0 alors:

! 1 * — PCOS M 1
MNMS;/'Meﬂwwz( ); (3.22)
0

TCOoS VvV

Donc la dérivation formelle de G(t) est justifiée, et G(t) est dérivable pour
t>0eton a: o
|AG®)|| = |IG'(t)]] < + pour t>0. (3.23)
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(iv) Montrons que (4) = (1).
Puisque G(t) est différentiable pour tout ¢ > 0, il découle du lemme ?? que

la™ @) = H(AG (%))” _'G, (%)” . (%)

En utilisant ce fait avec (?77) et le fait que n™ < nl.e” on a:

n

S ‘

%Wwwmg(%v, (3.24)

On considére maintenant la série de puissance

G(z) = G(t) + i G(:!(t) (z—=1t)" out= Rez. (3.25)

Utilisant (?7?), cette série converge uniformément dans B(X) pour
t
Lt < k—,
| < eC

pour tout k < 1. Mais
|z — 1|

t
On déduit que G(z) est analytique dans

= tg|arg z|.

1
A = : < arctan — ..
{z |arg z| < arctan Ce}

Puisque évidemment pour les valeurs réelles de z, G(z) = G(t), alors G(z)
étend G(t) au secteur A. Par l'analyticité de G(z) il s’ensuit que G(z)

satisfait la propriété du semi-groupe et de (?7?) on voit que
G(z)xr — = lorsque z — 0 dans A.

Enfin, en réduisant le secteur A a tout sous-secteur fermé

— 1
A, = : < t — | — ,
{z |arg z| < arctan (Ce) 5}
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on voit que ||G(z)|| est uniformément borné dans A, et la preuve est com-
plete. (]

99



Conclusion.

Conclusion.

Ce mémoire m’a permis de revoir en détail les notions de semi-groupes et
les notions de ’analyse fonctionnelle. Par les démonstrations et explications
des passages, que 'auteur du livre a estimé acquit pour les lecteurs, je pense
que la lecture de ce mémoire devient agréable a lire, en particulier pour les
étudiants de Master, option Analyse Fonctionnelle. J’espére que j’ai réalisé

mon objectif.
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