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Résumé 

Dans ce mémoire, on étudie la croissance des solutions des équations différentielles linéaires 

complexes d’ordre supérieur à coefficients fonctions analytiques d'ordre [p,q] dans le disque unité . 

Il est composé de deux chapitres: 

Le premier chapitre on va citer quelques notations, définitions et résultats de la théorie de 

Nevanlinna. 

La deuxième chapitre est le résultat de l’article de Zeng et Long, tels que on donne des théorème 

avec leurs démonstration et des exemples. 

 ملخص

 وذسس ومو حهول انمعادلاث انتفاضهٍت انخطٍت انكامهت راث انتشتٍب الأعهى مع فً ٌزي الأطشوحت

:تتكون مه فصهٍه.فً قشص انوحذة [p ، q]معاملاث انوظٍفت انتحهٍهٍت نهشتبت   

. ببعض انشموص وانتعشٌفاث ووتائج وظشٌت وٍفاوهٍىاانفصم الأول ٌو تزكٍش  

.انفصم انثاوً ٌو وتٍجت مقال تسىغ ونووغ، وانزي وقذو فًٍ انىظشٌاث مع انبشاٌٍه والأمثهت  

. 
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire, on va étudier la croissance des solutions de l�équation di¤érentielle linéaire
complexe suivante

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f 0 + A0f = 0;

où Aj(z) (j = 0; 1; :::; k � 1) sont analytiques dans le disque D = fz : jzj < 1g : La théorie des
équations di¤érentielles complexes a été développée dans le disque unité depuis 1980, voir [15].
En 2000, Heittokanges [10] a étudié les équations di¤érentielles linéaires complexes dans le
disque unité à coe¢ cients fonctions analytiques. Après le travail de Heittokanges beaucoup de
chercheurs ont étudié les équations di¤érentielles linéaires, voir [1; 2; 3; 4; 6; 12; 14; 17; 19; 20]
dans disque unité. Récemment, Zemirni et Belaïdi ont introduit un nouveau concept de
[p; q] type et ont étudié la croissance des solutions des équations di¤érentielles complexes
du second ordre à coe¢ cients fonctions analytiques dans D, voir [20]. Dans ce travail, on
étudie la croissance des solutions de certaines équations di¤érentielles linéaires à coe¢ cients
fonctions analytiques dans le disque unité. On obtient quelques estimations sur le [p; q]-ordre
en utilisant le nouveau concept du [p; q]-type. Ce travail est une synthèse de l�article [19] :
Zeng, Sangui ; Long, Jianren. Higher order complex di¤erential equations with analytic coef-
�cients in the unit disc. J. Math. Res. Appl. 40 (2020), no. 4, 387�396.
Le mémoire est composé de deux chapitres, d�une conclusion et d�une bibliographie contenant
20 références.
Dans le premier chapitre, nous présentons quelques dé�nitions et résultats de théorie de
Nevanlinna qui joue un rôle très important dans l�étude des propriétés des solutions des
équations di¤érentielles complexes. Ensuite, on donnera les lemmes auxiliaires dont nous
aurons besoin au deuxième chapitre.
Dans le deuxième chapitre, on donne les résultats de l�article de Zeng et Long avec leurs
démonstrations.



Chapitre 1

Quelques notions de base de la théorie
de Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va citer quelques dé�nitions, notations de base et les résultats princi-
paux de la théorie de Nevanlinna sur les fonctions méromorphes qu�on aura besoin par la
suite, voir ([5] ; [8] ; [9] ; [13] ; [16] ; [18]). Ensuite, on donnera les lemmes nécessaires pour la
démonstration des résultats du deuxième chapitre.

Dé�nition 1.0.1 [13] Pour x � 0; on dé�nit

ln+ x = max(0; lnx) =

�
lnx

0

si

si

x > 1;

0 � x � 1:

Lemme 1.0.1 [13] On a les propriétés suivantes

lnx � ln+ x (x � 0);

ln+ x � ln+ y (0 � x � y);

lnx = ln+ x� ln+ 1
x
(x � 0) ;

jlnxj = ln+ x+ ln+ 1
x
(x � 0) ;

ln+

 
nY
j=1

xj

!
�

nX
j=1

ln+ xj (xj � 0; 8j = 1; :::; n) ;

ln+

 
nX
j=1

xj

!
�

nX
j=1

ln+ xj + lnn (xj � 0; 8j = 1; :::; n) :
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1.1 La fonction caractéristique de Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1 [13] Soit f une fonction méromorphe dans C n�étant pas identiquement
égal à a 2 C. On désigne par i(z; a; f ) la multiplicité de a-point de f à z. Ainsi, on dé�nit

n(r; a; f) = n

�
r;

1

f � a

�
=
X
jzj�r
f(z)=a

i(z; a; f):

C�est à-dire, n(r; a; f ) est le nombre de racines de f (z) = a dans jzj � r, chaque racine
étant comptée avec son ordre de multiplicité, pour les pôles de f , nous dé�nissons

n(r;1; f) = n(r; f) =
X
jzj�r
f(z)=1

i(z;1; f):

Dé�nition 1.1.2 [13] (Fonction a- points) Soit f une fonction méromorphe dans C, on
dé�nit la fonction a-points de f par

N(r;
1

f � a
) = N(r; a; f) =

Z r

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) ln r; si f 6� a 2 C

et

N(r;1; f) = N(r; f) =
Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) ln r:

Dé�nition 1.1.3 [13] (Fonction de proximité) Soit f une fonction méromorphe dans C
n�étant pas identiquement égal à a 2 C. On dé�nit la fonction de proximité de f par

m

�
r;

1

f � a

�
= m(r; a; f) =

1

2�

Z 2�

0

ln+
���� 1

f(rei')� a

���� d'; si f 6� a 2 C
et

m(r; f) = m(r;1; f) = 1

2�

Z 2�

0

ln+
��f(rei')�� d':

Dé�nition 1.1.4 [13] (Fonction caractéristiqe ) Soit f une fonction méromorphe dans
C. Alors la fonction caractéristique T (r; f) de Nevanlinna est dé�nie par

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f):

Exemple 1.1.1 Soit f(z) = exp
�

i

1� z2

�
: On calcule la fonction caractéristique de f: Cette

fonction est analytique dans le disque unité, donc N(r; f) = 0: Alors

T

�
r; exp

�
i

1� z2

��
=m

�
r; exp

�
i

1� z2

��
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=
1

2�

Z 2�

0

ln+
����exp� i

1� (rei')2
����� d'

=
1

2�

Z 2�

0

ln+ exp

�
�r2 sin 2'

1 + r4 � 2r2 cos 2'

�
d'

=
1

2�

Z 0

��
2

�
�r2 sin 2'

1 + r4 � 2r2 cos 2'

�
d':

En utilisant le changement de variable y = cos 2', on obtient

T

�
r; exp

�
i

1� z2

��
=

1

4�

Z 1

�1

�
r2

1 + r4 � 2r2y

�
dy

= � 1

8�
ln(1 + r4 � 2r2y)

��1
�1

=
1

4�
ln

�
1 + r2

1� r2

�
:

1.2 Premier théorème fondamental de Nevanlinna

Théorème 1.2.1 [13] "Jensen" Soit f une fonction méromorphe dans C telle que f(0) 6=
0;1 et a1; a2:::; (resp: b1; b2; :::) ses zéros (resp. ses pôles) chacun étant compté avec son ordre
de multiplicité. Alors

ln jf(0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln
��f(rei')�� d'+ X

jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j<r

ln
r

jajj
:

Preuve. Supposons que f est une fonction méromorphe ne possédant ni zéros ni pôles sur
jzj = r. On pose

g(z) = f(z)

Q
jaj j<r

r2�ajz
r(z�aj)Q

jbj j<r

r2�bjz
r(z�bj)

On a g 6= 0;1 dans le disque jzj � r et ln jg(z)j est une fonction harmonique. D�après la
formule de la moyenne d�une fonction harmonique, on a

ln jg(0)j = 1

2�

2�R
0

ln
��g(rei')�� d': (1.2.1)

D�autre part

jg(0)j = jf(0)j

Q
jaj j<r

r
jaj jQ

jbj j<r

r
jbj j
; (1.2.2)
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d�où
ln jg(0)j = ln jf(0)j+

P
jaj j<r

ln
r

jajj
�
P
jbj j<r

ln
r

jbjj
:

Pour z = rei'; on a pour tout aj et bj���� r2 � ajzr(z � aj)

���� = ���� r2 � bjzr(z � bj)

���� = ���� r2 � ajrei'r(rei' � aj)

���� = ���� r2 � bjrei'r(rei' � bj)

���� = 1:
D�où jg(rei')j = jf(rei')j : De (1:2:1) et (1:2:2), on obtient la formule de Jensen. �

Lemme 1.2.1 [13] Soit f une fonction méromorphe dans C avec a-points �1;�2; :::; �n (cha-
cun étant compté avec son ordre de multiplicité dans le disque jzj � r ) tels que 0 < j�1j �
j�2j ::: j�nj � r: AlorsZ r

0

n(r; a; f)

t
dt =

Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt =
X

0<j�j j�r

ln
r

j�jj
:

Proposition 1.2.1 [13] Soit f une fonction méromorphe dans C avec le développement de
Laurent auteur de l�origine

f(z) =
+1X
j=m

cjz
j; cm 2 C�; m 2 Z; z 2 C:

Alors

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln
��f(rei')�� d'+N(r; f)�N(r; 1

f
):

Théorème 1.2.2 [13] "Premier théorème fondamental de Nevanlinna" Soit f une
fonction méromorphe dans C avec le développement de Laurent de f(z)�a auteur de l�origine

f(z)� a =
+1X
j=m

cjz
j; cm 2 C�; m 2 Z; z 2 C:

Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� ln jcmj + '(r; a);

où
j'(r; a)j � ln+ jaj + ln 2:
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Preuve. Si a = 0; alors d�après la Proposition 1.2.1 et Lemme 1.0.1, on a :

ln jcmj =
1

2�

2�Z
0

ln+
��f(rei')�� d'� 1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf(rei')jd'+N(r; f)�N
�
r;
1

f

�

= m(r; f)�m
�
r;
1

f

�
+N(r; f)�N

�
r;
1

f

�
;

donc

m

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

f

�
= m(r; f) +N(r; f) + ln jcmj ;

d�où

T

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� ln jcmj ; (1.2.3)

où '(r; f) � 0: Étudions le cas général a 6= 0. Posons h = f � a. Alors

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
; N (r; f) = N(r; h); m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
:

De plus
ln+ jhj = ln+ jf � aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln 2;

ln+ jf j = ln+ jf � a+ aj = ln+ jh+ aj � ln+ jhj+ ln+ jaj+ ln 2:
En intégrant ces deux intégalités, on trouve que

m(r; h) =
1

2�

2�Z
0

ln+
��h(rei')�� d'

� 1

2�

2�Z
0

(ln+
��f(rei')��+ ln+ jaj+ ln 2)d'

= m(r; f) + ln+ jaj+ ln 2
et

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

ln+
��f(rei')�� d'

� 1

2�

2�Z
0

(ln+
��h(rei')��+ ln+ jaj+ ln 2)d'
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= m(r; h) + ln+ jaj+ ln 2:
Posons '(r; a) := m(r;h)�m(r; f): Alors j'(r; a)j � ln+ jaj+ln 2: En appliquant (1.2.3) pour
h, on aura

T

�
r;

1

f � a

�
= T

�
r;
1

h

�
= m

�
r;
1

h

�
+N

�
r;
1

h

�
= m(r; h) +N(r; h)� ln jcmj

= m(r; f) +N(r; f) + '(r; a)� ln jcmj
= T (r; f)� ln jcmj+ '(r; a):

�

Remarque 1.2.1 Une autre version du premier théorème fondamental de Nevanlinna

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O(1); r ! +1

pour tout a 2 C:

Proposition 1.2.2 [12] Soient f; f1; f2; :::; fn des fonctions méromorphes dans C et a 2 C�:
Alors

T (r;
nX
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj) + lnn, (n 2 N�),

T (r;
nY
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj), (n 2 N�);

T (r; fn) = nT (r; f); (n 2 N);

T (r; f + a) = T (r; f) +O(1);

T (r; af) = T (r; f) +O(1);

T (r; f(az)) = T (jaj r; f):

Proposition 1.2.3 [13; 18] Soit f une fonction méromorphe dans C et a; b; c; d 2 C tels que
ad� bc 6= 0: Alors

T (r;
af + b

cf + d
) = T (r; f) +O(1); f 6� �d

c
:
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Preuve. Puisque g(z) = af+b
cf+d

, alors f(z) = �df+b
cf�a : Donc, il su¢ t de montrer que

T (r; g) � T (r; f) +O(1):

Si c = 0; alors

T (r; g) = T

�
r;
af + b

d

�
� ln+

���a
d

���+ T (r; f) + ln+ ���� bd
����+ ln 2 = T (r; f) +O(1):

Si c 6= 0; alors en utilisant le premier théorème fondamental

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T

 
r;
a

c
+
bc� ad
c2

1

f + d
c

!

� ln+
���a
c

���+ ln+ ����bc� adc2

����+ T
 
r;

1

f + d
c

!
+ ln 2

= T

 
r;

1

f + d
c

!
+O(1) = T

�
r; f +

d

c

�
+O(1)

� ln+
����dc
����+ T (r; f) +O(1) = T (r; f) +O(1):

�

Exemple 1.2.1 La fonction f(z) = tan(3iz) étant méromorphe dans le disqué unité.
D�après la proposition précédente

T (r; f) = T (r; tan(3iz)) = T (3r; tan(z)) = T (3r; e2iz) +O(1)

=
6r

�
+O(1):

Théorème 1.2.3 [9] Si f est une fonction analytique dans le disque jzj � r et M(r; f) =
max fjf(z)j : jzj = rg, alors

T (r; f) � ln+M(r; f) � R + r

R� rT (R; f); (0 � r < R):
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1.3 L�ordre et l�ordre inférieur d�une fonction méro-
morphe ou analytique dans le disque unité

Dé�nition 1.3.1 [10; 16] Soit f est une fonction analytique dans le disqueD = fz : jzj < 1g :
Alors l�ordre et l�ordre inférieur de f sont dé�nis respectivement par

�M (f) = lim
r!1�

sup
ln+ ln+M(r; f)

� ln(1� r) ;

�M (f) = lim
r!1�

inf
ln+ ln+M(r; f)

� ln(1� r) :

Si f est une fonction méromorphe sur D, alors l�ordre et l�ordre inférieur de f sont de�nis
respectivement par

� (f) = lim
r!1�

sup
ln+ T (r; f)

� ln(1� r) ;

� (f) = lim
r!1�

inf
ln+ T (r; f)

� ln(1� r) :

Exemple 1.3.1 D�après l�Exemple 1, pour f(z) = exp
�

i
1�z2

�
; nous avons

T (r; f) =
1

4�
ln

�
1 + r2

1� r2

�
:

Alors

�(f) = lim
r!1�

sup
ln+ T (r; f)

� ln(1� r)

= lim
r!1�

sup
ln+
�
1
4�
ln
�
1+r2

1�r2

��
� ln(1� r) = 0:

Et pour �M(f); on a

M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j = exp( 1

1� r2 ):

Alors

�M(f) = lim
r!1�

sup
ln+ ln+M(r; f)

� ln(1� r)

= lim
r!1�

sup
ln+ ln+ exp( 1

1�r2 )

� ln(1� r) = 1:
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Proposition 1.3.1 Soient f; g deux fonctions méromorphes non constantes. Alors

�(f � g)�max (�(f); �(g))

�(f + g) � max(�(f); �(g))
si �(g) < �(f); alors �(f + g) = �(f � g) = �(f)

Preuve. 1) Posons �(f) = �1 et �(g) = �2: Alors pour tout " > 0 et r su¢ samment
grand, on a

T (r; f + g) � T (r; f) + T (r; g) + ln 2
� r�1+" + r�2+" + ln 2 � 2rmaxf�1;�2g+" + ln 2:

Comme " > 0 est arbitaire, on obtient �(f + g) � max f�1; �2g :
2) De même on obtient

T (r; fg) � T (r; f) + T (r; g) � 2rmaxf�1;�2g+"

d�où �(fg) � max f�1; �2g :
3) Supposons que �(g) < �(f): Alors �(f + g) � max f�(f); �(g)g = �(f): De la relation

T (r; f) = T (r; f + g � g) � T (r; f + g) + T (r; g) + ln 2;

on obtient

�(f) � max f�(f + g); �(g)g = �(f + g); d�où �(f + g) = �(f):

Ensuite de la relation

T (r; f) = T

�
r;
fg

g

�
� T (r; fg) + T

�
r;
1

g

�
= T (r; fg) + T (r; g) +O(1);

on obtient �(f) � max f�(fg); �(g)g = �(fg); d�où �(fg) = �(f): �

1.4 Type et type inférieur d�une fonction méromorphe
ou analytique dans le disque unité

Dé�nition 1.4.1 [12] Soit f une fonction méromorphe dans le disque D; d�ordre 0 < � <
1, le type et le type inférieur de f sont dé�nis respectivement par

�(f) = lim
r!1�

sup(1� r)�T (r; f);

�(f) = lim
r!1�

inf(1� r)�T (r; f):



1.4 Type et type inférieur d�une fonction méromorphe ou analytique dans le
disque unité 12

Si f est une fonction analytique sur D, alors le type et le type inférieur de f sont dé�nis
respectivement par

�M(f) = lim
r!1�

sup(1� r)�M ln+M(r; f);

�M(f) = lim
r!1�

inf(1� r)�M ln+M(r; f):

Exemple 1.4.1 Soit f(z) = exp
�

1
1�z
�2
; on a

M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j = exp
�

1

1� r

�2
et T (r; f) =

2� r2
1� r2 :

Alors
�M(f) = 2 et �M(f) = 1;

et
�(f) = 1 et �(f) =

1

2
:

Dé�nition 1.4.2 [6] Soit f une fonction méromorphe dans le disque D; et soit

D(f) = lim
r!1�

sup
T (r; f)

� ln(1� r) :

Si D(f) < 1 on dit que f est de degré �ni (ou est non admissible ) ; si D(f) = 1 on dit
que f est de degré in�ni (ou est admissible). Soit f une fonction analytique sur D, et

DM(f) = lim
r!1�

sup
ln+M(r; f)

� ln(1� r) ;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j : Si DM(f) <1 on dit que f est de degré �ni (ou est non admis-

sible) ; si DM (f) =1 on dit que f est de degré in�ni (ou est admissible).

Dé�nition 1.4.3 [6] Soit f une fonction méromorphe dans le disque D. On dé�nit l�ordre
n-itératif de croissance de la fonction f par

�n(f) = lim
r!1�

sup
ln+n T (r; f)

� ln(1� r) :

Remarque 1.4.1 Soit x 2 [0;1[ ; on note par ln0(x) = x; ln+1 (x) = ln+(x) = max(0; ln(x));
lnn+1(x) = ln lnn(x) et exp0(x) = x; exp1(x) = exp(x); expn+1(x) = exp expn(x): De plus,
nous désignons par log�1(x) = exp(x); exp�1(x) = ln(x):
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Dé�nition 1.4.4 [6] L�indice de croissance d�une fonction méromorphe f est dé�ni par

i(f) =

8<:
0 si f non admissible;
min fn 2 N : �n(f) <1g si f admissible;
1 si pour tout n 2 N; �n(f) =1:

Si f est une fonction analytique, nous dé�nissons

iM(f) =

8<:
0 si f non admissible;
min fn 2 N : �M;n(f) <1g si f admissible;
1 si pour tout n 2 N; �M;n(f) =1:

1.5 La notion d�ordre [p; q] d�une fonction méromorphe
ou analytique dans le disque unité

Dé�nition 1.5.1 ([1] ; [12]) Soient p; q deux entiers tels que p � q � 1 et f une fonction
méromorphe sur le disque unité. Alors l�ordre [p; q] et l�ordre inférieur [p; q] de f sont dé�nis
respectivement par

�[p;q](f) = limr!1� sup
ln+p T (r;f)

lnq(
1

1�r )
;

�[p;q](f) = limr!1� inf
ln+p T (r;f)

lnq(
1

1�r )
:

Si f est une fonction analytique sur D, nous dé�nissons aussi

�[p;q];M(f) = limr!1� sup
ln+P+1M(r;f)

lnq(
1

1�r )
;

�[p;q];M(f) = limr!1� inf
ln+P+1M(r;f)

lnq(
1

1�r )
:

Dé�nition 1.5.2 Une fonction pour laquelle l�ordre [p; q] et l�ordre inférieur [p; q] sont les
mêmes est dite de croissance régulière et la fonction qui n�est pas de croissance régulière est
dite de croissance irrégulière.

Proposition 1.5.1 [1; 4; 14] Soit f une fonction analytique dans D. Alors, on a les trois
assertions

(i) Si p = q; alors �[p;q](f) � �[p;q];M(f) � �[p;q](f) + 1;
(ii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1; alors �[p;q](f) � �[p;q];M(f) � 1;
(iii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1 où p > q � 1; alors �[p;q](f) = �[p;q];M(f):

Proposition 1.5.2 [17] Soit f une fonction analytique dans D. Alors les trois assertions
sont véri�ées

(i) Si p = q; alors �[p;q](f) � �[p;q];M(f) � �[p;q](f) + 1,
(ii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1; alors �[p;q](f) � �[p;q];M(f) � 1;
(iii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1 où p > q � 1; alors �[p;q](f) = �[p;q];M(f):
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1.6 La notion de type [p; q] d�une fonction méromorphe
ou analytique dans le disque unité

Dé�nition 1.6.1 [12] Soient p; q deux entiers tels que p � q � 1 et f une fonction méro-
morphe sur le disque unité d�ordre [p; q] et d�ordre inférieur [p; q] véri�ent 0 < � = �[p;q] (f) <
1; 0 < � = �[p;q] (f) < 1. Alors on dé�nit le type [p; q] et le type inférieur [p; q] de f res-
pectivement par

� [p;q](f) = limr!1� sup
ln+p�1 T (r;f)

(lnq�1(
1

1�r ))
� ;

� [p;q](f) = limr!1� inf
ln+p�1 T (r;f)

(lnq�1(
1

1�r ))
� :

Si f est une fonction analytique sur D d�ordre [p; q] et d�ordre inférieur [p; q] véri�ent
0 < �M = �[p;q];M (f) < 1; 0 < �M = �[p;q];M (f) < 1; alors on dé�nit le type [p; q] et le
type inférieur [p; q] de f respectivement par

� [p;q];M(f)= limr!1� sup
ln+p M(r;f)

(lnq�1(
1

1�r ))
�M
;

� [p;q];M(f) = limr!1� inf
ln+p M(r;f)

(lnq�1(
1

1�r ))
�M
:

Proposition 1.6.1 [17; 19] Soit f une fonction analytique dans D. On a les deux assertions
suivantes

(i) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1 où p > q � 1; alors � [p;q](f) = � [p;q];M(f);
(ii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1 où p > q � 1; alors � [p;q](f) = � [p;q];M(f):

Dé�nition 1.6.2 [20] Soient p > 2 et f une fonction méromorphe dans D avec 0 <
� = �[p;q] (f) <1 et 0 < � = � [p;q] (f) <1: Alors on dé�nit le nouveau type � �[p;q](f) par

� �[p;q](f) = lim
r!1�

sup
ln+p�2 T (r; f)

e�(lnq�1(
1

1�r ))
�
:

Si f est une fonction analytique dans D avec 0 < �M = �M [p;q] (f) <1 et 0 < �M = �M [p;q]

(f) <1; alors on dé�nit le nouveau type � �
M [p;q]

(f) par

� �M [p;q](f) = lim
r!1�

sup
ln+p�1M(r; f)

e�M (lnq�1(
1

1�r ))
�M
:

Proposition 1.6.2 [19] Soit f une fonction analytique dans D. On a les deux assertions
suivantes

(i) Si p = q � 2 et �[p;q](f)�1 où p > q � 1; alors � �[p;q](f) = �
�
[p;q];M(f);

(ii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1 où p > q � 1; alors � �
[p;q](f) = �

�
[p;q];M(f):
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Exemple 1.6.1 Soit f(z) = exp
�
exp

�
2
1�z
�3�
. On a

M(r; f) = exp

 
exp

�
2

1� r

�3!
;

donc pour p = 3 et q = 2; on obtient

�[3;2];M(f) = �[3;2](f) = 1; � [3;2];M(f) = � [3;2](f) = 3; �
�
M [3;2](f) = �

�
M [3;2](f) = 8:

1.7 La mesure linéaire et la mesure logarithmique

Dé�nition 1.7.1 [16] La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;1) est dé�nie par

m(E) =

Z +1

0

�E(t)dt;

où �E(t) est la fonction indicatrice de l�ensemble E et la mesure logarithmique d�un ensemble
F � [1;1) est dé�nie par

lm(F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt:

Dé�nition 1.7.2 La mesure logarithmique d�un ensemble E � [0; 1) dans le disque unité
est dé�nie par

lm(E) =

Z 1

0

�E(t)

1� t dt:

Dé�nition 1.7.3 Une fonction a(z) est appelée fonction de petite croissance par rapport à
une fonction méromorphe f si T (r; a) = S(r; f); c-à-d T (r; f) = o(T (r; f)) quand r ! +1
à l�extérieur d�un ensemble H de mesure linéaire �nie:

1.8 Lemmes préliminaires

1.8.1 Lemme de la dérivée logarithmique

Lemme 1.8.1 [9; 10] Soit f une fonction méromorphe non constante dans D. Alors

m

�
r;
f 0

f

�
= S(r; f); r =2 E;

où E � [0; 1) est un ensemble de mesure logarithmique �nie

S(r; f) = O

�
ln+ T (r; f) + ln(

1

1� r )
�
;

et
R
E

dt
1�t <1:
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Corollaire 1.8.1 [9; 10] Soit f une fonction méromorphe non constante dans D. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S(r; f); r =2 E;

où k 2 N� et E � [0; 1) un ensemble de mesure logarithmique �nie

S(r; f) = O

�
ln+ T (r; f) + ln

�
1

1� r

��
;

et
R
E

dt
1�t <1:

Preuve. On démontre le lemme par récurrence. Pour k = 1; la relation est vraie

m(r; f
0

f
) = S(r; f):

Supposons ensuite que nous avons

m(r; f
(k)

f
) = S(r; f):

Alors

m(r; f (k)) = m(r;
f (k)

f
� f) � m(r; f) +m(r; f

(k)

f
) = m(r; f) + S(r; f):

Si z0 est un pôle d�ordre p pour f; alors z0 est un pôle d�ordre k + p � (1 + k)p de f (k):
Donc

N(r; f (k)) � (1 + k)N(r; f):
Par conséquent

T (r; f (k)) = m(r; f (k)) +N(r; f (k)) � (1 + k)T (r; f) + S(r; f):

Ce qui inplique

m

 
r;

�
f (k)
�0

f (k)

!
= S(r; f (k)) = S(r; f);

donc

m(r;
f (k+1)

f
) � m(r; f

(k)

f
) +m

 
r;

�
f (k)
�0

f (k)

!
= S(r; f) + S(r; f (k)) = S(r; f):

�
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Lemme 1.8.2 [20] Soient p � 2 et f une fonction méromorphe non constante dans D telle
que

0 < �[p;q](f) = � <1; 0 < � = � [p;q] (f) <1; 0 < � � = � �[p;q] (f) <1:

Alors pour tout � � > � donné; il existe un sous ensemble E � [0; 1) de mesure logarithmique
in�nie tel que pour tout r 2 E nous avons

logp�2 T (r; f) > �e
�(logq�1(

1
1�r ))

�

:

Preuve. Par la dé�nition du type � �[p;q] (f) de f , il existe une suite croissante frng
1
n=1 �

[0; 1)
satisfaisant 1

n
+ (1� 1

n
)rn < rn+1; rn ! 1�

n!1
et

� �= lim
n!1

ln+p�2 T (rn; f)

e�(lnq�1(
1

1�rn ))
�
:

Alors il existe un nombre entier n1 tel que pour tout n > n1 et pour tout 0 < " < � �, nous
avons

logp�2 T (rn; f)>(�
� � ")e�((logq�1(

1
1�rn ))

�); (1.8.1)

et pour r 2
�
rn;

1
n
+ (1� 1

n
)rn
�
; on a

lim
n!1

e�(lnq�1(1�
1
n
)( 1
1�r ))

�

e�(lnq�1(
1

1�r ))
�

= 1:

Alors pour tout 0 < � < � �� "; il existe un entier positif n2 tel que pour tout n � n2 et pour
tout r 2

�
rn;

1
n
+ (1� 1

n
)rn
�
; nous avons

e�(lnq�1(1�
1
n
)( 1
1�r ))

�

e�(lnq�1(
1

1�r ))
�

>
�

� � � ": (1.8.2)

Par (1:8:1) et (1:8:2), pour chaque n � n3 = maxfn1;n2g et pour tout r 2
�
rn;

1
n
+ (1� 1

n
)rn
�
,

on a
logp�2 T (r; f) � �e�(lnq�1(

1
1�r ))

� :

Soit E =
S1
n=n3

�
rn;

1
n
+ (1� 1

n
)rn
�
: AlorsZ

E

dt

1� t =
1X

n=n3

Z 1
n
+(1� 1

n
)rn

rn

dt

1� t =
1X

n=n3

log
m

m� 1 =1:

�
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Lemme 1.8.3 [11] Soit f une solution de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f 0 + A0f = 0, (1.8.3)

dans DR = fz 2 C : jzj < Rg ; avec 0 < R � 1; et soit nc 2 f1; :::; k � 1g le nombre des
coe¢ cients non nuls Aj(z); j = 0; :::; k� 1; et soit � 2 [0; 2�) et " > 0: Si z� = �ei� 2 DR tel
que Aj(z�) 6� 0 pour un certain j = 0; :::; k � 1; alors pour tout � < r < R; on a��f(rei�)�� �M exp

�
nc

Z r

�

max
j=0;:::;k�1

(
��Aj(tei���) 1

k�j dt

�
;

où M > 0 est une constante satisfaisant

M � (1 + ") max
;j=0;:::;k�1

0B@ ��f (j)(z�)��
(nc)

j max
n=0;:::;k�1

jAn(z�j
j

k�n

1CA :
Lemme 1.8.4 [1] Soit A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions analytiques d�ordre [p; q] dans
D: Alors toute solution non triviale f de (1:8:3) satisfait

�[p+1;q](f) = �[p+1;q];M(f) � max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
:

Preuve. Soit f 6� 0 une solution de l�équation di¤érentielle (1.8.3) et soit � 2 [0; 2�) telle
que

��f(rei�)�� =M(r; f): Par Lemme 1.8.3; on a
M(r; f) � M exp

�
nc

Z r

�

max
j=0;:::;K�1

��Aj(tei�)�� 1
k�j dt

�
� M exp

�
nc

Z r

�

max
j=0;:::;K�1

jM(r; Aj)j
1

k�j dt

�
� M exp

�
nc(r � �) max

j=0;:::;k�1
jM(r; Aj)j

�
:

Posons �1 = max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
: D�après la dé�nition de l�ordre [p; q] ; pour

tout " > 0 donné et r su¢ samment grand, nous avons

M(r; Aj) � expp+1(�1 + ") lnq( 1
1�r ):

Alors

M(r; f) �M exp

�
nc(r � �) expp+1(�1 + ") lnq(

1

1� r )
�
;

comme " > 0 est arbitaire, alors d�après (iii) la Proposition 1.5.1; on obtient

�[p+1;q](f) = �[p+1;q];M(f) � max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
:

�
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Lemme 1.8.5 [20] Soient p � 2 et f une fonction méromorphe non constante dans D telle
que 0 < �[p;q](f) = � < 1; 0 < � = � [p;q] (f) < 1; 0 < � � = � �[p;q] (f) < 1: Alors pour
tout " > 0 donné; il existe un sous ensemble E � [0; 1) de mesure logarithmique in�nie tel
que pour tout r 2 E; nous avons

T (r; f) � expp�2
n
(� � + ")e�((logq�1(

1
1�r ))

�)
o
:

Lemme 1.8.6 [5] Soit k et j deux entiers satisfaisant k > j � 0, et soit " > 0 et d 2 (0; 1).
Si f est une fonction méromorphe dans D telle que f (j) n�est pas identiquement nulle, alors����f (k)(z)f (j)(z)

���� �
 �

1

1� r

�2+"
max

�
log

�
1

1� r

�
; T (s(r); f)

�!k�j
; r =2 E;

où s(r) = 1� d(1� r) et l�ensemble E � [0; 1) est de mesure logarithmique �nie.



Chapitre 2

Croissance des solutions des équations
di¤érentielles linéaires à coe¢ cients
fonctions analytiques d�ordre [p,q]
dans le disque unité

Dans ce chapitre, on présente les résultats de Zeng et Long avec leurs démonstrations.
Considérons l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f 0 + A0f = 0, (2.0.1)

où Aj(z) (j = 0; 1; :::; k � 1) sont analytiques dans le disque D = fz : jzj < 1g : Plusieurs
chercheurs ont étudié la croissance des solutions de l�équation (2:0:1) dans le disque D en
utilisant le concept du [p; q] ordre [1; 2; 3; 4; 12; 14; 19; 20] :

Théorème 2.0.1 [14] Soient p � q � 1 et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions analytiques
dans D véri�ant

max
�
�[p;q](Aj) : j 6= 0

	
� �[p;q](A0) <1:

Alors toute solution non triviale f de (2:0:1) satisfait �[p;q](f) =1 et

�[p;q](A0) � �[p+1;q](f) �max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
De plus, si p > q alors

�[p+1;q](f) = �[p;q](A0):

Théorème 2.0.2 [17] Soient p � q � 1 et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions analy-
tiques dans D véri�ant

max
�
�[p;q];M(Aj) : j 6= 0

	
< �[p;q];M(A0) <1:
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Alors toute solution non triviale f de (2:0:1) satisfait �[p;q](f) =1 et

�[p+1;q](f) = �[p;q];M(A0):

Théorème 2.0.3 [17] Soient p � q � 1 et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions analytiques
dans D véri�ant

max
�
�[p;q];M(Aj) : j 6= 0

	
��[p;q];M(A0)<1;

max
�
� [p;q];M (Aj) : �[p;q];M(Aj) = �[p;q];M(A0); j 6=0

	
< � [p;q];M(A0):

Alors toute solution non triviale f de (2:0:1) satisfait �[p;q](f) =1 et

�[p+1;q](f) = �[p;q];M(A0):

Théorème 2.0.4 [12] Soient p; q deux entiers tels que p > q � 2 et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z)
des fonctions analytiques dans D avec 0 < � = �[p;q](A0) < �[p;q](A0) <1: Supposons que

max
�
�[p;q](Aj) : j 6= 0

	
� �[p;q](A0) <1;

max
�
� [p;q](Aj) : �[p;q](Aj) = �[p;q](A0); j 6= 0

	
< � [p;q](A0) = � <1:

Alors toute solution non triviale f de (2:0:1) satisfait

�[p+1;q](f) = �[p;q](A0) � �[p;q](A0) = �[p+1;q](f):

Récemment, Zemirni et Belaïdi [20] ont étudié la croissance des solutions des équations
di¤érentielles complexes du second ordre à coe¢ cients fonctions analytiques dans le disque
unité en utilisant un nouveau concept de [p; q] type.

Théorème 2.0.5 [20] Soient p; q deux entiers tels que p � 2, 1 � q � p et A(z); B(z) deux
fonctions analytiques dans D véri�ant

0 < �[p;q](A) = �[p;q](B) = � <1;

0 < � [p;q](A) = � [p;q](B) = � <1
et

0 < � �[p;q](A) < �
�
[p;q](B) = �

� <1:
Alors toute solution non triviale f de l�équation

f 00 + A(z)f 0 +B(z)f = 0 (2.0.2)

satisfait �[p;q](f) = +1 et

�[p;q] (B) � �[p+1;q] (f) � max
�
�M;[p;q] (A) ;�M;[p;q] (B)

	
:

De plus, si p > q alors
�[p+1;q] (f) = �[p;q] (B) :
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Théorème 2.0.6 [20] Soient p; q deux entiers tels que p � 2, 1 � q � p et A(z); B(z) deux
fonctions analytiques dans D véri�ant

0 < �[p;q](A) = �[p;q](B) = � <1;

0 < � [p;q](A) = � [p;q](B) = � <1
et

0 < � �[p;q](A) < �
�
[p;q](B) = �

� <1:
Alors toute solution non triviale f de l�équation (2:0:2) satisfait

�[p;q](f) = +1; and �[p+1;q](f) � �[p;q](B):

Ce nouveau concept a été utilisé par Zeng et Long pour étudier la croissance des solutions
de l�équation (2:0:1) : Ils ont obtenu les résultats suivants.

Théorème 2.0.7 [19] Soient p > 2 et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions analytiques
dans D véri�ant

(i) 0 < max
�
�[p;q](Aj) : j 6= 0

	
� �[p;q](A0)<1;

(ii) 0 < max
�
� [p;q](Aj) : �[p;q](Aj) = �[p;q](A0); j 6= 0

	
� � [p;q](A0) <1;

(iii) 0 < max
n
� �[p;q](Aj) : � [p;q](Aj) = � [p;q](A0); �[p;q](Aj) = �[p;q](A0); j 6= 0

o
< � �[p;q](A0)

<1:

Alors toute solution non triviale f de (2:0:1) satisfait �[p;q](f) =1 et

�[p;q](A0) � �[p+1;q](f) � max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
:

De plus, si p > q, on a
�[p+1;q](f) = �[p;q](A0):

Théorème 2.0.8 [19] Soient p > 2 et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions analytiques
dans D véri�ant

(i) 0 < max
�
�[p;q](Aj) : j 6= 0

	
� �[p;q](A0) <1;

(ii) 0 < max
�
� [p;q](Aj) : �[p;q](Aj) = �[p;q](A0); j 6= 0

	
� � [p;q](A0) <1;

(iii) 0 < max
n
� �[p;q](Aj) : � [p;q](Aj) = � [p;q](A0); �[p;q](Aj) = �[p;q](A0); j 6= 0

o
< � �[p;q](A0)

<1:

De plus, supposons qu�il existe un ensemble de mesure logarithmique in�nie tel que la conclu-
sion du Lemme 1.8.5 est satisfaite pour tous les coe¢ cients Aj(z) (j 6= 0). Alors toute solution
non triviale f de (2:0:1) satisfait

�[p;q](f) =1 et �[p;q](A0) � �[p+1;q](f):
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Théorème 2.0.9 [19] Soient p > 2 et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions analytiques
dans D véri�ant

(i) 0 < max
�
�[p;q](Aj) : j 6= s

	
� �[p;q](As) <1;

(ii) 0 < max
�
� [p;q](Aj) : �[p;q](Aj) = �[p;q](As); j 6= s

	
� � [p;q](As) <1;

(iii) 0 < max
n
� �[p;q](Aj) : � [p;q](Aj) = � [p;q](As); �[p;q](Aj) = �[p;q](As); j 6= s

o
< � �[p;q](As)

<1:

Alors toute solution non triviale f de (2:0:1) pour laquelle f (n) a juste un nombre �ni de
zéros pour tout n < s (n = 0; :::; s� 1) véri�e �[p;q](f) =1 et

�[p;q](As) � �[p+1;q](f) � max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
:

De plus, si p > q, on a
�[p+1;q](f) = �[p;q](As):

Théorème 2.0.10 [19] Soient p > 2 et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions analytiques
dans D véri�ant

(i) 0 < max
�
�[p;q](Aj) : j 6= s

	
� �[p;q](As) <1;

(ii) 0 < max
�
� [p;q](Aj) : �[p;q](Aj) = �[p;q](As); j 6= s

	
� � [p;q](As) <1;

(iii) 0 < max
n
� �[p;q](Aj) : � [p;q](Aj) = � [p;q](As); �[p;q](Aj) = �[p;q](As); j 6= s

o
< � �[p;q](As)

<1:

De plus, supposons qu�il existe un ensemble de mesure logarithmique in�nie tel que la conclu-
sion du Lemme 1.8.5 est satisfaite pour tous les coe¢ cients Aj(z) (j 6= s). Alors toute solution
non triviale f de (2:0:1) pour laquelle f (n) a juste un nombre �ni de zéros pour tout n < s
(n = 0; :::; s� 1) véri�e �[p;q](f) =1 et

�[p;q](As) � �[p+1;q](f):

2.1 Preuve du Théorème 2.0.7

Si f 6� 0, on peut écrire (2:0:1) sous la forme

�A0(z) =
f (k)

f
+
f (k�1)

f
Ak�1(z) + � � �+

f 0

f
A1(z);

d�où

m(r; A0) �
kX
i=1

m

�
r;
f (i)

f

�
+

k�1X
j=1

m(r; Aj) + ln k: (2.1.1)
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D�après le Lemme 1.8.1, il existe un ensemble E � [0; 1) de mesure logarithmique �nie, tel
que pour tout r 2 [0; 1) nE; on a

m(r; A0) � O(ln+ T (r; f) + ln(
1

1� r )) +
k�1X
k=1

m(r; Aj) + ln k: (2.1.2)

D�après les conditions du Théorème 2.0.7, soit �; � ; � � des nombres positifs �nis véri�ant
�[p;q](A0) = �; � [p;q](A0) = � ; �

�
[p;q](A0) = �

�; il existe deux constantes réelles � et � satisfai-
sant

0 < max
�
� �[p;q](Aj) : � [p;q](Aj) = � [p;q](A0); �[p;q](Aj) = �[p;q](A0); j 6= 0

	
< � < � < � � <1:

Donc pour tout r ! 1�, nous avons

m(r; Aj) � expp�2 �e�(logq�1(
1

1�r ))
�

. (2.1.3)

En vertu du Lemme 1.8.2, il existe un ensemble E1 � [0; 1) de mesure logarithmique in�nie
tel que pour tout r 2 E1, on a

m(r; A0) � expp�2 �e�(logq�1(
1

1�r ))
�

: (2.1.4)

De (2:1:2) ; (2:1:3) et (2:1:4), pour tout r 2 E1nE, nous avons

expp�2 �e
�(logq�1(

1
1�r ))

� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r )) +K expp�2 �e
�(logq�1(

1
1�r ))

�

.

Puisque � > �, alors pour p > 2 et r ! 1�, on a

(1� o(1)) expp�2 �e�(logq�1(
1

1�r ))
� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r ));

ce qui implique

expp�2 �e
�(logq�1(

1
1�r ))

� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r )):

Par conséquent
�[p;q](f) =1

et
�[p+1;q](f) � �[p;q](A0) = �:

D�autre part, d�après le Lemme 1.8.4, on a

�[p+1;q](f) � max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
:

Cela implique que

�[p;q](A0) � �[p+1;q](f) � max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
:

Si p > q, on a
max

�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
= �[p;q](A0):

Par conséquent, nous concluons que

�[p+1;q](f) = �[p;q](A0):
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2.2 Preuve du Théorème 2.0.8

Supposons f 6� 0. D�après les conditions du Théorème 2.0.8, soit �; � ; � � des nombres positifs
�nis véri�ant �[p;q](A0) = �; � [p;q](A0) = � ; �

�
[p;q](A0) = �

�. Alors il existe une constante réelle
� satisfaisant

0 < max
�
� �[p;q](Aj) : � [p;q](Aj) = � [p;q](A0); �[p;q](Aj) = �[p;q](A0); j 6= 0

	
< � < � � <1:

Pour tout " donné satisfaisant 0 < " < ����
2
; il existe r0 2 [0; 1), tel que pour tout r 2 (r0; 1),

nous avons
m(r; A0) � expp�2(� � � ")e�(logq�1(

1
1�r ))

�

. (2.2.1)

En vertu du Lemme 1.8.5, il existe un ensemble E1 � [0; 1) de mesure logarithmique in�nie
tel que pour tout r 2 E1, on a

m(r; Aj) � expp�2(�+ ")e�(logq�1(
1

1�r ))
�

. (2.2.2)

En substituant (2:2:1) et (2:2:2) dans (2:1:2), pour tout r 2 E1nE, nous avons

expp�2(�
� � ")e�(logq�1(

1
1�r ))

� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r )) +K expp�2(�+ ")e
�(logq�1(

1
1�r ))

�

Puisque � � � " > � + ", alors pour p > 2 et r ! 1�; on a

(1� o(1)) expp�2(� � � ")e�(logq�1(
1

1�r ))
� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r ))

ce qui implique

expp�2(�
� � ")e�(logq�1(

1
1�r ))

� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r )):

Par conséquent
�[p;q](f) =1

et
�[p;q](A0) � �[p+1;q](f):

2.3 Preuve du Théorème 2.0.9

On peut écrire (2:0:1) sous la forme

�As(z) =
f (k)

f (s)
+ � � �+ f

(s+1)

f (s)
As+1(z) +

f (s�1)

f (s)
As�1(z) + � � �+ f 0

f (s)
A0(z);
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d�où

m(r; As) �
X
0�n<s

m(r;
f (n)

f (s)
) +

X
s<i�k

m(r;
f (i)

f (s)
) +

k�1X
j=0
j 6=s

m(r; Aj) + ln k. (2.3.1)

D�après le Lemme 1.8.6, il existe un ensemble E � [0; 1) de mesure logarithmique �nie, tel
que pour tout j > i (j; i 2 N) et r 2 [0; 1) nE����f (j) (z)f (i) (z)

���� �
 �

1

1� r

�2+"
max

�
log

1

1� r ; T (s(r); f)
�!j�i

:

Si r ! 1�, alors log 1
1�r > 1 et T (s(r); f) = T (r; f) . Ainsi nous obtenons

m(r;
f (j)

f (i)
) � log+

 �
1

1� r

�2+"
max

�
log

1

1� r ; T (s(r); f)
�!j�i

� (j � i)(2 + ") log+
�

1

1� r

�
+ (j � i) log+ log

�
1

1� r

�
+ (j � i) log+ T (r; f)

+(j � s) ln 2 � O(log

�
1

1� r

�
+ log+ T (r; f)); r ! 1�: (2.3.2)

D�autre part, par le premier théorème fondamental de Nevanlinna, pour n < s, on obtient

T

�
r;
f (n)

f (s)

�
= T

�
r;
f (s)

f (n)

�
+O(1) = m

�
r;
f (s)

f (n)

�
+N

�
r;
f (s)

f (n)

�
+O(1):

Puisque f (n) a juste un nombre �ni de zéros pour tout n < s(n = 0; :::; s�1), par les propriétés
des fonctions analytiques et la dé�nition de la fonction de comptage, on obtient

N

�
r;
f (s)

f (n)

�
= O(1);

d�où

m

�
r;
f (n)

f (s)

�
� T

�
r;
f (n)

f (s)

�
= m

�
r;
f (s)

f (n)

�
+O(1): (2.3.3)

D�après les conditions du Théorème 2.0.9, soit �; � ; � � des nombres positifs �nis véri�ant
�[p;q](As) = �; � [p;q](As) = � ; �

�
[p;q](As) = �

�, il existe une constante réelle � satisfaisant

0 < max
�
� �[p;q](Aj) : � [p;q](Aj) = � [p;q](As); �[p;q](Aj) = �[p;q](As); j 6= s

	
< � < � � <1:

Pour tout " donné satisfaisant 0 < " < ����
2
et pour tout r ! 1�, nous avons

m(r; Aj) � expp�2 (�+ ") e�(logq�1(
1

1�r ))
�

: (2.3.4)
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D�après le Lemme 1.8.2, il existe un ensemble E1 2 [0; 1) de mesure logarithmique in�nie tel
que pour tout r 2 E1, on a

m(r; As) � expp�2 (� � � ") e�(logq�1(
1

1�r ))
�

. (2.3.5)

De (2:3:1)� (2:3:5), pour tout r 2 E1nE et r ! 1�; nous avons

expp�2 (�
� � ") e�(logq�1(

1
1�r ))

� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r )) +K expp�2 (�+ ") e
�(logq�1(

1
1�r ))

�

:

Puisque � � � " > � + ", pour p > 2 et r ! 1�; on a

(1� o(1)) expp�2 (� � � ") e�(logq�1(
1

1�r ))
� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r ))

ce qui implique

expp�2 (�
� � ") e�(logq�1(

1
1�r ))

� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r ))

Par conséquent
�[p;q](f) =1

et
�[p+1;q](f) � �[p;q](As) = �

D�autre part, d�après le Lemme 1.8.4, on a

�[p+1;q](f) � max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
:

Cela implique

�[p;q](As) � �[p+1;q](f) � max
�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
:

Si p > q, alors
max

�
�[p;q];M(Aj) : j = 0; :::; k � 1

	
= �[p;q](As)

Par conséquent, nous concluons que

�[p+1;q](f) = �[p;q](As):

2.4 Preuve du Théorème 2.0.10

D�après les conditions du Théorème 2.0.10, soit �; � ; � � des nombres positifs �nis véri�ant
�[p;q](As) = �; � [p;q](As) = � ; �

�
[p;q](As) = �

�, il existe une constante �

0 < max
�
� �[p;q](Aj) : � [p;q](Aj) = � [p;q](As);�[p;q](Aj) = �[p;q](As); j 6= s

	
< � < � � <1:
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Alors pour tout " donné satisfaisant 0 < " < ����
2
; il existe r0 2 [0; 1), tel que pour tout

r 2 (r0; 1), nous avons

m(r; As) � expp�2(� � � ")e�(logq�1(
1

1�r ))
�

: (2.4.1)

D�après le Lemme 1.8.5, il existe un ensemble E1 � [0; 1) de mesure logarithmique in�nie tel
que pour tout r 2 E1, on a

m(r; Aj) � expp�2(�+ ")e�(logq�1(
1

1�r ))
�

. (2.4.2)

En utilisant (2:3:1) � (2:3:3); (2:4:1) et (2:4:2), pour tout r 2 E1nE et r ! 1�; nous
avons

expp�2(�
� � ")e�(logq�1(

1
1�r ))

� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r )) +K expp�2(�+ ")e
�(logq�1(

1
1�r ))

�

:

Puisque � � �" > � + ", pour p > 2 et r ! 1�, on a

(1� o(1)) expp�2(� � � ")e�(logq�1(
1

1�r ))
� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r ));

ce qui implique

expp�2(�
� � ")e�(logq�1(

1
1�r ))

� � O(ln+ T (r; f) + ln( 1

1� r )):

Par conséquent
�[p;q](f) =1

et
�[p;q](As) � �[p+1;q](f):

2.5 Exemples

Exemple 2.5.1 Considérons l�équation

f 00 + A(z)f 0 +B(z)f = 0;

où

A(z) = exp

�
1

1� z

�
exp

�
exp

�
1

3
� 1

1� z

��
et

B(z) = exp

�
1

1� z exp
�

1

1� z

��
.
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On a

M(r; A) = exp

�
1

1� r

�
exp

�
exp

�
1

3
� 1

1� r

��
et

M(r; B) = exp

�
1

1� r exp
�

1

1� r

��
:

On prend p = 3 et q = 2 , donc

�[3;2](A) = 1; � [3;2](A) = 1; �
�
[3;2](A) =

1

3

et
�[3;2](B) = 1; � [3;2](B) = 1; �

�
[3;2](B) = 1:

Alors d�après le Théorème 2.0.7 toute solution f 6� 0 de l�équation

f 00 + A(z)f 0 +B(z)f = 0;

satisfait
�[3;2](f) =1 et �[4;2](f) = �[3;2](B) = 1:

Exemple 2.5.2 Considérons l�équation suivante

f (3) + A2(z)f
00 + A1(z)f

0 + A0(z)f = 0;

où

A0(z) = exp

"
3

2
exp

�
2

1� z

�2#
,

A1(z) = exp

"�
4

1 + z

�
exp

�
2

1� z

�2#
,

et

A2(z) = exp

"
exp

�
1 + z

1� z

�2#
.

On a

M(r; A0) = exp

"
3

2
exp

�
2

1� r

�2#
;

M(r; A1) = exp

"�
4

1 + r

�
exp

�
2

1� r

�2#
,

et

M(r; A2) = exp

"
exp

�
1 + r

1� r

�2#
:
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On prend p = 2 et q = 1, donc

�2(A0) = 2; � 2(A0) = 4; �
�
2(A0) =

3

2
;

�2(A1) = 2; � 2(A1) = 4; �
�
2(A1) = 2

et
�2(A2) = 2; � 2(A2) = 4; �

�
2(A2) = 1:

Alors d�après le Théorème 2.0.8 toute solution f 6� 0 de l�équation

f (3) + A2(z) + A1(z)f
0 + A0(z)f = 0;

véri�e
�2(f) =1 et �3(f) � �2(A1) = 2:



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié la croissance des solutions de certaines équations di¤érentielles

linéaires à coe¢ cients fonctions analytiques d�ordre [p; q] dans disque unité en utilisant un

nouveau concept du [p; q] type introduit récemment par Zemirni et Belaïdi [20]. Il serait

maintenant intéressant d�utiliser ce concept pour étudier les propriétés des solutions des

équations di¤érentielles linéaires à coe¢ cients fonctions méromorphes.
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