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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie la croissance des solutions des équations différentielles linéaires
complexes d’ordre supérieur a coefficients fonctions analytiques d'ordre [p,q] dans le disque unité .

1l est composé de deux chapitres:

Le premier chapitre on va citer quelques notations, définitions et résultats de la théorie de

Nevanlinna.

La deuxieme chapitre est le résultat de [’article de Zeng et Long, tels que on donne des théoréme

avec leurs démonstration et des exemples.
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire, on va étudier la croissance des solutions de ’équation différentielle linéaire
complexe suivante

FO+ A fOD 4 Af o+ Aof =0,

ou A;(z) (j =0,1,...,k — 1) sont analytiques dans le disque D = {z : |z| < 1} . La théorie des
équations différentielles complexes a été développée dans le disque unité depuis 1980, voir [15].
En 2000, Heittokanges [10] a étudié les équations différentielles linéaires complexes dans le
disque unité a coefficients fonctions analytiques. Aprés le travail de Heittokanges beaucoup de
chercheurs ont étudié les équations différentielles linéaires, voir [1,2,3,4,6,12,14, 17,19, 20]
dans disque unité. Récemment, Zemirni et Belaidi ont introduit un nouveau concept de
[p,q] type et ont étudié la croissance des solutions des équations différentielles complexes
du second ordre a coefficients fonctions analytiques dans D, voir [20]. Dans ce travail, on
étudie la croissance des solutions de certaines équations différentielles linéaires a coefficients
fonctions analytiques dans le disque unité. On obtient quelques estimations sur le [p, ¢]-ordre
en utilisant le nouveau concept du [p, g]-type. Ce travail est une syntheése de larticle [19] :
Zeng, Sangui ; Long, Jianren. Higher order complex differential equations with analytic coef-
ficients in the unit disc. J. Math. Res. Appl. 40 (2020), no. 4, 387-396.

Le mémoire est composé de deux chapitres, d’une conclusion et d’une bibliographie contenant
20 références.

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques définitions et résultats de théorie de
Nevanlinna qui joue un role trés important dans ’étude des propriétés des solutions des
équations différentielles complexes. Ensuite, on donnera les lemmes auxiliaires dont nous
aurons besoin au deuxiéme chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne les résultats de 'article de Zeng et Long avec leurs
démonstrations.



Chapitre 1

Quelques notions de base de la théorie
de Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions, notations de base et les résultats princi-
paux de la théorie de Nevanlinna sur les fonctions méromorphes qu’on aura besoin par la
suite, voir ([5],[8],[9],[13],[16],[18]). Ensuite, on donnera les lemmes nécessaires pour la
démonstration des résultats du deuxieme chapitre.

Définition 1.0.1 [13] Pour xz > 0, on définit

Inx st x>1,

+ o _
In" 2 = max(0,Inx) { 0 si0<u<l.

Lemme 1.0.1 [13] On a les propriétés suivantes

Inz <In*z (x> 0),

1
Inz| ="z +1In" = (z>0),
T

In* (H@) < InTz; (z; >0, Vji=1,...,n),
, =

Jj=1

In" (Z:@) < erﬁ zj+Inn (z; >0, Vj=1,...,n).

j=1
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1.1 La fonction caractéristique de Nevanlinna

Définition 1.1.1 [13] Soit f une fonction méromorphe dans C n’étant pas identiquement
égal 6 a € C. On désigne pari(z,a, f ) la multiplicité de a-point de f a z. Ainsi, on définit

n(r,a, f) Zn(r,fia) = Y i(z.a,f)

|z|<r
f(z)=a

C’est a-dire, n(r,a, f ) est le nombre de racines de f (z) = a dans |z| < r, chaque racine
étant comptée avec son ordre de multiplicité, pour les poles de f, nous définissons

n(r,00, f) =n(r.f) = Y_ i(z00,f).
|z|<r
f(z)=0c0
Définition 1.1.2 [13] (Fonction a- points) Soit f une fonction méromorphe dans C, on
définit la fonction a-points de f par

N
Ol i n

dt +n(0,a, f)lnr, si f£a€C

« (00, f) — n(0,00, 1)
t

NMWJ%ﬂWnﬁ=A gt + (0,00, f)Inr.

Définition 1.1.3 [13] (Fonction de proximité) Soit f une fonction méromorphe dans C
n’étant pas identiquement égal & a € C. On définit la fonction de proximité de [ par

1 e 1 ,
m(?",f — a):m(r,a,f):%/o 1H+ Wd(p, SZf?LSCLGC
et . o
m(r, f) = m(r,00, f) = %/0 In* ‘f(rew” de.

Définition 1.1.4 [13] (Fonction caractéristige ) Soit f une fonction méromorphe dans
C. Alors la fonction caractéristique T (r, f) de Nevanlinna est définie par

T(r, f) =m(r, f) + N(r, f).

Exemple 1.1.1 Soit f(z) = exp ( On calcule la fonction caractéristique de f. Cette

i
1—22)
fonction est analytique dans le disque unité, donc N(r, f) = 0. Alors

r(re (7)) (oo (7))
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1 27

e ( ! ) d
= — X -
27 Jo PAic (reiv)®

e —r?sin 2¢p
= — In™ d
21 Jo hoeEp (1 + 74 — 212 cos 2@) 7

1 /0 —r?sin 2¢
= — de.
21 Jox \1 + 1% = 2r2cos 2¢

En utilisant le changement de variable y = cos 2y, on obtient

i 1 ! r?
T — R - d
(T’ exp (1 — 22>) dr | 4 <1 + 74— 27’2y> y

1 1
1 1+ 72
= —1In .
47 1— 72

1.2 Premier théoréme fondamental de Nevanlinna

In*

¥

Théoréme 1.2.1 [13] "Jensen" Soit f une fonction méromorphe dans C telle que f(0) #
0,00 et ay,as. ,(resp. by, bs,...) ses zéros (resp. ses poles) chacun étant compté avec son ordre
de multiplicité. Alors

27
In|f(0)] :%/0 In|f(re)|de+ lnﬁ— > 1nL.

yl<r o 1]

Preuve. Supposons que f est une fonction méromorphe ne possédant ni zéros ni poles sur

|z| = 7. On pose
2

H r°—a;2

laj|<r riz=ay

J

H r2—b;z
r(2—bj)

‘bj‘<7’

9(z) = f(2)

On a g # 0,00 dans le disque |z| < r et In|g(z)| est une fonction harmonique. D’aprés la
formule de la moyenne d’une fonction harmonique, on a

1 2 .
In|g(0)| = 2—f In }g(re“p)‘ dep. (1.2.1)
To
D’autre part

(1.2.2)
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d’ou
r r

In|g(0)|=In|f(0)|+ >  In — > In ol

laj|<r |, lb;|<r

Pour z = re'?, on a pour tout a; et b;

r? — a;z | r? — bz B r? — a_jrew B r? — b_jrew _1
r(z — aj) (2 — b;) r(re® — a;) | r(ret — bj) -
D’ou |g(re™)| = |f(re*)|. De (1.2.1) et (1.2.2), on obtient la formule de Jensen. O

Lemme 1.2.1 [13] Soit f une fonction méromorphe dans C avec a-points a; as, ..., oy, (cha-
cun étant compté avec son ordre de multiplicité dans le disque |z| < r ) tels que 0 < |ay| <
lag] ... |ag| < 7. Alors

" TL(’I“,(I,f) Tn(t,oo,f)—n(O,oo,f) r
———=dt = dt = In —.
/0 t /0 t= > I

t t |

0<|aj|<r

Proposition 1.2.1 [13] Soit f une fonction méromorphe dans C avec le développement de
Laurent auteur de l’origine

+oo
f(z):chzj, cm €CY, meZ, zeC.

j=m

Alors
1

_)_
f
Théoréme 1.2.2 [13] "Premier théoréme fondamental de Nevanlinna" Soit f une
fonction méromorphe dans C avec le développement de Laurent de f(z)—a auteur de l'origine

hmM:%A In | f(re')| dp + N(r, f) — N(r,

+oo
f(z)—a= chzj, cm €CY, meZ, zeC.
j=m
Alors )
7<h7j?>:ﬂﬁﬁ—mﬁﬂ+¢mwa
ot

lo(rya)| <In'|a] +1n2.
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Preuve. Sia = 0, alors d’apreés la Proposition 1.2.1 et Lemme 1.0.1,0on a:
2 2
In|c,| = i/ln+!f(re"“")|d<p— i/lrfr;dgo—l—]\f(r f)—N{r 1
o 27 | f(rei)| 7 f
0 0
1 1
Zm(r,f)—m(r,—> +N(T7f)_N(T7_>7
f f
donc ) )
m(n 7))+ N (1g) =)+ N 4 e,
d’ou .
T (T, ?) =T(r,f) —In|en|, (1.2.3)

ot o(r, f) = 0. Etudions le cas général a # 0. Posons h = f — a. Alors

¥ (ng) = () M =Nen. m (ng ) = (n

In" |h| =In" |f —a| <In" |f] +1n" |a| + In2,

De plus

In"|f|=In"|f —a+a|=In"|h+a| <In"|h] +1In" |a| + In2.
En intégrant ces deux intégalités, on trouve que

2w
1 .
m(r,h) = 2—/anr |h(re)| dy

™
0

21

1 )
< Py /(lnjL | f(re?)| + In* |a] + In2)dy
m

0

=m(r, f) +In" |a] +In2

et
27

1 i
mirf) = 5 [t | £ d
0
1 2w
< o /(lmJr |h(re")| +In* |a| 4+ In2)dy

™
0

)
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=m(r,h) +1In" |a| + In2.

Posons ¢(r, a) := m(r; h) —m(r, ). Alors |¢(r,a)] < In* |a|+1n2. En appliquant (1.2.3) pour
h, on aura

T <r, ﬁ) 7 (n %) —m (n %) LN (r, %) — m(r,h) + N(r, h) — In ey

=m(r, f) + N(r, [) + ¢(r,a) — In|cy|
:T(T>f) _ln|cm| +90(T7a)‘

Remarque 1.2.1 Une autre version du premier théoréeme fondamental de Nevanlinna

T( ! >:T(r,f)+0(1),r—>+oo

T’ S —
) f — a
pour tout a € C.

Proposition 1.2.2 [12] Soient f, f1, fa2, ..., fn des fonctions méromorphes dans C et a € C*.
Alors

T(r,Y  f;) <D T(r, f;) +Inn, (n € N,

T(Tanfj> < ZT<T’ fj)7 (TL S N*)’

Jj=1

T(r, ") =nT(r, f), (n€N),
T(r,f+a)=T(r f)+O(1),
T(r,af) =T(r, )+ O(1),

T(r, f(az)) = T(|alr, ).

Proposition 1.2.3 [13, 18] Soit f une fonction méromorphe dans C et a,b,c,d € C tels que
ad — be # 0. Alors

af +b

7”‘ —

“ef +d

T(r, S5 =T )+ O(); f £ -2
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Preuve. Puisque g(z) = g}{is, alors f(z) = ;?’: J;b. Donc, il suffit de montrer que

T(r,g) <T(r,f)+0O().

Si ¢ =0, alors

B af +b
T(r,g)—T(r, y )

<In" ‘%‘ +T(r, f) +In*

g‘ +In2="T(r, f)+ O(1).

Si ¢ # 0, alors en utilisant le premier théoréme fondamental

af +0b a bc—ad 1
ol ey I L
(T’ cf—i—d) (T’c+ c? f—i—%l)

bc — ad

c2

g +Int

< In™

U

Exemple 1.2.1 La fonction f(z) = tan(3iz) étant méromorphe dans le disqué unité.
D’aprés la proposition précédente

T(r,f) = T(rtan(3iz)) = T(3r,tan(z)) = T(3r,e**) + O(1)

-y O(1).
m

Théoréme 1.2.3 [9] Si f est une fonction analytique dans le disque |z| < r et M(r, f) =
max {|f(2)] : |z| =r}, alors

T(r,f) < W M(r, ) < oo

T(R,f), (0<r<R).

-
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1.3 L’ordre et l'ordre inférieur d’une fonction meéro-
morphe ou analytique dans le disque unité

Définition 1.3.1 [10,16] Soit f est une fonction analytique dans le disque D = {z : |z| < 1}.
Alors lordre et [’ordre inférieur de f sont définis respectivement par

In* Int M(r, f)

= 1
o (f) Bt In(l1—r) ~’
.. InTInt M(r, f)
R

Si f est une fonction méromorphe sur D, alors l’ordre et [’ordre inférieur de f sont definis
respectivement par

In* T(r, f)
- L m L J)
o) =l Ty
In* T(r, f)
= lim inf ———2%.
() R In(1—r)
Exemple 1.8.1 D’aprés I’Exemple 1, pour f(z) = exp (#) , MOUS AVONS
1 1472
T(r f) = —In [ — ).
(r, f) Ar (1 - r2)
Alors
In* T(r, f)
= 1 !
() = T swp 2
)
= 1 =0
s i In(1—r)

Et pour op(f), on a

|z|=r 1—1r2
Alors
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Proposition 1.3.1 Soient f, g deux fonctions méromorphes non constantes. Alors

o(f-g)<max(o(f) o(g))

o(f+9) <max(a(f),0(g))
sio(g) <o(f), alors o(f+g)=0o(f-g)=o0o(f)

Preuve. 1) Posons p(f) = p; et p(g) = py. Alors pour tout € > 0 et r suffisamment
grand, on a
T(r.f+g) <T(r,f)+T(r,g) +In2

< pprte ppeete 0 < gpmaxiprette 4 9

Comme ¢ > 0 est arbitaire, on obtient p(f + g) < max {py, py} -
2) De méme on obtient

T(r, fg) < T(r, f)+T(r,g) < 2rmadpiraite

d'ou p(fg) < max{p;,p,}-
3) Supposons que p(g) < p(f). Alors p(f + g) <max{p(f), p(g9)} = p(f). De la relation

T, f)=Trf+9—9) <T(r.f+9)+T(r,g)+In2,

on obtient

p(f) < max{p(f+g),p(9)} = p(f +g), dou p(f+g) = p(f)

Ensuite de la relation
1
Trf) =T ( @) < T(r.fg)+T ( —)
g g

= T(?‘, fg) + T(?“, g) + 0(1)7
on obtient p(f) < max{p(fg),p(g9)} = p(fg), dou p(fg) = p(f). O

1.4 Type et type inférieur d’une fonction méromorphe
ou analytique dans le disque unité

Définition 1.4.1 [12] Soit f une fonction méromorphe dans le disque D, d’ordre 0 < o <
00, le type et le type inférieur de f sont définis respectivement par

7(f) = lim sup(l —r)°T(r, f),

r—1-

7(f) = lim inf(1 —7r)?T(r, f).

r—1-
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Si f est une fonction analytique sur D, alors le type et le type inférieur de f sont définis
respectivement par

ru(f) = lim sup(l — )7 M f),
Tu(f) = liIF_inf(l—T)‘TManrM(r,f).

Exemple 1.4.1 Soit f(z) = exp (i)Q, on a

M(r, f) = max| ()] = exp (1%) et T(r, f) =

|z|=r

Alors
O'M(f) =2 et TM(f) = 1,

et
o()=1 et 7(f) =y

Définition 1.4.2 [6] Soit f une fonction méromorphe dans le disque D, et soit

Si D(f) < oo on dit que f est de degré fini (ou est non admissible ); si D(f) = oo on dit
que [ est de degré infini (ou est admissible). Soit f une fonction analytique sur D, et

In* M(r, f)
Du(f) = 1i a 2nJ)
wlf) = s =g =y
ov M(r, f)= r‘nﬁx |f(2)|. St Dp(f) < 00 on dit que f est de degré fini (ou est non admis-
sible); si Dy (f) = o0 on dit que f est de degré infini (ou est admissible).

Définition 1.4.3 [6] Soit f une fonction méromorphe dans le disque D. On définit I’ordre
n-itératif de croissance de la fonction f par

o In,, T(r, f)
on(f) *Tli}}{ sup m

Remarque 1.4.1 Soitz € [0, 00[, on note parIng(z) = z, In{ (z) = In"(z) = max(0, In(x)),
In,1(x) = Inln,(x) et expy(x) = z, exp,(z) = exp(z), exp, () = expexp,(z). De plus,
nous désignons parlog_,(z) = exp(x), exp_;(x) = In(z).
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Définition 1.4.4 [6] L’indice de croissance d’une fonction méromorphe f est défini par

0 st f mon admissible,
i(f)=4 min{n € N: 0,(f) < oo} si f admissible,
00 si pour toutn € N,  o,(f) = oc.

Si f est une fonction analytique, nous définissons

0 st f mnon admissible,
iv(f)=4 min{n € N: op,(f) < oo} si f admissible,
00 si pour toutn € N, opn(f) = 00.

1.5 La notion d’ordre [p, ¢| d’une fonction méromorphe
ou analytique dans le disque unité

Définition 1.5.1 ([1],[12]) Soient p,q deuz entiers tels que p > q > 1 et f une fonction
méromorphe sur le disque unité. Alors l'ordre [p, q] et lordre inférieur |p, q| de f sont définis
respectivement par

ln T(r i)
ng(1%5) 7
G 5

Lipg (f) = lim, ;- 1nf (1 ') :

U[th}(f) = lim, ;- sup 5

Si f est une fonction analytique sur D, nous déﬁm’ssons aussi

Inh.  M(r.f)
O-[pvq})M(f) - llm'f—’l Sup P+1(117) )

1nP.Q»l (7'7f)

/’l’[p,q},M(f) hm"’_’l inf Ing( L )

1—r

Définition 1.5.2 Une fonction pour laquelle l'ordre [p, q] et l'ordre inférieur [p,q| sont les
mémes est dite de croissance réguliére et la fonction qui n’est pas de croissance réquliére est
dite de croissance irrégquliére.

Proposition 1.5.1 [1,4,14] Soit f une fonction analytique dans D. Alors, on a les trois
assertions

(i) Sip=gq, alors 0pq(f) < opga(f) < opq(f) +1,
(i) Sip=q=>2et opg(f) <1, aors opg(f) < opgu(f) <1,
(iit) Sip=q>2 et opg(f) >1oup>q>1, alors opg(f) = opqgm(f).

Proposition 1.5.2 [17] Soit f une fonction analytique dans D. Alors les trois assertions
sont vérifiées

() Si p=4q, alors /‘L[p q]( ) S [pq],M(f) S :u[p7q](f) + 17
(”) SZp =q2 2et :U“[pq( ) <1, alors :u[p,q](f) < M[p,q],M(f) <1,
(i4i) Sip=q>2 et pypy(f) =21 oup>q>1, alors py (f) = ppgm(f)
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1.6 La notion de type [p, ¢| d’une fonction méromorphe
ou analytique dans le disque unité

Définition 1.6.1 [12] Soient p,q deux entiers tels que p > q > 1 et f une fonction méro-
morphe sur le disque unité d’ordre [p, q| et d’ordre inférieur [p, q| vérifient 0 < o = o q (f) <
00, 0 < p1 = pyp q (f) < 00. Alors on définit le type [p, q] et le type inférieur [p,q] de f res-
pectivement par

In/ | T(rf)
Tip,g (f) = lim, ;- sup my
T(r,f)
Z[qu}(f) hmr_)l lnfm
Si f est une fonction analytique sur D d’ordre [p,q] et d’ordre inférieur [p,q| vérifient

0 <op=opgum(f) <00, 0< iy = pypgum(f) < oo, alors on définit le type [p,q] et le
type inférieur [p,q] de f respectivement par

. Inf M(r,f)
Tipgv (f)=1im, ;- sup m7

. . ln M(r,f)
I[p,q],M(f) =lim,_,;- inf W

Proposition 1.6.1 [17,19] Soit f une fonction analytique dans D. On a les deux assertions
suivantes

(1) Sip=q>2etopg(f)>1oup>qg>1, alors Tpq(f) =Tpgm(f),
(12) Sip=q>2et ppq(f) 21 oup>q=>1, alors 7y 4(f) = Tpqu(f)

Définition 1.6.2 [20] Soient p > 2 et f une fonction méromorphe dans D avec 0 <
0 =0pq (f) <00 et 0<T=1p4(f) <oo. Alors on définit le nowveau type 77, ,(f) par

In* ., T(r,
T>Ep’q]<f) = lim sup Hp—2 (r, /)

r—1— eT(lanl(lir))a '

St [ est une fonction analytique dans D avec 0 < opr = O ppppg (f) <00 et 0 < Tar = Tarpg
(f) < oo, alors on définit le nowveau type 77, ,(f) par

\ . In,_y M(r, f)
TMpq(f) = lim sup -l

r—1— eTM(lanl(ﬁ))(er '

Proposition 1.6.2 [19] Soit f une fonction analytique dans D. On a les deux assertions

suivantes
(1) Si p=q=2etopg(f)=1 otp>q=>1, alors qu]( ) =Tl (f);
(i1) Sip=q=>2et ppy(f) =1 oup>q=>1, alors 77 (f)= Ipq]M(f)
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Exemple 1.6.1 Soit f(z) = exp (exp( 2 )3> On a

1—2z

M(r, f) = exp (eXp (137,)3) ,

donc pour p =3 et q = 2, on obtient

opam(f) =opg(f) =1, Taam(f) =7p2(f) =3, Tupy(f) = Tupy(f) =8

1.7 La mesure linéaire et la mesure logarithmique

Définition 1.7.1 [16] La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,00) est définie par

+oo
m(E) = [ vy
0
ot Xg(t) est la fonction indicatrice de l’ensemble E et la mesure logarithmique d’un ensemble

F C [1,00) est définie par
0 xp(t)
1

Définition 1.7.2 La mesure logarithmique d’un ensemble E C [0,1) dans le disque unité
est définie par
1
t
Im(E) = / Xet)
o 1—1

Définition 1.7.3 Une fonction a(z) est appelée fonction de petite croissance par rapport a
une fonction méromorphe f si T(r,a) = S(r, f), c-a-d T(r, f) = o(T'(r, f)) quand r — +o0
a lextérieur d’un ensemble H de mesure linéaire finie.

1.8 Lemmes préliminaires

1.8.1 Lemme de la dérivée logarithmique

Lemme 1.8.1 [9,10] Soit f une fonction méromorphe non constante dans D. Alors

n(n L) =sen. ree

ot B C [0,1) est un ensemble de mesure logarithmique finie

S(r,f)=0 (hﬁ T(r, f) +1n( ! T)) ,

dt
et fEl_—t < Q.
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Corollaire 1.8.1 [9,10] Soit f une fonction méromorphe non constante dans D. Alors

f(k)
m(r, T) =S(r,f), ré¢FE,

ou k € N* et E C[0,1) un ensemble de mesure logarithmique finie

S(rf) =0 (hﬁT(r,f) +In (1;» 7

dt
et fEE < Q.

Preuve. On démontre le lemme par récurrence. Pour k& = 1, la relation est vraie
Supposons ensuite que nous avons

Alors

(e, £ = m(r, T F) < (e, £) + (e, o

f "

Si 2 est un pole d’ordre p pour f, alors z est un pole d’ordre k +p < (1 +k)p de f*).
Donc

) =m(r, f) +5(r, f).

N(r, f®) < (L + k)N (r, f).

Par conséquent

T(r, f®) = m(r, f®) + N(r, f&) < L+ B)T(r, f) + S(r, f)-

mﬁﬂﬂm>—smﬂ%—smﬂ,

Ce qui inplique

F®

donc
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Lemme 1.8.2 [20] Soient p > 2 et f une fonction méromorphe non constante dans D telle
que
0< opg(f) =0<00; 0< T=Tpq(f) <oo; 0<7" =77, (f) <o0.

Alors pour tout T* > 3 donné, il existe un sous ensemble E C [0,1) de mesure logarithmique
infinie tel que pour tout r € E nous avons

log, , T'(r, f) > ﬁeT(Iqufl(ﬁ))p'

Preuve. Par la définition du type 7}, (f) de f, il existe une suite croissante {r,} -, C
[0,1)
satisfaisant % +(1-— %)rn < Tpat, T — 17 et

n—oo

Alors il existe un nombre entier n; tel que pour tout n > n; et pour tout 0 < € < 7%, nous
avons

log, 5 T(ra, f)>(r* — e)em((Bat(=m)), (1.8.1)
et pour r € [r,, L +(1—2)r,], ona
et
nite grma(L)T

Alors pour tout 0 < 8 < 7* — ¢, il existe un entier positif ny tel que pour tout n > ns et pour
tout r € [r,, = + (1 — £)r,], nous avons
1

r(lng-1 (1-1)(£1))°
¢ L (1.8.2)

()T g

Par (1.8.1) et (1.8.2), pour chaque n > n3 = max{n;ny} et pour tout r € [rn, % +(1- %)rn],
on a )
log, 5 T(r, f) 2 fer ()"
Soit £ =y, [rn: £ 4 (1= 2)ry] . Alors
dt L m
/El—t Z/ D DR b ks
ng

n=ngs
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Lemme 1.8.3 [11] Soit f une solution de l’équation
FE + Ay fED 4 A+ Agf =0, (1.8.3)

dans Dp = {z € C: |z| < R}, avec 0 < R < o0, et soit n. € {1,....,k — 1} le nombre des
coefficients non nuls Aj(z), 7 =0,....k —1, et soit 0 € [0,27) et e > O S@ zg = ve' € Dy tel
que A;(zg) # 0 pour un certain j = O, .y k — 1, alors pour tout v <r < R, on a

| f(re”)| < Mexp (n/ ~max 1(\Aj(t@zepkijdt> ,
v I

=0,....k—

ot M > 0 est une constante satisfaisant

M<(1+¢) max

Lemme 1.8.4 [1] Soit Ay(2), A1(2), ..., Ax_1(2) des fonctions analytiques d’ordre [p,q] dans
D. Alors toute solution non triviale f de (1.8.3) satisfait

1,0 (f) = O (f) S max {opqu(A;) :j=0,...k =1}
Preuve. Soit f # 0 une solution de ’équation différentielle (1.8.3) et soit 6 € [0, 27) telle

que |f(re’)| = M(r, f). Par Lemme 1.8.3, on a
M(r,f) < Mexp (nc/ _Inax 1‘Aj(t€i9>‘k%j dt>
v J

r 1
< )| k=3
< Mexp (nc/y e |M(r, A;)|* dt)

< Mexp (nc(r —v) max | M (r, Aj)|) :
Posons oy = max {0, g.(A;) 1 j =0,....,k — 1} . D’aprés la définition de l'ordre [p, ¢ , pour
tout € > 0 donné et r suffisamment grand, nous avons

M(r, A;) < exp,yq(01 +¢) Ing ().

Alors

MU0 f) < Mexp (e = v)expy (s + 2) gl 2) )

comme € > 0 est arbitaire, alors d’aprés (7i7) la Proposition 1.5.1, on obtient

Tprra)(f) = Oprrgr(f) < max{opgu(4;) 1 j=0,...k—1}.



1.8 Lemmes préliminaires 19

Lemme 1.8.5 [20] Soient p > 2 et f une fonction méromorphe non constante dans D telle
que 0 < pp(f) =p <00, 0< T=1p4 (f) <o00,0< 1" = Tl (f) < oo. Alors pour
tout € > 0 donné, il existe un sous ensemble E C [0,1) de mesure logarithmique infinie tel
que pour tout r € E, nous avons

T(T‘, f) < expP,_o {(I* + 5)61((logq,1(flr))u)} ‘

Lemme 1.8.6 [5] Soit k et j deuz entiers satisfaisant k > j > 0, et soite >0 et d € (0,1).
Si f est une fonction méromorphe dans D telle que fU9) n'est pas identiquement nulle, alors

< ((1 ! T)HE max{log (1—:) ,T(s(r),f)})kj, ré¢ E,

ou s(r) =1—d(1—r) et l’ensemble E C [0,1) est de mesure logarithmique finie.




Chapitre 2

Croissance des solutions des équations
différentielles linéaires a coeflicients
fonctions analytiques d’ordre [p,q]
dans le disque unité

Dans ce chapitre, on présente les résultats de Zeng et Long avec leurs démonstrations.
Considérons 1’équation différentielle

FO 4 A fE D 4 A+ Agf =0, (2.0.1)

ou Aj(z) (j=0,1,...,k — 1) sont analytiques dans le disque D = {z: |z| < 1}. Plusieurs
chercheurs ont étudié la croissance des solutions de 1’équation (2.0.1) dans le disque D en
utilisant le concept du [p, ¢] ordre [1,2,3,4,12,14, 19, 20].

Théoréme 2.0.1 [14] Soientp > q > 1 et Ao(2), A1(2), ..., Ax_1(2) des fonctions analytiques
dans D vérifiant

max {op,q(A;) 1 j # 0} < oppq(Ao) <oco.
Alors toute solution non triviale f de (2.0.1) satisfait o, q(f) = oo et

Tpg)(Ao) < 01 (f) Smax{opgu(4;):j=0,...k—1}

De plus, si p > q alors
Ofp+14)(f) = Oppq)(Ao)-

Théoréme 2.0.2 [17] Soient p > q¢ > 1 et Ayg(z), A1(2), ..., Ak_1(2) des fonctions analy-
tiques dans D vérifiant

max{a[p,q}’M(Aj) . j 7£ 0} < /L[p,q},M(AO) <0oQ.
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Alors toute solution non triviale f de (2.0.1) satisfait o, q(f) = oo et

M[p+1,q](f) - :u[p,q],M(AO)-

Théoréme 2.0.3 [17] Soientp > q > 1 et Ag(2), A1(2), ..., Ax_1(2) des fonctions analytiques
dans D vérifiant
max {U[p,q},M(Aj) 1] # 0} <0 [pq,m (Ao) <00,

max {7p,.q.01 (4;)  Oppg 11 (A7) = Tpgrar(Ao), J #0} < Tgpgar(Ao).
Alors toute solution non triviale f de (2.0.1) satisfait o, q(f) = oo et
Opt1.4)(f) = Olp.gl.ae(Ao)-

Théoréme 2.0.4 [12] Soient p,q deux entiers tels quep > q > 2 et Ag(z), A1(2), ..., Ap_1(2)
des fonctions analytiques dans D avec 0 < p = pu, 1(Ag) < 0 q(Ag) < 00. Supposons que

max {0p,q(A;) 1 j # 0} < g (Ao) < 00,
max {71y, (A7) : 0 (A7) = p1(A0),J # 0} < 1y, (Ao) =7 < 00,
Alors toute solution non triviale f de (2.0.1) satisfait

L1, () = Hpg(Ao) < oppg(Ao) = Tpr1q(f)-

Récemment, Zemirni et Belaidi [20] ont étudié la croissance des solutions des équations
différentielles complexes du second ordre a coefficients fonctions analytiques dans le disque
unité en utilisant un nouveau concept de [p, q] type.

Théoréme 2.0.5 [20] Soient p,q deux entiers tels quep > 2,1 < q <p et A(z), B(z) deux
fonctions analytiques dans D vérifiant

0< U[p,q](A) = U[Pv‘l](B) =0 <00,

0 <7pg(A) =Tpg(B) =7 <00
et

0< TE},’q](A) < Tf‘p’q](B) =7 < 0.

Alors toute solution non triviale f de l’équation
f"+AR)f +B(z)f=0 (2.0.2)
satisfait o, q(f) = +00 et

Tipg) (B) < 0ppr1g (f) S max {on,pq (A); 0arpg (B)}-

De plus, si p > q alors
Opi1,g (f) = Oppg (B)-
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Théoréme 2.0.6 [20] Soient p,q deuz entiers tels que p > 2,1 < g < p et A(2), B(z) deux
fonctions analytiques dans D vérifiant

0 < ppg(A) = ppg(B) = p < 00,

0< I[F:Q}(A) = I[p,q}(B) =T <X

et

0 <1}, q(A) <1 q(B) =1" < oc0.

q)
Alors toute solution non triviale f de ’équation (2.0.2) satisfait

U[P#I](f) = +00, and U[erl,q](f) > ,U[p,q](B)'

Ce nouveau concept a été utilisé par Zeng et Long pour étudier la croissance des solutions
de l’équation (2.0.1). Ils ont obtenu les résultats suivants.

Théoréme 2.0.7 [19] Soient p > 2 et Ao(z), A1(2), ..., Ax_1(2) des fonctions analytiques
dans D vérifiant

(z) 0 < max {o,q(A;) : j # 0} < a[pvq}(Ag)<oo,A
(i1) 0 < max {77,q(4;) : 0ppg)(4;) = 0ppg(Ao), J # 0} < Tpg(Ao) < 00,
(idd) 0 < max {7, (A7) : Tiai(A) = T (Ao), 01 (A7) = T (Ao),J #0) < 7 (Ao)

<0oQ.

Alors toute solution non triviale f de (2.0.1) satisfait oy, q(f) = oo et

Tyl (Ao) < Olprrq(f) < max {op g0 (A;) 1 j =0,k =1}
De plus, si p > q, on a
Tlpt1,4)(f) = Op,g(Ao).

Théoréme 2.0.8 [19] Soient p > 2 et Ay(2), A1(2), ..., Ax—1(z) des fonctions analytiques
dans D vérifiant

(1) 0 < max {pup, 4 (Aj) 1 j # 0} < papp g (Ao) < 00,
(i1) 0 < max {1y, (A;) : g (A7) = pip(Ao),J # 0} < 7y, y(Ao) < 00,
(iid) 0 < max {I’[p,q](Aj) T g (A5) = T g (Ao), b ) (A5) = gy 9(Ao), 7 0} < T (Ao)

<0o0.

De plus, supposons qu’il existe un ensemble de mesure logarithmique infinie tel que la conclu-
sion du Lemme 1.8.5 est satisfaite pour tous les coefficients A;(z) (j # 0). Alors toute solution
non triviale f de (2.0.1) satisfait

U[WJ](f) =00 et M[p,q](AO) < U[erl,q](f)-
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Théoréme 2.0.9 [19] Soient p > 2 et Ap(2), A1(2), ..., Ap_1(2) des fonctions analytiques
dans D vérifiant

(2) 0 < max {J[p,q](Aj> 1JF 3} < g (As) < 097
(#7) 0 < max {T[p’q](Aj) O (A)) = 01 (As), J # 5} < Thpg(As) < 00,

(#77) 0 < max {Tf},,q} (A7) : T (Af) = T (As), 0pq(A)) = 0pg(As),J # 8} < Tl (As)
<0OQ.

Alors toute solution non triviale f de (2.0.1) pour laquelle f™ a juste un nombre fini de
zéros pour tout n < s (n=0,...,s — 1) vérifie oppq(f) = 00 et

pq)(As) < Oparq(f) S max{opgu(d;):j=0,...k—1}.
De plus, sip > q, on a
Olpi1q) (f) = Opp.q (As).

Théoréme 2.0.10 [19] Soient p > 2 et Ag(2), A1(2), ..., Ax_1(2) des fonctions analytiques
dans D vérifiant

(Z) 0 < max {:u[p,q](Aj) tJ 7é S} < N[p,q}(AS) < 00,
(i7) 0 < max {I[p,q](Aj) L g (Ag) = b (As), J # s} < Tipg(As) < 00,

(17) 0 < max {IEMI] (Aj) Ty (A)) = T g (As), Bypg (A)) = B (As), T # 8} < 1], g (4As)
< oQ.

De plus, supposons qu’il existe un ensemble de mesure logarithmique infinie tel que la conclu-
sion du Lemme 1.8.5 est satisfaite pour tous les coefficients A;(z) (j # s). Alors toute solution
non triviale f de (2.0.1) pour laquelle f a juste un nombre fini de zéros pour tout n < s
(n=0,...,s = 1) vérifie opq(f) = 00 et

Lipg (As) < i (f)-

2.1 Preuve du Théoréme 2.0.7

Si f # 0, on peut écrire (2.0.1) sous la forme

k) fle-1) '
ff ff Ak_1<2)+"'+7A1(Z),

d’ou
k i k—1
m(r, Ag) <> m (r,f})) +) m(r, A)) +Ink. (2.1.1)

j=1
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D’apres le Lemme 1.8.1, il existe un ensemble £ C [0,1) de mesure logarithmique finie, tel
que pour tout r € [0,1) \E, on a

kol

)+ ; m(r, A;) +Ink. (2.1.2)

1

1
1—7r

m(r, Ag) < O(In" T(r, f) + In(

i

D’aprés les conditions du Théoréme 2.0.7, soit o, 7,7* des nombres positifs finis vérifiant
Olpg)(Ao) = 0, Tppg(Ao) = 7, 7}, (Ao) = 77, il existe deux constantes réelles a et [ satisfai-
sant

0 < max {TE;W] (Aj) : T (A)) = Tipa(Ao), 0ppg (Af) = 0pg(Ao), j 0} <a < B < 7% < .
Donc pour tout » — 17, nous avons
m(r, A;) < exp,_, e (9B (55))" (2.1.3)

En vertu du Lemme 1.8.2, il existe un ensemble E; C [0, 1) de mesure logarithmique infinie
tel que pour tout r € Ey, on a

m(r, Ao) > exp,_, ﬁeﬂlogq_l(ﬁ))p. (2.1.4)
De (2.1.2),(2.1.3) et (2.1.4), pour tout r € E;\E, nous avons

)) + K exp,_, ae” 181 (7)),

exp, 5 B’ ()" < O(In* T(r, f) + In(5
—-T

Puisque 8 > a, alors pour p >2etr — 17, 0n a

(1—o(1))exp, , Ber1oB-1 (7)) < O(In™ T(r, f) + In(

—))

ce qui implique
1

1—7r

exp,_ BeT(logQ*l(ﬁ))p <O(In"T(r, f) +In(

))-

Par conséquent
O (f) =00
et
Olpr1,q(f) = Olpg(Ao) = 0.
D’autre part, d’apres le Lemme 1.8.4, on a
Op1,q (f) Smax{opgm(4;):j=0,.k—1}.

Cela implique que
pq)(Ao) < Opp1q(f) < max {opqar(4;) 15 =0,....k =1}
Sip>q,ona
max {opgar(4;) 1 =0,....k —1} = 0p,q(Ao).
Par conséquent, nous concluons que

Op+1,4(f) = opg(Ao).
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2.2 Preuve du Théoréme 2.0.8

Supposons f Z 0. D’apres les conditions du Théoréeme 2.0.8, soit u, 7, 7* des nombres positifs
finis Yérifiant Hipq (Ao) = 1, Tipg(Ao) = 7, T}, 1(Ao) = T*. Alors il existe une constante réelle
« satisfaisant

0 < max {I){p,q] (Aj) T q(Af) = pq](Ao) Bip.al (Aj) = fpq(Ao), J # 0} <a <1< oo

Pour tout ¢ donné satisfaisant 0 < e < £=, il existe 1y € [0, 1), tel que pour tout r € (rg, 1),

nous avons .
m(r, Ay) > exp,_y(r" — e)erlos1 ()", (2.2.1)

En vertu du Lemme 1.8.5, il existe un ensemble E; C [0, 1) de mesure logarithmique infinie
tel que pour tout r € Ey, on a

m(r, A;) < exp, o(a + £ )18 1G5 (2.2.2)

En substituant (2.2.1) et (2.2.2) dans (2.1.2), pour tout € E;\ F, nous avons

exp, (7" — 6)61(10&1_1(&))“ <O(n"T(r, f) +1In( )) + Kexp, o(a + 5)61(10&1—1(1%9)“

1—r

Puisque 7* — ¢ > a+ ¢, alors pour p > 2 et r — 17, on a

(1—o(1)) exp,_o(r" — £)er 51" < O(In* T(r, f) + In(~——))

1—r

ce qui implique

exp, (1" — €)™ e D" < O T(r, f) + In(

))-

1—r

Par conséquent
U[pvq](f ) =00

et
'u[p,q](AO) < U[erl,q}(f)-

2.3 Preuve du Théoréme 2.0.9

On peut écrire (2.0.1) sous la forme

A= f(k) f(s+1)

f(s—l)
R AT A

W 5_1(2) + -4 iAo(Z),

76

As+1 (Z) +



2.3 Preuve du Théoréme 2.0.9 26

d’ou -
f(n) f(Z)
o)t Z m(r, o) —l—ZmrA)—i—lnk: (2.3.1)

f s<i<k

m(r, As) < Z m(r,

0<n<s

Jsﬁs
D’aprés le Lemme 1.8.6, il existe un ensemble F C [0,1) de mesure logarithmique finie, tel

que pour tout j > (j,i € N)et r € [0,1)\F
) (4 7
e ,,T(s(r),f)})

< ( ! )2+€max{lo L
O~ \\1-—r 51—

Sir — 17, alors log 7= > 1 et T'(s(r), f) = T'(r, f) . Ainsi nous obtenons

—1

j—i

m(r,%) < logt <(i)2+gmax{log1iT,T(S(T),f)}>]
< (—i)(2+e)log" <1—ir> +(j — i) log" log <1—ir> + (- i) log* T(r, f)
(-2 < 0<1og(11 )+1og+:r( ), o1 (2.3.2)

D’autre part, par le premier théoréme fondamental de Nevanlinna, pour n < s, on obtient

(n) (s) (s) (s)
T(r,%):T( ;( )—1—0() <r,%)+N(r,%>+O(l).

Puisque f™ a juste un nombre fini de zéros pour tout n < s(n = 0, ..., s—1), par les propriétés
des fonctions analytiques et la définition de la fonction de comptage, on obtient

(s)
N (7“, %) = 0(1),

(n) (n) (s)
m (r, %) <T (7“, %) =m < ;(n)) + O(1). (2.3.3)

D’aprés les conditions du Théoréme 2.0.9, soit o, 7,7* des nombres positifs finis vérifiant
Olpg(As) = 0, Tppg(As) = 7,77, (As) = 77, il existe une constante réelle o satisfaisant

d’ou

0 < max {Tf;vq] (Aj) : T (A) = Tipg(As), O (4)) = opg(As), j # s} < a < 7% < 0.

Pour tout € donné satisfaisant 0 < ¢ < T2 et pour tout »r — 17, nous avons

P

m(r, Aj) < exp, o (a+¢) e7(108s-1(755))", (2.3.4)
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D’apres le Lemme 1.8.2; il existe un ensemble F; € [0, 1) de mesure logarithmique infinie tel
que pour tout r € Ey, on a

m(r, As) > exp, o (7" —¢) e (1081 (55))7 (2.3.5)

De (2.3.1) — (2.3.5), pour tout r € E1\E et r — 17, nous avons

1
exp,_» (1" —¢) 70081 (5))” <O(n"T(r, f)+ ln(1 )) + Kexp, 5 (v +¢) 70081 (75))°

Puisque 7* —e > a+¢,pour p >2etr— 17, 0n a

)

(1 —o(1))exp, 5 (7" —¢) e O(In™* T(r, f) + ln(1
—r

ce qui implique

p 1
exp, 5 (7" —¢) e(log,_1(135)) <O(n" T(r, f) + ln(l - r))

Par conséquent
Olpq (f) = o0

et
Opi1,g(f) = opg(As) =0

D’autre part, d’apres le Lemme 1.8.4, on a
Optiq (f) Smax{opqm(4;):j=0,..k—1}.
Cela implique

Olpgl(As) < i1 (f) <max{opgu(4;):j=0,..k—1}.

Si p > q, alors
max {a[p,q]yM(Aj) 17 =0,..,k— 1} = Ofpq(As)

Par conséquent, nous concluons que

0[p+1,q](f) = Olp,q] (As).

2.4 Preuve du Théoréme 2.0.10

D’aprés les conditions du Théoréme 2.0.10, soit o, 7, 7" des nombres positifs finis vérifiant
Hipg (As) = 1, T g (As) = 7, 73, 1 (As) = 77, il existe une constante o

0 < max {ﬁnq] (4;) :z[pﬂq](Aj) - I[p,q](As); “[p,q]<Aj) - “[p,q]<AS)5j # 5} <a<1<oo.
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"o

Alors pour tout € donné satisfaisant 0 < ¢ < , il existe ro € [0, 1), tel que pour tout

r € (rg, 1), nous avons
m(r, A,) > exp, ,(r* —e)e™ 1=, (2.4.1)

D’aprés le Lemme 1.8.5, il existe un ensemble E; C [0, 1) de mesure logarithmique infinie tel
que pour tout r € Ey, on a

m(r, A;) < exp,_y(a + )81 ()", (2.4.2)

En utilisant (2.3.1) — (2.3.3), (2.4.1) et (2.4.2), pour tout » € E}\E et r — 17, nous
avons

exp, o(7" — 5)610%44(%))“ < O(In* T(r, f) + In( )) + Kexp, o(a+ 5)ez(logq4(ﬁ))“.

1—7r

Puisque 7* —e > a4+ ¢, pour p >2etr— 17, 0n a

(1 —o(1))exp, o(T" — 8)61(10‘%;‘1_1(&))“ <O(In*"T(r, f) +1In(

));

1—1r

ce qui implique

expp_2(z* — g)ez(bgq—l(ﬁ))# <O(In"T(r, f) +1In(

))-

1—r

Par conséquent
Olpg (f) = 00

et
ipg (As) < oppraq(f)-

2.5 Exemples
Exemple 2.5.1 Considérons l’équation

f"+A)f + B(2)f =0,

A(z) = exp ($> o {exp G = 2)}

By = [ Lo (1]

ol

et
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M(r, A) = exp (ﬁ) exp [eXp (% 1 irﬂ

M(r,B):exp[ ! exp< ! )}

1—r 1—r
On prendp=3etqg=2, donc

. 1
op(A) =1, Tpg(4) =1, T34(4) = 3
et

o32(B) =1, T32(B) =1, Th9(B) = 1.

Alors d’aprés le Théoréme 2.0.7 toute solution f # 0 de [’équation
"+ AR+ B(2)f =0,

satisfait
U[3,2](f) =00 et U[4,2](f) = 0[3,2}(3) =L

Exemple 2.5.2 Considérons [’équation suivante

F& + Ay(2) f" + As(2) [ + Ao(2) f =0,

o )
Ap(z) = exp gexp <1Ez) ] ,
4 2\’
Ai(z) = exp (1_1_—2) exp (1 — z) ] ,
et )
1+ 2
Ay(z) = exp |exp (1 — z>
On a ,
3 2
M(T7AO) = exp lﬁexp (1 —T) ] )
4 2\’
M(r, A1) = exp [(m) exp (E) ] )
et

2
M(r, Ay) = exp [exp <1 +T>

1—17r
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On prend p =2 et ¢ =1, donc

3
MQ(AO) = 2, IQ(AO) =4, Iz(Ao) = 57
pa(Ar) = 2, To(A1) =4, 175(A41) =2
et

fo(A2) =2, T5(As) =4, T5(Az) = 1.
Alors d’aprés le Théoréme 2.0.8 toute solution f # 0 de l’équation
FO 4 As(2) + A (2) f + Ao(2) f = 0,
vérifie

oo(f) =00 et os(f) > py(Ar) =2.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié la croissance des solutions de certaines équations différentielles
linéaires a coefficients fonctions analytiques d’ordre [p, ] dans disque unité en utilisant un
nouveau concept du [p,q] type introduit récemment par Zemirni et Belaidi [20]. Il serait
maintenant intéressant d’utiliser ce concept pour étudier les propriétés des solutions des

équations différentielles linéaires a coefficients fonctions méromorphes.
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