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Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation de la différentiation et de l’intégration
ordinaires à un ordre arbitraire, réel ou cemplexe. Ce terme peut-être considéré comme
mal approprié, car une meilleure description pourrait être "La différentiation et de l’in-
tégration à un ordre arbitraire", mais alors pourquoi lui avoir attribué le nom de "Calcul
fractionnaire" ?

A la fin du 17ème siècle, époque à laquelle Newton et Leibniz ont développé les fonde-
ments du calcul différentiel et intégral. Leibniz à notamment introduit le symbole :

d n

d t n
f (t )

pour désigner la ni éme dérivée d’une fonction f . Quand il a rapporté cela dans une lettre
à l’Hôpital (apparemment avec l’hypothèse implicite que n ∈N), l’Hôpital a répondu :

¿Que signifie d n

d t n f (t ) si n = 1
2 À .

Le fait que de l’Hôpital ait spécifiquement demandé pour n = 1
2 , c’est-à-dire une frac-

tion, a en réalité donné le nom à cette partie des mathématiques. Après la question initiale
qui a conduit au nom "Calcul fractionnaire", la quation est devenue : n peut être n’importe
quel nombre : fractionnel, irrationnel ou complexe ? parceque la réponse était affirmative
que le calcul fractionnaire est devenu un terme peu approprié, mais est tout de même
rester en usage.

Les équations différentilles fractionnaires peuvent décrire de nombreux phénomènes
dans divers domaines des sciences appliquées et de l’ingénierie tels que l’acoustique,
électrochimie, viscoélasticité, rhéologie, fractales, dynamique chaotique, physique des
polymères, électromagnétique, médecine, économie, astrophysique, génie chimique, phy-
sique, statistique, thermodynamique, bio-ingénierie, etc.

Plusieurs mathématiciens sont intéressés par le calcul quantique qui a essentielement
débuté en 1748. Au 19i ème siècle (1846), Heine introduit la notion de q-analogue ou q-
extension (sous entenu que la formule originale se trouve être limite quand q tend vers
1 de sa q-déforme). En 1867 son élève Thomae a utilisé les travaux de Fermat en proba-
bilité pour introduitre la notion de q-intégrale entre 0 et 1, Cette notion est prolongée au
début du vingtième siècle par F. H . Jackson [1870-1960] : il a introduit la q-théorie de q-
analogue, il s’intéressé aux q-analogues de certaines fonctions spéciales, de même il s’est
construit les notions de q-dérivée, q-intégrale.

Pendant le 20i ème siècle l’application de cette théorie a trouvé des assises dans plu-
sieurs domaines scientifiques : physique, mécanique quantique et combinatoire.

Pusieurs mathématiciens et physiciens ont construit à l’essor de cette théorie par des
travaux considérables.

La théorie de stabilité pour les équations fonctionnelles a commencé avec un pro-
blème lié à la stabilité des homomorphismes de groupe qui a été soulevé par S. M. Ulam
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Introduction

en 1940 dans une conférence donnée à l’Université du Wisconsin. Le problème posé par
Ulam était le suivant :

Soit G1 un groupe et soit G2 un groupe métrique muni de la distance d (., .). Pour ε> 0
donné, existe-t-il un δ> 0 tel que si une fonction h : G1 → G2 satisfait l’inégalité :

d (h (t s) ,h (t )h (s)) < δ

pour tout t , s ∈ G1, alors il existe un homomorphisme H : G1 → G2 tel que :

d (h (t ) ,H(t )) < ε, ∀t ∈ G1?

En 1941, Hyers a répondu affirmativement à la question d’Ulam pour le cas où G1 et G2

sont des espaces de Banach, d’ailleurs ce fut la raison pour laquelle on appelle ce type
de stabilité, stabilité d’Ulam-Hyers. Puis en 1978, le résultat de Hyers a été généralisé par
Rassias.

Le concept de stabilité pour une équation fonctionnelle apparaît lorsque nous rem-
plaçons l’équation fonctionnelle par une inégalité qui agit comme une perturbation de
l’équation. Ainsi, la question de stabilité des équations fonctionnelle est de savoir com-
ment les solutions de l’inégalité diffèrent de celles de l’équation fonctionnelle donnée ?
Une attention considérable a été accordée à l’étude de stabilité d’Ulam-Hyers et d’Ulam-
Hyers-Rassias de toutes sortes d’équations fonctionnelles.

Ce mémoire se compose essentiellement de trois chapitres, et d’une conclusion.
Le premier chapitre comporte quelques notions de base. Nous commençons par un

rappel sur les fonctions essentielles du calcul fractionnaire. Aussi, nous introduisons l’in-
tégrale arbitraire de Riemann-Liouville d’ordre non entier, suivi par des propriétés et quelques
exemples. Puis, nous définissons la dérivée au sens de Riemann-Liouville pour un ordre
réel positif en donnant quelques propriétés et exemples. Ce chapitre se termine par la
définition de la dérivée au sens de Caputo pour un ordre réel positif ainsi que leurs pro-
priétés et quelques exemples.

Dans le deuxième chapitre, nous avons énoncé tous les outils de base du q-calcul
fractionnaire en rappelant les fonctions q-spéciales. Par la suite, nous définissons la q-
intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre non entier ainsi que ses propriétés
et des exemples. A la fin de ce chapitre nous donnons la définition des q-dérivées frac-
tionnaires et quelques propriétés de la q-dérivée de Riemann-Liouville et celle Caputo et
des exemples.

Dans le troisième chapitre, nous présentons le problème au limite différentiel d’ordre
fractionnaire avec condition q-intégrale fractionnaire non locale. En suite, on donne deux
type de stabilité d’Ulam-Hyers, suivi par l’étude de l’existence et l’unicité de solution de
ce problème. Dans le dernier section, nous avons étudé la stabilité au sens d’Ulam-Hyers
de problème précédent et la stabilité au sens d’Ulam-Hyers-Rassias.

Nous terminons notre mémoire par une conclusion qui résume les principaux résul-
tats obtenus dans ce travail et une biblographie est donnée à la fin de ce document.
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Chapitre 1

Notions de base du calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, on rappelle les fonctions spéciales Gamma et Béta d’Euler.
Ensuite, on définit l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville en donnant

quelques propriétés et exemples. A la fin de ce chapitre, on présente la dérivée fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville et celle de Caputo.

1 Fonctions spéciales de calcul fractionnaire

1.1 La Fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma est en mathématiques une fonction cemplexe, considérée égale-
ment comme une fonction spéciale, elle prolonge la fonction factorielle à l’ensemble des
nombres complexes.

Définition 1.1 [10] La fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

Γ (z) =
∫ +∞

0
e−t t z−1d t ; Re (z) > 0 (1.1)

Cette intégrale convergente absolument sur le demi plan complexe ou la partie réelle est
strictement positive.

Proposition 1.1 [10], [4]

1.
Γ (z +1) = zΓ (z) ; Re (z) > 0 (1.2)

2.
Γ (1) = 1, Γ (2) = 1, Γ (3) = 2, ....., Γ (n +1) = n!; ∀n ∈N (1.3)

Preuve. On va demontrer la deusième proposition :
Par définition, on a :

Γ (1) =
∫ +∞

0
e−t t 0d t

=
∫ +∞

0
e−t d t

= lim
a→+∞−e−t |a0

= 1.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

En utilisant (3.2), on a :

Γ (2) = 1Γ (1) = 1,

Γ (3) = 2Γ (2) = 2.

Par récurrence, on a :

Γ(n +1) = nΓ (n) = n (n −1)Γ (n −1) = ... = n (n −1)(n −2)× ...×2×1Γ (1) .

D’où
Γ (n +1) = n!; ∀n ∈N.

Exemple 1.1 1. On calcule Γ
(1

2

)
,

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0
e−t t−

1
2 d t ,

On fait le changement de variable u =
p

t ⇒ du = d t
2
p

t
⇒ d t = 2

p
tdu, si t = 0, alors

u = 0 et si t = +∞ alors u = +∞, ainsi :

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−u2

u
2udu = 2

∫ +∞

0
e−u2

du.

Sachant que l’intégrale de Gauss est donnée par
∫ +∞

0 e−u2
du =

p
π

2 , alors on a :

Γ

(
1

2

)
= 2

p
π

2
=
p
π.

2. Et pour Γ
(−3

2

)
, En utilisant (3.2), on a :

Γ (z) =
Γ (z +1)

z
.

Alors,

Γ

(
−3

2

)
=

Γ
(−3

2 +1
)

−3
2

= −2

3
Γ

(
−1

2

)

= −2

3

Γ
(−1

2 +1
)

−1
2

= −2

3
× (−2)Γ

(
1

2

)
=

4

3

p
π.

1.2 La Fonction Béta d’Euler

Définition 1.2 [7]La fonction Béta d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

B(x, y) =
∫ 1

0
t x−1(1− t )y−1d t ; Re(x) > 0, Re(y) > 0 (1.4)
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 1.2 [7]

1. La fonction Béta est symétrique :

B(x, y) = B(y, x); Re(x) > 0, Re(y) > 0 (1.5)

2. ∀Re(x) > 0, Re(y) > 0, on a :

xB(x, y +1) = yB(x +1, y) (1.6)

3. La relation entre la fonction Gamma d’Euler et Béta d’Euler est :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
; Re(x) > 0, Re(y) > 0 (1.7)

1. On fait le changement de variable u = 1− t =⇒ d t = −du, si t = 0 alors u = 1 et si t = 1
alors u = 0, donc on obtient :

B(x, y) =
∫ 1

0
t x−1(1− t )y−1d t

=
∫ 0

1
(1−u)x−1uy−1(−1)du

= −(1)
∫ 0

1
uy−1(1−u)x−1du

=
∫ 1

0
uy−1(1−u)x−1du

= B(y, x).

2. Par définition, on a :

B(x, y +1) =
∫ 1

0
t x−1(1− t )y d t .

En multipliant par x, on a :

xB(x, y +1) = x
∫ 1

0
t x−1(1− t )y d t .

Puis, une intégration par partie donne

xB(x, y +1) = x
∫ 1

0
t x−1(1− t )y d t

=
[
t x(1− t )y]1

0 −
∫ 1

0
−y t x(1− t )y−1d t

= y
∫ 1

0
t x(1− t )y−1d t

= yB(x +1, y).

3. On montre que
Γ(x)Γ(y) = B(x, y)Γ(x + y).

Par définition, on a :

Γ(x)Γ(y) =
∫ +∞

0
e−t t x−1d t

∫ +∞

0
e−z z y−1d z

=
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(t+z)t x−1z y−1d td z.

On pose t + z = u alors 0 ≤ t ≤ u; 0 ≤ u ≤+∞ et d td z = d tdu.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Ainsi, on a :

Γ(x)Γ(y) =
∫ +∞

0
e−u

∫ u

0
t x−1(u − t )y−1d tdu.

Puis, on fait le changement de variable v = t
u , alors ud v = d t ; si t = 0 alors v = 0 et si t = u

alors v = 1,
on a :

Γ(x)Γ(y) =
∫ +∞

0
e−u

∫ 1

0
(uv)x−1 (u −uv)y−1 ud vdu

=
∫ +∞

0
e−uu.ux−1uy−1

∫ 1

0
v x−1 (1− v)y−1 d vdu

=
∫ +∞

0
e−uux+y−1du

∫ 1

0
v x−1 (1− v)y−1 d v

= B
(
x, y

)
Γ

(
x + y

)
.

Exemple 1.2 1. Pour calculer B
(1

2 , 1
2

)
, on utilise la formule (3.7) et on a :

B

(
1

2
,

1

2

)
=
Γ

(1
2

)
Γ

(1
2

)
Γ (1)

=

p
π
p
π

1
=π.

2. De même pour B
(3

2 , 5
2

)
, on utilise les formules (3.2), (3.3) et (3.7) et on a :

B

(
3

2
,

5

2

)
=

Γ
(3

2

)
Γ

(5
2

)
Γ (4)

=

(1
2 ×Γ

(1
2

))(3
2Γ

(3
2

))
3×2×Γ (1)

=

(1
2 ×Γ

(1
2

))(3
2 × 1

2 ×Γ
(1

2

))
3!

=

(1
2 ×

p
π
)(3

4 ×
p
π
)

6
=

1

16
π.

2 L’intégration fractionnaire

2.1 La formule de cauchy des intégales n-ème

Soit f : [a,b] →R une fonction continue, on note :(
J1

a f
)

(x) =
∫ x

a
f (t )d t = F (x).

Si on fait une intégration de F encore une fois, on obtient :(
J1

aF
)

(x) =
∫ x

a
F(u)du =

∫ x

a
J1

a f (u)du = J1
a(J1

a f (u)) =
(
J2

a f
)

(x)(
J2

a f
)

(x) =
∫ x

a
J1

a f (u)d =
∫ x

a
d t

∫ u

a
f (u)du.

Et comme f ∈ C [a,b] et intégrable on appliquant la théorème de fubini en permutant
l’ordre d’intégration, on obtient :(

J2
a f

)
(x) =

1

(2−1)!

∫ x

a
(x − t ) f (t )du.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Pour le n ème itéré, on a :(
Jn

a f
)

(x) =
(
J1

aJn−1
a f

)
(x) =

1

(n −1)!

∫ x

a
Jn−1

a f (t )d t (1.8)

=
1

(n −1)!

∫ x

a
(x − t )n−1 f (t )d t

=
1

Γ(n)

∫ x

a
(x − t )n−1 f (t )d t , ∀n ∈N.

2.2 L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouvielle

A partir la formule de cauchy (3.8), on définit l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouvielle d’ordre non-entier positif α comme suit :

Définition 1.3 [7], [14] Soit f : [a,b] →R une fonction continue. On définit l’intégrale frac-
tionnaire de f d’ordre α≥ 0 au sens de Riemann-Liouvielle et on note Jαa f , par :{ (

Jαa f
)

(x) = 1
Γ(α)

∫ x
a (x − t )α−1 f (t )d t ; α> 0, x ∈ [a,b] ,(

J0
a f

)
(x) = f (x).

(1.9)

Proposition 1.3 [7], [14] ∀ f , g ∈ C [a,b] ; ∀δ,λ ∈R; on a :

1. La linéairtié :
Jαa

(
δ f +λg

)
(x) = λ

(
Jαa f

)
(x)+δ(

Jαa g
)

(x) ; ∀α> 0 (1.10)

2. Semi -groupe : (
JαaJβa f

)
(x) =

(
Jα+βa f

)
(x) ; ∀α,β> 0 (1.11)

3. Commutativité : (
JαaJβa f

)
(x) =

(
JβaJαa f

)
(x) ; ∀α,β> 0 (1.12)

Preuve.

1. La linéairtié est évidente.

2. Par définition, on a :(
JαaJβa f

)
(x) =

1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t )α−1

(
Jβa f

)
(t )d t

=
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ x

a

∫ t

a
(x − t )α−1 (t −u)β−1 f (u)dud t .

Comme a ≤ t ≤ x et a ≤ u ≤ t , alors : u ≤ t ≤ x ⇒ a ≤ u ≤ x,(
JαaJβa f

)
(x) =

1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ x

a

∫ x

u
(x − t )α−1 (t −u)β−1 f (u)d tdu

On pose le changement variable z = t−u
x−u ⇒ d t = (x −u)d z, si t = u alors z = 0, si t = x

alors z = 1 et (t −u)β−1 = zβ−1 (x −u)β−1 ,

On a aussi :

t −u = zx − zu ⇒ x =
t −u + zu

z

⇒ x − t =
z (x −u) (1− z)

z
⇒ (x − t )α−1 = (1− z)α−1 (x −u)α−1 .

10



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Alors,

(
JαaJβa f

)
(x) =

1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ x

a

∫ 1

0
(1− z)α−1(t −u)α−1zβ−1(t −u)β−1 f (u)(x −u)d zdu

=
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ x

a
(t −u)α+β−1

∫ 1

0
(1− z)α−1 zβ−1d z f (u)du

=
B

(
α,β

)
Γ (α)Γ

(
β
) ∫ x

a
(t −u)α+β−1 f (u)du

=
Γ (α)Γ

(
β
)

Γ (α)Γ
(
β
)
Γ

(
α+β)

∫ x

a
(t −u)α+β−1 f (u)du

=
1

Γ
(
α+β)

∫ x

a
(t −u)α+β−1 f (u)du

=
(
Jα+βa f

)
(x) .

3. En utilisant (3.11), on a :(
JαaJβa f

)
(x) =

(
Jα+βa f

)
(x) =

(
Jβ+αa f

)
(x) =

(
JβaJαa f

)
(x) .

Exemple 1.3 Calculer les intégrales fractionnaires des fonctions suivantes :

1. f (x) = x, x > 0, α = 1
2 .

Par définition, on a :(
J

1
2 f

)
(x) =

1

Γ
(1

2

) ∫ x

0
(x − t )−

1
2 f (t )d t

=
1

Γ
(1

2

) ∫ x

0
(x − t )−

1
2 td t

=
1

Γ
(1

2

) [[
− t (x − t )

1
2

1
2

]x

0

+
∫ x

0

(x − t )−
1
2

1
2

d t

]

=
1

1
2Γ

(1
2

) [
− (x − t )

3
2

3
2

]x

0

=
1

3
2Γ

(3
2

)x
3
2

=
1

Γ
(5

2

)x
3
2 .

2. f (x) = (x −a)β , x ≥ a; α,β> 0.

Par définition, on a :

(
Jαa f

)
(x) =

1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t )α−1 f (t )d t

=
1

Γ (α)

∫ x

a
(x − t )α−1 (t −a)βd t .

11
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On pose le changement de variable z = t−a
x−a ⇒ d z = d t

x−a , si t = a alors z = 0 et pour

t = x on a z = 1 et (t −a)β = zβ (x −a)β . On a aussi :

t −a = z (x −a) ⇒ t −a = zx − za

⇒ x =
za + t −a

z
⇒ x − t = ((x −a) (1− z)).

Donc, on a :

(
Jαa f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ 1

0
(x −a)α−1(1− z)α−1zβ(x −a)β(x −a)d z

=
(x −a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0
(1− z)α−1zβ+1−1d z

=
(x −a)α+β

Γ(α)
B(α,β+1).

En utilisant la relation (3.7), on a :

(
Jαa f

)
(x) =

Γ(α)Γ(β+1)

Γ(α)Γ(α+β+1)
(x −a)α+β =

Γ(β+1)

Γ(α+β+1)
(x −a)α+β.

Pour α = 1
3 et β = 3

2 , on aura :

J
1
3
a (x −a)

13
2 =

Γ( 5
2 )

Γ( 17
6 )

(x −a)
11
6 .

3 Dérivation non-entière

Il y a des approches différentes de la dérivée fractionnaire. On cite la dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville et celle de caputo.

3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4 [14, 8, 15, 11] Soient f : [a,b] → R une fonction continue et α> 0. On défi-
nit la dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville d’ordre α de la fonction f et on note
RLDα

a f par la formule :

RLDα
a f (x) =

d n

d xn

(
Jn−α

a f (x)
)

(1.13)

=

{
1

Γ(n−α)
d n

d xn

∫ x
a (x − t )n−α−1 f (t )d t , n −1 < α< n, n ∈N∗,

d n f
d xn (x), α = n.

Proposition 1.4 [14, 8, 15, 11] Soient f , g ∈ C [a,b] ; λ,µ ∈R et ∀α> 0, on a :

1.
RLDα

a(λ f +µg )(x) = λ
(RLDα

a f
)

(x)+µ(RLDα
a g

)
(x) (1.14)

2. (RLDα
aJαa f

)
(x) = f (x) (1.15)

12



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

3.
Jαa

(RLDα
a f (x)

) 6= f (x) (1.16)

Preuve.

1. La linéairtié est évidente.

2. Par définition, on a : (RLDα
aJαa f

)
(x) =

(
Dn

a Jn−α
a Jαa f

)
(x)

=
(
Dn

a Jn
a f

)
(x)

= f (x).

3. Contre exemple : On prend f (x) = xα−1, x > 0, α> 0,

(RLDα
a f

)
(x) =

d n

d xn
Jn−α

a

(
xα−1) =

d n

d xn

(
Γ(α)

Γ(n)
(x)n−1

)
.

En utilisant l’expression de la dérivation classique, on obtient :

(RLDα
a f

)
(x) =

Γ (α)

Γ (n)

(
d n

d xn (x)n−1
)

= 0.

D’où (
Jαa f

)
(x) = Jαa0 = 0 6= f (x) .

Exemple 1.4 Soit f (x) = (x −a)β, x ≥ a; α,β> 0.

Par définition, on a :

(RLDα
a f

)
(x) =

(
Dn

a Jn−α
a f

)
(x) =

d n

d xn

(
1

Γ(n −α)

∫ x

a
(x − t )n−α−1(t −a)βd t

)
.

Comme, (
Jn−α

a f
)

(x) =
Γ(β+1)

Γ(β+1+n −α)
(x −a)β+n−α,

En utilisant l’expression de la dérivée classique :

d n

d xn
(x −a)β+n−α =

(
β+n −α)(

β+n −α−1
)

...
(
β−α+1

)
(x −a)β+n−α−n

=
Γ(β+n −α+1)

Γ(β+1−α)
(x −a)β−α,

D’ou (RLDα
a f

)
(x) =

d n

d xn

(
Γ(β+1)

Γ(β+1+n −α)
(x −a)β+n−α

)
=

Γ(β+1)

Γ(β+1+n −α)

(
d n

d xn
(x −a)β+n−α

)
=

Γ(β+1)

Γ(β+1+n −α)

(
Γ(β+n −α+1)

Γ(β+1−α)
(x −a)β−α

)
=

Γ(β+1)

Γ(β+1−α)
(x −a)β−α.

13



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

On pose α> 0 et β = 0. Alors,

RLDα
a(x −a)0 =

Γ (1)

Γ(1−α)
(x −a)−α =

(x −a)−α

Γ(1−α)
6= 0.

c’est-à-dire que la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une fonction constante n’est
pas nulle.

Et pour α = 3
2 et β = 1

2 , on aura :

(RLDα
a f

)
(x) =

Γ
(3

2

)
Γ (2)

(x −a)−1 =
1
2Γ

(1
2

)
1!

(x −a)−1

=

p
π

2(x −a)
.

3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.5 [14, 8, 15] Soient f ∈ Cn [a,b] , n ∈ N∗ et α > 0. On définit la dérivée frac-
tionnaire au sens Caputo d’ordre α de la fonction f notée Dα

a f comme suit :

(
Dα

a f
)

(x) = Jn−α
a

(
d n

d xn
f (x)

)
= Jn−α

a

(
f (n)(x)

)
(1.17)

=

{ 1
Γ(n−α)

∫ x
a (x − t )n−α−1 f (n) (t )d t , n −1 < α≤ n, n ∈N∗,

d n f
d xn (x), α = n.

Proposition 1.5 [14, 8, 15] Soient f , g ∈ Cn [a,b] , n ∈N∗; λ,µ ∈R et ∀α> 0, on a :

1.
Dα

a(λ f +µg )(x) = λ
(
Dα

a f
)

(x)+µ(
Dα

a g
)

(x) (1.18)

2.

(
Jn

a Dn
a f

)
(x) = f (x)+

n−1∑
i =0

ci (x −a)i , n ∈N∗, ci =
f (i )(a)

i !
, i = 0,1.....,n −1 (1.19)

3. (
Dα

aJαa f
)

(x) = f (x) (1.20)

4.

(
JαaDα

a f
)

(x) = f (x)+
n−1∑
i =0

ci (x −a)i ; n = [α]+1, ci =
f (i )(a)

i !
, i = 0,1.....,n −1 (1.21)

1. Par définition, on a :

Dα
a(λ f +µg )(x) =

1

Γ(n −α)

∫ x

a
(x − t )n−α−1(λ f +µg )(n)(t )d t

=
1

Γ(n −α)

∫ x

a
(x − t )n−α−1 (

λ f (n) (t )+µg (n) (t )
)

d t

=
λ

Γ(n −α)

∫ x

a
(x − t )n−α−1 f (n) (t )d t + µ

Γ(n −α)

∫ x

a
(x − t )n−α−1g (n) (t )d t

= λ
(
Dα

a f
)

(x)+µ(
Dα

a g
)

(x)

14
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2. D’aprés le développement deTaylor de f , si f ∈ Cn [a,b] et n ∈N∗, on a :

f (x) =
n−1∑
i =0

f (i )(a)

i !
(x −a)i + (

Jn
a f (n)) (x)

(
Jn

a Dn
a f

)
(x) = f (x)−

n−1∑
i =0

f (i )(a)

i !
(x −a)i .

3. Par définition, on a : (
Dα

aJαa f
)

(x) =
(
Jn−α

a Dn
a Jαa f

)
(x)

=
(
Jn−α

a Dn
a Jn+α−n

a f
)

(x)

=
(
Jn−α

a Dn
a Jn

a Jα−n
a f

)
(x)

=
(
Jn−α

a Jα−n
a f

)
(x)

=
(
J0

a f
)

(x)

= f (x).

4. Par définition, on a : (
JαaDα

a f
)

(x) =
(
JαJn−α

a Dn f
)

(x)

=
(
Jα+n−α

a Dn f
)

(x)

=
(
Jn

a Dn f
)

(x)

= f (x)−
n−1∑
i =0

ci (x −a)i .

Théorème 1.1 [14, 8, 15] Soient f ∈ Cn [a,b] , n ∈N∗ et ∀α> 0. Alors l’équation
(
Dα

a f
)

(x) =
0 admet comme solution :

f (x) =
n−1∑
i =0

ci (x −a)i , n = [α]+1, ci ∈R (1.22)

Preuve. Par définition, on a :(
Dα

a f
)

(x) = 0 ⇔ (
Jn−α

a Dn f
)

(x) = 0.

Par application de Dn−α
a , on obtient :(

Dn−α
a Jn−α

a Dn f
)

(x) = Dn−α
a 0.

D’aprés la propriété (3.16), on a :

(
Dn f

)
(x) = 0 ⇔ f (x) =

n−1∑
i =0

ci (x −a)i .

La relation la dérivée de Caputo et la dérivée de Riemann-Liouville :

Théorème 1.2 [15] Soient f ∈ Cn [a,b] , n ∈N∗ et ∀α> 0. Alors, on a :

(
Dα

a f
)

(x) =RL Dα
a

[
f (x)+

n−1∑
i =0

f (i ) (a)

i !
(x −a)i

]
(1.23)

15



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Preuve. On sait que :

f (x) =
n−1∑
i =0

f (i )(a)

i !
(x −a)i + (

Jn
a f (n)) (x)

avec
(
Jn

a f (n)
)

est le reste du développement de Taylor de la fonction f ;
On applique l’intégrale Jn−α

a à cette identité, on obtient :

(
Jn−α

a f
)

(x) =
n−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (n −α+ i +1)
(x −a)n−α+i + (

J2n−α
a Dn

a f
)

(x).

Ensuite on applique Dn
a à la formule obtenue, on trouve :

(
Dn

a Jn−α
a f

)
(x) =

n−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (n −α+ i +1)
Dn

a (x −a)n−α+i +Dn
a J2n−α

a Dn
a f (x)

=
n−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (n −α+ i +1)

(
Γ (n −α+ i +1)(x −a)n−α+i−n

Γ (n −α+ i +1−n)

)
+ (

Dn
a Jn

a Jn−α
a Dn

a f
)

(x)

=
n−1∑
i =0

f (i )(a)

Γ (i −α+1)
(x −a)i−α+ (

Jn−α
a Dn

a f
)

(x).

Alors, par définition de la dérivée de Riemann-Liouville et la dérivée de Caputo, on a :

RLDα
a f (x) =

(
Dα

a f
)

(x)+
n−1∑
i =0

f (i ) (a)

Γ (i −α+1)
(x −a)i−α .

Si f (i )(a) = 0 pour i = 0,1,2, .....,n −1,
on aura : (RLDα

a f
)

(x) =
(
Dα

a f
)

(x).

Remarque 1.1 Les propriétés de semi-groupe et la commutativité, pour la dérivée de Ca-
puto, sont vérifiées si et seulement si 0 < α≤ 1, 0 < β≤ 1 et 0 < α+β≤ 1, i.e.,(

Dα
aDβ

a f
)

(x) =
(
Dα+β

a f
)

(x) =
(
Dβ

aDα
a f

)
(x) (1.24)

Preuve. Par définition, on a :(
Dα

aDβ
a f

)
(x) =

(
J1−α

a D1
aJ1−β

a D1
a f

)
(x)

=
(
J1−α−β+β

a D1
aJ1−β

a D1
a f

)
(x)

=
(
J1−(α+β)

a JβD1
aJ1−β

a D1
a f

)
(x)

=
(
J1−(α+β)

a [J1−(1−β)D1
a]J1−β

a D1
a f

)
(x)

=
(
J1−(α+β)

a D1−β
a J1−β

a D1
a f

)
(x) .

D’aprés la propriété (3.20), on a :(
DαDβ f

)
(x) =

(
J1−(α+β)

a D1 f
)

(x)

=
(
Dα+β f

)
(x)

=
(
Dβ+α f

)
(x)

=
(
DβDα f

)
(x).
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Exemple 1.5 1. La dérivée de Caputo de la fonction constante est nule, f (x) = c.

Par définition, on a :

Dα
a(c) = cDα

a(1)

= c[Jn−α
a Dn](1)

= cJn−α
a 0

= 0.

2. La dérivée de Caputo de la fonction f (x) = (x − a)β, x ≥ a; α,β > 0 est Γ(β+1)

Γ(β+1−α)
(x −

a)α−β.
Par définition, on a :

(
Dα

a f
)

(x) = Jn−α
a

(
f (n)(x)

)
=

1

Γ(n −α)

∫ x

a
(x − t )n−α−1 f (n)(t )d t .

Soit 0 ≤ n −1 < α< n avec β> n −1, alors on a :

f (n)(t ) =
Γ(β+1)

Γ(β−n +1)
(t −a)β−n ,

D’où (
Dα

a f
)

(x) =
Γ(β+1)

Γ(n −α)Γ(β−n +1)

∫ x

a
(x − t )n−α−1(t −a)β−nd t .

On pose le changement de variable z = t−a
x−a ⇒ d z = d t

x−a , si t = a alors z = 0, si t = x alors z = 1

et (t −a)β−n = zβ−n(x −a)β−n . On a aussi : t −a = z(x −a) ⇒ x − t = (x −a)(1− z).
Donc,
En utilisant la relation (3.7) , on a :

(
Dα

a f
)

(x) =
Γ

(
β+1

)
Γ (n −α)Γ

(
β−n +1

)
Γ (n −α)Γ

(
β−n +1

)
Γ

(
β+1−α) (x −a)β−α =

Γ
(
β+1

)
Γ

(
β+1−α) (x −a)β−α .

Pour α = 5
2 et β = 2, on aura :

(
Dα

a f
)

(x) =
Γ (3)

Γ
(1

2

) (x −a)−
1
2 =

2p
π (x −a)

.
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Chapitre 2

Q-Calcul

Dans cette partie, on présente quelques concepts et des outils de base sur la théorie de
calcul quantique et puis on introduit les q-fonctions spéciales. Dans la deuxième section
on cite la q-intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ainsi que leurs proprié-
tés et quelques exemples. On termine ce chapitre par une section qui définit la q-dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et celle de Caputo et on donne quelques pro-
priétés et exemples.

1 Généralités

Définition 2.1 [6] Le q-analogue de nombre réelle a c’est l’expression f
(
q
)

avec q ∈ ]0,1[ ;
tel que :

lim
q→1

f
(
q
)

= a.

On écrit :

[a]q :=
1−q a

1−q
= 1+q +q2 + ...+q a−2 +q a−1; a ∈ C (2.1)

On peut définir la q-factorielle, par [6] :

[n]q ! =
n−1∏
k=0

[k]q =

(
q ; q

)
n(

1−q
)n ; n ∈ N où

(
q ; q

)
n =

n−1∏
k=0

(
1−qk

)
(2.2)

Le q-shift factorielle est défini par [6] :

(
a; q

)
n =

n−1∏
k=0

(
1−aqk

)
; ∀n ∈ N,

(
a; q

)
0 = 1 (2.3)

La q-fonction (a −b)(n) , ∀n ∈ N, ∀a,b ∈ C est définie comme suit [6] :

(a −b)n
q = (a −b)(n) =

n−1∏
k=0

(
a −bqk

)
, (a −b)(0) = 1

Plus généralement, si α ∈ R, on a :

(a −b)(α) = aα
∞∏

n=0

a −bqn

a −bqα+n
. (2.4)

Si b = 0, alors [6] :
(a)(α) = aα (2.5)
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∀a,b et α ∈ R+ et k,n ∈ N, [12](
a −bqk

)(α)
= aα

(
1−qk b

a

)(α)

, (2.6)

(
a −bqk

)(α)

(a −b)(α)
=

(
qα b

a ; q
)

k(
q b

a ; q
)

k

, (2.7)

(
qn −qk

)(α)
= 0, (k ≤ n) . (2.8)

1. La q-dérivée ordinaire

Définition 2.2 [6] La q-dérivée d’une fonction f est définie par :

(
Dq f

)
(x) =

dq f (x)

dq x
=

f
(
qx

)− f (x)(
q −1

)
x

, (x 6= 0);
(
Dq f

)
(0) = lim

x→0
Dq f (0) . (2.9)

Remarque 2.1 [9] Si f est dérivable, alors,

lim
q→1

(
Dq f

)
(x) = lim

q→1

f
(
qx

)− f (x)(
q −1

)
x

=
d f (x)

d x
= f ′ (x) . (2.10)

Proposition 2.1 [6, 12]Soient f et g deux fonctions avec g (x) 6= 0 et g
(
qx

) 6= 0, et soient
α,β ∈ R.

1. Dq est un opérateur linéaire :

Dq
(
α f (x)+βg (x)

)
= α

(
Dq f

)
(x)+β(

Dq g
)

(x) (2.11)

2. On définit la q-dérivée du produit de la fonction f la fonction g par :

Dq [ f (x)g (x)] =
(
Dq f

)
(x)g (qx)+ f (x)

(
Dq g

)
(x) (2.12)

3. Et on définit aussi la q-dérivée de fraction de la fonction f sur la fonction g par :

Dq

[
f (x)

g (x)

]
=

(
Dq f

)
(x) g

(
qx

)− f
(
qx

)(
Dq g

)
(x)

g
(
qx

)
g (x)

. (2.13)

4. Pour tout entier n,
Dq (x −a)n

q = [n]q (x −a)n−1
q . (2.14)

5. ∀n ∈ N,
Dq (a −x)n

q = − [n]q
(
a −qx

)n−1
q . (2.15)

Preuve.

1. Par définition, on a :

Dq
(
α f (x)+βg (x)

)
=

α f
(
qx

)+βg
(
qx

)−α f (x)−βg (x)(
q −1

)
x

=
α

(
f
(
qx

)− f (x)
)+β(

g
(
qx

)− g (x)
)(

q −1
)

x

= α

(
f
(
qx

)− f (x)
)(

q −1
)

x
+β

(
g

(
qx

)− g ((x)
)(

q −1
)

x

= α
(
Dq f

)
(x)+β(

Dq g
)

(x) .
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2. Par définition, on a :

Dq [ f (x)g (x)] =
f (qx)g (qx)− f (x)g (x)

(q −1)x

=
f (qx)g (qx)− f (x)g (qx)+ f (x)g (qx)− f (x)g (x)

(q −1)x

=
( f (qx)− f (x))g (qx)

(q −1)x
+ f (x)(g (qx)− g (x))

(q −1)x

=
(
Dq f

)
(x)g (qx)+ f (x)

(
Dq g

)
(x).

3. Par définition, on a :

Dq

[
f (x)

g (x)

]
=

1(
q −1

)
x

[
f (qx)

g (qx)
− f (x)

g (x)

]
=

1(
q −1

)
x

[
f (qx)

g (qx)
− f (qx)

g (x)
+ f (qx)

g (x)
− f (x)

g (x)

]
=

1(
q −1

)
x

[
f (qx)(g (x)− g (qx))

g (qx)g (x)

]
+ 1(

q −1
)

x

[
( f (qx)− f (x))g (qx)

g (qx)g (x)

]
= − 1

g (qx)g (x)

[
f (qx)(g (qx)− g (x))(

q −1
)

x

]
+ 1

g (qx)g (x)

[
( f (qx)− f (x))g (qx)(

q −1
)

x

]
=

(
Dq f

)
(x)g (qx)− f (qx)

(
Dq g

)
(x)

g (qx)g (x)
.

4. On va démontrer par récurrence. La propriété est vraie pour n = 0, car [0]q = 0, et
on suppose qu’elle est vraie pour un certain rang k, i.e., Dq (x −a)k

q = [k]q (x −a)k−1
q .

On vérifié la propriété pour k + 1, sachant que (x −a)k+1
q = (x −a)k

q

(
x −qk a

)
. En

utilisant la dérivée du produit (3.13) , on trouve :

Dq (x −a)k+1
q = Dq (x −a)k

q

(
x −qk a

)
= (x −a)k

q + [k]q

(
qx −qk a

)
(x −a)k−1

q

= (x −a)k
q + [k]q q

(
x −qk−1a

)
(x −a)k−1

q

=
(
1−q [k]q

)
(x −a)k

q

= [k +1]q (x −a)k
q .

Donc, la propriété est vraie pour k +1, D’ou, la propriété (3.15) est vérifiée.

5. D’aprés la définition (3.4) , ∀n ≥ 1, on a :

(a −x)n
q = (a −x)

(
a −qx

)(
a −q2x

)
...

(
a −qn−1x

)
= (a −x) .q

(
q−1a −x

)
.q2 (

q−2a −x
)

...qn−1 (
q1−n a −x

)
= (−1)n qn(n−1)/2 (

a −q1−n a
)

...
(
x −q−2a

)(
x −q−2a

)
(x −a) .

D’où

(a −x)n
q = (−1)n qn(n−1)/2 (

x −q1−n a
)n

q . (2.16)
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En utilisant la formule (3.17) et la propriété (3.15) , on obtient :

Dq (a −x)n
q = (−1)n qn(n−1)/2Dq

(
x −q1−n a

)n
q

= (−1)n qn(n−1)/2 [n]q
(
x −q1−n a

)n−1
q

= − [n]q qn−1. (−1)n−1 q (n−1)(n−2)/2 (
x −q2−n (

q−1a
))n−1

q

= − [n]q qn−1.
(
q−1a −x

)n−1
q

= − [n]q
(
a −qx

)n−1
q .

Exemple 2.1 On calcul les q-dérivées des fonctions suivantes :

1. f (x) = xn , n ∈ N∗+.

Dq f (x) = Dq xn =

(
qx

)n −xn(
q −1

)
x

=

(
qn −1

)
xn(

q −1
)

x

=

(
qn −1

)(
q −1

) xn−1

= [n]q !xn−1.

2. f (x) =
p

x, x > 0.

Dq f (x) = Dq
p

x =

p
qx −p

x(
q −1

)
x

=

p
q
p

x −p
x(

q −1
)

x

=

(p
q −1

)p
x(

q −1
)

x

=
1(p

q −1
)p

x

2 La q-intégrale ordinaire

Définition 2.3 [5] La q-intégrale d’une fonction f définie sur un intervalle [0,b] est définie
par : (

Jq f
)

(x) =
∫ x

0
f (t )dq t =

(
1−q

)
x

∞∑
i =0

f
(
xq i

)
q i ; x ∈ [0,b] (2.17)

Et la q- intégrale d’une fonction f définie sur un intervalle [a,b] est :

(
Jq,a f

)
(x) =

∫ b

a
f (t )dq t =

∫ b

0
f (t )dq t −

∫ a

0
f (t )dq t (2.18)

Définition 2.4 [5] Soit 0 < q < 1, b > 0, et n ∈ Z+. La q- intégrale restreinte qui dépend
uniquement de q,b et n, est définie comme suit :∫ b

a
f (t )dq t =

∫ b

bqn
f (t )dq t =

(
1−q

)
b

n−1∑
i =0

f
(
bq i

)
q i . (2.19)
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Proposition 2.2 [9]

1. Si F une q-primitive de la fonction f , continue en x = 0, alors la q-primitive est :∫ b

a
f (x)dq x = F(b)−F(a) , 0 ≤ a ≤ b ≤∞. (2.20)

2.

Dq

(∫ x

0
f (t )dq t

)
= f (x) . (2.21)

1. Comme F(x) est continue en point 0, alors on peut appliquer la formule de Jackson,
en ajoutant une constante, c’est daire :

F(x) =
(
1−q

)
x

∞∑
i =0

Dq F
(
xq i

)
q i +F(0)

=
(
1−q

)
x

∞∑
i =0

f
(
xq i

)
q i +F(0) ,

alors, ∫ b

a
f (x)dq x =

∫ b

0
f (x)dq x −

∫ a

0
f (x)dq x

= F(b)−F(a) .

2. D’après la propriété (3.21) , pour b = x et a = 0, on a :∫ x

0
f (u)dq u = F(x)−F(0) ,

En appliqant la q- dérivée ordinaire, on obtient :

Dq

(∫ x

0
f (u)dq u

)
= Dq (F(x)−F(0))

= f (x) .

Théorème 2.1 [9] Soient f et g sont deux fonctions q-dérivalbes sur [a,b] la q-intégration
par parties est définie comme :

1. ∫ b

a
f (x)Dq g (x)dq x = f (b)g (b)− f (a)g (a)−

∫ b

a
Dq f (x) g (qx)dq x (2.22)

2. ∫ b

a
f
(
qx

)
Dq g (x)dq x = f (b)g (b)− f (a)g (a)−

∫ b

a
Dq f (x) g (x)dq x (2.23)

Preuve. En appliquant la propriété (3.21) à notre fonction f (x) g (x) , on trouve :∫ b

a
Dq

(
f (x) g (x)

)
dq x = f (b) g (b)− f (a) g (a) ,

d’autre part, par la règle de produit, on obtient :∫ b

a
f (x)Dq g (x)dq x +

∫ b

a
Dq f (x)g (qx)dq x = f (b) g (b)− f (a) g (a) ,

D’où ∫ b

a
f (x)Dq g (x)dq x = f (b) g (b)− f (a) g (a)−

∫ b

a
Dq f (x)g (qx)dq x.
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Proposition 2.3 [13] Pour tout entier n ∈ N, on a :

1. (
Dn

q Jn
q,a f

)
(x) = f (x) , (2.24)

2. (
Jn

q,aDn
q f

)
(x) = f (x)−

n−1∑
i =0

(
Di

q f
)

(a)

[i ]q !
(x −a)(i ) . (2.25)

Exemple 2.2 Calcul les q-intégrales des fonctions suivantes :

1. f (x) = xn , n ∈ N et x ∈ [0,b] .

F(x) =
∫ x

0
f (t )dq t =

∫ x

0
t ndq t

=
(
1−q

)
x

∞∑
i =0

(
xq

)i n q i

=
(
1−q

)
x

∞∑
i =0

xn q i n q i

=
(
1−q

)
xn+1

∞∑
i =0

q i (n+1)

=

(
1−q

)
xn+1

1−qn+1

=
xn+1

[n +1]q
.

2. f (x) = 1
x2 , x ∈ [0,b] avec x 6= 0.

F(x) =
∫ x

0
f (t )dq t =

∫ x

0

1

t 2
dq t

=
(
1−q

)
x

∞∑
i =0

1(
xq

)2i
q i

=
(
1−q

)
x

∞∑
i =0

1

x2q2i
q i

=
(
1−q

) 1

x

∞∑
i =0

1

q i

=

(
1−q

)(
q −1

) 1

x

= −1

x
.

3 Les deux fonctions q-exponentielles

Définition 2.5 [6] On définit deux q-analogues de les fonctions exponentielles par :

ex
q =

∞∑
i =0

xi

[i ]q !
=

1(
1− (

1−q
)

x
)∞

q

(2.26)

et,

Ex
q =

∞∑
i =0

q
i (i−1)

2
xi

[i ]q !
=

(
1+ (

1−q
)

x
)∞

q (2.27)
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Proposition 2.4 [6]

1.
Dq ex

q = ex
q (2.28)

2.
Dq Ex

q = Eqx
q (2.29)

Preuve.

1. Pour démontrer (2.28), on a besoin d’utiliser la définition (2.26) :

Dq ex
q =

∞∑
i =0

Dq xi

[i ]q !

=
∞∑

i =1

[i ]q xi−1

[i ]q !

=
∞∑

i =1

xi−1

[i −1]q !

=
∞∑

i =0

xi

[i ]q !
= ex

q

2. Pour démontrer (2.29), il suffit aussi d’utiliser la définition (2.28) :

Dq Ex
q =

∞∑
i =0

q
i (i−1)

2
Dq xi

[i ]q !

=
∞∑

i =1
q

i (i−1)
2

[i ]q xi−1

[i ]q !

=
∞∑

i =1
q

(i−1)(i−2)
2 q i−1 xi−1

[i −1]q !

=
∞∑

i =0
q

i (i−1)
2

q i xi

[i ]q !
= Eqx

q

2 Fonctions q-spéciales

Dans cette section, on étudie le q-analogue des fonctions spéciales et leurs propriétés.

2.1 Fonction q- Gamma d’Euler

Définition 2.6 [6] la fonction q-Gamma d’Euler notée Γq est définie par :

Γq (z) =

(
q ; q

)
∞(

q z ; q
)
∞

(1−q)1−z =
(1−q)(z−1)

(1−q)z−1
, où z ∈ C\{0,−1,−2, .....} , (2.30)

Et elle admet une représentation q- intégrale,

Γq (z) =
∫ ∞

0
xz−1E−qx

q dq x, Re(z) > 0. (2.31)
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Proposition 2.5 [6]

1.
Γq (z +1) = [z]q Γq (z), Re(z) > 0 (2.32)

2.
Γq (1) = 1, Γq (2) = 1, Γq (3) = 2, ...,Γq (n +1) = [n]q !, ∀n ∈ N (2.33)

Preuve.

1. Par définition, on a :

Γq (z +1) =
(1−q)(z)

(1−q)z

=
(1−q z)(1−q)(z−1)

(1−q)(1−q)z−1

= [z]q Γq (z).

2. En utilisant la propriété (2.32), on prend z = n,n ∈ N∗, on a :

Γq (n +1) = [n]q Γq (n)

= [n]q [n −1]q Γq (n −1)

.

.

.

= [n]q [n −1]q [n −2]q × ...×2×1Γq (1)

= [n]q !.

2.2 Fonction q-Béta d’Euler

Définition 2.7 [6] La fonction q-Béta d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

Bq
(
x, y

)
=

∫ 1

0
t x−1 (

1−qt
)y−1 dq t , Re (x) > 0, Re

(
y
)> 0. (2.34)

Proposition 2.6 [6]

1. Si Re (x) > 0, n ∈ N, on a :

Bq (x,n) =

(
1−q

)(
1−q

)n−1
q(

1−q x
)n

q

(2.35)

2. ∀Re (x) > 0, Re
(
y
)> 0, on a :

Bq
(
x, y

)
=

(
1−q

)(
1−q

)∞
q

(
1−q x+y

)∞
q(

1−q x
)∞

q

(
1−q y

)∞
q

(2.36)

3. La relation entre la fonction Gamma d’Euler et Béta d’Euler est :

Bq (x, y) =
Γq (x)Γq (y)

Γq (x + y)
, ∀Re(x) > 0,Re(y) > 0 (2.37)
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1. D’abord, en utilisant la propriété (3.16) et la q-intégration par partie pour calculer
Bq (x, y), pour tout x > 1, y > 0, on a :

Bq (x, y) = − 1[
y
]

q

∫ 1

0
t x−1Dq (1− t )

y
q dq t

=
[x −1]q[

y
]

q

∫ 1

0
t x−2 (

1−qt
)y

q dq t ,

Et par conséquent,

Bq (x, y) =
[x −1]q[

y
]

q

Bq (x −1, y +1). (2.38)

D’autre part, on a :

Bq (x,n +1) =
∫ 1

0
t x−1 (

1−qt
)n−1

q

(
1−qn t

)
dq t

=
∫ 1

0
t x−1 (

1−qt
)n−1

q dq t −qn
∫ 1

0
t x (

1−qt
)n−1

q dq t ,

et donc,
Bq (x,n +1) = Bq (x,n)−qnBq (x +1,n). (2.39)

Combinant les formules (2.38) et (2.39) , on obtient :

Bq (x,n +1) = Bq (x,n)−qn [x]q

[n]q
Bq (x,n +1)

=
1−qn

1−q x+n
Bq (x,n).

Pour tout x > 0 et n un entier positif,

Bq (x,1) =
∫ 1

0
t x−1dq t

=
1

[x]q
.

Alors, on trouve :

Bq (x,n) =

(
1−qn−1

)
...

(
1−q

)(
1−q x+n−1

)
...

(
1−q x+1

)
[x]q

=

(
1−q

)(
1−q

)n−1
q(

1−q x
)n

q

.

2. On va utiliser les deux définitions suivantes, pour démontrer la propriété (2.36) :

(
1−q

)n−1
q =

(
1−q

)∞
q(

1−qn
)∞

q

, (2.40)

Et,

1(
1−q t

)n
q

=

(
1−q t+n

)∞
q(

1−q t
)∞

q

. (2.41)
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la proporiété (2.36) est vraie pour
s = 1,2,3, ... A ce que reste vraie pour s ∈ R ?

∫ 1

0
t x−1

(
1−qt

)∞
q(

1−q y
)∞

q

dq t ,

En utilisant la propriété (2.35) , pour écrire son second membre,(
1−q

)(
1−q

)∞
q

(
1−q x+y

)∞
q(

1−q x
)∞

q

(
1−q y

)∞
q

.

D’où le resultat.

3. En utilisant (2.40) dans la définition (2.30), on obtient :

Γq (x) =

(
1−q

)∞
q(

1−q
)x−1 (

1−q x
)∞

q

Donc,

Γq (x)Γq
(
y
)

=

(
1−q

)∞
q(

1−q
)x−1 (

1−q x
)∞

q

(
1−q

)∞
q(

1−q
)y−1 (

1−q y
)∞

q

=

(
1−q

)∞
q

(
1−q

)∞
q(

1−q
)x+y−2 (

1−q x
)∞

q

(
1−q y

)∞
q

=

(
1−q

)∞
q

(
1−q

)∞
q

(
1−q x+y

)∞
q(

1−q
)x+y−2 (

1−q x
)∞

q

(
1−q y

)∞
q

(
1−q x+y

)∞
q

=

(
1−q

)∞
q(

1−q
)x+y−1 (

1−q x+y
)∞

q

(
1−q

)(
1−q

)∞
q

(
1−q x+y

)∞
q(

1−q x
)∞

q

(
1−q y

)∞
q

= Γq
(
x + y

)
Bq

(
x, y

)
.

3 Q-intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.8 [12] Soit f : [a,b] → R une fonction continue. On définit la q-intégrale frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre α≥ 0, noté par Jαq,a f (x) par :{(

Jαq,a f
)

(x) =
1

Γq (α)

∫ x

a

(
x −qt

)(α−1) f (t )dq t , α> 0, x ∈ [a,b] (2.42)

Théorème 2.2 [12]La relation suivante est vérifiée pour tout α ∈ R+ et x ∈ [a,b] , on a :(
Jαq,a f

)
(x) = Jα+1

q,a

(
Dq f (x)

)+ f (a)

Γq (α+1)
(x −a)(α) . (2.43)

Preuve. En utilisant la propriété (3.16) , pour α ∈ R, on a :

Dq

((
x −qt

)(α)
)

= − [α]q Dq

((
x −qt

)(α−1)
)

,
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Et en utilisant la q-intégration par partie, on trouve :(
Jαq,a f

)
(x) = − 1

[α]q Γq (α)

∫ x

a
Dq

((
x −qt

)(α)
)

f (t )dq t

=
1

Γq (α+1)

((
x −qt

)(α) f (a)+
∫ x

a
Dq

((
x −qt

)(α)
)

f (t )dq t

)
= Jα+1

q,a

(
Dq f (x)

)+ f (a)

Γq (α+1)

(
x −qt

)(α) .

Lemme 2.1 [2] Soit α,β> 0, et 0 < q < 1. Alors on a :∫ x

a

(
x −qt

)(α−1) tβdq t = xα+βBq
(
α,β+1

)
. (2.44)

Preuve. En utilisant les définitions de la fonction q-puissance et la fonction q-Béta, on
trouve : ∫ x

a

(
x −qt

)(α−1) tβdq t =
(
1−q

)
x

∞∑
n=0

qn (
x −qxqn)(α−1) (xqn)β

=
(
1−q

)
x

∞∑
n=0

qn x(α−1) (1−qqn)(α−1) xβqnβ

=
(
1−q

)
xα+β

∞∑
n=0

qn (
1−qqn)(α−1) qnβ

= xα+β
∫ 1

0

(
1−qt

)(α−1) tβdq t

= xα+βBq
(
α,β+1

)

Lemme 2.2 [2]Soit α,β,γ> 0, et 0 < q, p,r < 1. Alors on a :∫ x

a

∫ y

a

∫ z

a

(
x −py

)(α−1) (y −qz
)(β−1) (z − r t )(γ−1) dr tdq zdp y (2.45)

=
xα+β+γ[
γ
]

r

Bq
(
β,γ+1

)
Bp

(
α,β+γ+1

)
.

Preuve. D’aprés (2.44), on obtient :∫ x

a

∫ y

a

∫ z

a

(
x −py

)(α−1) (y −qz
)(β−1) (z − r t )(γ−1) dr tdq zdp y

=
1[
γ
]

r

∫ x

a

∫ y

a

(
x −py

)(α−1) (y −qz
)(β−1) z(γ)dq zdp y

=
1[
γ
]

r

∫ x

a

(
x −py

)(α−1)
∫ y

a

(
y −qz

)(β−1) z(γ)dq zdp y

=
1[
γ
]

r

Bq
(
β,γ+1

)∫ x

a

(
x −py

)(α−1) y
(
β+γ)

dp y

=
1[
γ
]

r

Bq
(
β,γ+1

)
Bp

(
α,β+γ+1

)
xα+β+γ.
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Lemme 2.3 [12] Pour tout α,β ∈ R+, on a :∫ a

0

(
x −qt

)(β−1)
(
Jαq,a f

)
(t )dq t = 0, (0 < a < x < b) . (2.46)

Preuve. En utilisant les définitions (3.7), (3.9) et (3.20), pour n ∈ N, on a :(
Jαq,a f

)(
aqn)

=
1

Γq (α)

∫ aqn

a

(
aqn −qt

)(α−1) f (t )dq t

= − a

Γq (α)

(
1−q

)n−1∑
i =0

(
aqn −aq i+1

)(α−1)
f
(
aq i

)
q i

= − aα

Γq (α)

(
1−q

)n−1∑
i =0

(
qn −q i+1

)(α−1)
f
(
aq i

)
q i

= 0.

Alors, selon la définition de la q-intégrale, on trouve :∫ a

0

(
x −qt

)(β−1)
(
Jαq,a f

)
(t )dq t = a

(
1−q

) ∞∑
n=0

(
x −aqn+1)(β−1)

(
Jαq,a f

)(
aqn)

qn = 0.

Lemme 2.4 [12]Pour tout α,β,µ ∈ R+, l’identité suivant est vérifié :

∞∑
n=0

(
1−µq1−n

)(α−1) (
1−q1+n

)(β−1)(
1−q

)(α−1) (1−q
)(β−1)

qαn =

(
1−µq

)(α+β−1)(
1−q

)(α+β−1)
. (2.47)

Proposition 2.7 ([10])Soit ∀α,β ∈ R+, la q-intégrale fractionnaire vérifié les propriétés de
commulatativité et semi-groupe suivantes :(

Jαq,aJβq,a f
)

(x) =
(
Jα+βq,a f

)
(x) =

(
Jβq,aJαq,a f

)
(x), x ∈ [a,b] (2.48)

Preuve. Par définition et la definition (3.19) , et la relation (2.46) , on a :(
Jβq,aJαq,a f

)
(x) =

1

Γq (β)

∫ x

a

(
x −qt

)(β−1) Jαq,a f (t )dq t

=
1

Γq (α)Γq (β)

∫ x

a

(
x −qt

)(β−1)
∫ t

a

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t

=
1

Γq (α)Γq (β)

[∫ x

0

(
x −qt

)(β−1)−
∫ a

0

(
x −qt

)(β−1)
]
×

×
[∫ t

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq u −
∫ a

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq u

]
dq t

=
1

Γq (α)Γq (β)

∫ x

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ t

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t

− 1

Γq (α)Γq (β)

∫ x

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ a

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t

− 1

Γq (α)Γq (β)

∫ a

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ t

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t

− 1

Γq (α)Γq (β)

∫ a

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ a

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t

=
1

Γq (α)Γq (β)

∫ x

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ t

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t

− 1

Γq (α)Γq (β)

∫ x

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ a

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t .
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En utilisant le résultat de [1], (
Jβq,0Jαq,0 f

)
(x) =

(
Jα+βq,0 f

)
(x)

De plus, (
Jα+βq,a f

)
(x) =

(
Jα+βq,0 f

)
(x)−

(
Jα+βq,0 f

)
(a) (2.49)

On déduit que,(
Jβq,aJαq,a f

)
(x) =

(
Jα+βq,0 f

)
(x)− 1

Γq (α)Γq (β)

∫ x

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ a

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t

D’après la formule (2.49), on trouve :(
Jβq,aJαq,a f

)
(x) =

(
Jα+βq,a f

)
(x)+

(
Jα+βq,0 f

)
(a)− 1

Γq (α)Γq (β)

∫ x

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ a

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t

=
(
Jα+βq,a f

)
(x)+ 1

Γq (α+β)

∫ a

0

(
x −qt

)(α+β−1) f (t )dq t

− 1

Γq (α)Γq (β)

∫ x

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ a

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t .

Alors, (
Jβq,aJαq,a f

)
(x) =

(
Jα+βq,a f

)
(x)+ I.

Où

I =
1

Γq (α+β)

∫ a

0

(
x −qt

)(α+β−1) f (t )dq t− 1

Γq (α)Γq (β)

∫ x

0

(
x −qt

)(β−1)
∫ a

0

(
t −qu

)(α−1) f (u)dq udq t .

En utilisant la définition (3.20), on obtient :

I =
a

(
1−q

)
Γq (α+β)

∞∑
k=0

(
x −aqk+1

)(α+β−1)
f
(
aqk

)
qk

− x
(
1−q

)
Γq (α)Γq (β)

∞∑
i =0

(
x −xq i+1

)(β−1) ∞∑
k=0

a
(
1−q

)(
xq i −aqk+1

)(α−1)
f
(
aqk

)
qk q i

= a
(
1−q

) ∞∑
k=0

(
x −aqk+1

)(α+β−1)

Γq (α+β)
f
(
aqk

)
qk

−a
(
1−q

) ∞∑
k=0

x
(
1−q

)
Γq (α)Γq (β)

∞∑
i =0

(
x −xq i+1

)(β−1) (
xq i −aqk+1

)(α−1)
q i f

(
aqk

)
qk

= a
(
1−q

) ∞∑
k=0


(
x−aqk+1

)(α+β−1)

Γq (α+β)

− x(1−q)
Γq (α)Γq (β)

∑∞
i =0

(
x −xq i+1

)(β−1) (
xq i −aqk+1

)(α−1)
q i

 f
(
aqk

)
qk ,

Par conséquent,

I = a
(
1−q

) ∞∑
k=0

c f
(
aqk

)
qk .

avec

c =

(
x −aqk+1

)(α+β−1)

Γq (α+β)
− x

(
1−q

)
Γq (α)Γq (β)

∞∑
i =0

(
x −xq i+1

)(β−1) (
xq i −aqk+1

)(α−1)
q i .
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D’après la définition (2.30), on a :

Γq (α)Γq (β) =
(1−q)(α−1)

(1−q)α−1

(1−q)(β−1)

(1−q)β−1
, (2.50)

et

Γq (α+β) =
(1−q)(α+β−1)

(1−q)α+β−1
. (2.51)

En utilisant les formules (2.50) et (2.51), on trouve :

c =
(1−q)α+β−1

(
x −aqk+1

)(α+β−1)

(1−q)(α+β−1)

− x
(
1−q

)
(1−q)α+β−2

(1−q)(α−1)(1−q)(β−1)

∞∑
i =0

xβ−1
(
1−q i+1

)(β−1)
xα−1

(
q i − a

x
qk+1−i

)(α−1)
q i

=
(1−q)α+β−1xα+β−1

(
1− a

x qk+1
)(α+β−1)

(1−q)(α+β−1)

− xα+β−1(1−q)α+β−1

(1−q)(α−1)(1−q)(β−1)

∞∑
i =0

(
1−q i+1

)(β−1) (
1− a

x
qk+1−i

)(α−1)
qαi .

Si on prend µ = a
x qk , on obtient :

c =
(1−q)α+β−1xα+β−1

(
1−µqk+1

)(α+β−1)

(1−q)(α+β−1)

− xα+β−1(1−q)α+β−1

(1−q)(α−1)(1−q)(β−1)

∞∑
i =0

(
1−q i+1

)(β−1) (
1−µq1−i

)(α−1)
qαi

En appliquant la relation (2.47), on a :

c =
(1−q)α+β−1xα+β−1

(
1−µqk+1

)(α+β−1)

(1−q)(α+β−1)
− xα+β−1(1−q)α+β−1

(
1−µq1−i

)(α+β−1)

(1−q)(α+β−1)(1−q)(β−1)
= 0.

Donc,

I = a
(
1−q

) ∞∑
k=0

c f
(
aqk

)
qk = 0

D’où (
Jβq,aJαq,a f

)
(x) =

(
Jα+βq,a f

)
(x).

Exemple 2.3 Calculer les q-intégrales fractionnaires des fonctions suivantes :

1. f (x) = (x −a)(β); 0 < a < x < b; α,β ∈ R+, β ∈ ]−1,+∞[ .

Par définition, on a :(
Jαq,a f

)
(x) =

1

Γq (α)

∫ x

a

(
x −qt

)(α−1) (t −a)(β)dq t .

D’après la définition (3.19), on a :(
Jαq,a f

)
(x) =

1

Γq (α)

[∫ x

0

(
x −qt

)(α−1) (t −a)(β)dq t −
∫ a

0

(
x −qt

)(α−1) (t −a)(β)dq t

]
.
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En utilisant les définitions (3.9) et (3.20), on trouve :∫ a

0

(
x −qt

)(α−1) (t −a)(β)dq t = a
(
1−q

) ∞∑
k=0

(
x −aqk+1

)(α−1) (
aqk −a

)(β)
qk

= aβ+1 (
1−q

) ∞∑
k=0

(
x −aqk+1

)(α−1) (
qk −1

)(β)
qk

= 0.

D’après la définition (3.20) et la relation (2.47), on obtient :∫ x

0

(
x −qt

)(α−1) (t −a)(β)dq t = x
(
1−q

) ∞∑
k=0

(
x −xqk+1

)(α−1) (
xqk −a

)(β)
qk

= xα+β
(
1−q

) ∞∑
k=0

(
1−qk+1

)(α−1) (
qk − a

x

)(β)
qk

= xα+β
(
1−q

) ∞∑
k=0

(
1−qk+1

)(α−1)
(
1− a

xq
q1−k

)(β)
qk(1+β)

= xα+β
(
1−q

) (
1− a

x

)(α+β) (
1−q

)(α−1) (1−q
)(β)(

1−q
)(α+β)

=
(
1−q

) (
1−q

)(α−1) (1−q
)(β)(

1−q
)(α+β)

(x −a)(α+β)

En appliquant la définition (2.30) , on a :(
Jαq,a f

)
(x) =

1

Γq (α)

∫ x

0

(
x −qt

)(α−1) (t −a)(β)dq t

=
1

Γq (α)

[(
1−q

) (
1−q

)(α−1) (1−q
)(β)(

1−q
)(α+β)

(x −a)(α+β)
]

=
(1−q)α−1

(1−q)(α−1)

(
1−q

) (
1−q

)(α−1) (1−q
)(β) (

1−q
)α+β(

1−q
)(α+β) (

1−q
)(

1−q
)α−1 (

1−q
)β (x −a)(α+β)

=

(
1−q

)(β) (
1−q

)α+β(
1−q

)(α+β) (
1−q

)β (x −a)(α+β) .

D’où

,
(
Jαq,a f

)
(x) =

Γq (β+1)

Γq (α+β+1)
(x −a)(α+β)

Si on prend β = 0, on a :

Jαq,a(x −a)(0) =
(
Jαq,a1

)
(x) =

1

Γq (α)

∫ x

a

(
x −qt

)(α−1) dq t .

En appliquant la propriété (3.16) pour α ∈ R+, on a :

Dq (x − t )(α) = − [α]q (x − t )(α−1) .

Donc, (
Jαq,a1

)
(x) =

1

Γq (α)

∫ x

a
− 1

[α]q
Dq (x − t )(α) dq t

= − 1

Γq (α+1)

∫ x

a
Dq (x − t )(α) dq t
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En utilisant la q-intégration par partie, on trouve :(
Jαq,a1

)
(x) = − 1

Γq (α+1)

[
(x − t )(α)]x

a

=
(x −a)(α)

Γq (α+1)
.

2. f (x) = x, x > 0 et α ∈ R+.

En utilisant la propriété (3.16) et on applique la q-intégration par partie, on obtient :(
Jαq f

)
(x) =

1

Γq (α)

∫ x

0

(
x −qt

)(α−1) tdq t

= − 1

[α]Γq (α)

∫ x

0
Dq

(
x −qt

)(α) tdq t

= − 1

Γq (α+1)

([(
x −qt

)(α)
]x

0
−

∫ x

0

(
x −qt

)(α) dq t

)
=

1

Γq (α+1)

∫ x

0
− 1

[α+1]
Dq

(
x −qt

)(α+1) dq t

=
1

Γq (α+2)

[
−(

x −qt
)(α+1)

]x

0

=
x(α+1)

Γq (α+2)
.

Si on prend α =π, alors : (
Jπq f

)
(x) =

x(π+1)

Γq (π+2)
.

4 Q-dérivée fractionnaire

4.1 Q-dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.9 [12] La q-dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α ∈ R
de la fonction f note RLDα

q,a f est définie par :

(
RLDα

q,a f
)

(x) =


(
J−αq,a f

)
(x) , α< 0

f (x) , α = 0(
Ddαe

q Jdαe−αq,a f
)

(x) = 1
Γ(dαe−α)

Ddαe
q

∫ x
a (x −qt )(dαe−α−1) f (t )d t , α> 0,

(2.52)
Où dαe signifie le plus petit entier superieur ou égal α.

Théorème 2.3 [12] Pour tout α ∈ R+\N et 0 < a < x < b, on a :

1.
Dq

(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(

RLDα+1
q,a f

)
(x) , (2.53)

2. (
RLDα

q,aDq f
)

(x) =
(

RLDα+1
q,a f

)
(x)− f (a)

Γq (−α)
(x −a)(−α−1) . (2.54)

Preuve.
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1. On va considérer trois cas :

1er cas : Pour α≤−1, solon la propriété (2.48) , on trouve :

Dq

(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(
Dq J−αq,a f

)
(x)

=
(
Dq J1−α−1

q,a f
)

(x)

=
(
Dq Jq,aJ−α−1

q,a f
)

(x)

=
(
J−(α+1)

q,a f
)

(x)

=
(

RLDα+1
q,a f

)
(x) .

Preuve.

1. 2ème cas : Pour −1 < α< 0, i.e., 0 < α+1 < 1, on obtient :

Dq

(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(
Dq J−αq,a f

)
(x)

=
(
Dq J1−(α+1)

q,a f
)

(x)

=
(

RLDα+1
q,a f

)
(x) .

3ème cas : Pour α> 0, on a :

Dq

(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(
Dq Ddαe

q Jdαe−αq,a f
)

(x)

=
(
Ddαe+1

q Jdαe−αq,a f
)

(x)

=
(

RLDα+1
q,a f

)
(x) .

2 En utilisant la propriété (2.48) , la formule (??) , et la relation entre la q-dérivée
ordinaire et la q-intégrale ordinaire, i.e.,(

Jq,aDq f
)

(x) = f (x)− f (a) .

On a deux cas :

1er cas : Si α< 0, solon (2.53), on a :(
RLDα

q,aDq f
)

(x) = Dq

(
RLDα

q,a f
)

(x)− f (a)

Γq (−α)
(x −a)(−α−1) ,

Alors,

Dq

(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(
Dq J−αq,a f

)
(x)

= Dq J−αq,a

((
Jq,aDq f

)
(x)+ f (a)

)
=

(
Dq J−αq,aJq,aDq f

)
(x)+ f (a)

(
Dq J−αq,a1

)
(x)

=
(
Dq J−α+1

q,a Dq f
)

(x)+ f (a)Dq

(
(x −a)(−α)

Γq (−α+1)

)
=

(
Dq Jq,aJ−αq,aDq f

)
(x)+ f (a)

[−α]q (x −a)(−α−1)

Γq (−α+1)

=
(

RLDα
q,aDq f

)
(x)+ f (a)

Γq (−α)
(x −a)(−α−1) .
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2ème cas : Si α > 0, ∃l ∈ N0, tel que l < α < l + 1, alors, en appliquant même
procédure, on trouve :

Dq

(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(
Dq Dl+1

q Jl+1−α
q,a f

)
(x)

= Dl+2
q Jl+1−α

q,a

((
Jq,aDq f

)
(x)+ f (a)

)
=

(
Dl+2

q Dq Jq,aJl+1−α
q,a Dq f

)
(x)+ f (a)

Γq (l +2−α)
Dl+1

q

(
(x −a)(l+1−α)

)
=

(
RLDα

q,aDq f
)

(x)+ f (a)

Γq (−α)
(x −a)(−α−1) .

Proposition 2.8 [13] La q-dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville à gauche et
l’inverse droite de la q-intégration fractionnaire, on a :

Jαq,a

(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(

RLDα
q,aJαq,a f

)
(x) = f (x) , ∀α ∈ R+\N et 0 < a < x < b, (2.55)

Preuve. Par définition, on a :

Jαq,a

(
RLDα

q,a f (x)
)

=
(
Jαq,aJ−dαeq,a f

)
(x)

=
(
J−dαeq,a Jαq,a f

)
(x)

=
(

RLDαJαq,a f
)

(x)

=
(
Ddαe

q Jdαe−αq,a Jαq,a f
)

(x)

=
(
Ddαe

q Jdαe−α+αq,a f
)

(x)

=
(
Ddαe

q Jdαeq,a f
)

(x)

= f (x) .

Exemple 2.4 Calculer la q-dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f (x) =
(x −a)(β), pour 0 < a < x < b, α ∈ R+\N, et β> dαe−1.

Solon (??) , on trouve :(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(

RLDα
q,a

)
(x −a)(β) = Ddαe

(
Jdαe−αq,a (x −a)(β)

)
= Ddαe

(
Γq

(
β+1

)
Γq

(
β+dαe−α+1

) (x −a)(β+dαe−α)
)

=
Γq (β+dαe−α+1)

Γq (β+dαe−α+1−dαe)

Γq
(
β+1

)
Γq

(
β+dαe−α+1

) (x −a)(β+dαe−α−dαe)

=
Γq (β+1)

Γq
(
β−α+1

) (x −a)(β−α) .

Si on prend β = 0 et α ∈ R+\N on a :(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(

RLDα
q,a1

)
(x) =

1

Γq (1−α)
(x −a)(−α) .
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4.2 Q-dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.10 [13] On définit la q-dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α ∈ R

de la fonction f ∈ Cdαe ([a,b]) note
(
Dα

q,a f
)

(x) comme suit :

(
Dα

q,a f
)

(x) =


(
J−αq,a f

)
(x) , α< 0

f (x) , α = 0(
Jdαe−αq,a Ddαe

q f
)

(x) = 1
Γq (dαe−α)

∫ x
a (x −qt )(dαe−α−1)Ddαe

q f (t )dq t , α> 0,

(2.56)
Où dαe signifie le plus petit entier superieur ou égal α.

Théorème 2.4 [13] Pour tout α ∈ R+\N et f ∈ Cdαe ([a,b]) , on a :

1. (
Dα

q,aDq f
)

(x) =
(
Dα+1

q,a f
)

(x) , (2.57)

2. (
Dq Dα

q,a f
)

(x) =
(
Dα+1

q,a f
)

(x)+
(
Ddαe

q f
)

(a)

Γq (dαe−α)
(x −a)(dαe−α−1) . (2.58)

Preuve. Si α = n +ε,n ∈ N0 , 0 < ε< 1, alors dαe = n +1,dα+1e = n +2. On a :

1. (
Dα+1

q,a f
)

(x) =
(
Jdα+1e−(α+1)

q,a Ddα+1e
q f

)
(x)

=
(
J1−ε

q,a Dn+2
q f

)
(x)

=
(
J1−ε

q,a Dn+1
q Dq f

)
(x)

=
(
J1−(α−n)

q,a Dn+1
q Dq f

)
(x)

=
(
Jdαe−αq,a Ddαe

q Dq f
)

(x)

=
(
Dα

q,aDq f
)

(x) .

2. En utilisant (2.43) , on obtient :(
Dq Dα

q,a f
)

(x) =
(
Dq J1−ε

q,a Dn+1
q f

)
(x)

=
(
Dq J2−ε

q,a Dn+2
q f

)
(x)+

(
Dn+1

q f
)

(a)

Γq (2−ε)
(x −a)(1−ε)

=
(
Dα+1

q,a f
)

(x)+
(
Ddαe

q f
)

(a)

Γq (dαe−α)
(x −a)(dαe−α−1)

Remarque 2.2 [13] D’aprés le théorème pécédent, on déduit que, la propriété de semi-groupe,
pour la dérivée de Caputo n’est vérifiée pas, i.e :(

Dα
q,aDβ

q,a f
)

(x) 6=
(
Dβ

q,aDα+β
q,a f

)
(x) . (2.59)

Lien entre la q-dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo :
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Théorème 2.5 [13] Soit α ∈ R+\N et f ∈ Cdαe ([a,b]) . Alors, on a :

(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(
Dα

q,a f
)

(x)+
dαe−1∑

i =0

(
Di

q f
)

(a)

Γq (1+ i −α)
(x −a)(i−α) . (2.60)

Preuve. Tout α ∈ R+\N peut écrit sur la forme α = n + ε, où ε ∈ ]0,1[ . On va démontrer la
relation par récurrence,

pour n ∈ N0

Premièrement, soit n = 0, i.e., α ∈ ]0,1[ . D’aprés (2.43) , on obtient :(
J1−α

q,a f
)

(x) =
(
J2−α

q,a Dq f
)

(x)+ f (a)

Γq (2−α)
(x −a)(1−α)

=
(
Jq,aDα

q,a f
)

(x)+ f (a)

Γq (2−α)
(x −a)(1−α) .

Par application la q-dérivée, on trouve :(
Dq J1−α

q,a f
)

(x) =
(
Dq Jq,aDα

q,a f
)

(x)+ f (a)

Γq (2−α)
Dq

(
(x −a)(1−α)) ,

alors, (
RLDα

q,a f
)

(x) =
(
Dα

q,a f
)

(x)+ f (a)

Γq (1−α)
(x −a)(−α) .

On suppose que la relation est vérifiée pour un réel α = n + ε, telque 0 < ε < 1, pour un
entier positif n ∈ N+ et on va montrer que elle est vérifiée pour α = n + 1 + ε. En fait ,
d’aprés (2.53) , on a : (

RLDα
q,a f

)
(x) = Dq

(
RLDn+ε

q,a f
)

(x) .

Et l’hypothèse est satisfaite,

(
RLDn+ε

q,a f
)

(x) =
(
Dn+ε

q,a f
)

(x)+
n∑

i =0

(
Di

q f
)

(a)

Γq (1+ i −n −ε)
(x −a)(i−n−ε)

on peut écrire,

(
RLDα

q,a f
)

(x) = Dq

(
Dn+ε

q,a f
)

(x)+
n∑

i =0

(
Di

q f
)

(a)

Γq (1+ i −n −ε)
Dq

(
(x −a)(i−n−ε)

)

= Dq

(
Dn+ε

q,a f
)

(x)+
n∑

i =0

(
Di

q f
)

(a)

Γq (i −n −ε)
(x −a)(i−n−ε−1) .

En utilisant (2.58) , on obtient :

Dq

(
Dn+ε

q,a f
)

(x) =
(
Dn+1+ε

q,a f
)

(x)+
(
Dn+1

q f
)

(a)

Γq (1−ε)
(x −a)(−ε) .

Donc,

(
RLDα

q,a f
)

(x) =
(
Dn+1+ε

q,a f
)

(x)+
(
Dn+1

q f
)

(a)

Γq (1−ε)
(x −a)(−ε)

+
n∑

i =0

(
Di

q f
)

(a)

Γq (i −n −ε)
(x −a)(i−n−ε−1)

=
(
Dα

q,a f
)

(x)+
n+1∑
i =0

(
Di

q f
)

(a)

Γq (i −n −ε)
(x −a)(i−n−ε−1) .
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Proposition 2.9 [13] Soit α ∈ R+\N, et f ∈ Cdαe ([a,b]). Alors on a :

1. (
Dα

q,aJαq,a f
)

(x) = f (x) (2.61)

2. (
Jαq,aDα

q,a f
)

(x) = f (x)−
dαe−1∑

i =0

(
Di

q f
)

(a)

[i ]q !
(x −a)(i ) . (2.62)

Preuve.

1. On pose f → Jαq,a f (x) dans (2.60) et en utilisant la propriété (2.55) , on trouve :

(
RLDα

q,aJαq,a f
)

(x) =
(
Dα

q,aJαq,a f
)

(x)+
dαe−1∑

i =0

Di
q

(
Jαq,a f (a)

)
Γq (1+ i −α)

(x −a)(i−α) .

et donc,

(
Dα

q,aJαq,a f
)

(x) =
(

RLDα
q,aJαq,a f

)
(x)−

dαe−1∑
i =0

Di
q

(
Jαq,a f (a)

)
Γq (1+ i −α)

(x −a)(i−α)

= f (x)−
dαe−1∑

i =0

Jα−i
q,a f (a)

Γq (1+ i −α)
(x −a)(i−α)

= f (x).

2. D’aprés les propriétés (2.48) et (2.24) , on a :(
Jαq,aDα

q,a f
)

(x) =
(
Jαq,aJdαe−αq,a Ddαe f

)
(x)

=
(
Jdαeq,aDdαe f

)
(x)

= f (x)−
dαe−1∑

i =0

(
Di

q f
)

(a)

[i ]q !
(x −a)(i ) .

avec dαe : le plus petit entier superieur ou égal α.

Lemme 2.5 [13] Soit α ∈ R+\N, β ∈ R+ et f ∈ Cdαe ([a,b]). On a :

(
Jβq,aDα

q,a f
)

(x) =
(
Dα−β

q,a f
)

(x)−
dαe−1∑

i =dα−βe

(
Di

q f
)

(a)

Γq
(
i −α+β+1

) (x −a)(i−α+β) . (2.63)

Exemple 2.5 Calculer les q-dérivées fractionnaires des fonctions suivantes :

1. f (x) = (x −a)(β), 0 < a < x < b; α ∈ R+\N, Pout β> dαe−1
Solon (2.49) , on trouve :(

Dα
q,a f

)
(x) = Dα

q,a(x −a)(β) = Jdαe−αq,a

(
Ddαe(x −a)(β)

)
= Jdαe−αq,a

(
Γq (β+1)

Γq (β−dαe+1)
(x −a)(β−dαe)

)
=

Γq
(
β+1

)
Γq

(
β−dαe+1

) Γq
(
β−dαe+1

)
Γq

(
β−α+1

) (x −a)(β−α)

=
Γq (β+1)

Γq
(
β−α+1

) (x −a)(β−α) .
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2. f (x) = 1, ∀ α ∈ R+\N et 0 < a < x < 1.

Par définition, on a :(
Dα

q,a f
)

(x) =
(
Dα

q,a1
)

(x) = Jdαe−αq,a

(
Ddαe1

)
= Jdαe−αq,a (0)

= 0.
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Chapitre 3

Equations différentielles fractionnaires
au sens de Caputo

Dans ce chapitre, on présente le problème, voir [2]. Puis, on énonce les théorèmes de
point fixe pour montrer l’existence et l’unicité de la solution de ce problème. On termine
ce chapitre par l’étude de stabilité.

1 Présentation du problème

On s’intéresse dans ce chapitre à un problème au limite différentiel d’ordre fraction-
naire avec condition q-intégrale fractionnaire non locale, engendré par l’équation sui-
vante,

Dα
q x (t ) = f

(
t , x (t ) , Jδz x (t )

)
, t ∈ ]0,T[ (3.1)

à laquelle on associe la condition fractionnaire non locale,

x (0) = 0, λJβp x
(
η
)

= Jγr x (ξ) (3.2)

Où 0 < q, p, z,r < 1, 1 < α ≤ 2, β,δ,γ > 0, λ ∈ R est une constante donné, Dα
q est la q-

dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α, JΨ
Φ

est la Φ-intégrale fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville d’ordre Ψ, avec Φ = p, z,r et Ψ = β,δ,γ; f : [0,T]×R×R → R est
une fonction continue.

Le lemme suivant pour calculer la solution intégrale de problème (3.3) au dessous. On
a :

Lemme 3.1 [2] Soient β,γ > 0, λ ∈ R, 0 < q, p,r < 1, et f ∈ C ([0,T]×R×R,R). Aalors la
solution unique du problème au limite d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire
avec condition q-intégrale fractionnaire non locale suivante,{

Dα
q x (t ) = f

(
t , x (t ) , Jδz x (t )

)
, t ∈ ]0,T[ ,

x (0) = 0, λJβp x
(
η
)

= Jγr x (ξ) ,
(3.3)

est donnée par,

x (t ) =
λtα−1

ΩΓp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s(3.4)

− tα−1

ΩΓr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udr s

+
∫ t

0

(
t −qs

)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)
dq s,
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Où

Ω =
Γr (α)

Γr
(
α+γ)ξα+γ−1 −λ Γp (α)

Γp
(
α+β)ηα+β−1 6= 0. (3.5)

Preuve. En 1 < α≤ 2, soit n = dαe = 2.
On appliquant la définition (2.56) à l’équation de problème (3.3), on a :(

Jαq Dα
q x

)
(t ) =

(
Jαq Jα−dαeq Ddαe

q x
)

(t ) =
(
Jαq Jα−n

q Dn
q x

)
(t ) =

(
Jαq f

)(
t , x (t ) , Jδz x (t )

)
D’aprés la relation (2.63), on obtient :

x (t ) = k1tα−1 +k2tα−2 +
∫ t

0

(
t −qs

)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)
dq s, k1,k2 ∈ R (3.6)

Pour déterminer les constantes k1 et k2, on utilise les conditions du problème (3.3).
Or d’aprés la 1èr condition x (0) = 0, implique que :

k2 = 0,

Tandis que la 2ème condition fractionnaire non locale ramène à, si on applique la p-intégrale
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre β> 0 avec k2 = 0 on a :(

Jβp x
)

(t ) =
∫ t

0

(
t −ps

)(β−1)

Γp
(
β
) ×

(
k1sα−1 +

∫ s

0

(
s −qu

)(α−1)

Γq (α)
f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq u

)
dq s

=
k1

Γp
(
β
) ∫ t

0

(
t −ps

)(β−1) sα−1dp s

+ 1

Γp
(
β
)
Γq (α)

∫ t

0

∫ s

0

(
t −ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s

= k1
Γp (α)

Γp
(
α+β) tα+β−1

+ 1

Γp
(
β
)
Γq (α)

∫ t

0

∫ s

0

(
t −ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s

En particulier, on obtient :(
Jβp x

)(
η
)

= k1
Γp (α)

Γp
(
α+β)ηα+β−1

+ 1

Γp
(
β
)
Γq (α)

∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s

et en appliquant r-intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre γ > 0 et
on répéte le même proceccus précédent, on trouve :(

Jβp x
)

(ξ) = k1
Γr (α)

Γr
(
α+γ)ξα+γ−1

+ 1

Γr
(
γ
)
Γq (α)

∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s

Donc,

k1 =
λ

ΩΓp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s

− 1

ΩΓr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udr s
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Substituant k1,k2 dans (3.6), on obtient :

x (t ) = tα−1 ×


λ

ΩΓp (β)Γq (α)
×∫ η

0

∫ s
0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s

− 1
ΩΓr (γ)Γq (α)

×∫ ξ
0

∫ s
0 (ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udr s


+0tα−2 +

∫ t

0

(
t −qs

)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)
dq s

D’où, la solution est :

x (t ) =
λtα−1

ΩΓp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s

− tα−1

ΩΓr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udr s

+
∫ t

0

(
t −qs

)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)
dq s,

OùΩ = Γr (α)
Γr (α+γ)

ξα+γ−1 −λ Γp (α)

Γp (α+β)
ηα+β−1 6= 0.

2 L’existence et l’unicité

Dans cette section, on va étudier l’existence et l’unicité de la solution de problème
(3.3) dans l’espace de Banach noté par C constitué des fonctions x ∈ C ([0.T] ,R) à valeurs
dans R,

C ={x (t ) : x ∈ C ([0.T] ,R) ,∀t ∈ [0.T]}

muni la norme suivante,
‖x‖ = sup

t∈[0.T]
|x (t )|

D’aprés (3.4), on défini l’opérateur :

Π : C →C

par :

Π (x) (t ) =
λtα−1

ΩΓp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s(3.7)

− tα−1

ΩΓr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udr s

+
∫ t

0

(
t −qs

)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)
dq s,

Où Ω = Γr (α)
Γr (α+γ)

ξα+γ−1 −λ Γp (α)

Γp (α+β)
ηα+β−1 6= 0. Il est claire que les points fixes de l’opérateur

Π sont les solutions du problème (3.3). On défini µ,σ tel que :

µ =
|λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
) ×[

ηα+βBp
(
β,α+1

)
L1

Γq (α+1)
+ ηα+β+δBq (α,δ+1)Bp

(
β,α+δ+1

)
L2

Γq (α)Γz (δ+1)

]
(3.8)

+ Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
) ×[

ξα+γBr
(
γ,α+1

)
L1

Γq (α+1)
+ ξα+γ+δBq (α,δ+1)Br

(
γ,α+δ+1

)
L2

Γq (α)Γz (δ+1)

]

+ Tα

Γq (α+1)
L1 +

Tα+δBq (α,δ+1)

Γq (α)Γz (δ+1)
L2,
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et,

σ =
|λ|Tα−1ηα+βBp

(
β,α+1

)
|Ω|Γp

(
β
)
Γq (α+1)

+ Tα−1ξα+γBr
(
γ,α+1

)
|Ω|Γr

(
γ
)
Γq (α+1)

+ Tα

Γq (α+1)
. (3.9)

Dans le premièr résultat on va étudier l’unicité de la solution du problème (3.3) par Le
principe de la contraction de Banach.

Théorème 3.1 [2](la contraction de Banach) Soit f ∈ C ([0,T]×R×R,R) , si l’hypothèse :

(H1) il exist deux constantes L1,L2 > 0 tel que :

∣∣∣ f (t ,ω1,ω2)− f
(
t ,

−
ω1,

−
ω2

)∣∣∣≤ L1

∣∣∣ω1 − −
ω1

∣∣∣+L2

∣∣∣ω2 − −
ω2

∣∣∣ , ∀t ∈ [0,T] et ∀ω1,ω2,
−
ω1,

−
ω2 ∈ R

(3.10)
avec µ ≤ θ < 1 est satisfaite, alors le problème (3.3) ademt une unique solution sur l’inter-
valle [0,T].

Preuve. On transforme le problème (3.3) en un problème de point fixe, x =Πx, où Π est
défini par la formule (3.7).

En appliquant le principe de la contraction de Banach, pour démontrer que Π ademt
un unique point fixe qui est une unique solution de problème (3.3)

On pose sup
t∈[0.T]

∣∣ f (t ,0,0)
∣∣ = M <∞ et r ≥ σM

1−ε , où θ ≤ ε < 1 et la constante σ est définie

par (3.9), on montre queΠBr ⊂ Br , tel que Br = {x ∈C : ‖x‖ ≤ r } . ∀x ∈ Br , on a :

|Πx (t )| ≤ sup
t∈[0.T]



|λ|tα−1∣∣∣Ω∣∣∣Γp (β)Γq (α)
×∫ η

0

∫ s
0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) × ∣∣ f (u, x(u), Jδz x(u))
∣∣dq udp s

− tα−1∣∣∣Ω∣∣∣Γr (γ)Γq (α)
×∫ ξ

0

∫ s
0 (ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) × ∣∣ f (u, x(u), Jδz x(u))

∣∣dq udr s

+∫ t
0

(t−qs)(α−1)

Γq (α)
× ∣∣ f (s, x(s), Jδz x(s))

∣∣dq s.


D’aprés l’hypothèse (H1) , implique que :

∣∣ f (t ,ω1,ω2)
∣∣≤ ∣∣ f (t ,ω1,ω2)− f (t ,0,0)

∣∣+ ∣∣ f (t ,0,0)
∣∣≤ L1 |ω1|+L2 |ω2|+M,

pour tout t ∈ [0,T] et ∀ω1,ω2 ∈ R.
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En utilisant les relations (2.44) et (2.45), on obtient :

|Πx (t )| ≤ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) ×
∣∣∣ f (u, x(u), Jδz x(u))

∣∣∣dq udp s

− Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) ×

∣∣∣ f (u, x(u), Jδz x(u))
∣∣∣dq udr s

+
∫ T

0

(
T−qs

)(α−1)

Γq (α)
×

∣∣∣ f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)∣∣∣dq s

≤ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

×
(
L1r +L2r

∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v +M

)
dq udp s + Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) ×

(
L1r +L2r

∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v +M

)
dq udp s

+
∫ T

0

(
T−qs

)(α−1)

Γq (α)
×

(
L1r +L2r

∫ s

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v +M

)
dq s

=
|λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
(
ηα+β

[α]q
(L1r +M)Bp

(
β,α+1

)+ L2rηα+β+δ

Γz (δ) [δ]z
Bq (α,δ+1)Bp

(
β,α+δ+1

))
+ Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)

×
(
ξα+γ

[α]q
(L1r +M)Br

(
γ,α+1

)+ L2r ξα+γ+δ

Γz (δ) [δ]z
Bq (α,δ+1)Br

(
γ,α+δ+1

))

+ Tα−1

Γq (α) [α]q
(L1r +M)+ Tα+δBq (α,δ+1)

Γq (α)Γz (δ) [δ]z
L2r

= µr +σM ≤ r.

Alors, on a ‖Πx‖ ≤ r implique queΠBr ⊂ Br .
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Ensuite, ∀x, y ∈C et ∀t ∈ [0,T], on trouve :

∣∣Πx (t )−Πy (t )
∣∣ ≤ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

×
(∣∣∣ f (u, x(u), Jδz x(u))− f (u, y(u), Jδz y(u))

∣∣∣)dq udp s

− Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)

×
(∣∣∣ f (u, x(u), Jδz x(u))− f (u, y(u), Jδz y(u))

∣∣∣)dq udr s

+
∫ T

0

(
T−qs

)(α−1)

Γq (α)
×

(∣∣∣ f (u, x(u), Jδz x(u))− f (u, y(u), Jδz y(u))
∣∣∣)dq s

≤ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

×
(
L1

∥∥x − y
∥∥+L2

∥∥x − y
∥∥∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udp s

+ Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)

×
(
L1

∥∥x − y
∥∥+L2

∥∥x − y
∥∥∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udr s

+
∫ T

0

(
T−qs

)(α−1)

Γq (α)
×

(
L1

∥∥x − y
∥∥+L2

∥∥x − y
∥∥∫ s

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq s

= µ
∥∥x − y

∥∥ .

Le résultat précédent implique que
∥∥Πx −Πy

∥∥ ≤ µ
∥∥x − y

∥∥ . Comme µ < 1, Π est une
contraction. Donc, par le principe de la contraction de Banach, on déduit que Π ademt
un unique point fixe qui est une unique solution du problème (3.3).

Maintenant, on va étudier l’existence de la solution du problème (3.3) par théorème
de Schauder-Alternative.

Théorème 3.2 [15](Ascoli-Arzelà) Soit C un espace de Banach, soit E une sous ensemble
de C . Alors E est relativement compact dans C si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. E est uniformément borné.

2. E est équicontinu.

Théorème 3.3 ([2])(Alternative non linéaire ) Soit C un espace de Banach, soit E une sous
ensemble fermé convexe dans C , soit U une sous ensemble ouverte dans C , et 0 ∈ U. On sup-

pose que G :
−
U → E est une application continue compacte (i.e, G

(−
U

)
est une suos ensemble

relativement compacte dans E). Alors, l’une des deux expressions suivantes est vraie :

1. G ademt un point fixe dans
−
U.

2. Il existe u ∈ ∂U (la frontière de U dans E) et ∃λ ∈ ]0,1[ avec u = λG(u) .

Pour démontrer le théorème précédent, on détermine N1 et N2 comme suit :

N1 =
|λ|Tα−1ηα+βBp

(
β,α+1

)
|Ω|Γp

(
β
)
Γq (α+1)

+ Tα−1ξα+γBr
(
γ,α+1

)
|Ω|Γr

(
γ
)
Γq (α+1)

+ Tα

Γq (α+1)
(3.11)

45



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES FRACTIONNAIRES AU SENS DE
CAPUTO

et

N2 =
|λ|Tα−1ηα+β+δBq (α,δ+1)Bp

(
β,α+δ+1

)
|Ω|Γp

(
β
)
Γq (α)Γz (δ+1)

+ Tα+δBq (α,δ+1)

Γq (α)Γz (δ+1)
(3.12)

+Tα−1ξα+γ+δBq (α,δ+1)Br
(
γ,α+δ+1

)
|Ω|Γr

(
γ
)
Γq (α)Γz (δ+1)

Théorème 3.4 [2](Schauder- Alternative )
On suppose que f : [0,T]×R×R → R est une fonction continue. in addition on suppose

que :
(
H

′
1

)
il existe une fonction croissante Ψ : [0,+∞[ → ]0,+∞[ et la fonction ρ ∈

C
(
[0,T],R+)

telles que∣∣ f (t ,ω1,ω2)
∣∣≤ ρ (t )Ψ (|ω1|+ |ω2|) , ∀ (t ,ω1,ω2) ∈ [0,T]×R2 (3.13)

et
(
H

′
2

)
il existe une constante k > 0 telle que :

(1−N2)k∥∥ρ∥∥Ψ (k)N1
> 1, (3.14)

Où N1 et N2 sont définis par les formules (3.11) et (3.12) respectivement, et N2 < 1. Alors le
problème (3.3) ademt au moins une solution sur l’intervalle [0,T].

Preuve. D’abord, on montre que l’opérateur Π défini sur ensemble fermé (la boule fer-
mée) vers ensemble fermé dans C . Pour un nombre positif R, on pose la boule fermée
dans C par BR = {x ∈C : ‖x‖ ≤ R}. Alors, pour t ∈ [0,T], on trouve :

|Πx (t )| ≤ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) ×
∣∣∣ f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)∣∣∣dq udp s

− Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) ×

∣∣∣ f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)∣∣∣dq udr s

+
∫ T

0

(
T−qs

)(α−1)

Γq (α)
×

∣∣∣ f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)∣∣∣dq s

≤ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

×
(
ρ (u)Ψ (‖x‖)+‖x‖

∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udp s + Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) ×

(
ρ (u)Ψ (‖x‖)+‖x‖

∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udp s

+
∫ T

0

(
T−qs

)(α−1)

Γq (α)
×

(
ρ (s)Ψ (‖x‖)+‖x‖

∫ s

0

(s − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq s

≤ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
) ×(

ηα+βBp
(
β,α+1

)∥∥ρ∥∥Ψ (R)

Γq (α+1)
+ Rηα+β+δBq (α,δ+1)Bp

(
β,α+δ+1

)
Γq (α)Γz (δ+1)

)

+ Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
) ×(

ξα+γBr
(
γ,α+1

)∥∥ρ∥∥Ψ (R)

Γq (α+1)
+ Rξα+γ+δBq (α,δ+1)Br

(
γ,α+δ+1

)
Γq (α)Γz (δ+1)

)

+Tα−1
∥∥ρ∥∥Ψ (R)

Γq (α+1)
+ RTα+δBq (α,δ+1)

Γq (α)Γz (δ+1)
: = A
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Par conséquent, on conclude que ‖Πx‖ ≤ A.

Deuxièmement, on montre queΠ défini sur ensemble fermé vers ensemble équicon-
tinu dans C . Soit t1, t2 ∈ [0,T] avec t1 < t2 et BR une boule fermée dans C ([0.T] ,R) comme
dans l’étape précédente, soit x ∈ BR. Alors on trouve :

|Πx (t1)−Πx (t2)| ≤ |λ| ∣∣tα−1
1 − tα−1

2

∣∣
|Ω|Γp

(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) ×
∣∣∣ f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)∣∣∣dq udp s

−
∣∣tα−1

1 − tα−1
2

∣∣
|Ω|Γr

(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) ×

∣∣∣ f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)∣∣∣dq udr s

+

∣∣∣∣∣∣∣
∫ t2

0
(t2−qs)(α−1)

Γq (α)

∣∣ f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)∣∣dq s−∫ t1
0

(t1−qs)(α−1)

Γq (α)

∣∣ f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)∣∣dq s

∣∣∣∣∣∣∣
≤ |λ| ∣∣tα−1

1 − tα−1
2

∣∣
|Ω|Γp

(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

×
(
ρ (u)Ψ (‖x‖)+‖x‖

∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udp s

+
∣∣tα−1

1 − tα−1
2

∣∣
|Ω|Γr

(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)

×
(
ρ (u)Ψ (‖x‖)+‖x‖

∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udp s

+

∣∣∣∣∣∣∣
∫ t2

0
(t2−qs)(α−1)

Γq (α)
×

(
ρ (s)Ψ (‖x‖)+‖x‖∫ s

0
(s−zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq s

−∫ t1
0

(t1−qs)(α−1)

Γq (α)
×

(
ρ (s)Ψ (‖x‖)+‖x‖∫ s

0
(s−zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq s

∣∣∣∣∣∣∣
≤ |λ| ∣∣tα−1

1 − tα−1
2

∣∣
|Ω|Γp

(
β
) ×

 ηα+βBp (β,α+1)‖ρ‖Ψ(R)

Γq (α+1)

+Rηα+β+δBq (α,δ+1)Bp (β,α+δ+1)
Γq (α)Γz (δ+1)

+
∣∣tα−1

1 − tα−1
2

∣∣
|Ω|Γr

(
γ
)

×
(
ξα+γBr

(
γ,α+1

)∥∥ρ∥∥Ψ (R)

Γq (α+1)
+ Rξα+γ+δBq (α,δ+1)Br

(
γ,α+δ+1

)
Γq (α)Γz (δ+1)

)

+
∣∣tα−1

1 − tα−1
2

∣∣∥∥ρ∥∥Ψ (R)

Γq (α+1)
+ R

∣∣tα−1
1 − tα−1

2

∣∣Bq (α,δ+1)

Γq (α)Γz (δ+1)
.

Évidemment, la partie droite de l’ inégalité précédent tend vers zéro indépendamment
de x ∈ BR si t1 → t2. Donc, par application de théorème Ascoli-Arzelà, on déduit que Π :
C →C est complément continu.

Le résultat suivant sur le théorème de leray Schauder-Alternative non linéaire une fois,
on montre que l’ensemble fermé de tout les solutions par l’équation x (t ) =ω (Πx) (t ) pour
tout 0 <ω< 1.
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Soit x est un solution. Alors, pour t ∈ [0,T], on a :

Π (x) (t ) =
ωλtα−1

ΩΓp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udp s

− ωtα−1

ΩΓr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)
dq udr s

+ω
∫ t

0

(
t −qs

)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

)
dq s,

Comme précédement, on peut facilement trouver que :

‖x‖ = sup
t∈[0.T]

|ω (Πx) (t )| ≤ ∥∥ρ∥∥Ψ (‖x‖)N1 +‖x‖N2,

sinon, on peut écrire comme :
(1−N2)‖x‖∥∥ρ∥∥Ψ (‖x‖)N1

≤ 1.

Équivalent à
(
H

′
2

)
, il existe k tel que ‖x‖ 6= k.

Soit ensemble
U ={x ∈ C ([0.T] ,R) : ‖x‖ < k} .

On note que l’opérateurΠ :
−
U→C ([0.T] ,R) est continu et complément continu. Depuis le

choix de U , il existe x ∈ ∂U tel que x =ωΠx pour tout ω ∈ ]0,1[ . Par conséquent, d’aprés
le théorème de leray Schauder-Alternative non linéaire, on déduit queΠ ademt au moins

un point fixe x ∈
−
U qui est une solution de problème (3.3).

3 Stabilité des équations différentielles d’ordre fractionnaire

On va appliquer la définition de stabilité sur notre problème à étudier.

3.1 Type de stabilité

Le concept de stabilité d’Ulam-Hyers est assez important dans les problèmes réalistes
en analyse numérique, en biologie et en économie.

Stabilité au sens de Ulam-Hyers

Définition 3.1 [3] L’équation de problème (3.3) est stable au sens de Ulam-Hyers s’il existe
un nombre réel A > 0 tel que ∀ε > 0 et pour chaque solution y ∈ C ([0.T] ,R) de l’inégalité
suivante : ∣∣∣Dα

q y (t )− f
(
t , y (t ) , Jδz y (t )

)∣∣∣< ε, t ∈ [0,T], (3.15)

Il existe une solution x ∈ C ([0.T] ,R) de l’équation de problème (3.3) satisfait :

x (0) = 0, λJβp x
(
η
)

= Jγr x (ξ) , (3.16)

Avec ∥∥y −x
∥∥< Aε, t ∈ [0,T]. (3.17)
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Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias

Définition 3.2 ([15])L’équation de problème (3.3) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias
par rapport à φ ∈ C

(
[0.T] ,R+)

s’il existe un nombre réel A > 0 tel que ∀ε> 0 et pour chaque
solution y ∈ C ([0.T] ,R) de l’inégalité suivante :

∣∣∣Dα
q y (t )− f

(
t , y (t ) , Jδz y (t )

)∣∣∣< εφ (t ) , t ∈ [0,T], (3.18)

Il existe une solution x ∈ C ([0.T] ,R) de l’équation de problème (3.3) satisfait :

x (0) = 0, λJβp y
(
η
)

= Jγr x (ξ) , (3.19)

Avec ∥∥y −x
∥∥< Aεφ (t ) , t ∈ [0,T]. (3.20)

3.2 Etude de stabilité

Etude de stabilité au sens de Ulam-Hyers

Théorème 3.5 [3]Supposons que (H1) et µ < θ < 1, sont satisfaites, alors le problème (3.3)
est stable au sens de Ulam-Hyers.

Preuve. Soient ε> 0 et y ∈ C ([0.T] ,R) une fonction qui satisfait l’inégalité :

∣∣∣Dα
q y (t )− f

(
t , y (t ) , Jδz y (t )

)∣∣∣< ε, t ∈ [0,T], (3.21)

et soit x ∈ C ([0.T] ,R) l’unique solution du problème est donnée par la formule(3.4) :

Par q-intégration de l’inégalité (3.21) , on trouve :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y (t )− λtα−1

ΩΓp (β)Γq (α)
×∫ η

0

∫ s
0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
dq udp s

+ tα−1

ΩΓr (γ)Γq (α)
×∫ ξ

0

∫ s
0 (ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
dq udr s

−∫ t
0

(t−qs)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, y (s) , Jδz y (s)

)
dq s,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
< εTα

Γq (α+1)
,

OùΩ = Γr (α)
Γr (α+γ)

ξα+γ−1 −λ Γp (α)

Γp (α+β)
ηα+β−1 6= 0.
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Pour tuot t ∈ [0,T], on a :

∣∣y (t )−x (t )
∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y (t )− λtα−1

ΩΓp (β)Γq (α)
×∫ η

0

∫ s
0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
dq udp s

+ tα−1

ΩΓr (γ)Γq (α)
×∫ ξ

0

∫ s
0 (ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
dq udr s

−∫ t
0

(t−qs)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, y (s) , Jδz y (s)

)
dq s,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λtα−1

ΩΓp (β)Γq (α)
×∫ η

0

∫ s
0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

×(
f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)− f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

))
dq udp s

− tα−1

ΩΓr (γ)Γq (α)
×∫ ξ

0

∫ s
0 (ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)(

f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)− f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

))
dq udr s

+∫ t
0

(t−qs)(α−1)

Γq (α)
× (

f
(
s, y (s) , Jδz y (s)

)− f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

))
dq s,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ εTα

Γq (α+1)
+ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

∣∣∣ f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
− f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)∣∣∣dq udp s

+ Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)

∣∣∣ f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
− f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)∣∣∣dq udr s

+ 1

Γq (α)

∫ T

0

(
T−qs

)(α−1)
∣∣∣ f

(
s, y (s) , Jδz y (s)

)
− f

(
s, x (s) , Jδz x (s)

)∣∣∣dq s

≤ εTα

Γq (α+1)
+ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

×
(
L1

∥∥y −x
∥∥+L2

∥∥y −x
∥∥∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udp s

+ Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)

×
(
L1

∥∥y −x
∥∥+L2

∥∥y −x
∥∥∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udr s

+ 1

Γq (α)

∫ T

0

(
T−qs

)(α−1) ×
(
L1

∥∥y −x
∥∥+L2

∥∥y −x
∥∥∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dp s.

Finalement, ∥∥y −x
∥∥≤ εTα

Γq (α+1)
+µ∥∥y −x

∥∥ ,

Donc, ∥∥y −x
∥∥≤ Tα(

1−µ)
Γq (α+1)

ε := Aε.

D’où le problème (3.3) est stable au sens d’Ulam-Hyers.

Etude de stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias

Théorème 3.6 [3]Supposons que (H1), µ< θ< 1, et :
(H2) il exsite une fonction croissante φ ∈ C ([0.T] ,R) et il existe λφ > 0 telles que :

Jαq,aφ (t ) ≤ λφφ (t ) , ∀t ∈ [0.T] (3.22)
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sont satisfaites, alors le problème (3.3) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.

Preuve. Soient ε> 0 et y ∈ C ([0.T] ,R) une fonction qui satisfait l’inégalité :∣∣∣Dα
q y (t )− f

(
t , y (t ) , Jδz y (t )

)∣∣∣< ελφφ (t ) , ∀t ∈ [0,T], (3.23)

et soit x ∈ C ([0.T] ,R) l’unique solution du problème est donnée par la formule(3.4) :
Par q-intégration de l’inégalité (3.23) , on obtient :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y (t )− λtα−1

ΩΓp (β)Γq (α)
×∫ η

0

∫ s
0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
dq udp s

+ tα−1

ΩΓr (γ)Γq (α)
×∫ ξ

0

∫ s
0 (ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
dq udr s

−∫ t
0

(t−qs)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, y (s) , Jδz y (s)

)
dq s,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
< ελφφ (t )Tα

Γq (α+1)
,

OùΩ = Γr (α)
Γr (α+γ)

ξα+γ−1 −λ Γp (α)

Γp (α+β)
ηα+β−1 6= 0.

D’autre part, ∀ t ∈ [0,T], on a :

∣∣y (t )−x (t )
∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y (t )− λtα−1

ΩΓp (β)Γq (α)
×∫ η

0

∫ s
0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1) f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
dq udp s

+ tα−1

ΩΓr (γ)Γq (α)
×∫ ξ

0

∫ s
0 (ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1) f

(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
dq udr s

−∫ t
0

(t−qs)(α−1)

Γq (α)
f
(
s, y (s) , Jδz y (s)

)
dq s,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λtα−1

ΩΓp (β)Γq (α)
×∫ η

0

∫ s
0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)(
f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)− f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

))
dq udp s

− tα−1

ΩΓr (γ)Γq (α)
×∫ ξ

0

∫ s
0 (ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)(

f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)− f
(
u, x (u) , Jδz x (u)

))
dq udr s

+∫ t
0

(t−qs)(α−1)

Γq (α)

(
f
(
s, y (s) , Jδz y (s)

)− f
(
s, x (s) , Jδz x (s)

))
dq s,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ ελφφ (t )Tα

Γq (α+1)
+ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

∣∣∣ f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
− f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)∣∣∣dq udp s

+ Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)

∣∣∣ f
(
u, y (u) , Jδz y (u)

)
− f

(
u, x (u) , Jδz x (u)

)∣∣∣dq udr s

+ 1

Γq (α)

∫ T

0

(
T−qs

)(α−1)
∣∣∣ f

(
s, y (s) , Jδz y (s)

)
− f

(
s, x (s) , Jδz x (s)

)∣∣∣dq s

≤ ελφφ (t )Tα

Γq (α+1)
+ |λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
)
Γq (α)

×
∫ η

0

∫ s

0

(
η−ps

)(β−1) (
s −qu

)(α−1)

×
(
L1

∥∥y −x
∥∥+L2

∥∥y −x
∥∥∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udp s

Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
)
Γq (α)

×
∫ ξ

0

∫ s

0
(ξ− r s)(γ−1) (

s −qu
)(α−1)

×
(
L1

∥∥y −x
∥∥+L2

∥∥y −x
∥∥∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq udr s

+ 1

Γq (α)

∫ T

0

(
T−qs

)(α−1) ×
(
L1

∥∥y −x
∥∥+L2

∥∥y −x
∥∥∫ u

0

(u − zv)(δ−1)

Γz (δ)
dz v

)
dq s.
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Finalement, ∥∥y −x
∥∥≤ ελφφ (t )Tα

Γq (α+1)
+µ∥∥y −x

∥∥ ,

Donc, ∥∥y −x
∥∥≤ λφTα(

1−µ)
Γq (α+1)

εφ (t ) := Aεφ (t ) .

D’où le problème (3.3) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.

Exemple 3.1 On considére le problème suivant : D3/2
1/2x (t ) = 2sin(πt )

(e t+4)2 . |x(t )|
2+|x(t )| + e−t2

(6+t )2 J7/5
3/4 x (t )+ 1

2 , t ∈ ]0,3[ ,

x (0) = 0, 1
5 J1/2

3/5 x
(5

2

)
= J5/2

2/3 x
(3

2

)
,

(3.24)

alors α = 3/2, q = 1/2, δ = 7/5, z = 3/4, λ = 1/5, β = 1/2, p = 3/5, η = 5/2, γ = 5/2, r = 2/3,

ξ = 3/2, T = 3, et f
(
t , x (t ) , Jδz x (t )

)
= 2sin(πt )

(e t+4)2 . |x(t )|
2+|x(t )| + e−t2

(6+t )2 J7/5
3/4 x (t )+ 1

2 .

Comme
∣∣∣ f (t ,ω1,ω2)− f

(
t ,

−
ω1,

−
ω2

)∣∣∣ ≤ 1
25

∣∣∣ω1 − −
ω1

∣∣∣+ 1
36

∣∣∣ω2 − −
ω2

∣∣∣, alors l’hypothèse (H1)

est satisfaite avec L1 = 1/25 et L2 = 1/36, on trouve :

Ω =
Γr (α)

Γr
(
α+γ)ξα+γ−1 −λ Γp (α)

Γp
(
α+β)ηα+β−1 ≈ 0.4141558,

µ =
|λ|Tα−1

|Ω|Γp
(
β
) ×[

ηα+βBp
(
β,α+1

)
L1

Γq (α+1)
+ ηα+β+δBq (α,δ+1)Bp

(
β,α+δ+1

)
L2

Γq (α)Γz (δ+1)

]

+ Tα−1

|Ω|Γr
(
γ
) ×[

ξα+γBr
(
γ,α+1

)
L1

Γq (α+1)
+ ξα+γ+δBq (α,δ+1)Br

(
γ,α+δ+1

)
L2

Γq (α)Γz (δ+1)

]

+ Tα

Γq (α+1)
L1 +

Tα+δBq (α,δ+1)

Γq (α)Γz (δ+1)
L2

≈ 0.8514717 < 1.

Donc, par de théorème de contraction de Banach, le problème (3.24) admet une unique
solution sur [0,3] , et par le théorème de stabilité, le problème (3.24) est stable au sens de
Ulam-Hyers.
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Résumé
L’objectif principal de ce mémoire est d’établir la stabilité au sens d’Ulam-Hyers pour

le problème au limite d’une équation différentielle fractionnaire impliquant la q-dérivée
de Caputo et d’ordre compris entre 1 et 2 avec une condition q-intégrale fractionnaire
au sens Riemann-Liouville non locale dans un espace de Banach, et l’autre étude par
Ulam-Hyers-Rassias. Les résultats obtenus dans ce travail sont basés sur le principe de
conrtraction de Banach.

Mots-clés : Calcul fractionnaire, q-analogue, Point fixe, Équations différentielles, q-
dérivée de Caputo, Éxistence, Unicité, Stabilité.

Abstract
The main objective of this paper is to estalish stability in the Ulam-Hyers sense for

boundary value problem of a fractional differential equation involving the Caputo q-derivative
and of order between 1 and 2 with a condition fractional q-integral in the sense Riemann-
Liouville nonlocal in a Banach space, and the other study by Ulam-Hyers-Rassias. The
results obtained in this work are based on the Banach contraction principle.

Keywords :Fractional calculus, q-analog, Fixed point, Differential equations, q-derivative
of Caputo, Existence,Uniqueness, Stability.
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