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Avant-propos

Ce document est un support de cours pour les enseignements des probabilités. Il couvre ’analyse combi-
natoire, le calcul des probabilités, variables aléatoires et les lois de probabilités dans le cas discret et continu,
la convergence et les théorémes limites et les variables multivariées. Ce support correspond aux enseignements
de la filiére mathématiques du L2. Pour élaborer ce polycopié, je me suis appuyé sur plusieures références
reconnues dans la spécialité, mais aussi des ressources en ligne qui sont de plus en plus présents aujourd’hui
dans la transmission de la connaissance.

NB. Toutes suggestions ou commentaires qui peuvent étre améliorer ce document sont les bienvenus.
Pré-requis :

Il est supposé que les étudiants ont déja une connaissance en statistique descriptive et introduction
aux probabilités correspondant au programme de la premiére année du tronc-commun mathématiques et
informatique (MI).



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES




Chapitre 1

Analyse Combinatoire

L’analyse combinatoire a pour but le dénombrement des dispositions que 'on peut former & 'aide des
éléments d’un ensemble fini.

1.1 Rappel sur la théorie des ensembles

Un ensemble est une collection d’objets appelés éléments. Soit €2 un ensemble fondamental. L’ensemble
des parties de €2 est noté P().

1. Inclusion. A est inclus dans €2 si chaque élément e de A appartient également a Q.
Veec A= ec€ (), alors A C Q.

o Propriétés de l'inclusion :
e Transitivité : ACB et BCcC = AcCC,
e Réflexivité : A C A est toujours vraie,
e Antisymétrie: ACB et BC A= A=B0B.
L’inclusion est donc une relation d’ordre parmi les sous-ensembles de I’ensemble fondamental.

2. La Complémentarité. On appelle complémentaire de A par rapport a €, noté A ou C’é‘ ou A¢, le
sous-ensemble de € constitué de tous les éléments qui n’appartiennent pas a A. Exemple : Q =
{1,2,3,4,5,6}, si A={1,3,5} donc A = {2,4,6}.

3. Ensembles disjoints. Deux ensembles A et B sont dits disjoints s’ils n’ont pas d’éléments en commun.
On termes d’événements, on dit que A et B sont incompatibles.

4. Réunion de deux ensembles. On appelle réunion de A et B, I’ensemble dont les éléments appartiennent
soit & A, soit a B, soit simultanément & A et B. On note généralement par AU B.

o Propriétés de 'union :
e ACC et BCC=AUBCC,
e ACB= AUB=B,
e Commutativité : AUB = BUA,



1.2 Généralités sur I’analyse combinatoire Analyse Combinatoire

e Associativité : (AUB)UC=AU(BUC)=AUBUC.

5. Intersection de deux ensembles. On appelle intersection de A et B l’ensemble des éléments qui ap-
partiennent a la fois & A et & B. On note par AN B.

o Propriétés de I'intersection :
e Si A et B sont disjoints, alors AN B = &,
e ANB C AUB,
e ACC et BCC=ANBCAUBCUC,
e SiIBCA=ANB=B0B,
e Commutativité : ANB = BN A,
Associativité : (ANB)NC=AN(BNC)=AnNBNC,

e Distributivité a droite par rapport & la réunion : AN(BUC) = (AN B)U(ANC) et (AuB)n(CUl

6. La différence de deux ensembles. On appelle la différence de A et B l’ensemble des éléments qui
appartiennent a A et n’appartiennent pas a B. On la note par A\ B.

7. Le cardinal d’un ensemble. On appelle cardinal de A, noté card(A) le nombre d’éléments de A.

1.2 Généralités sur analyse combinatoire

1.2.1 Les différentes dispositions (D)

Une disposition est ’ensemble formé d’éléments choisis parmi les n éléments de ’ensemble fondamental.
Un élément figurant dans une disposition est caractérisé par :

— Le nombre de fois ou il figure dans ’ensemble,

— Sa place dans la disposition.
Il y a plusieurs types de dispositions :

e Disposition ordonné (DO) : 'ordre d’obtention d’un élément est important. Sinon, on est devant une
disposition non ordonné (DNO).

e Disposition avec répétition (DAR) : c’est une disposition ol un élément peut apparaitre plus d’une
fois. Sinon, au plus 1 fois pour la disposition sans répétition (DSR).

1.2.2 Le Principe multiplicatif (PM)

Soit F une expérience qui comporte 2 étapes : la premiére qui a p résultats possibles et chacun de ces
résultats donne lieu a ¢ résultats lors de la deuxiéme étape. Alors 'expérience E a p x ¢ résultats possibles.

Exemplel. On jette trois dés identiques. Combien y-a-t-il de résultats possibles ? Le nombre de résultats
possibles est 6 x 6 x 6 = 63 = 216.

Exemple2. Combien y-a-t-il de mots de 2 lettres? Il y a 26 lettres dans 'alphabet latin. On peut donc
former 26 x 26 = 676 mots de deux lettres.

10



Analyse Combinatoire 1.2 Généralités sur 'analyse combinatoire

Exemple3. Combien y-a-t-il de mots de 2 lettres formés d’une consonne (c) et d’une voyelle (v) (sans tenir
compte de 'ordre) 7 Il y a 20 consonnes et 6 voyelles (a,e,i,0,u,y). Nous pouvons former 20 x 6 = 120 couples
(cxv) et 6x20 = 120 couples (v x ¢). Il y a donc 240 mots possibles formés par une consonne et une voyelle.

1.2.3 Arrangement avec répétition (AAR)

Si nous avons & choisir p éléments parmi n avec répétition, et si I'ordre est important, on dit qu’on a un
arrangement de p éléments parmi n :

AP =npP =nxnxnx..xn (1.1)

1.2.4 Arrangement sans répétition (ASR)

La disposition est toujours ordonnée mais sans répétition, ’arrangement de p éléments parmi n :

n!

AP =
(n —p)!

(1.2)

ou n! : Factorielle n, n! =1 x2x ... xn= Hz
i=1

Exemple4. Combien peut on former de lignes téléphoniques (une ligne est constituée de 6 chiffres). Chaque
chiffre peut étre choisi de 10 fagons {0, 1, ...,9}, c’est une arrangement avec répétition. Le nombre de lignes
est alors AS; = 106,

Exemple5. Combien y a-t-il de fagons d’asseoir 8 personnes sur un banc qui ne comporte que 4 places. On
a 8 possibilités pour occuper la liére place, 7 pour la deuxiéme, 6 pour la troisiéme et 5 pour la quatriéme

place.IlyadoncA§:8x7x6x5:%:%f5X4!.

1.2.5 Permutation sans répétition (PSR)

C’est un arrangement sans répétition de n éléments parmi n.

|
P,=A"= " __p (1.3)

(n—mn)!

1.2.6 Permutation avec répétition (PAR)

On appelle permutation avec répétition de n éléments, une disposition ordonnée de ’ensemble de ces
éléments ou le premier figure n; fois, le second ns fois,... etc., tel que n; +n1 + ... + ng = n.

|
Pglnlvn%---:nk) — % (1.4)
niynai,...,Ng:

ou k est le nombre de groupes.

11



1.3 Exercices proposés Analyse Combinatoire

Exemple6. Combien de mots (sans tenir compte du sens) peut-on former avec les lettres du mot PAPA?
Les lettres du mot PAPA constituent un ensemble de 4 éléments qu’on peut diviser en 2 groupes de lettres
identiques ; chaque groupe contenant 2 lettres. Ainsi le nombre de mot possibles est

2,2 |
PP = —¢

1.2.7 Combinaison sans répétition (CSR)

Si la disposition est non-ordonnée et sans répétition, on dit que 'on a une combinaison sans répétition

de p éléments parmi n.
n!

Cl=— — (1.5)
" pl(n—p)!
Exemple7. Si Q = {a,b,c} et on veut construire des sous-ensembles composés de deux éléments : n = 3,
p=2. C2= 2% = 3 combinaisons sans répétition.
1.2.8 Combinaison avec répétition (CAR)
C’est une disposition non-ordonnée de p éléments & choisir parmi n éléments différents.
~ (n—1+p)!
Ch =" =CP (1.6)

(n—1)lp! — T

Meéme exmeple précédent, on a 6 combinaisons avec répétition : {a,a}, {b,b},{c,c},{a,b},{a,c},{b,c};
Ch=C, , = C? = 6. On remarquera qu'il a plus de combinaisons avec répétition que de combinaisons
sans répétition.

1.3 Exercices proposés

Exercicel : Trouver des expressions plus simples pour désigner les événements :

1. (AUB)N(AUB°)
2. (AUB)N(A°UB)N(AUB®)
3. (AuB)N(BUCQC)

Exercice2 : Soit A, B, C trois événements quelconques. Exprimer les événements suivants. Parmi A, B,

C:
A seul se produit.
A et B se produisent mais non C.

Les trois événements se produisent en méme temps.

Ll

Au moins un des événements se produit.

12



Analyse Combinatoire 1.3 Exercices proposés

5. Au moins deux des événements se produisent.
6. Un et un seulement se produit.
7. Deux et deux seulement se produisent.
8. Aucun événement ne se produit.
Exercice3 : Une machine a produit n piéces. Soit A; I’événement "la i-iéme piéce est défectueuse",
i =1,...,n. Ecrire les événements suivants :
B : "aucune piéce n’est défectueuse".
By : "au moins une piéce est défectueuse".
Bs : "une seule piéce est défectueuse".
: "deux piéces sont défectueuses".

Bs : "au moins deux piéces sont défectueuses".

S Ot N
oS
W~

Bg : "au plus deux piéces sont défectueuses".
Exercice4 : Que peut-on dire des événements A et B d’un méme espace d’événements si :A\B = Q7
AB=0?ANB=AUB? AAB=A? ANnB=DB?

Exercice5 : Combien peut-on former de sigles d’entreprises ayant au plus deux lettres de 'alphabet
latin ?

Exercice6 : Calculer le nombre de parties d’un ensemble & n éléments en utilisant les combinaisons.

Exercice7 : Avec les lettres du mot ENTREPRISES, combien peut-on former de mots de 11 lettres
ayant un sens ou non

1. au total ?
2. commencant et finissant par une consonne ?
3. commencant par une consonne et finissant par une voyelle ?

Exercice8 : Dans une entreprise, six postes de travail présentant des caractéristiques identiques sont a
pourvoir et font I’objet d’une offre d’emploi. Dix candidats se présentent dont six femmes et quatre hommes.
Combien de sélections pourra opérer le chef du personnel si pour ces six postes, il veut embaucher deux
hommes

1. exactement ?

2. au plus?

3. au moins?
Exercice9 : Combien existe-t-il de nombre de trois chiffres tous différents pris parmi les chiffres {1,2,...,9} ?

De méme, combien existe-t-il de nombre de trois chiffres tous différents mais pris parmi les chiffres {0, 1,2, ...,9} 7

ExercicelO : Un code de sécurité d’'un compte bancaire comporte 6 chiffres. Il doit commencer par 0,
le second chiffre est compris entre 1 et 3, les autres chiffres sont libres. Combien y a-t-il de codes de sécurité
différents peut-on former ?

Combien y a-t-il de codes de sécurité différents comportant des chiffres tous différents 7

Exercicell : Une secrétaire dispose d’une pochette de timbres tous différents contenant huit timbres &
20DA, quatre timbres & 10DA, deux timbres & 100DA et un timbre a 200DA. Elle doit affranchir une lettre
a 280DA. Calculer le nombre de fagons différentes d’affranchir la lettre.

13



1.4 Solutions des exercices proposés Analyse Combinatoire

1.4 Solutions des exercices proposés

Solution de ’exercicel :

1. AU(BNB%) =AUl = A,
2. (ANAYUB)N(AUB®)=BN(AUB®) =(BNA)U(BNB® =BNA,
3. AuB)N(CUB)=(ANC)UB,

Solution de ’exercice?2 :

— AN B°NCe

— AnBNCe,

— AnBnNC,

— AUBUC,

— (ANBNCYU(ANBNC)U(A°NBNC)U(ANBNC),
— (ANBNC)U(A°NBNC)U(A°NB°NC),

— (ANBNCYYU(ANB‘NC)U(A°NBNC),

— AN B°NCe

Solution de ’exercice3 :

— By :ﬂ?zlAf,
— By =U 4,
n
— By=|J (AN N4 nANAT NN AS),
=1
n
— Byi= |J  (ASN-nAT NANAT N NAS  NANAS NN AS),
i=1,j=1,i<j
— Bs = B{N B,

— Bg = By U B3 U By.

Solution de ’exercice4 :

1. Il est certain que I’événement, A est réalisé et que I’événement B ne l'est pas, donc A est 1’événement
certain, A = Q et B est I’événement impossible, B = (.

2. 1l est impossible que I’événement A soit réalisé et en méme temps que I’événement B ne le soit pas,
donc si A est réalisé, B ’est aussi, donc A C B.

3. Dire que I’événements A et B sont réalisés en méme temps, c’est dire que A est réalisé ou B est
réalisé, donc A et B sont équivalents, A = B.

4. Dire que I'événement A est réalisé et ’événement B ne l’est pas, c’est dire que 1’événement A est
réalisé, donc les événements A et B ne sont jamais réalisés en méme temps, par suite les événements
A et B sont incompatibles, AN B = ().

5. Dire que I’événements A et B sont réalisés en méme temps, c’est dire que ’événement B est réalisé,
donc si I'événement B est réalisé, I’événement A 'est aussi, et par suite B C A.

Solution de ’exercice5 :

14



Analyse Combinatoire 1.4 Solutions des exercices proposés

L’alphabet latin comporte 26 lettres. Pour p > 1, il y a 26P sigles d’entreprises ayant exactement p lettres.
Il en découle qu’il existe 26 4 262 = 702 sigles d’entreprises ayant au plus deux lettres.

Solution de 1’exercice6 :

Pour 0 < k < n, il y a CF parties de k éléments pris parmi n. Au total, il y a donc
n
Cl4+Cpt-+Cp=>) Cr=(1+1)"=2"
k=0

Note : Formule du bindme de Newton

Pour tout a,b € Ret n € IN, on a

(a+b)" = Z CFakpr=F,
k=0

Solution de ’exercice? :

1. On doit former des mots de 11 lettres ayant un sens ou non avec le mot ENTREPRISES. 1l y a 11!
mots formés avec les 11 lettres du mot ENTREPRISES, mais il y a des lettres qui se répétent. On

obtient donc au total : o

21213!
2. Lesvoyelles : A-E-1-0-U-Y (6 Voyelles). Dans l'exercice, il y a 4 voyelles et 7 consonnes.
Il y a sept consonnes et A}, = A2 = 42 facons de choisir la premiére et la derniére lettre (Arrangement
Sans réétition). Pour les lettres au milieu, il reste 9! fagons de les choisir. Finalement, on trouve

= 1663200 mots différents.

42 x 9!

m = 635040 mots différents.

3. llya A% fagons de choisir la premiére et Al fagons de choisir la derniére lettre (Arrangement Sans
réétition). Pour les lettres au milieu, il reste 9! fagons de les choisir. Finalement, on trouve

ALAL x 9! crs
W = 423360 mots différents.

Solution de 1’exercice8 :

Le chef du personnel veut embaucher six personnes dont deux hommes. C’est une combinaison sans

répétition.

1. S’il embauche deux hommes et quatre femmes : C7 x C’g = 90 sélections possibles.

2. S'il embauche au plus deux hommes : C§ x C8 + C} x C§ + C3 x Cg = 115 sélections possibles.

3. il embauche au moins deux hommes : C? x C§ + C3 x C§ + Cf x C2 = 185 sélections possibles.
Solution de P’exercice9 :

Tout d’abord, on peut former A3 = 9 x 8 x 7 = 504 nombres différents de trois chiffres tous différents

pris parmi les chiffres {1,2,---,9}. En suite, avec les dix chiffres {0,1,2,---,9}, on peut former A3, =

15



1.5 Exercices Analyse Combinatoire

10 x 9 x 8 = 720 nombres différents. Cependant, parmi ces nombres figurent les nombres commencant par
0 qui sont des nombres de deux chiffres distincts. Il faut donc les éter au total des 720 nombres. Il existe
seulement Ag = 72 nombres différents débutant par 0. Finalement, on peut former 720 — 72 = 648 nombres
différents de trois chiffres et tous différents.

Solution de I’exercicelO :
Q= {07 )9}7 W = {Cla”' 7CG}~
Pour le premier chiffre C; : il y a qu’une seule possibilité.

Pour le second chiffre C5 : il y a trois possibilités.

1. Les codes de sécurité qu’on peut former sont : Pour les 4 derniers chiffres : C3, Cy, Cs, Cg le nombre
d’arrangement avec répétition possible est .A‘llo = 10%. La capacité totale est 1 x 3 x 10* = 30000
codes de sécurité différents.

2. Les codes de sécurité qu’on peut former sont : Pour les 4 derniers chiffres : Cs, Cy, C5, Cg le nombre
d’arrangement sans répétition possible est A = % =8 x 7 x 6 x5 =1680. La capacité totale est
1 x 3 x 1680 = 5040 codes de sécurité différents comportant des chiffres tous différents.

Par exemple, dans la deuxiéme réponse et dans le premier cas (i.e. le premier chiffre 0, le second c’est 1) les
chiffres C3, Cy, Cs, Cs ne peuvent provenir que de Q = {2,3,---,9} d’ott la formule de I'arrangement Ag.

Solution de I’exercicell :

— Si la secrétaire appose un timbre de 200 DA, il y a
CaxCY+C3xC3+C2xCf =70+ (56 x 6) 4 28 = 434.
Donc, 434 fagons de compléter 'affranchissement pour obtenir un total de 280DA.

— De méme, si elle colle deux timbres de 100 DA, il y a aussi 434 fagons de compléter I’affranchissement
pour obtenir un total de 280DA.

— Enfin, si elle appose un timbre de 100DA, il y a
CEXxC24+CfxCl=6+8=14

fagons de compléter I'affranchissement pour obtenir un total de 280DA.
Finalement, il y a (2 x 434) 4 (2 x 14) = 896 fagons d’affranchir la lettre.

1.5 Exercices

Exercicel
Dans une entreprise, six postes de travail présentant des caractéristiques identiques sont & pourvoir et font
I’objet d’une offre d’emploi. Dix candidats se présentent dont six femmes et quatre hommes. Combien de
sélections pourra opérer le chef du personnel si pour ces six postes, il veut embaucher deux hommes

1. exactement ?
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Analyse Combinatoire 1.5 Exercices

2. au plus?
3. au moins ?

Exercice2
Un code de sécurité d’un compte bancaire comporte 6 chiffres. Il doit commencer par 0, le second chiffre est
compris entre 1 et 3, les autres chiffres sont libres.

— Combien y a-t-il de codes de sécurité différents peut-on former ?

— Combien y a-t-il de codes de sécurité différents comportant des chiffres tous différents ?

Exercice3
Avec les lettres du mot ENTREPRISES, combien peut-on former de mots de 11 lettres ayant un sens ou
non

1. au total ?
2. commencant et finissant par une consonne ?
3. commengant par une consonne et finissant par une voyelle 7

Exercice4
Combien existe-t-il de nombre de trois chiffres tous différents pris parmi les chiffres {1,2,...,9} 7 De méme,
combien existe-t-il de nombre de trois chiffres tous différents mais pris parmi les chiffres {0,1,2,...,9} ?

Exerciceb
Une secrétaire dispose d’une pochette de timbres tous différents contenant huit timbres a 20DA, quatre
timbres & 10DA, deux timbres & 100DA et un timbre & 200DA. Elle doit affranchir une lettre a 280DA.
Calculer le nombre de fagons différentes d’affranchir la lettre.
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Chapitre 2

Calcul des Probabilités

2.1 Epreuves et Evénements

Une expérience est dite aléatoire si ses résultats ne sont pas prévisible avec certitude en fonction des
conditions initiales.

Exemplesl. Tirage d’une carte, lancement d’un dé, détermination du nombre de personnes arrivant a un
guichet dans une période donnée, la mesure de la durée de vie d’une piéce électronique...

On appelle épreuve la réalisation d’une expérience aléatoire.

On appelle I’ensemble de tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire : univers, espace d’états,
espace échantillon, espace des épreuves ou espace des réalisations. On le note €2, et on se restreint au cas ou
2 est dénombrable. On considére A = P(Q2) 'ensemble des parties de €.

On appelle événement la propriété du systéme qui une fois I’épreuve est effectuée (ou non), et est défini
comme un sous-ensemble de €. Il est constitué d’une ou plusieurs résultats.

Exemple2. Soient 'expérience aléatoire : < Lancer deux dés>> et I’événement A : Obtenir un total des
nombres supérieur & 10. Donc, A se réalise pour les épreuves (6,5), (5,6) et (6,6).
L’ensemble A définit les ensembles que I’on peut mesurer : ainsi, on appellera un ensemble A € A ensemble
mesurable ou événement. Le couple (£2,.4) est quant a lui appelé espace mesurable.

La classe de tous les événements A doit vérifier les propriétés suivantes :

1. Qe A,

2. A est stable par complémentaire,

3. A est stable par réunion dénombrable,

Une telle classe est appelée tribu ou o-algébre sur €.

Remarque 2.1 — Les résultats possibles d’une expérience aléatoire sont appelés les événements élé-
mentaires,
— L’univers c’est I’ensemble des ses événements élémentaires.
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2.2 Espace probabilisé Calcul des Probabilités

A partir de ces notions, on peut préciser la probabilité d’un événement A :

Définition 2.1 Soit Q un univers avec card(2) = n fini, on définit la probabilité P par :

P: PQ) — [0,]]CR
A — P(A)

P(R2) est l'ensemble des parties de 2, R ’ensemble des nombres réels, P(A) est la probabilité de réalisation
de ’événement A.

Soit A un événement de ), constitué de ny éventualités équiprobable (s’ils ont la méme probabilité de se
réalisés). La probabilité de réalisation de l’événement A est

P(A) = 4 (2.1)

Exemple3. Lorsqu’on jette un dé bien équilibré, la probabilité d’avoir la face numéro 5 est %, et la probabilité
d’avoir un nombre pair est %.
Il y a deux type de Probabilités :

— Probabilité théorique : P(A) = Nqubre de cas favorable

— Probabilité expérimentale : P(4) — SORLE (CPrewre dui 1Calsent A

A chaque événement, on associé un nombre positif compris entre 0 et 1, sa probabilité. La théorie moderne
des probabilités repose sur les axiomatiques suivantes :

2.2 Espace probabilisé

On appelle espace probabilisé le triplé (2, P(€2), P). Une loi de probabilité n’est donc rien d’autre qu’'une
mesure positive de masse totale 1. On peut donc relier la théorie des probabilités a celle de la mesure.
2.2.1 Axiomes de Kolmogorov

L’application P est restreinte par 3 axiomes, dites axiomes de Kolmogorov.

1. Axiome de positivité. Toute probabilité de réalisation d’un événement est toujours positif.
VACQ,P(A) >0 (2.2)

2. Axiome de certitude. P(A) = 1, on dit que 2 est un événement certain.

3. Axiome d’additivité. Si A et B sont incompatibles (AN B = (), alors
P(AUB)=P(A) + P(B) (2.3)
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Calcul des Probabilités 2.2 Espace probabilisé

2.2.2 Propriétés d’une probabilité
1. L’événement impossible : la probabilité de 'événement impossible est nulle. En d’autre termes P(()) =
0,
2. Probabilité d’un événement complémentaire : Soit A le complémentaire de A, P(A) = 1 — P(A),

3. Probabilité et réunion : Soient deux événements A et B tels que AN B # (), alors
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) (2.4)
4. Probabilité et inclusion : Si B C A, alors

P(B) < P(A) (2.5)

Remarque. La généralisation de I’équation 2.4, pour toute famille d’événements Ay, Ag,--- A, € €, est
donnée par

P(UL A) =) P(A)— > PANA)+ > PANANA) =+ (=1)""P(4;N 40N Ay).
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

(2.6)
Exercicel. Montrer les quatres propriétés de la probabilité.
Remarque.

— SiP(A) = 0 alors A est presque impossible. On écrit A = () p.s.
— Si P(A) =1 alors A est presque siir. On écrit A = Q p.s.

Définition 2.2 Soit Q un ensemble fondamental fini, P une application de P(Q) dans [0, 1], est une proba-
bilité st et seulement si

1. P(Q) =1,
2. V(Ai)i=1..n tels que A;NA; =0, Vi#j

3. V(Ai)izl tels que A; N Aj = @, Vi # j

Propriétés.
1. P(A) +P(A) =1,VA € P(Q)
2. P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B), dite formule de Poincarré.

3. Si A C B, alors P(A) < P(B).
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2.3 Probabilité Conditionnelle Calcul des Probabilités

Inégalité de Boole. De la formule de Poincarré, on déduit facilement I’inégalité suivante, dite de Boole :
P(Ui Ai) <) P(A)) (2.7)
i=1

quels que soient les événements A;, i = 1,...,n.
Remarque. Si les événements sont incompatibles, 'inégalité de Boole devient une égalité.

Exercice. On extrait d’une caisse contenant 20 piéces dont 4 défectueuses, 3 piéces au hasard. Soient A1,
Ag et As les événements :

o A; : Avoir 3 bonnes piéces,

o As : Avoir 2 bonnes piéces et 1 mauvaise,

o Az : Avoir au plus 2 bonnes piéces.
— Calculer les probabilités des événements A1, As et As.

Les probabilités de ces événements sont respectivements :

P(4;) = Nombre d’épreuve qui réalisent A;
v Nombre total d’épreuves

3
P(A;) = 98 ~0.49
Caocl
P(4s) = Tt ~0.42
P(dg) = SWEHCECRC .50

2.3 Probabilité Conditionnelle

Soit 2 un univers, P une probabilité sur P(2). Soient A, B deux événements, A C Q, P(A) >0, B C Q
et ANDB # 0.
La probabilité de réalisation de I’événement B lorsque I’événement A est réalisé s’appelle Probabilité de B
sachant A, que 'on note P(B | A). On calcule cette probabilité de la maniére suivante :

P(B|A)= W (2.8)
2.3.1 Probabilités Composées
A partir du résultat précédent, nous pouvons écrire :
P(ANB) = P(B | A)P(A) Si P(A) > 0 (2.9)
et de méme
P(ANB) = P(A | B)P(B) Si P(B) > 0 (2.10)
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Calcul des Probabilités 2.3 Probabilité Conditionnelle

Théoréme 2.1 Soit B € P(Q) tels que P(B) > 0, P une probabilité sur P(2).

Pp: P(Q) — [0,1]

est une probabilité sur P ().

On montre que pour B fixé, Pg(-) est une probabilité sur P(2) on a :

(i) P(AnB) > 0, P(B) > 0, donc Pg(A) > 0. Par ailleurs, d’aprés le point 3) dans les propriétés
précédentes, ANB C B = P(ANB) <P(B) et donc Pp(A4) < 1.
s P(QNB
(i) Pp(Q) = T5ig = 1.
(iii) Si (A;)i>1 est une famille d’événements 2 a 2 incompatibles, les événements (A; N B) sont également
2 a 2 incompatibles et alors :
IPB(UZ'21A1') = IP(UiZlAi | B) = %
= P

= > P(4;| B)

1>1

La probabilité Pp(A) ou P(A | B) est appelée probabilité conditionnelle de A relative & B ou encore
probabilité de I’événement A sachant I’événement B.
2.3.2 Evénements Indépendants

Soient deux événements A, B € P(Q2) avec P(B) > 0. On dit que A est indépendant de B, si
P(A| B) =P(A) (2.11)

Interprétation. Ceci signifie que le fait de savoir que ’événement B s’est réalisé, n’influe pas sur la proba-
bilité de réalisation de I’événement A.

On dit encore que A et B sont indépendants si et seulement si la probabilité de réalisation simultanée de
ces événements est égale au produit des probabilités individuelles :

P(ANB) = P(A) - P(B) (2.12)

2.3.3 Généralisation de la probabilité composée

On déduit de la formule 2.8 la relation suivante :

P(ANB) =P(A)-P(B| A)
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2.3 Probabilité Conditionnelle Calcul des Probabilités

En tenant compte de la relation 2.10 et de la propriété d’associativité de l'intersection, on peut écrire :

P(ANB)NC) = PAPMB|APC|ANB)
= P(ANB)P(C | AN B)
= PAPB|APC|ANB).

La généralisation pour n événements quelconques A1, Ao, ..., A, s’écrit :

]P(Al NAsN...N An) = IP(Al)]P(A2 | Al)IP(Ag | AN AQ)IP(A4 ’ AiNAsN Ag) S ]P(An ’ ﬁngllAi) (213)

i
Exemple4. On tire au hasard une famille parmi les familles ayant trois enfants. Sachant que cette famille

tirée a des enfants des deux sexes, quelle est la probabilité qu’elle ait deux garcons ?

Soient A et B les événements :
A : {la famille a deux gargons}, B : {la famille a des enfants des deux sexes}.

En symbolisant par exemple GGF 1’événement {le premier enfant est un gargon, le second un gargon et
le troisiéme est une fille}, on peut expliciter ’espace des événements comme suit :

N ={GGG,GGF,GFG,FGG,GFF,FGF,FFG,FFF},
le cardinal de € est |Q| = 8.
AN B = {GGF,GFG, FGGY, B = {GGF,GFG, FGG, GFF, FGF, FFG)
|ANB| =3 et |B| =6,

P(ANB) =gl = et P(B) =gl = &

Soit
P(A|B) =

ool oolwe
DO | =

2.3.4 Formule des probabilités totales
Soit (€2, P(€2),P) un espace de probabilité. Soit A;, As, ..., Ay, un systéme complet de € tel que P(4;) > 0
Vi=1,2,...,n et A un événement quelconque.
L’événement A peut se décomposer sous la forme :
A=ANQ=AN (UL A) =U (AN A4;).

Vu que les A; sont 2 & 2 incompatibles par définition d’un systéme complet, les événements (A N A;) sont
aussi 2 a 2 incompatibles.

Alors,
P(A) = PUL(ANA))

=1

= > P(A)P(A| 4).
=1
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Calcul des Probabilités 2.3 Probabilité Conditionnelle

La derniére égalité est dite formule des probabilités totales.

Exemple5. Un candidat doit passer un examen oral chez un des trois examinateurs E1, Fo et E3. Il a 55%
de réussir chez E7, 50% chez Ey et 60% chez Es. Quelle est la probabilité que ce candidat réussisse ? (On
suppose que le candidat a les mémes chances de passer chez un des trois examinateurs).

On considére les événements suivants :
E; : le candidat passe son examen chez ’examinateur F;, 1 = 1,2, 3.
P(E;)=1i=123.
R : le candidat a réussi a son examen.
Les données du probléme sont alors :
P(R | E1) =0.55, P(R| E3) = 0.50, P(R | E5) = 0.60
3
P(R) = ) P(E)P(R|E)

— P(E)P(R| Ey) + P(Eo)P(R | B>) + P(E)P(R | Ey)

2.3.5 Formule de Bayes

Reprenons 'exemple précédent et supposons maintenant que le candidat a réussi et on voudrait savoir
chez quel examinateur a t-il passé son examen.

D’une fagon générale, considérons un systéme complet d’événements A; (i = 1,2,...,n) relatif & un
événement A et supposons que cet événement A s’est réalisé.

On se propose de chercher la probabilité que A soit réalisé a travers A;, pour i fixé, i = 1,2,...,n;
autrement dit la probabilité de A; sachant A.

A partir de la définition d’un systéme complet et d’aprés la définition d’une probabilité on déduit :

P(4) = S P(AN A,
=1

par la probabilité conditionnelle et le fait que P(A) > 0, P(A4;) >0
P(ANA;) = P(A)P(A | Aj),

on déduit alors :
P(A;)P(A | A;)
P(A) ’

comme P(A) est donné par la formule des probabilités totales :

P(A)P(A | Ai)

P(A; | A) =

P(A; | A) = (2.14)

n

D P(A)P(A] A))
=1
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2.4 Indépendance de plusieurs événements Calcul des Probabilités

La formule 2.14 est appelée formule de Bayes.

Application. Dans ’exemple précédent, la probabilité que le candidat ait passé son examen chez I'exami-
nateur E1, sachant qu’il a réussi est donnée par :

P(E,|R) = . P(R|E1)P(E1)
Z]P<Ei>IP(R | E;)
i=1

P(E1)P(R|E1)

—  P(E1)P(R[E1)+P(E2)P(R|E2)+P(E3)P(R|E3)
. 1x0.55

T (3%0.55)+1 x0.50)+ % x0.60)

= 0.33.

Exercice. Probabilités des causes. Deux machines M; et My produisent respectivement 100 et 200
objets. M7 produit 5% d’objets défectueuses et My en produit 6%. Quelle est la probabilité pour qu’un objet
défectueux ait été fabriqué par la machine Mj ? Soit A : {I'objet est défectueux}. Les causes sont les machines
M et My. P(M;) = 10 — %, P(M;) = 209 — 2[5 probabilité qu'un objet est défectueux sachant qu’elle

300 300 — 3
est fabriquée par M; et M, respectivement P(A | M) = 125, P(A | My) = 155. Alors,
— P(My)P(A|M,)
P(My | A) = P(M1)P ALM11)+1P(M21)]P(A|M2)
3% 700
T (3*100)+(3%100)
~ 0.29

2.4 Indépendance de plusieurs événements

2.4.1 Mutuellement indépendants

Soient A; i = 1,2, ...,n n événements d’un espace de probabilité (Q2, P(€2), P). On dira que les événements
A; sont mutuellement indépendants si :

P (ﬂ Ai) =[P
icl icl
I c{1,2,...,n} avec Card(l) > 2.

Ainsi, trois événements A1, As et As sont dits mutuellement indépendants si les relations suivantes sont
vérifiées :

IP(A1 N AQ) = IP(Al).IP(AQ)
P(A; N A3) = P(A1).P(A3)
IP(AQ N Ag) ]P(AQ)]P(AS)
P(A; N A) = P(A1).P(A3)

IP(Al NAsN A3) = IP(Al)IP(AQ)IP(Ag)

Exercice. Soient A et B deux événements queélconques d’un espace de probabilité (2, P(€2),P) tels que,
P(A) > 0 et P(B) > 0. Les quatres propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A et B sont indépendants,
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Calcul des Probabilités 2.5 Exercices proposés

(ii) A et B sont indépendants,
(iii) A et B sont indépendants,
(iv) A et B sont indépendants.
Solution. Montrons (i) implique (ii). On suppose que A et B sont indépendants,

P(ANB) = P(B)-P(ANB)

= P(B).(1-P(4))
= P(A)P(B)
De méme on montre que (ii) implique (iii)
P(ANB) = 1-P(ANB)
= 1-P(AUB)
= 1-P(A) —P(B)-P(A)P(B)
= P(A)P(B),

et pour montrer A et B sont indépendants, on se basant sur (iii),

P(ANB)

[
P

% & % &

E\/\l/\/
2l ==

On montre maintenant le sens inverse de I'implication i.e. (iv) implique (i)

P(ANB) = P(AUB)=1-P(AUB)
= 1-P(A) - P(B)+P(ANB)
= (1-P(B)) —P(A)(1 - P(B))
= (1-P(B))(1-P(A4))
= P(4).P(B),

B)
B)
d’ou l'indépendance de A et B.

2.5 Exercices proposés

Exercicel : Soit A et B deux événements définis sur le méme espace avec P(A) = Z et P(B) = 3.
1. L’événements A et B¢ peuvent-ils étre incompatibles 7
2. L’un des deux événements peut-impliquer 'autre 7 Si oui, lequel ?

Exercice2 : On extrait au hasard une boule d’une urne qui contient 20 boules numérotées de 1 & 20.
Trouver la probabilité que le nombre inscrit sur la boule soit :

— un nombre premier.

— un nombre pair.

— un nombre divisible par 3.

Exercice3 : Soit A et B deux événements aléatoires avec P(A) = 1/2 et P(B) = 1/4.

— Donner un encadrement de P(A U B) et P(AN B).
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2.5 Exercices proposés Calcul des Probabilités

— Déterminer P(A U B) lorsque A et B sont incompatibles puis lorsque P(AN B) = 1/5.
Exercice4 : On jette trois fois un dé non pipé. Calculer la probabilité d’obtenir

® au moins un Six,
e un six exactement,
e au moins deux faces identiques,

Exercice5 : Une urne contient huit boules rouges, trois banches et neuf noires. On tire successivement
et sans les replacer trois boules de 'urne. Quelle est la probabilité d’obtenir

(a) trois boules rouges?

(b) trois blanches ?

(c) dans l'ordre, une rouge, une blanche et une noire ?

(d) une rouge, une blanche et une noire, dans le désordre ?
(e) deux rouges et une blanche dans le désordre ?

Exercice6 : Un électronicien se propose de tester I’éfficacité d’un systéme d’alarme : une porte est munie
d’un dispositif portant les touches 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9et A, B, C, D. La porte s’ouvre aprés avoir frappé
dans l'ordre, un code de 3 chiffres et 2 lettres. Les chiffres sont nécessairement distincts, les lettres non.

(A) Quelle est la probabilité que 1'électronicien ouvre la porte au premier essai dans chacun des cas
suivants :

1. il ignore le code,
2. il sait que les 3 chiffres sont pairs.
(B) Dans les deux cas de figure, quelle est la probabilité d’ouvrir la porte au troisiéme essai ?

Exercice7* : Soit k urnes contenant chacune n boules identiques numérotées de 1 & n. On extrait une
boule au hasard de chaque urne. Pour m strictement compris entre 1 et n, quelle est la probabilité que le
plus grand nombre obtenu sur les boules extraites soit m 7

Exercice8 : Trois tireurs tirent simultanément sur la méme cible. Les probabilités respectives que chaque
tireur touche la cible sont p; = 0,4; po = 0,5 et p3 = 0,7. Trouver la probabilité que la cible soit touchée
exactement une fois.

Exercice9 : Une urne contient 6 boules blanches et 8 boules noires. On extrait une boule qu’on met de
cOté, par la suite on extrait une deuxiéme boule.
Sachant que la premiére boule pigée est blanche, trouver la probabilité que la deuxiéme boule pigée soit
également blanche et la probabilité que la deuxiéme boule pigée soit noire.

ExercicelO : Un test sanguin a une probabilité de 0.95 de détecter un certain virus lorsque celui ci est
effectivement présent. Il donne néanmoins un faux résultat positif pour 1% des personnes non infectées. Si
0.5% de la population est porteuse du virus. Cherchons la probabilité qu’'une personne ait le virus sachant
qu’elle a un test positif 7

Exercicell : Un virus se propage dans une population. On sait que :

— 20% de la population est vaccinée,

— 95% des personnes vaccinées ne sont pas malades,

— 6% de la population est malade.

Déterminer la probabilité pour un individu non vacciné d’étre malade. Commenter ce résultat.
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Calcul des Probabilités 2.6 Solutions des exercices proposés

Exercicel2 : Dans une population, 7% des individus sont contaminés par le virus Covid-19. On dispose
d’un test de dépistage qui présente les propriétés suivantes : parmi les individus contaminés, le test est positif
a 99% ; parmi les individus non contaminés, le test est tout de méme positif a 3% (Il y a donc des risques de
mauvais diagnostic).

1. Quelle est la probabilité que le test appliqué & un individu pris au hasard soit positif ?

2. Sachant, pour un individu donné, le test est positif, quelle est la probabilité que cet individu soit
contaminé 7

3. Calculer les probabilités intéressantes pour ce probléme.

Exercicel3 : Un lot de 100 piéces de machines est soumis & un controle de qualité. En testant 5 piéces
du lot, on rejette le lot si 'on trouve au moins une piéce défectueuse. Trouver la probabilité que le lot soit
rejeté, s’il contient effectivement 5% de picces défectueuses.

2.6 Solutions des exercices proposés

Solution de ’exercicel :

1. Les événements A et B ne sont pas incompatibles.
P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
et comme P(A) + P(B) =2+ > 1ie. P(ANB) #0.

2. Comme P(A) > IP(B), il est possible que B soit inclus dans A, donc B peut impliquer A, mais il est
impossible que A implique B.

Note : A C B : A implique B : si A est réalisé, B 'est aussi.

Solution de P’exercice2 :

L’espace fondamental est défini par = {1,2,...20}, le nombre de cas possibles Card(2) = 20.

— A = { un nombre premier }. On appelle nombre premier tout entier naturel différent de 1 n’admettant
pour diviseurs que 1 et lui-méme. Donc, A = {2,3,5,7,11,13,17,19}, Card(A) = 8.

_ Card(A) 8 2
P = Card@) 20~ 5

— B = { un nombre pair } = {2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20}.

Card(B) 10
P(B) = J&R2) T 2

(B) Card(Q) 20 2
— C = { un nombre divisible par 3 } = {3,6,9,12,15,18},

Card(C) 6 3
]P = = — = —,
(©) Card(©) 20 10
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2.6 Solutions des exercices proposés Calcul des Probabilités

Solution de I’exercice3 :
OnaP(A) =1 P(B)=1.
On utilise la formule de Poincaré : si A, B € A
P(AuB)=P(A)+P(B)—-P(ANB),
ce qui implique P(AU B) < P(A) + P(B).
D’autre part, AC AUB = P(A) <P(AUB).

Par conséquence,

5 =P(4) < P(AUB) < P(4) + P(B) = °.

On a aussi .

ANBCB=0<PANB)<P(B)= 1.

A et B sont incompatibles : AN B =0,

P(AU B) = P(A) + P(B) = Z

SiP(ANB) =1, alors P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AN B), d'on

11
= — =0.55.

!
5 20

IP(AmB):% %

Solution de ’exercice4 :

Un dé est dit < pipé> si la loi n’est plus uniforme (m) Donc, P, = %Vi.
Card(Q) = 63 = 216 (Arrangement avec répétition).

(a) A ={ Obtenir au moins un six }, le complémentaire
A¢ = { Obtenir un numéro différent de six }, Card(A°) =5 x 5 x 5 =125,
P(A) = 2, alors P(4) =1 — P(A°) = 2% ~0.421

(b) B = { Obtenir un six exactement }, Card(B) = 1 x5 x5+ 5x 1 x5+5x5x1 = 3 x 52

P(B) = 353 ~ 0.347

(c) C ={ Obtenir au moins deux faces identique }, le complémentaire
C*¢ = { Obtenir des faces ne sont pas identique }, Card(C¢) =6 x 5 x 4 = 120. Alors,

P(C¢) = 23 = 3 et par suite, P(C) =1 — P(C°) = § ~ 0.444.

Solution de ’exercice5 :

Soient les événements tirés successivement (selon un ordre) et sans remise. Pour i = 1,2,3

R; : la boule tirée au iéme tirage est rouge,
B; : la boule tirée au iéme tirage est blanche,
N; : la boule tirée au iéme tirage est noire,
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ar A3
L. A= {Ri, Ry, Rs}, P(A) = GIGE) = 45 = &5 = 0.0491

2. B={Bj, By, B3}, Card(B) = A3 =1, P(B) = ﬁ7

3. C ={ Obtenir Ry, By, N3}, Card(C) = A} x A} x A} =216, P(C) = &% = & ~0.031,

4. D = {R, B, N} quelconque, Card(D) = (3 x A}) x (2 x AL) x (1 x A}) = 31(A} x AL x A}), donc
_ 3MAExAzxAZ) _ 18
P(D) = =543 = 5= ~ 0.1895,
20

5. E = {2R, B} quelconque, Card(D) = A% x AL, P(RRB) = A%Aé. Donc, en multipliant P(RRB)

20

par le nombre de permutations de 3 boules dont 2 rouges : P(E) = %IP(RRB).

Solution de I’exercice6 :

Pour ouvrir la porte, il faut taper un code de 3 chiffres nécessairement distincts et 2 lettres.
(a) Pour l'ingénieur : il y a un seul cas favorable, donc
1. ~ 1.2401 x 1074,

2. ~ 2.6042 x 1073,

_1
A342
_1
312
(b) Les deux premiers essais sont des échecs et le troisiéme est un succes, donc

2
1. (1 _ @) X ot = 12397 x 1074,

2
2. (1 _ @) X s = 2.5906 x 107

Solution de 1’exercices :

Soit A 'événement < la cible est touchée exactement une fois =. A1, Ao et Az les événements < la cible
est touchée par le premier, le deuxiéme et le troisiéme tireur > respectivement. Alors

A= (A1NASNAS) U (AT N AN AS) U (AT N A5 N Asg).
Donc A est la réunion de 3 événements incompatibles et par suite,
P(A) =P (A1 NASNAS)+P (AT N AN AS) + P (AT N AS N As),
parce que les événements A;, A; et Af, sont indépendants, ¢ # j # k et 4,7,k = 1,2, 3 il s’ensuit que
P(A) = P(A)P(AS)P(AF) + P(AS)P(A2)P(AS) + P(A)P(AS)P(As),
et comme P(A;) = p1 = 0.4, P(Az) =p2 = 0.5 et P(A3) =p3 =0.7

P(A) = p1(1 = p2)(1 — p3) + (1 — p1)pa(l — p3) + (1 — p1)(1 — p2)ps = 0.36.

Solution de 1’exercice9 :

Soit les événements :
B; : {la iéme boule pigée est Blanche}; i =1,2
N; : {la iéme boule pigée est Noire}; i = 1,2

6 5

P(B; | B)) = P<§(1g§2> - 4245
5
- 13
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2.6 Solutions des exercices proposés Calcul des Probabilités

On cherche la probabilité P(N2 | By)

6.8
P(N2 | By) = P(]f(lgfy” = 11
8
13>

on peut obtenir directement P(Ny | By) car :
IP(BQ | Bl) +IP(N2 | Bl) =1

Solution de P’exercicelO :
Notons : V : < la personne testée a le virus > et T : < la personne testée a un test positif .
On demande de calculer P(V | T'). En traduisant I’énoncé :

P(V) = 0.005; P(VC) =0.995; P(T | V) =0.95; P(T¢ | V) = 0.05; P(T | V¢) = 0.01; P(T° | V) =
0.99.

On commencera par calculer P(7"). On a
P(T) = P(TNV)u(TnVe)=PV)P(TNV)+P(VO)P(TNV®)

P(V)P(T|V)+P(VO)P(T | V)
= (0.005 x 0.95) 4+ (0.995 x 0.01) = 0.00475 4 0.00995 = 0.0147

pv )= EVNT) _BVIP(T|V) _ 0.005x0.95 _ 0.00475
~OP(M) — P(T) 00147 00147

Remarque. On pourra de maniére analogue calculer P(7°) :

= 0.3231.

P(T¢) = P(V)P(T°|V)+P(VOP(T¢|V®)
= (0.005 x 0.05) 4 (0.995 x 0.99) = 0.00025 4 0.98505 = 0.9853

et vérifier que : P(T) + P(7°¢) = 0.0147 4 0.9853 = 1.

On peut aussi calculer P(V | T¢), P(V¢|T) et P(V¢|T¢). On a :

_ PWwnT)  _ P(V)P(TCV) _ 0.005x0.05 __ 0.00025 __ —4
IP(V ‘ TC) - ](P(TC) ) - ( ]P)(TZ)I )_ 0.9g<53 ~0.9853 2.537 x 10
_P(venT _ PVOPT|VE) _ 0.995x0.01 __ 0.00995 __
PVe|T) = R /R 00147 = voiar — 0-67687
_ PvenTe _ PVOPCreVe) _ 0.995%0.99 _ 0.98505 __
PVe[Te) = P(T°) P(T7) = 00855 = G.osss — 0-9997,
et on vérifie qu'on a la aussi : P(V | T) + P(V© | T) = 20040540.0099 — 0.0147 — 1
BV |79+ (V| 79 = Do — gy

Solution de ’exercicell :

Soit V' : I’événement : 'individu est vacciné. M : I’événement : 'individu est malade.

P(V) = 0.20, P(M° | V) = 0.95, P(M) = 0.06, P(M | V') = 0.05.

On cherche P(M | V¢) = Pye(M) = P%{;gc),
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d’aprés la formule des probabilités totales :

P(M) = P(V)P(M |V)+P(VP(M | V)
= (0.2 x 0.05) + (0.8 x z) = 0.06

x=P(M | V) = 0.0625
P(M | V) et P(M | V€) sont proches donc le vaccin est peu efficace.
Solution de I’exercicel2 :

Définissons les événements dans notre population 2 :
T : le test est positif; C : 'individu est contaminé.
Les données de I’énoncé s’interprétent en disant que :

P(C) = 7%, P(T'| C) = 99%, P(T' | C°) = 3%.

P(T) = P(C) x P(T | C) + P(C°) x P(T | C) = 9.7%.

Le fait qu’il y ait beaucoup de gens bien portant fragilise la fiabilité du test.

P(CNT P(T|C)P(C
reln - Hp - g
. X U.
0.097 72%.

Un tiers (28%) des personnes qui ont fait viver le test ne sont pas contaminés. Il est difficile de faire un
test fiable quand la maladie est rare.

P(CenT*® P(Te|C)P(C*e
IP(CC | TC) — (]P(;cj)ﬂ ) _ P(T ]L(T)C)( )
99.92%.
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Il est aussi intéressant de se poser la question des malades non dépistés par le test.

o PCAT®) _ P(T¢|C)P(C
P(C|T°) = %P(TC)) _ I IP|(T)C)( )
0.07%.

Commentaire. Peu de personnes contaminées ne seront pas dépistées par le test. Faire les tests dans
les populations exposées aux virus est une bonne stratégie de politique de santé publique.

Solution de ’exercicel3 :

Il est plus facile de trouver la probabilité de I’événement contraire, c’est-a-dire la probabilité que le lot
soit accepté aprés avoir passé par le controle de qualité.
Notons A; 'événement "la i-iéme piéce controlée est acceptable", i = 1,...,5. les événements A4;, i =1,...,5
ne sont pas indépendants, on doit utiliser la formule composée suivante :

5
g =P([A)P(A)P(A \ A1)P(As\ Ar[ ) A2)P(Ag\ Ay [ ) A2 ) As)P(A5 \ A1) A2( ) As( ) As)
i=1
On a P(4;) = 5, P(A2 \ A1) = 35 ; car si A; se réalise, alors dans le lot il reste 99 piéces parmi les

quelles 94 sont acceptables. Par conséquent,

P(As\ Ar[)A2) = —, P(Ag\ Ar[ | Az ) 43) = —etIPAg)\AlﬂAgﬂAgﬂle

Donc, ¢ = 0,77 et par la suite p=1— g =0, 23.

2.7 Exercices

Exercicel
On extrait d’une caisse contenant 20 piéces dont 4 défectueuses, 3 piéces au hasard. Soient A1, As et Ag les
événements :

o A;i : Avoir 3 bonnes piéces,
o As : Avoir 2 bonnes piéces et 1 mauvaise,

o As : Avoir au plus 2 bonnes piéces.
— Calculer les probabilités des événements A1, Ay et As.

Exercice2
Trois tireurs tirent simultanément sur la méme cible. Les probabilités respectives que chaque tireur touche
la cible sont p;1 = 0,4; p2 = 0,5 et p3 = 0, 7. Trouver la probabilité que la cible soit touchée exactement une
fois.

Exercice3
Un électronicien se propose de tester 1'éfficacité d’un systéme d’alarme : une porte est munie d’un dispositif
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portant les touches 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9et A, B, C, D. La porte s’ouvre aprés avoir frappé dans ’ordre, un
code de 3 chiffres et 2 lettres. Les chiffres sont nécessairement distincts, les lettres non.

(A) Quelle est la probabilité que 1'électronicien ouvre la porte au premier essai dans chacun des cas
suivants :

1. il ignore le code,
2. il sait que les 3 chiffres sont pairs.
(B) Dans les deux cas de figure, quelle est la probabilité d’ouvrir la porte au troisiéme essai?

Exercice4
Soit A et B deux événements définis sur le méme espace avec P(A4) = Z et P(B) = 3.

1. L’événements A et B¢ peuvent-ils étre incompatibles 7
2. L’un des deux événements peut-impliquer 'autre ? Si oui, lequel ?

Exercice5
On extrait au hasard une boule d’une urne qui contient 20 boules numérotées de 1 & 20. Trouver la probabilité
que le nombre inscrit sur la boule soit :
— un nombre premier.
— un nombre pair.
— un nombre divisible par 3.
Exercice6
Soit A et B deux événements aléatoires avec P(A) =1/2 et P(B) =1/4.
— Donner un encadrement de P(AU B) et P(AN B).
— Déterminer P(A U B) lorsque A et B sont incompatibles puis lorsque P(AN B) = 1/5.
Exercice7
On jette trois fois un dé non pipé. Calculer la probabilité d’obtenir

® au moins un six,
e un six exactement,
e au moins deux faces identiques,

e la somme des points paire.
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Chapitre 3

Variables Aléatoires et Lois usuelles

3.1 Exemple Introductif

Considérons l'expérience aléatoire qui consiste a jeter une piéce de monnaie trois fois de suite, et qui
prend deux valeurs possibles pile (p) ou face (f).

L’univers Q2 est défini comme suit :

Q= {(p:p,p), 0,0, 1), (0, £, 1) (F, [, 1) (F, [s0)s (Fs050), (0, £), (0, f50)}

Supponsons que l'on s’interesse au nombre de piles obtenus (noté : X), donc les valeurs possibles de X sont
{0,1,2,3}. X est une application de 2 dans {0, 1,2, 3}.

D’une maniére générale, X est une application :

X: O —R
w — X(w),

et qui s’appelle variable aléatoire (v.a.), on s’interessera aux valeurs prises par cette v.a., et plus parti-
culiéerement a la probabilité d’obtenir ces valeurs P (X = z).

3.2 Définitions et exemples

Définition 3.1 Tout ensemble de parties d’un ensemble ), stable par union, intersection et complémentarité
s’appelle une tribu sur Q. Soit A une tribu de parties de Q. Le couple (2, A) s’appelle un espace probabilisable
(ou mesurable) et A est I’ensemble des événements.

Exemplel. La tribu engendrée par la classe des ouverts de R est appellée tribu Borélienne (notée : Bg).
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Définition 3.2 Soit (1, A1) et (22, A2) deuz espaces probabilisables et X une application de (21,.A1) dans
(Q2, Az). L’application X est une variable aléatoire si

VA € As, X Y(A) € Ay
ot X HA):={weQ: X(w) e A} Avec

X: (29,4) — (2, A2)
w |—>X(w),

Définition 3.3 Variables aléatoire réelle.
Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

X (Q7 A) — (Rv IBR)
w — X (w),
Soit I =]—o00, x| un intervalle appartenant a la tribu borélienne By, et A, est l'image réciproque de 'intervalle

I. X unev.a. si Ay € Aot Ay ={w e Q: X(w) <z}

Définition 3.4 Fonction Indicatrice.

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Pour A € A, on définit la fonction indicatrice de A par :
1SiweA
HMW—{O&W¢A
Exemple2. Soit

X (97“4) — (Ra IB]R)
w — X (w) = a,
est bien une v.a. certaine.
Si z<a A, ={we:a<z}=0eA
Si x>a A, ={weQ:a<z}=0cA
Exemple3. Soit
X: (4 — (R,Bp),

1Siwe A
;ww_{O&w¢AwAeA

— Siz<0,A,=0€c A,
— Si0<z<1,A,={weQ:X(Q)=0}=Ac A,
— Sil<z<o00, 4, ={weQ: X =0U{weQ: X(Q)=1}=AUdc A
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Donc, l'application X est bien une v.a. sur (£2,.4). Elle est appelée variable aléatoire indicatrice ou de
Bernoulli.

Exemple4. Soit Q = {wy,wa, - ,ws} et A =P(Q)
Soit

X: (A4 — (R,Br)
définie par : X (w;) = X(w2) =0, X(w3) =1 et X(wq) = X(w5) = X(ws) = —1
— Siz< -1, weQ Tq X(w) <z donc A, =0<cP(Q),
— Si-1<z<0,4, ={weN: X(w)=-1} = {ws,ws,ws } € P(Q),
— Si0<z<1, A, ={we: X(w)=-1ou X(w) =0} = {ws,ws, ws, w1, ws} € P(Q),

— Sil<z<oo, A, =Q e P(Q).
Conclusion : X est bien une v.a. sur (Q,P(2)) : Vz € R, A, € P(Q).

3.3 Probabilité d’une variable aléatoire

Soit X une v.a. définie par une application de €2 dans R, pouvant prendre des valeurs dans Dx =
{z1, -+ ,zn}, la P(X = ;) est régie par les 3 axiomes de Kolmogorov :

1. P(X =) >0,
2. P(X = Dyx) =1,

3. Si les x; sont incompatibles entre eux,
P ((X = x,) U (X = x])) = IP(X = Q?Z) + IP(X = .%'j),

ou x; la valeur possible de la V. a. X, et Dx le domaine de définition de X.

3.3.1 Les différents types de V.a.

Variables aléatoire discréte (v.a.d.).

Une variable aléatoire est dite discréte si les valeurs z; formés de nombres entiers.

Exemples.
— Nombre de clients entrant dans un magasin,
— Nombre de véhicules, d’étudiants, ...
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Variables aléatoire continue (v.a.c.).

Une variable aléatoire est dite continue si elle peut prendre toutes les valeurs d’un intervalle.

Exemples.
— Intervalle de temps entre 2 passages de train,
— La durée de vie d’une piéce mécanique, ...

3.3.2 Fonction de répartition dans le cas discret

La probabilité pour que la variable aléatoire X prenne une valeur inférieure a z est la fonction de
répartition notée Fx(x).

La fonction de répartition d’'une v.a. X discréte est une fonction en escalier présentant des sauts aux
points d’abcisses ;. Le saut de cette fonction en ce point est égal a la probabilité attachée a la valeur x;.

Exemple.

1. On lance une piéce de monnaie une fois, les résultats possibles sont pile : P et face : F. L’univers
Q={P F}
Soit X le nombre d’apparition de pile. X () := Dx = {0,1}. La loi de X : c’est la probabilité dans
chaque point. i.e. P(X =0)=P(F) =1 et P(X =1)=P(P) =3

2. On lance la piéce 2 fois, Q = {PP,FF,PF,FP} et X est le nombre d’apparition de pile. Dx =
{0,1,2}

=
~
[

=
I

P(PF ou FP)

P(PF)+P(FP) événements incompatibles
P(P)P(F)+P(F)P(P) événements indépendants
= Gx)+Gx3) =3

De la méme maniére, nous pouvons calculer P(X = 0) et P(X = 2).

Fonction de masse. C’est la probabilité que la v.a.d. X prenne une valeur en un point x = z;, i =1,2,---.
Notée par p(z;) := P(X = ;).

Fx(x) =Y plas) (3.1)

Sion a un nombre fini de valeurs 1 < 29 < 23+ < Z,,
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(0 Siox< xr1
p(x1) Si oz <z<axo
p(z1) + p(z2) Si ze <z <ax3
p(x1) +plze) +p(xs) Si w3 <z <y

Fx(z) =94 -
n—1
Zp(xl) Si axp1 <z <y,
i=1
n
> p(zi) =1 Si x>,
i=1
Exemple. Reprenant ’exemple précedent : = {wi,wa, - ,we}
Soit
X: (A — (R,Br)
w — X (w)
ou

-1 Si w=w4,ws,ws
X(w)=4¢ 0 Si w=wi,ws
1 Si w=ws

P({#w;}) =P(0) =0 Si x<-—1

P({ws, ws,we}) = 2 Si —1<z<0
Fx(z) = IP6({W47W57W6}) + P({wi,w2}) = % + % Si 0<z<l1

;]P({Wi}):2+2+é:1 Si z>1

3.3.3 Propriétés de la fonction de répartition

La fonction de répartition vérifie les propriétés suivantes :

— lim Fx(z)=0 et lim Fx(z)=1,
T—>—00 Tr—>400

— Fx est croissante,

— Fx est continue a droite; lim Fx(x) = Fx (o)
[L'—>$a—

Remarque. Si l'intervalle est | — 0o, z[, Fix(x) = P(X < z) et vérifie les 3 premiéres propriétés mais elle est
continue & gauche.
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3.3.4 Fonction de répartition dans le cas continu

Soit fx la densité de probabilité d’'une v.a. absolument continue et c’est la dérivée de la fonction de
répartition.

F(x+¢)— F(x)

fa(x): = lim , fonction densité a droite
e—0 £
Fe)—F(zx—¢
fo(z): = lim (z) ( ), fonction densité a gauche
e—0 £

Si fule) = fy(a), ona f(2) = Fla) et F@)=PX <0)= [ fxlo

Remarque. Dans une v.a. absolument continue si F' est continue a droite et a gauche, alors F' admet une
dérivée gauche égale a la dérivée droite.

La fonction densité satisfait aux deux conditions suivantes :
1. f(x)>0 VzeR,

2. /+OO fx(x)dx = 1.

Exemple. Soit X v.a. absolument continue de fonction de répartition :

0 Si z<a
Fx(x)=< =2 Si a<z<b
1 Si x>0
Cette fonction est continue sur R.
0 Si z<a
Fy(z)={ &= Si a<az<b
0 Si z>0b

La fonction densité est discontinue en a et b.

Remarques.
1. La fonction densité peut étre discontinue en certains points.
2. Il n’y a pas d’unicité de la fonction densité pour une fonction de répartition donnée F' :

xT

f# ¢ mais /_x ft)dt = / g(t)dt = F(x).

—00

Exemple. Soit X v.a. absolument continue de fonction densité :

0 Si <0
fX("”)_{k;e—x Si 0<ax
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La valeur k£ se détermine par les deux conditions exigées de la fonction densité : k > 0 et / ke *dx =
R

k[—e®]T2° = 1. Soit k = 1.
La fonction de répartition correspondante est alors :

0 Si <0 0 Si <0
Fx(z) = k:/ etdt Si O0<ax k:/ e tdt Si 0<ux
0

0 Si 2<0
FX(”““)_{1—6—$ Si 0<a

Probabilité d’un intervalle

Soit I =|a,b]. Graphiquement, la probabilité de I est la surface entre a et b.

Analytiquement :

Pla<X <b) = /bf(t)dt

= X<b) P(X <a)

=/fdt+/f

3.4 Caractéristiques d’une v.a.

3.4.1 Caractéristiques de tendance centrale

Les quantiles

On appelle quantile d’ordre @ (0 < o < 1) d’une v.a. X de fonction de répartition F'(x), la (ou les) valeur

(8) xq telle que :
Fzg)=a<=PX <z, =«

— Le cas ou X v.a. discréte, on résoudre I’équation 3.2 qui admet, soit une infinité de solutions (inter-

valle), soit aucune solution.
Exemplel. = {w,ws, -+ ,ws}.

La variable X définie par : X(w;) = X(w2) =0, X(w3) =1 et X(wyq) = X(w5) = X(wg) =

fonction de répartition F' de X est représentée comme suit :

L’équation F(z) = 4 n’a aucune solution, le quantile d’ordre % n’existe pas.

L’équation F(z) = § a une infinité de solution : tout 'intervalle [0, 1] et on dira qu’il y a une infinité
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XN X2 x@) ... X{n-1) X(n)

Observations

FIGURE 3.1 — La Fonction de Répartition Empirique : Cas Général

de quantiles d’ordre %.

— Dans le cas d’une v.a. absolument continue :
F(zo) = a <= 1, = F(a) (3.3)
Exemple2. X v.a. absolument continue de fonction de répartition F.

0 Si 2<0
FX(x)_{l—e_”” Si O<ua

L’équation F(z4) = 0.7 a une solution unique donnée par x, = F~1(0.7) soit :

l—e =07 = e % =030
= x4 = —1og(0.30)

Remarque. On peut trouver les valeurs particuliéres de o comme suit :

— Le premier quartile correspond au o = %,

— Le second quartile ou la médiane correspond au a = %,

)

[N

— Le troisiéme quartile correspond au o =
— Le k-iéme décile (k =1,2,---,10) correspond au o = %.
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Variables Aléatoires et Lois usuelles 3.4 Caractéristiques d’une v.a.

Espérance Mathématique

On appelle espérance mathématique ou moyenne de X, qu’on notera par (X ), 'intégrale (de Stieltjes)
suivant, lorsquel existe :

E(X) = /RxdF(x) = /Ra:f(x)d:c, le cas absolument continu

E(X) = Z zp(z) = Z zP(X =z), le cas discret
zeIN zeN
Exemplel. On considére le jeu qui consiste & jeter un dé bien équilibré. On gagne 10DA si le dé améne les
faces 1, 3 ou 5; on perd 15DA si le dé améne la face 4 ou 2 et le jeu est nul si la face 6 apparait.
En notant par X la v.a. qui désigne le gain au cours d’un jet quelconque; on a : X (2) = {—15,0,10}.

% Si z=-15
P=Y 2 si z=10
0 Si ailleurs

E(X)=(-15)2 4+ (0)§ + (10)2 = 0.
Exemple2. X v.a. absolument continue de densité f.

0 Si <0
fX(:”):{ze—% Si 0O<uz

+o00 2 +o0 1 1
E(X) = / zf(x)dr = / 2z dr = —Zxe (0 4 o0) + / e ?dr = ——e (0 + 00) = .
R 0 2 0 2 2
Propriétés :
L EOQ NX) =) ANE(X;),
i=1 i=1
2. EAN) =X XeR,

3. Sion a h(X) fonction d'une v.a. :

E(h(X)) = /Rh(x)dF(x):/ h(z)f(x)dx, le cas absolument continu

R
E(h(X)) = Z h(z)p(z) = Z h(z)P(X = x), le cas discret
zeN zeN

3.4.2 Caractéristiques de dispersion
Ecart Absolu Moyen

défini par
EAM(X)=E(X —CJ) lorsquel existe
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Variance/ Ecart-type

définie par

Var(X) = o*(X) = E((X — E(X)?) eto=+/Var(X).

Propriétés de la variance :

1. Var(C)=0, CeR

2. Var(X) = E(X?) - E*(X),

3. a,b € R, Var(aX + b) = a*Var(X).
Les Moments

1. Moments Centrés d’ordre k : My = E((X — E(X)F)), k€N,

2. Moments Non Centrés d’ordre k : M] = E(X*), ke N.

Sik=1 M =0 et M =EX),

Sik=2 My=Var(X) et M})=E(X?).

3.5 Lois de probabilités usuelles

3.5.1 Lois usuelles discrétes

Loi de Bernoulli

Une expérience aléatoire a 2 résultats possibles (par exemple : résultat qu’on appellera succés (S) et
lautre échéc (E)) s’appelle expérience de Bernoulli.
X: Q={SE} —R
S — X(9)
E — X(F)

1
0

P(X =k):=pk), k=0,1, p(l)=p et p(0)=1—p.

On dira que X suit une la loi de Bernoulli, et on notera X ~ B(p), si la probabilité s’écrit de la forme

suivante : k( )1 .
oy 1 =p) Si k=0,1
PX =k) = { 0 Si  ailleurs

X~ B(p), EX)=p et Var(X)=p(l-p)=pq.
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Variables Aléatoires et Lois usuelles 3.5 Lois de probabilités usuelles

Loi de Binomiale

On répéte n fois de maniére indépendante ’expérience de Bernoulli.

X : le nombre de succés obtenus sur les népreuves.

PX =k) = { 0 Si  ailleurs

On note X ~ Bin(n,p), E(X)=np et Var(X) = npq.
Exemple. Un tireur atteint une cible 3 fois sur 10. Quelle est la probabilité qu’il atteigne la cible 5 fois en
20 tirs.

Soit X le nombre de fois ou le tireur atteint la cible sur les 20 tirs. X ~ Bin(20,p), p = 1%.

p(k) = { 050(1%)]6(%)207'“ Si k=0,1,---,20

0 Si ailleurs

Donc, la probabilité que le tireur atteigne la cible 5 fois sur 20 est donnée par 3.5.1 pour k = 5, soit
Clo()° ()"

Loi de Hypergéométrique

Une urne contient n boules noires et b boules blanches. On procéde a k tirages sans remise. Soit X la
variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées. La probabilité que 'on ait tiré x boules
blanches au cours de ces k tirages est :

Ca:cb—x
P(X =2)=-"_
Ck
b+n
kb kbn(b+n—k
X ~ Hyper(n,k,b) , E(X) =7 et Var(X) = %.

Loi Géométrique

Soit une suite d’épreuves de Bernoulli de paramétre p. La probabilité pour que le premier succés apparaisse
a la k-iéme épreuve est :
P(X =k)=pg"" ot p+q=1

X ~Geo(p) , B(X) =1 et Var(X) = 3F.

Loi de Poisson

On dit qu’une v.a. X suit une loi de poisson de paramétre A > 0, et on note X ~ P(A), si le support est
donné par D = {0,1,2,---} et sa fonction de masse par :
<X Si zeD

P(X =) =ple) = { o

0 Si ailleurs

Exemples.

47



3.5 Lois de probabilités usuelles Variables Aléatoires et Lois usuelles

— Nombre d’appels téléphoniques,

— Nombre d’arrivées & un guichet.
Le nombre moyen de communications téléphoniques recues par un standart entre 08h05 et 08h10 est 1.8.
Quelle est la probabilité qu’entre 10h50 et 10h55, on regoive :

— un appel,

— deux appels.
X est le nombre de communication regues par minutes, E(X) = A = 1.8.

En effet,

. )\k: . )\k
k>0 k>1

1.8)*
p(x):e—lﬁ( ') ,$:O,1,2,---
xX.

XA~PQ) , EX)=Var(X)=XeR,.

3.5.2 Lois usuelles absolument continues
Loi Uniforme

Une v.a. absolument continue X est dite de distribution uniforme sur Uintervalle [a,b] si sa fonction
densité est constante sur cet intervalle. On notera par X ~ U([a, b]).

fx(x)=C siz€la,b

f étant une densité : la constante C doit étre positive. La valeur C est déterminer par :

b
1
/ f(:v)dx:/ Cdx=C(b—a)=1 = (C=
R a b—a
La densité est donc donnée par :
1 .
— Si =z € [a,b]
_ b—a )
f(@) { 0 Si atlleurs
Fonction de répartition dans le cas Uniforme.
/ f(t)dt=0 Si x<a
o

r T—a .
FX(x):/ ft)dt = b—adt:b—a Si a<z<b

b
/ — dt=1 Si z>b
oo a

Si X nU([a,b]), E(X)=2 et Var(X)= LIS)Q



Variables Aléatoires et Lois usuelles 3.5 Lois de probabilités usuelles

Loi Exponentielle

On dit que la variable X suit une loi exponentielle de paramétre A, et on écrtit X ~ E(A), si sa densité
est de la forme suivante :
Fx(@) = e ™ Si x>0
R Si z<0

et  Var(X) =

Si X ~EN), B(X) = !

> =

Loi de gamma

Fonction gamma d’Euler. On appelle fonction gamma, I'intégrale récurrente :
+oo
I(r) = / e ™dx xR ,r>0.
0

Cette fonction posséde les propriétés suivantes :

(i) I'(r) = (r = 1I'(r — 1),

() T(1) =1,

(iii) I'(n) = (n —1)! pour n € IN*.

La variable aléatoire X suit une loi de gamma de paramétres A et 7, et on écrit X ~ I'(\, 1), si sa densité
de probabilité est donnée par la fonction suivante :

A=Az r—1 ;
fx(w) = re Si >0
0 Sinon

2

SiXmF()\,r),]E(X)zg et Var(X):;—

Cas particulier. Si r = 1, on retrouve la loi exponentielle de paramétre A > 0.

Loi de Béta

Une variable aléatoire absolument continue suit une loi de Béta si sa densité de probabilité est :

Fel@) =4 —Bam Sio O0<z<1
0 Sinon

1
Ou « et A sont des constantes positives et 5(a, A) = / 29711 — 2)*Ydx est la fonction béta. On exprime
0

généralement fx(x) par

fx(z) = FF((CYC;JFF(AA))”UCF1 (I—-2)*1 S 0<az<1
0 Sinon

SiX A B N), B(X) = 3% et Var(X) = i

49



3.5 Lois de probabilités usuelles Variables Aléatoires et Lois usuelles

Loi de Cauchy

Une variable aléatoire X absolument continue suit une loi de Cauchy si la densité de probabilité est :

A .

Les moments de la distribution de Cauchy n’existent pas.

Loi Normale ou de Laplace-Gauss

— Loi normale de paramétre u et 02 : X ~ N (p,0?) silaloi de X a pour densité

_ 2
exp(—(mu)>, z,ueER et o>0.

VeeR fx(x)= 552

1
a2

Densité de la loi N(1,4)

5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 & 7

Le Code : curve(dnorm(x,mean=1,sd=2),from = -5,to = 7,col="red" ,main="Densité de la loi
N(1,4)",axes=F ylab="") axis(1,xaxp = ¢(-5,7,12)) axis(2,pos=0,c(-1,1))

— Loi normale centrée réduite : Si y = 0 et 0 = 1, on dit que X suit une loi normale centrée réduite
i.e X ~ N(0,1) Dans ce cas on vérifie que f est bien une densité de probabilité. En effet,

N - ST (L

D’autre part

too g 2 1 2 oo
E(X) = Vo exp(— - )dz = m[exp(_?)]foo =0
Var(X) =E(X?) = +OO —— 2% exp(— xQ)dac = L) =1
Vor 2 VT
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Variables Aléatoires et Lois usuelles 3.5 Lois de probabilités usuelles

Dans le cas général on procéde au changement de variable X = oU + u avec p € R. La densité
de X s’écrit en fonction de U de la maniére suivante

fx@) = —fu(*=E) >0,

la v.a. X suit une loi normale de paramétre u et o2, et on vérifie de la méme fagon que E(X) = p et
Var(X) =E(X — p)?) =o.
Fonction de répartition :

La primitive de la fonction \/%7 exp(—%) n’est pas calculable par les méthodes classiques d’intégra-

tion. Les valeurs de F'(x) sont obtenues par approximation. Une table nous donne les valeurs de F'
en fonction des valeurs de .

Loi de Khi-deux
Une v.a. X est dite suit la loi de Khi-deux a n degrés de liberté (d.d.l.) et on note X ~ x?(n) si sa

densité de probabilité est définie par :

n

“5z2- 1 Si z>0

0 Sinon

+o00
ouI'(r) = / t""te7tdt est la fonction gamma d’Euler.
0

Propriétés.

1. La fonction de répartition ne s’explicite pas. Cependant, il existe des tables de fonction de répartition
pour différentes valeurs du paramétre n,

2. Si X ~ x%(n), nous avons : E(X)=n et Var(X)=2n,

3. Soit une v.a. qui suit une loi du Khi-deux x?(n;) et Y une v.a. qui suit indépendamment de X une
loi du Khi-deux x?(nz). Alors la v.a. X + Y suit une loi du Khi-deux y?(n; + na).

Théoréme 3.1 Soit {X1, -, X,} une famille de v.a. i.i.d. suivant une loi N'(0,1), alors la variable Z
définie par
Z=X{+X3+ -+ X2~ (n).

D=
0|3
S~—

Cas particulier. 5i § =r et A = %, on retrouve la loi de gamma de paramétre % et Z,ie. I'(A=35,r=
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3.5 Lois de probabilités usuelles Variables Aléatoires et Lois usuelles

Lol de Student

Une v.a. X est dite suit la loi de Student, et on écrit X ~ S(n) & n d.d.l, si sa densité de probabilité
est définie par :

L ot Sio2>0
fx(@)={ vas.H(1+=)
0 Sinon

1
ou fB(n,m)= / 2" Y1 —x)™ ldz est la fonction béta.
0

Propriétés.
1. La fonction de répartition ne s’explicite pas. Cependant, il existe des tables de fonction de répartition
pour différentes valeurs du paramétre n,
2. Si X ~ S§(n), nous avons :
n
n—2
3. Sin =1, la loi est de Cauchy. La loi de Cauchy est en fait la loi du rapport de deux variables qui
suivent chacune indépendamment la loi normale N (0, 1).

Sin>2 E(X)=0 etsi n>3, Var(X) =

Théoréme 3.2 Soit une v.a. X qui suit une loi normale N'(0,1) et Y une v.a. qui suit indépendamment de
X une loi de Khi-deux x*(n) . Alors la variable S = <= suit une loi de Student de paramétre n.

\/Y
Loi de Fisher-Snedecor

Soit m et n deux entiers positifs. Une v.a. X est dite suit la loi de Fisher-Snedecor, et on écrit X
F(m,n) am et n d.d.l, sisa densité de probabilité est donée par :

m_
— o1 x>0

0 Sinon
o f(+,-) est la fonction beta.
Propriétés.

1. La fonction de répartition ne s’explicite pas. Cependant, il existe des tables de fonction de répartition
pour différentes valeurs des paramétre m et n,

2. Si X ~ F(m,n), nous avons :

n 2n%(m +n — 2)
tsi n>5, Var(X) =
n_g =D ar(X) m(n —2)2(n —4)’

3. Si X ~F(m,n) alors + ~ F(n,m).

Sin>3 EX)=

Théoréme 3.3 Soit X etY étant deus v.a. suivant indépendamment des lois du Khi-deux x* am et n d.d.l.

>

respectivement. Alors la v.a. F' = % suit une loi de Fisher-Snedecor & m d.d.l au numérateur et n d.d.l au

dénominateur (F(m,n)).
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Variables Aléatoires et Lois usuelle6 Fonction caractéristique, génératrice et transformée de Laplace

3.6 Fonction caractéristique, génératrice et transformée de La-
place

On définit trois transformées liées & une v.a. a valeurs réelles. Pour une v.a. Z & valeurs complexes,
Iespérance mathématique de Z est défini, si les parties réelle (R(Z)) et imaginaire (I(Z)) de Z sont intégrable,
par E(Z) = E(R(Z)) +iE(I(2))

Définition 3.5 Soit X a valeurs dans R, sa fonction caractéristique est la fonction ¢x : R — C définie
de la maniére sutvante :

ox(t) =E (), teR

Définition 3.6 Soit X a wvaleurs dans R4, sa transformée de Laplace est la fonction Lx : Ry — Ry
définie de la maniére suivante :

Ly(\) =E (e_)‘X) , AeR,

Définition 3.7 Soit X a valeurs dans IN, sa fonction génératrice est la fonction px définie de
[—1,1] — [-1,1] par :

ex(2)=E (ZX) , z€[-1,1]

Remarque. Chacune de ces fonctions caractérise la loi de la v.a. X. Par exemple, si X et Y sont & valeurs
réelles et que ¢x = ¢y, alors Px = Py.

3.7 Espérance conditionnelle

3.7.1 Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire dis-
créete

3.7.2 Définition d’une version réguliére

Pour F fixé :

hp: Q@ — [0,1]
x — PF|X=x)

est une version réguliére de la probabilité.
La famille (P(. | X = x)),eq est appelée une version réguliére de la probabilité conditionnelle de X.
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3.7 Espérance conditionnelle Variables Aléatoires et Lois usuelles

Définition

Soient X : (Q,F) — (E,£) unevariable aléatoire discréteet Y : (,F) — (R,Br) P-intégrable.
Donc l'espérance conditionnelle est définie par :

BY|X=2) == /(X_x) Y (w)dP(w) (3.4)

avec z € B et Px(z)#0

Remarques

1. Soit Papplication
h: QxF — [0,1]
(z,F) — h(z,F)=P(F|X =x)
Si x fixé :
hy: F — [0,1]
F — h(F)=PF|X =x)
2. 81Y =1palors E(lp | X =2)=P(F | X =x)

3. Il existe toute une classe d’équivalence (voir Cottrell et al. (1980); Tortrat (1971)) f de fonctions f
sur IE tels que

est une probabilité.

Ve e E, Px(z) #0onait f(z) =EY | X =x)

avec f = {9]| fRg} ={g| f = g présque surement (P.S.)}

Théoréme 3.4 Soient Y une variable aléatoire réelle, Y € LY(Q, I, P) et X wvariable aléatoire réelle discréte
sur (Q,F,P) a valeurs dans (E,E). VB € &

/ YdP = / E(Y | X = z)dPy (3.5)
X-1(B) B

ot X :(Q,F,P)— (E & Px)

Démonstration
Ona X 1(B)={weQ|Xw)eB}y={weB|xc B}
fX_l(B) YdP = fzzeB<X=a:>]pX<z>¢o YdP
= YaeentX =2tp ()20 [ixop YdP

= Y el X =2}p@)2B(Y | X = 2)P(X = 2)

= [REY | X =z)dPx(z)
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Variables Aléatoires et Lois usuelles 3.8 Notion générale de I'espérance conditionnelle

3.8 Notion générale de 'espérance conditionnelle

Théoréme 3.5 Soit Y une variable aléatoire réelle, Y € LY (Q, F,P)
et X : (Q,F,P) — (E, &, Px). Il existe une classe d’équivalance unique de fonctions
Px -intégrable définies sur (I, &) notée B(Y | X) ou BX(Y) tel que Vf € E(Y | X)

on ait :
[ Y@arw = [ fe)Pxld) (3.6)
X-1(B) B

ot B(Y | X)=E(Y | 0(X)) et o(X)={X"1(A):;Ac &)}

3.8.1 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Soit Y une variable aléatoire réelle, Y € LY(Q, T, P) et B sous tribu de TF.
Toute variable aléatoire Z vérifie :

1. Z est B-mesurable
2. VB e B, fBYd]P = fBZd]P

est appelée 'espérance conditionnelle de Y sachant B.

Proposition 3.1 Soit la famille (P(. | X = x))zcq une version réguliére de la probabilité conditionnelle.
Alors pour toute variable aléatoire Y € LY (Q,F,P) on a

/Y(w)dIP(w | X=2)=EY | X =x), Px —p.s. (3.7)

Démonstration

1. On suppose que Y est positive et on montre ’égalité (3.7) pour la fonction indicatrice

BY | X =2) = (]lF|X_a:) P(F|X =)
J1p(w)P(dw | X = x)

n
2. On pose Y = Z)\i]lpi alors Vo € Ex tel que Ex = {z € Q| Px(x)}
i=1

EY|X=z) = Z)\E]IF | X =2)

= Z)\/ P(dw | X = )

= fZ)\]lF P(dw | X = )
= fY )dP(w | X = x)
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3.8 Notion générale de I'espérance conditionnelle Variables Aléatoires et Lois usuelles

Comme Y est positive alors il existe une suite de fonctions étagées (Y, )nenw croissantes telles que

Y= lim Y,=supY,

n——oo nelN
alors par la propriété de Beppo-Levi (voir 7 ) on obtient :

EY|X=2) = sup,enEY | X =2)
= sup,en | Ya(w)dP(w | X = x)
= [sup,en Yan(w)dP(w | X = z)
JY(w)dP(w | X = x)

Remarque 3.1 Si Y est une variable aléatoire réelle P-intégrable alors ’égalité (3.7) est vérifiée comme
étant une différence entre deux fonctions positives intégrables
Y=YT-Y".

Proposition 3.2 Soit X : (Q,F) — (E, &) une variable aléatoire, et Y une v.a.r. P-intégrable. Alors l’ap-
plication E(Y | X) est une v.a. a valeurs réelles et on a

E(EQY | X)) = E(Y) (3.8)

Preuve 3.1

EY) = [YdP= f$€EY(w)dIP(w)
JREY | X = z)dPx ()
E(EY | X))

Proposition 3.3 (Positivité de l’espérance conditionnelle) Si'Y : (Q,F) — (R, Br) une variable aléatoire
positive, alors

EY|X=2)>0,Px —p.s.

Preuve 3.2 Comme f{xEB} YdP >0, VBeB
alors d’aprés le théoréme 3.4 on a

/E(Y | X = 2)P(dz) >0,VBEB
B

et par conséquent, E(Y | X =xz) >0, Px — p.s.

Théoréme 3.6 (La convergence monotone de [’espérance conditionnelle)

Soit (Yn)new une suite croissante de variable aléatoire définies sur (2, T, P) convergeant présque sirement
vers une variable aléatoire Y P-intégrable. Alors la suite (E(Y, | X = x)))nen converge vers E(Y | X = x)
présque stirement par rapport o Px (i.e. Px-p.s.)
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Démonstration

D’aprés la proposition 3.3 on a SiY >0 alors E(Y | X =) >0, Px — p.s.
par monotonie de la suite (Y,)nen on a

Vne N, E(Yy11 | X =2) >E(Y, | X =) Px —p.s.

par suite
VB € B, / Y, dPP :/ E(Y, | X = z)dPx(x)
{zeB} B
et
VB € B, / YdP > / Y, dPP
{z€B} z€EB
Ainsi

EY|X=2)>EY,|X=x) Px—p.s.

Comme la suite ((E(Y;, | X = x)))nen est croissante, bornée et converge P x-p.s. Alors par le théoréme de
la convergence dominée on obtient

Lo YdP = lim,, [, YV,dP
= lim, [ E(Y, | X = z)dPx(x)
= [plim, E(Y, | X = z)dPx(x)

avec {lim, E(Y,, | X = z);z € B} est B-mesurable.
Alors
EY|X=2)=lmE®Y,|X=2) Px —p.s.
n

Proposition 3.4 Soit B sous tribu de IF. Si Y wune variable aléatoire réelle B-mesurable, T et Y deux
variables aléatoires définies dans LY(Q, T, P), alors

E(T.Y) = E(T.EB(Y)) (3.9)

Démonstration

Pour montrer 3.9 c¢’est-a-dire
VAeBCF ETY)=ETEBY)

on passe par quatre étapes.
1. Dans la premiére étape on suppose que T' =1 4
E(TY) = E(1.Y)=[,YdP = [, EB(Y)dPg

= [1AEB(Y)dPp
= B(L4EP(Y))
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3.9 Exercices proposés Variables Aléatoires et Lois usuelles

n
2. En suite T = Z Aill 4,
i=1

E(TY) = zn:)\iIE(]lAiY)

=1
= >N / 14,YdP
=1

—1) i MNE(14,EB(Y))

=1

n
= E()_ ANE(14EP(Y)))
=1
3. Si T est positive, il existe une suite de variables aléatoires (T},)nen (fonctions étagées) qui converge
vers 1.

E(TY) = lim, [T,YdP =® lim, F(T,EB(Y))
= E(lim, T,,EB(Y))
E(TEB(Y))

4. Si T est quelconque, on utilise la décomposition suivante : T = T — T~ tels que T et T~ sont deux
fonctions positives.

Proposition 3.5 Soit B sous tribu de F. Si Y une variable aléatoire définie dans L'(Q, F,P), indépendante
de B alors

E(Y | B)=E(Y) P — p.s. (3.10)

Preuve 3.3 Soit B € B, par indépendance on a

[zE(Y | B)dPg = [,YdP = [1pYdP =E(1gY)
= E(1p)E(®Y)
[5 E(Y)dP

alors
VBeB, E(YY|B)=E(Y) P —p.s.

3.9 Exercices proposés

Exercicel : Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. On y effectue deux tirages sans remise.
Soit X, Y et Z les variables aléatoires représentant le plus grand, le plus petit et la somme des deux numéros
obtenus.

(a) Déterminer les lois de probabilités de X, Y et Z.

(b) Calculer leurs modes, leurs espérances et leurs variances.
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Variables Aléatoires et Lois usuelles 3.9 Exercices proposés

Exercice2 : Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par

x 01 ] 23] 45
Px(z) |0.1]03[0401]005]0.05

(a) Calculer I'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer la fonction de répartition de X.
(c) Calculer les probabilités P(X < 4.5), P(X > 2) et P(3 < X < 4.5).
Exercice3 : Soit a € IN* et X une variable aléatoire discréte a valeur dans {1, 2, ...,8} telle que, pour
tout entier k£ dans cet ensemble
P(X =k) =ak(8 — k).

1. Déterminer la valeur de a.
2. Calculer le mode, 'espérance et la variance de X.
Exercice4 : Soit X une variable aléatoire continue de densité de probabilité f avec

1+z si zel[-1,0]

fl@y=<9 1—z s z€]0,1]

0 sinon .
1. Représenter graphiquement f.
2. Calculer le mode, 'espérance et la variance de X.
3. Déterminer la fonction de répartition de X.
4. Calculer les probabilités P(X < 1), P(X > 1), P(52 < X < 2)

Exerciceb : La durée de fonctionnement d’un ordinateur avant sa premiére panne est une variable
aléatoire continue X dont la densité est donnée par

Ae 10 si x>0
ﬂ@_{o si z < 0.
1. Vérifier que f est bien une densité. De quelle loi s’agit-il 7 (La loi de X).
2. Trouver la probabilité que la durée de fonctionnement soit comprise entre 50 et 150 heures.
3. Trouver la probabilité que I'ordinateur fonctionne moins de 100 heures.
Exercice6 : La durée de vie, en heures, d’une ampoule est une variable aléatoire continue X ~ £(1/10).

Trouver le nombre ¢ d’heures tel que avec une probabilité 0,9 I'ampoule va bruler avant ¢ heures.

Exercice7 : Si X ~ &£(\), montrer que P(X > n+k\ X > n) = P(X > k). Cette propriété est
généralement appelée propriété de perte de memoire, ou encore propriété d’absence de mémoire.

Exercice8 : On observe I'arrivée de personnes & un guichet, 2 personnes ne pouvant arriver en méme
temps. Le nombre d’arrivées dans un intervalle de temps de longueur ¢ est une variable aléatoire N (t)
distribuée selon une loi de Poisson de paramétre At. Les arrivées se produisent indépendamment les unes des
autres. On choisit un temps tg = 0. Soit T}, la variable aléatoire qui représente 'arrivée du k€ client a partir
de to.

1. Quelle est la loi de T7 7 Indication : la probabilité que T} soit supérieur a t est égale a la probabilité
que personne n’arrive dans 'intervalle [0, ¢].
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2. Calculer la fonction de répartition de Tj.
3. Calculer la densité de Tj. De quelle loi s’agit-il ?

Exercice9 : On considére une série d’épreuves indépendantes. A chaque épreuve, on observe un "succés"
avec probabilité p et un "échec" avec probabilité 1 — p. Soit X la variable aléatoire discréte suivante : X =
nombre d’épreuves nécessaires pour obtenir le ler "succés".

1. Calculer la loi de probabilité de X, c’est-a-dire P(X = k), k € IN. Cette loi est dite loi géométrique.
2. Veérifier que E(X) =1/p.
3. Vérifier la propriété "sans mémoire" suivante de la loi géométrique
PIX>k\X>j)=P(X>k—j), k>
ExercicelOx :
I/ Déterminer la fonction caractéristique ¢x de la v.a. X et calculer dans chaque cas E(X) et Var(X).
1. X est discréte, a valeurs dans IN, donnée par P(X = k) = py pour tout k € IN.
2. X =aps (a€R)
3. X est une v.a. de Bernoulli de paramétre p.
4. X ~ B(n,p) Binomiale de paramétre n, p.
5. X ~ P()\) variable de poisson de paramétre .

ITI/ Démontrer que si np — A quand n — oo et p — 0, et si X ~ B(n,p), alors X converge en loi
vers une v.a. ¥ ~ P.

- On utilisera ¢x pour calculer dans chaque cas E(X) et Var(X).

Exercicellx : Calculer la fonction caractéristique ¢ x dans les cas suivants :
1. X suit une loi uniforme sur [—a, al.
2. X suit une loi de Gamma de paramétre a, A.

3. X suit une loi exponentielle symétrique de paramétre A > 0 de densité

A Al

flz)= 56_

4. X suit une loi de Cauchy de paramétre A > 0, de densité

A
g(x) = m

3.10 Solutions des exercices proposés

Solution de ’exercice3 :

— Pour que P(.) soit une probabilité il faut vérifier les deux points suivants :

— P(X =k) >0,
8

— > P(X=k=1
k=1
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La premiére est vérifiée par défaut, et pour la deuxiéme, on obtient :

8 8
YPX=k=1 = > ak(B-k) =1
k=1 k=1
8 8
= a (82k—2k2> =1
k=1 k=1
. a(8>i¥—8 96x17):1
= a=g;.
Do P(X = k) = 552 vk e {1,2,3, 8},
— Calcul du mode, I'espérance et de la variance de X :
Le Mode : Mo :
P(X = k) = *H = £ (k)
fl(k)=¢;8-2k)=0=k=4= Mo
8
— L’espérance mathématiques : E(X) = Z EP(X = k) =336
k=1

La variance Var(X) :

Var(X) = E(X?) - E(X)?

8 8 2
= Y KP(X=k)— (Z kP(X = k:))
k=1 ) k=1
1
= 10— (3)" =19-16=3.
Solution de ’exercice5 :

— Pour que f(.) soit une densité de probabilité il faut vérifier les deux points suivants :
— / f(z)dz = 1.
R

+o0
La fonction exponentielle est positive, et comme / f(x)dx = X / e 10dx, donc A = 1(1)—0 et
R 0

X ~ E(555) (Loi exponentielle de paramétre &5 ).

— La probabilité que la durée de fonctionnement de 'ordinateur soit comprise entre 50 et 150 heures
est donnée par : P(50 < X < 150).

P(50 < X <150) = L [ e Tods= (e—ﬁ

de méme

1 oo
P(X < 100) = 100/ e T0der =1—e ' ~0.63,
0

i.e. ordinateur tombera en panne avant sa 100-iéme heure de service approximativement 63 fois sur
100 en moyenne.
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Solution de 1’exercice6 :

On cherche t =? Tq : P(X <t) =0.9.
t
De 110/ e~ i0dx = 0.9, on trouve 1 — e~ 10 = 0.9,
0

donc, e 16 = 0.1 et par conséquent ¢ = —101In(0.1) ~ 23 heures.
Solution de I’exercice7 :

Rappelons que la densité de la v.a. X est donnée par :

e M g x>0
0 sinon ailleurs

fx (@) :{

Par conséquent,
+oo
P(X >n) = / e Mdp = (—e M) F0 = g7,

n

Donc,
P(X>n+k|X>n) = P({X>£&gi2{)x>n})
_ PH{X>n+k}) _ e~ An+tk)
- e—An

- P(X>n)
= e M =P(X > k).

Solution de ’exercicesS :

Soit N(t) : la variable aléatoire { nombre d’arrivées dans un intervalle de temps de longueur ¢ }. N(t)
suit une loi de poisson de paramétre At.
Ty : la v.a. {temps avant Uarrivée de la k-iéme personne}.

1. On cherche la loi de T3 :
P(Ty > t) =P(N(t) =0),

i.e. si aucune personne ne se présente au guichet avant 'instant ¢, cela signifie que 17 > t, et

Fr (t) = ]P(Tl < t) =1- ]P(Tl > t)
= 1-P(N{#)=0)=1—e,
On en déduit que 77 suit une loi exponentielle de paramétre A.

2. La fonction de répartition de T} :
Si Ty, < t, cela signifie que la k-iéme personne est arrivée avant linstant t; c’est-a-dire N(t) > k.
Donc,

Fr,(t) = P(Ty <t)=P(N(t) 2 k) =) P(N(t) =)
j=k

= ()
_ Ze)\t( !)7

J

J=k
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3. La densité de T}, :

ka (t) = %FT;C (t) = Z (—)\GM()\;‘) _}_]’)\ef)\t ()\t])" )
J=k ' :
S <Ae—xtw>“ O )
_ A\t k—1
= Ai:At&klly
= f%ﬁtk_le_Aa

s’appelle loi de Gamma.

Solution de ’exercice9 :

Soit X la variable aléatoire : {Nombre d’épreuves nécessaires pour obtenir le premier succés},

P(X =k) = IP(k—1 échecs et un succes )
(1_p)k71 X p, k: 172737"'

2. En utilisant 0 < g =1 —p < 1, et le fait que qu =7 , on obtient
k>0 N
o0 o0
E(XX) = > kxP(X=k=) kx(1-p"'xp
k=1 k=1
N, b d d
= pY ki ' =p (dq’“)zp > gk
k=1 k>1 q q k>1
_ d _ 1 _ 1
= Pig (fzfq) =PX g = p
5 P(X>kNX>j
P(X >k|X>j) = PEz0i=d)
P(X>k)
T P>
OnalP(X >k)=1-P(X <k),
k
P(X <k = PUL{X=i)=  P(X =1
k A =
= Y (1-p ' xp=p) ¢!
Z:kll =1
S gt
= p q=p<1 )Zl—qk,
—q

donc, P(X > k) = ¢* = (1 — p)¥, et de méme P(X > j) = (1 — p)/.
Alors, '
P(X>k|X>j)=0-p* 7 :=P(X >k—7).
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3.11 Exercices

Exercicel :

Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. On y effectue deux tirages sans remise. Soit X, Y et Z
les variables aléatoires représentant le plus grand, le plus petit et la somme des deux numéros obtenus.

(a) Déterminer les lois de probabilités de X, Y et Z.
(b) Calculer leurs modes, leurs espérances et leurs variances.
Exercice2 :

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par

x 01 ] 23] 45
Px(z) | 0.1]03[04]01]005]0.05

(a) Calculer I'espérance et la variance de X.

(b) Déterminer la fonction de répartition de X.

(c) Calculer les probabilités P(X < 4.5), P(X > 2) et P(3 < X <4.5).
Exercice3 :

Soit @ € IN* et X une variable aléatoire discréte a valeur dans {1,2,...,8} telle que, pour tout entier k
dans cet ensemble
P(X =k) = ak(8 — k).
1. Déterminer la valeur de a.
2. Calculer le mode, 'espérance et la variance de X.
Exercice4 :

Soit X une variable aléatoire continue de densité de probabilité f avec

1+z si zel[-1,0]
flx)=¢ 11—z si z€][0,]1]

0 sinon .

Représenter graphiquement f.

Calculer le mode, 'espérance et la variance de X.

Déterminer la fonction de répartition de X.

Calculer les probabilités P(X < 51), P(X > 1), P( < X <

Exercice5 :

ol

)

La durée de fonctionnement d’un ordinateur avant sa premiére panne est une variable aléatoire continue
X dont la densité est donnée par

Ae” 100 si x>0

f(“")_{o siz < 0.
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1. Vérifier que f est bien une densité. De quelle loi s’agit-il 7 (La loi de X).
2. Trouver la probabilité que la durée de fonctionnement soit comprise entre 50 et 150 heures.
3. Trouver la probabilité que l'ordinateur fonctionne moins de 100 heures.

Exercice6 :

La durée de vie, en heures, d’'une ampoule est une variable aléatoire continue X ~ £(1/10). Trouver le
nombre ¢t d’heures tel que avec une probabilité 0,9 ’ampoule va bruler avant ¢ heures.

Exercice7 :

Si X ~ E(N), montrer que P(X >n+k\X >n) = P(X > k). Cette propriété est généralement appelée
propriété de perte de memoire, ou encore propriété d’absence de mémoire.

Exercice8 :

On observe 'arrivée de personnes & un guichet, 2 personnes ne pouvant arriver en méme temps. Le
nombre d’arrivées dans un intervalle de temps de longueur ¢ est une variable aléatoire N (¢) distribuée selon
une loi de Poisson de paramétre At. Les arrivées se produisent indépendamment les unes des autres. On
choisit un temps tg = 0. Soit T}, la variable aléatoire qui représente l'arrivée du k€ client a partir de ¢g.

1. Quelle est la loi de 77 7 Indication : la probabilité que T soit supérieur a t est égale a la probabilité
que personne n’arrive dans l'intervalle [0, ¢].

2. Calculer la fonction de répartition de T}.
3. Calculer la densité de Ty. De quelle loi s’agit-il ?

Exercice9 :

On considére une série d’épreuves indépendantes. A chaque épreuve, on observe un "succés" avec pro-
babilité p et un "échec" avec probabilité 1 — p. Soit X la variable aléatoire discréte suivante : X = nombre
d’épreuves nécessaires pour obtenir le ler "succés".

1. Calculer la loi de probabilité de X, c’est-a-dire P(X = k), k € IN. Cette loi est dite loi géométrique.

2. Veérifier que E(X) =1/p.

3. Vérifier la propriété "sans mémoire" suivante de la loi géométrique
PX>k\X>)=PX>k—j), k>j.

4. J'ai décidé de vendre ma maison et d’accepter la lre offre d’achat supérieure & K D.A. On suppose
que les offres d’achat sont des variables aléatoires indépendantes avec fonction de répartition F. Soit
N la variable aléatoire discréte suivante : N = nombre d’offres d’achat reques avant de vendre la
maison. Donner la loi de probabilité de N, c’est-a-dire P(N =n),n € IN.
ExercicelO :
Un commergant estime que la demande d’un certain produit saisonnier est une variable aléatoire X de loi

k
p
]P(X:k:):mpourk‘ZO,

ou p est le prix d’une campagne publicitaire de I’année précédente.
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— Vérifier que X suit bien une loi de probabilité.
— Calculer 'espérance et la variance de X.
— Connaissant son stock s, calculer la probabilité de rupture de stock.
Exercicell :
Soit X la variable aléatoire continue de fonction de répartition F' avec

_ z —z D>
F(m):{l (14 5) exp(5°) S?x_O
0 sinon .
1. Déterminer la densité de probabilité de X.
2. Calculer son mode, son espérance et sa variance.

Exercicel2 :
La durée du processus d’atterrissage d’'un avion est le temps 7', mesuré en minutes, qui s’écoule entre la
prise en charge par la tour de contrble jusqu’a l'immobilisation de l'appareil sur la piste. Dans un aéroprt
américain, on estime que T est une variable aléatoire de densité f définie par

texp(—t) sit>0
1) = { 0 P sinog .
1. Calculer I'espérance et la variance de T
2. Déterminer la fonction de répartition de 7.
3. Quelle est la probabilité que :
(a) T dépasse 2 minutes ?
(b) T soit compris entre 45 secondes et 3 minutes ?

(c) T soit inférieur & 4 minutes sachant qu’il dépasse 2 minutes ?

Examen de Probabilité

Exercicel : [2pts] (Analyse Combinatoire)
e Combien de mots (sans tenir compte du sens) peut-on former avec les lettres du mot EVENEMENT ?

Exercice2 :[5pts] (Probabilités des Causes)
Deux machines M1 et M2 produisent respectivement 200 et 500 objets. M1 produit 5% d’objets défectueuses

et M2 en produit 7%. Quelle est la probabilité pour qu'un objet défectueux ait été fabriqué par la machine
M17?

Exercice3 :[7pts] (Variables Aléatoires)
Soit 2 = {w1,wa, - ,we} et A =P(Q)
Soit
X: (A — (R,Bgr)
définie par :

X(w1) = X(w2) =0, X(w3) =1et X(ws) =X(ws) = X(wg) =—1
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— Montrer que X est bien une variable aléatoire sur (€2, .4),
— Calculer la fonction de répartition de X.

Exercice4 :[6pts] (Lois de Probabilités)
Un analyste financier dispose de données historiques Xy, -+, Xy de rendement d’une certaine action. On
suppose par simplicité que ces observations sont indépendantes avec fonction de répartition Fx (x) et densité

fX (X)
Soit T = max(Xj, ..., Xyn) la variable aléatoire qui représente le rendement maximal.

1. Montrer que Fr(t) = (Fx(t))™, ou Fr(t) est la fonction de répartition de T.

2. Soit
e%m si0<x<6

fx(x) = { 0 sinon .

Dans ce cas, calculer E(T).

3. Sous les conditions du point 2., calculer la probabilité que le rendement maximal soit supérieur & un
certain seuil a.

Rattrapage de Probabilités

Exercicel [04pts] Un numéro de téléphone comporte 7 chiffres. Il doit commencer par 0, le second
chiffre est compris entre 1 et 7, il indique la région. Les autres chiffres sont libres. Combien de numéros de
téléphones différents peut-on former ? Combien y a-t-il de numéros comportant des chiffres tous différents ?

Exercice2 [05pts] Un article en stock fait 'objet d’une demande journaliére X dont la loi de probabilité
est donnée par le tableau

T 0 1 2 3 4 ) 6
P(X ==x)| 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,15 | 0,10 | 0,05

1. Vérifier que X suit bien une loi de probabilité.

2. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
3. Trouver la probabilité qu’une demande dépasse 4.

4. Pour quelles valeurs de x peut-on écrire P(X > z) = 0,557

Exercice3 [07pts] Le télégraphe utilise les signes - (point) et — (trait). On sait qu’en moyenne 2/5 des
points et 1/3 des traits sont altérés par la transmission. De méme on sait qu’en moyenne le rapport entre le
nombre de points et le nombre de traits est 5/3. Calculer la probabilité de recevoir le signal transmis si le
signal recu est :

1. un point (-).
2. un trait (—).

Exercice4 [04pts] Soit X la variable aléatoire associée & la durée de vie d'une lampe (en heures). On
suppose que la densité de probabilité a pour expression :

a .
_ e l<ax<?2
f(z) { 0 sinon
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1. Quelle est la probabilité pour que la durée de vie d’une lampe soit inférieure & 1,5 heures?

Corrigé de I’Examen de la matiére Probabilité

Exercicel :
Les lettres du mot EVENEMENT constituent un ensemble de 9 éléments qu’on peut diviser en 3 groupes :
groupe composé de 4 lettres identiques, un autre groupe contenant 2 lettres, et le reste d’une lettre. C’est
une permutation avec répétition de 9 éléments. Ainsi le nombre de mot possibles est

Pé4’2’1’1’1) = ﬁ;uu = 7560 mots différents.
Exercice?2 :

Soit A : {lobjet est défectueux}. Les causes sont les machines M; et My. P(M;) = % = % = 28.57%,

P(Ms) = % = % = 71.42% La probabilité qu'un objet est défectueux sachant qu’elle est fabriquée par M;

et My respectivement P(A | My) = 155, P(A | M) = 155. Alors,

— P(My)P(A| M)
P(Mi[A) = PORIPAN, POV PATE)
— $x 155
(7% 705)+(3 X 105
= 2~2222%
Exercice3 :
Soit Q = {w1,wa, -+ ,we} et A =P(Q)
Soit

X: (4 — (R,Bgr)

définie par : X(w1) = X(w2) =0, X(w3) =1 et X(wy) = X(w5) = X(wg) = —1
Ay ={weN: X(w) <z}
— Siz< -1, weQ Tq X(w) <z, donc A, =0 P(Q),

— Si-1<2<0,A4; ={weN: X(w) = -1} = {ws,ws,ws } € P(Q),
— Si0<z<1, A4, ={we: X(w)=-1o0u X(w) =0} = {wy, ws,ws, wi, w2} € P(N),

— Sil<z<oo, A, =Q e P(Q).
Conclusion : X est bien une v.a. sur (Q,P(2)) : Vz € R, A, € P(Q).

0 Si x<-—1
P({Fw:}) = P(0) Si —1<z<0
P({ws, ws,we}) = 2 Si —1<x<0
Fx(z) =P(X <2) =) p(@) = P{ws,wsws}) + Pwrw}) =2 +2 Si 0<z<1
z; <z 6
= 3 2 1 .

=1
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Exercice4 :

1. Etant donné I'indépendance de Xi,---, X,, on a

Frit)=P(T <t) = Pmax(Xy, -,Xp) <t)
P(X;<t,Xo<t,--,X,<t)
= (P(X1<t)" = (Fx(t)"
2. La densité de T est donnée par fp(t) = %FT(t)
fr(t) =n(Fx ()" x fx(t).

En utilisant la définition de fx(x) et la fonction de répartition Fx(.)

0 si <0
Fx(x) = z—; si O<ax<o
1 sinon x>0
On obtient
2(n—1 .
folt) = n (5202 0<t<f
0 sinon,
+o00 0
B(T) = / Ex fr(t)dt = / £ fr(t)dt
- 0
/900 <t>2(”1) 2t
= txn| - —dt
et % 0 92
par conséquence o
Ze | t*rdt
0 =0
_ 2n [ t2ntl = _ _2n 0
- 02n \ 2n+1 =0  2n+17
3. On calcul la probabilité P(T > a) :
1 si a<0
P(T>a)=1—Fpla)=q 1—-($)* si 0<a<¥
0 si a>0.

Exercicel :
Une urne contient 4 boules numérotées de 1 & 4. On y effectue deux tirages sans remise. Soit X, Y et Z les
variables aléatoires représentant le plus grand, le plus petit et la somme des deux numéros obtenus.

(a) Déterminer les lois de probabilités de X, Y et Z.
(b) Calculer leurs modes, leurs espérances et leurs variances.

Exercice2 :
Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par

T 0 1 2 3 4 5
Px(z)|0.1]03]04]0.1|0.05]|0.05

(a) Calculer I'espérance et la variance de X.
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(b) Déterminer la fonction de répartition de X.
(c) Calculer les probabilités P(X < 4.5), P(X > 2) et P(3 < X <4.5).

Exercice3 :
Soit a € IN* et X une variable aléatoire discréte a valeur dans {1,2,...,8} telle que, pour tout entier k dans
cet ensemble
P(X =k) =ak(8 — k).
1. Trouver a afin que X suive bien une loi de probabilité.
2. Calculer le mode, I'espérance et la variance de X.
Exercice4 :

Un commergant estime que la demande d’un certain produit saisonnier est une variable aléatoire X de loi

k
P(X:k):(l_:uwpourkzo,

ou p est le prix d’une campagne publicitaire de I’année précédente.

— Vérifier que X suit bien une loi de probabilité.

— Calculer 'espérance et la variance de X.

— Connaissant son stock s, calculer la probabilité de rupture de stock.

Exercice5 :
Soit X une variable aléatoire continue de densité de probabilité f avec

1+z st ze€[-1,0]
f(x)=¢ 1—2 si z€][0,]1]
0 sinon .
1. Représenter graphiquement f.
2. Calculer le mode, I'espérance et la variance de X.
3. Déterminer la fonction de répartition de X.
4. Calculer les probabilités P(X < 1), P(X > 1), P(52 < X <

Exercice6 :
Soit X la variable aléatoire continue de fonction de répartition F' avec

wIiN

)

_ z —z i >
F(x):{l (14 %) exp(5°) s¥:p_0
0 sinon .
1. Déterminer la densité de probabilité de X.
2. Calculer son mode, son espérance et sa variance.

Exercice? :
La durée du processus d’atterrissage d’'un avion est le temps 7', mesuré en minutes, qui s’écoule entre la
prise en charge par la tour de contrdle jusqu’a 'immobilisation de 'appareil sur la piste. Dans un aéroprt
américain, on estime que T est une variable aléatoire de densité f définie par

texp(—t) sit>0
0 sinon .

ft) =
1. Calculer I'espérance et la variance de T
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2. Déterminer la fonction de répartition de T'.
3. Quelle est la probabilité que :
(a) T dépasse 2 minutes?
(b) T soit compris entre 45 secondes et 3 minutes ?

(c) T soit inférieur & 4 minutes sachant qu’il dépasse 2 minutes ?
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Chapitre 4

Convergences de variables aléatoires

4.1 Les inégalité stochastiques

Inégalité de Markov. Si X est une v.a. positive alors

E(X
Va>0 P(X >a)< (a) (4.1)
Preuve. Nous donnons la preuve dans le cas d’une v.a. absolument continue de densité fx(-)
+oo
E(X) = / xfx(z)dr
Oa +oo
= [Catxwaes [ apx@
0+oo a too
> / xfx(z)dx > / afx(x)dx
= ailP(X > a) ’
Inégalité de Bienaymé-Chebychef. Si X est une v.a. de moyenne finie i et de variance o2 alors
o2
YA >0 ]P(|X—u|2)\)§)\— (4.2)

Preuve. Comme (X — ,u)2 est une v.a. positive, on peut appliquer l'inégalité de Markov avec a = A? on a

E(X — p)?
P ((X_N)2 > >\2) < (>\2ﬂ)7
en remarquant que {|X — u| > A} = {(X — p)? > A%}, et équation précédente est équivalente &

E(X —p)? o2
P(’X—M‘ZA)ST:F-
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4.1 Les inégalité stochastiques Convergences de variables aléatoires

Exemplel. Soit X le nombre de piéces fabriquées par une usine pendant une semaine. On suppose que la
moyenne de X est égale & 50.

1. Que peut-on dire sur la probabilité que la production de cette semaine ne dépasse pas 757

2. Si la variance de la production est connue et est égale a 25, que peut-on dire sur la probabilité que
la production de cette semaine soit compris entre 40 et 60 7

Solution. Soit X le nombre de piéces pouvant étre produits en une semaine, par 'inégalité de Markov :

(X) 50 2
P(X>TH) < —2—_——"=
(X >7) < 75 73
par la suite
2 2 1
PIX<7TH)=1—-—=-=—
(X <7) 3 3 3

L’événement {|X — 50| < 10} = {10 < X < 60}, et par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
o? 1
P(X—-50>10) < — = -
(X 50> 10) < 7o =
donc

1 3
P(X—-50<10)>1——-=-.
(X —50/<10) 21—+ ="

Remarque. Si X € £2 (v.a. carrée intégrable) de variance o2 et a > 0,

E(X?)

P(X|2a) <=5

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de donner une borne inférieure ou supérieure d’une proba-
bilité sans trop exiger la loi de la v.a. X.

Exemple2. Trouver un nombre de jets n d’'une piéce de monnaie a partir du quel la probabilité que la
moyenne du nombre de piles différe de % d’au plus ﬁ soit supérieure & 0.95.

Solution. Soit X; la v.a. le nombre de piles défini par

Y, — 1 Sile jet donne pile,
1 0 Sile jet donne fage,

n
la moyenne de piles est % Z x;. On cherche n tel que :
i=1

IPlnX 1<1 0.95
2%l < g5 ) > 095

ce qui est équivalent &

1 — 1 1
— . - < .
P <]n E X; 2\ > 100) 0.05,

=1
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Convergences de variables aléatoires 4.2 Divers modes de convergence

d’aprés I'inégalité de Tchebyshev

1 < 1 1 — 0.5-0.5
P f§ X, —=|>—| < = =

=1

donc le nombre n est la solution de 1’égalité suivante :

0.5-0.5
< 0.05,
n(105)

ce qui donne n = 5 x 10%.

4.2 Divers modes de convergence

On désigne par X une v.a. réelle et par (X,,) une suite de v.a.r. On déffinit divers modes de convergence
de (X,,) vers X de la maniére suivante :

Convergence presque stre (P.S.).

X, =X = Plw:|X, =" X]}=1
< Ve > 0P{lim|X, — X| > ¢} =0.
n

Convergence en probabilité (ou stochastique) (IP).

X, =YX — Ve>0lmP{|X, - X|>e} =0,

Convergence en Loi.
X, =X < limP(X, <z)=PX < x),
n

Convergence dans L? (p > 1).

X, =" X — ImE|X, - X]P=0,
n
équiintégrabilité. La suite (X,) est dite équiintégrable si

lim lsup/ | X |dP | = 0.
coo | n J(1X,]>e)

Si X, — X, la suite (X,) est équiintégrable.

Les liens entre ces différentes convergences sont schématisés ci-dessous :
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Convergence en loi

S'il existe ue sous-suite cv. p.s.

-

Convergence presque surement

A A

Convergence en probabilité

i lim en loi de Xn est ¢onstante

Convergence dans
L7 (g>=p>=1)

)

Convergence
dans LP

]

Si (Xn) équiintégrable

Convergence
dans L'

FIG. Relations entre les divers modes de convergence




Convergences de variables aléatoires 4.3 Lois des grands nombres

Théoréme 4.1 La suite de fonction de répartition (f.d.r) F,, tend vers une f.d.r. F' en tout point de continuité
de F' si et seulement si les fonctions caractéristiques ¢, correspondantes auzx F, tendent vers une fonction
continue ¢ en 0, quand n — oo. Dans ce cas ¢ est la fonction caractéristique de la f.d.r. F et ¢, converge
vers ¢ dans tout intervalle fini.

4.3 Lois des grands nombres

Soient X1, Xo,- - des v.a.r. indépendantes et équidistribuées t.q. E|X;| < +oo.

Loi faible des grands nombres.

1 n
=Y X, —FPE(X)
n

=1

Loi forte des grands nombres.

1 n
- E :Xz _>P.S. E(Xl)
n

i=1

Théoréme central limite. Soit X,, une suite de v.a. indépendantes, de méme loi et dont la variance existe.
Posons :

k
Sn= XietV, =35
i=1

alors :
Y, —* N(0,1)

4.4 Exercices proposés

n
Exercicel : Soit une suite de v.a. de Poisson P()), indépendantes. On pose : Y,, = ZXi
i=1

Démontrer que si on centre et réduit Y;,, la v.a. obtenue tend en loi vers une v.a. Normale N(0,1).

Exercice2 : Soit une suite X,, de v.a., telles que :

E(X,) =uet Var(X,) = 7
n
1. Montrer a 'aide de I'inégalité de Bienaymé-Chebychef que :
X, —" u quand n — o0

2. Montrer que
X, —"™% p quand n — oo
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4.5 Solutions des exercices proposés Convergences de variables aléatoires

Exercice3 : Soit X une v.a. B(n,p), on pose A = np et on suppose que \ est fixe.

A l’aide de la fonction caractéristique montrer que

X —EP).

Exercice4 : Soit la suite X,, ou X,, a la loi de probabilité :

P(X, = 0) =pp, =
P(Xn = 571) =

S|—= =
S|

1. Montrer que X,, —¥ 0 quand n — o0, quelque soit 3,

2. Calculer E(X,,) et sa limite quand n — oo, si 'on pose : 8, = v/n,n, (—1)", n?

)

3. Quelle remarque peut-on tirer de cet exercice ?

1
n
F,, étant la fonction de répartition (f.d.r) de X,, et F' celle d’une v.a. constante égale a 0.

Exercice5 : Soit X,, une v.a. N(0,1). Montrer que : X,, —% 0 et trouver un point ot F,(z) - F(z),

4.5 Solutions des exercices proposés

Solution de I’exercicel :

La fonction caractéristique des X; : ¢y, (t) = eMe" =D

, et puisque les X; sont indépendantes, ¢y, (t) =
en)\(e“fl)

On voit que Y;, est une v.a. de Poisson P(nA\).
E(Y,) = Var(Y,) = nA.
Posons : Z = Y”%nz)‘ et calculons sa fonction caractéristique
¢2(t) = E(e') = @Aﬁ)e‘”ﬁz |
= e ™exp (n)\(l + \/Z% — st )) e~ /nA

= exp (11/\(—2122A R i A )) e~ "t/n,
(n

d’ou
2

¢z(t) = exp (n)\(—2

> quand n — oo,

on reconnait la fonction caractéristique de la loi N(0,1).
La convergence des fonctions caractéristiques entraine la convergence en loi : Z —% N(0, 1).
Solution de I’exercice?2 :

On a

Xpn —
(o

ag\/1Nn




Convergences de variables aléatoires 4.5 Solutions des exercices proposés

ev/n

o ?

Ve > 0 choisissons « tel que % = ¢ c'est-a-dire a =

alors

P (| Xy —pl>e€) <

52
2n

€

et X,, — p quand n — .
1% = lla = VE K = 2 = Var(%e) = =,
d’ou | X, — pll2 — 0 quand n — oo.
Remarquons que le second résultat entraine celui du premier.
Solution de ’exercice3 :
La fonction caractéristique de X est : ¢x(t) = (¢ + pe)™.
Posons np = A
px(t) = (1—2 + 2eit)n
On sait que (1 + %)" — e quand n — +o0.

Dot ¢x(t) — exp(A(e? — 1)) et on reconnait la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de para-
meétre .

Solution de l’exercice4 :

Ve > 0,P(|Xn| > €) = P(X, = 8,) = 1,
donc, P(|X,| >¢€¢) — 0 quand n — oo
c’est-a-dire : X, —F0

E(X,) = 0p, + 2o = o

— Si B, = vn, E(X,) — 0,
— Si B, =n, E(X,) — 1,

— Si B, = (_1)n7 E(Xn) — 0,
— Si B, =n? E(X,) — oo,

La convergence en probabilité n’entraine pas la convergence des espérances mathématiques.
Solution de ’exercice5 :

Fo(z)=P(X, <z) et

0 si =<0
F<$)_{1 siox>0

On a bien F,(z) — F(z) Yz # 0
mais Vn € IN : F,,(0) = § # F(0) =0

Rappelons la définition de la convergence en loi :
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X,, —T X si en tout point de continuité de F on a : lim Fy(z) = F(z)
n—-a:o0

Ici F' est discontinue en 0.
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Chapitre 5

Variables aléatoires multivariées

5.1 Introduction

On considére un espace probabilisé (2,4, P)Une v.a. & n dimensions X = (X1, Xo, -+, X)) est une
application de 2 dans R™ muni de sa tribu borélienne.

5.2 Couples de v.a.

Un couple de v.a. peut étre vu comme un ensemble  de valeurs de R? auquel on associe une mesure
de probabilité. La mesure de probabilité est une fonction portant sur I'ensemble des événements (parties de
R2?).

5.2.1 Fonction de répartition et densité conjointe

Définition 5.1 Soit (X,Y) un couple de v.a., on appelle fonction de répartition conjointe de (X,Y), que
l'on note Fxy, la fonction définie sur R? par :

Fxy(zy)=PX <z, Y <y)=P(X<z)n(Y <y))

La loi de la v.a. & deux dimensions est donnée par :
Pxy (i, y;) = P (X =) N (Y = y;))
Dans le cas absolument continu, la densité (non négative) de probabilité conjointe du couple est :

_ 0F(z,y)
fX,Y(a:vy) - axay

ou

Y T
FX,Y(%Z/)Z/ / fxy (u,v)dudv
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5.2 Couples de v.a. Variables aléatoires multivariées

5.2.2 Lois marginales

Si 'on s’intéresse & un événement sur X quelle que soit la valeur prise par Y, on retombe sur la loi
marginale de X :
Fx(z) = P(X<z)=P(X<z,YeR)
= lim P(X <z,Y <y)
Yy—>+00
= FX7y(1’,+OO)
De méme Fy (y) = Fx y(400,y)

La fonction de probabilité conjointe sur toutes les valeurs possibles de Y, i.e.
Px(z;) = ZPX,Y(%,Z/;')
Jj€J

Py(y;) = Y Pxy(wiy)
iel

Pour le cas continu on admettra la relation du méme type portant sur les densités :

+oo
fx(x) = / fxy(z,y)dy

— 00

Fr(y) = / " ey (@y)da

—00

5.2.3 Lien entre les v.a.

— Covariance entre X et Y, qui généralise la notion de variance, est définie par :

Cov(X,Y) = E([X-EX)Y -E(®Y)])
= EXY)-EX)E®Y)
— Le coeflicient de corrélation de X et de Y est :
Cov(X,Y)

PXY)= VVar(X)Var(Y) oupe 11l

5.2.4 Lois conditionnelles

On définira la fonction de probabilité conditionnelle de X sachant (Y = y;) en appliquant la régle des
probabilités conditionnelles.
Px vy (zi,y;)
Py (y;)

On peut évidemment définir de fagon similaire Py|x—,, (y;)-

PX|Y:yj($i): :1727"'

La fonction de répartition conditionnelle de X sachant Y = y égale a

/m Ixy(u,y)du
v ==y
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Variables aléatoires multivariées 5.2 Couples de v.a.

Par dérivation par rapport a x, on obtient la densité conditionnelle :

fX‘Y:y(x) _ fX,Y(xa y)

fr(y)

5.2.5 Indépendance

(i) Deux tribus sont indépendantes si on a 1'égalité : P(A; N A2) = P(A;1) x P(As2)
ol Ay et Ay sont des événements quelconques de chacune des tribus.

(ii) Deux v.a. sont indépendantes si les tribus qu’elles engendrent le sont.

(iii) Pour que deux v.a. soient indépendantes il faut et il suffit que :
Pxy (i, y;j) = Px (i) X Py(y;) ou fxy(z,y) = fx(x) X fy(y)-
(iv) Si X et Y sont indépendantes alors :

E(XY) — E(X)E(Y)
Var(X+Y) = Var(X)+ Var(Y)

car Cov(X,Y) = 0, la réciproque est vraie pour les v.a. normales. Mais fausse en général.

Proposition 5.1 Si X etY sont indépendantes, alors pour toutes fonctions G et K, les v.a. G(X) et K(X)
sont également indépendantes.

5.2.6 Transformation des v.a.

Proposition 5.2 Soient X et Y deux v.a. continues, et soient V = g1(X,Y) et W = go(X,Y). Supposons
que

N v = gl($7y) N . .
1. Le systéme { posséde la solution unique x = hi(v,w), y = ha(v,w),
w = gz,y) &) (v,2)
2. les fonctions g1 et go possédent des dérivées partielles continues ¥(z,y), et le jacobien de la transfor-
mation :

0g1/0x  0g1/0y

T@9) = 9g0/0n dgs/0y

est différent de zéro V(z,y).

Alors on peut écrire que la densité du couple (V,W) s’écrit de la forme suivante :
fvw(v,w) = fxy(z,y)|J(z,y)] "

Remarque 5.1 Le jacobien de la transformation inverse est donné par

o 8h1/a’l) 8h1/8w

T =\ Bhotov Ao /ow
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5.3 Exercices proposés Variables aléatoires multivariées

et |J*(v,w)| = |J(h1(v,w), ha(v,w))|~t. Alors, si J*(v,w) # 0, on peut aussi écrire la densité du couple
(V,W) de la maniére suivante :

fvw (v, w) = fxy (hi(v, w), ha(v, w))|J* (v, w)|.

Exemple. Soit le vecteur aléatoire (X,Y’) de densité fx y(z,y). Quelle est la densité de la v.a. Z = XY ?

Faisons le changement de variables : X = X et Z = XY. La transformation inverse est bijective;
hi(z,z) =z et ho(x,2) = Z

Cherchons maintenant la densité du couple (X, Z), puis nous en déduirons la densité de Z.

On a
fxz(x,2) = [xy(hi(z,2), ha(z, 2))| ] (2, 2)|
ot Ohy [0z Ohy /D
* o 1/0x 1/0z2 | 1 0 .
T(@,2) _’ Ohy/Ox  Ohg/0z _' —z/x® 1)z | Lz
Frzw ) = Fry (@ )L sia #0,

la densité de Z est

“+o0 “+o00 1 Py 0 1 Py
/ Frz(, 2)da = / L ey (@, 2yde — / L ey (@, e
0 T T x x

—0o0 —00

5.3 Exercices proposés

Exercicel : Soient n parts budgétaires indépendantes X, -- , X, suivant une loi uniforme dans l'inter-
valle [0, 1]. Calculer la fonction de répartition et la densité de Y = min(Xy, -+, X,,).
Exercice2 : Un analyste financier dispose de données historiques Xy, --- , X de rendement d’une cer-

taine action. On suppose par simplicité que ces observations sont indépendantes avec fonction de répartition
Fx(x) et densité fx(x).
Soit T = max(Xj, ..., Xn) la variable aléatoire qui représente le rendement maximal.

1. Montrer que Fr(t) = (Fx(t))™, ou Fr(t) est la fonction de répartition de T.

2. Soit
B%m si0<x<b

fx(x) = { 0 sinon .
Dans ce cas, calculer E(T).

3. Sous les conditions du point 2., calculer la probabilité que le rendement maximal soit supérieur & un
certain seuil a.

Exercice3 : Soit la v.a. Y définie par :

si X (w)impaire

Y(w) = { ())((w)

=~ X(w)paire
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Variables aléatoires multivariées 5.3 Exercices proposés

OnaP(X =k)=p¢" ', keN*, p+qg=1.
Déterminer la loi de Y et calculer E(Y).

Exercice4 : Soit X ~ U(0,1) Uniforme sur [0,1]. Calculer la fonction de répartition de ¥ = 5 In(X)
et sa densité. De quelle loi s’agit-il 7

Exercice5 : Soit X ~ N(0,1) Normale de paramétres ; = 0 et ¢ = 1. Définissons la v.a. Y = X2
Trouver la fonction de répartition de Y et sa densité de probabilité par deux méthodes différentes. De quelle
loi s’agit-il 7

Exercice6 : Soit X v.a. distribuée suivant la loi de Weibull de paramétres a > 0 et 8 > 0. La densité

de X est donnée par
;i B-1 8
o= (2) € em )

Soit Y = (%)B Calculer la fonction de densité de Y. De quelle loi s’agit-il 7

Exercice7x : Les variables aléatoires X et Y ont la densité conjointe

ey (ny) = { gnyr 3y? :inon 0<z<l,0<y<l1
Vérifier que fxy(z,y) est une densité,

Trouver les densités marginales fx(z) et fy(y),

Trouver les densités conditionnelles fx|y—_,(7) et fy|x—z(y),

Calculer P((X,Y) € [0,1\2] x[0,1\ 2]),

Trouver P(X <Y),

Trouver E(Y | X = x),

Soit la variable aléatoire Z = E(Y | X).

(1) Quelle est la distribution de Z ?

(ii) Trouver E(Z).

Exercice8x : Pour a > 0, on pose u(a) = fooo exp(—2z)z% 'dz. On appelle loi de gamma de paramétre a
et A (a >0, A >0), notée y(a, \), la loi sur R de densité

NSO WD

a

far(@) = 2 exp(—Az)e® g, ().

1(a)
1. Vérifier que u(a) est défini pour a > 0, montrer que p(a + 1) = ap(a) et calculer u(n) pour n € IN*.
2. Soit X une v.a. de loi y(a, A). Calculer E(X) et V(X).
3. Soit X et Y deux v.a. indépendantes de lois respectives y(a, A), v(b, A).

3.a Montrer que X +Y et Xi-s-Y sont indépendantes et calculer leurs lois de probabilité. En déduire
que

b a
B(a,b) = /a 21— z) e = m.

3.b Donner la loi de probabilité de =.
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5.4 Solutions des exercices proposés Variables aléatoires multivariées

3.c Si X1, Xo, ..., X, sont n v.a. indépendantes et de méme loi exponentielle de paramétre A, donner
la loi de probabilité de S, = X1 + Xo + ... + X,,.

4. Soit Y une v.a. gaussienne centrée réduite, notée N(0,1).

4.a Montrer que Y? a la loi Gamma ’y(%, %

4.b Si Y7,Y5,...,Y, sont n v.a. indépendantes de loi N(0,1), donner la loi de probabilité de Z =
Y2+ YE + ... + Y2 et calculer E(Z) et V(2).

). En déduire la valeur de pu(3).

5.4 Solutions des exercices proposés

Solution de ’exercicel : Commencons par la fonction de répartition de Y :
Fy(y) = P(Y <y) = P(min(X;) < y) =1 - P(min(X;) > y).

Si min(X;) est supérieur a y, cela signifie que le plus petit des X; est supérieur & y, ou encore que tous les
X, sont plus grands que y. Par conséquent,

Fy(y) =1-(PX1>y)" =1-(1-Fy(y)" =1-(1-y"
En dérivant Fy (y) par rapport & y, on a la fonction de densité de y, a savoir

friy)=n(1—-y)" L o<y<l.

Solution de I’exercice? :
1. Etant donné l'indépendance de X, ---, X,, on a
FT(t) = IP(T < t) = IP(max(Xl, s ,Xn) < t)
= PXj<t,Xo<t,--, X, <)
= (P(X1<t)" = (Fx(t)"

2. La densité de T est donnée par fp(t) = %FT(t)
fr(t) = n(Fx ()" x fx(t).
En utilisant la définition de fx(z) et la fonction de répartition F'x(.)
sl <0

si O<ax<o
sinon x>0

Fx<l’) =

l—l%‘&m o

On obtient
fT(t):{ n(5)* V2% s o<t<o
0

sinon,

00 0
E(T) = /+ t X fT(t)dt = /0 t X fT<t)dt

—00

0 £\ 21 oy
et par conséquence 0 0 0

(%
= 2| t*at
0 t=0

_ 2n [ t2ntl _ _2n 0
- 02n \ 2n+1 =0 T 2n+17
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3. On calcul la probabilité P(T > a) :

1 si a<0
P(T>a)=1—-Fpla)=< 1-($)*" si 0<a<¥
0 si a>0.

Solution de 1’exercice3 :

1. Pour k=0:
P(Y=0) = P((X =0)U(X impaire ))
= P(X impaire )
= P (UiZO(X =21+ 1))
= > P(X=2i+1)
i>0
= D p=p) (@) = —
i>0 i>0 -4
P(Y =0) = 1,
2. Pour k € IN*

Solution de ’exercice4 :

La v. a. X suit une loi uniforme sur l'intervalle (0,1) et on cherche la fonction de répartition de ¥ =
= In(X)
Fyy) =PY <y) = P(FI(X)<y)=P (X >eN)
= 1- Fx(e_)‘y)
= 1—eMsiy>0et0 sinon.

La v.a. Y suit une loi exponentielle de paramétre A et sa densité est

ro={ 0" S "

0 sinon,

Solution de P’exerciceb :
Soit X ~ N(0,1), sa densité est donnée par fx(z) = \/%6_%952 , € R.Onpose Y = X?:
Méthode 1. La fonction de répartition de Y est

F(y) =P(Y <y) = P(X*’<y)
= P(—y <X <Y =Fx(\/y) — Fx(—/Y),
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Dérivons par rapport & y pour obtenir la densité :

OFy (y) 1 1
3 5 W)+ 5 (V.

On utilise la parité de la fonction de densité de la loi normale : fy(y) = ﬁ Ix(VY).

= fy(l/) =

Finalement, on trouve

Méthode 2. Pour toute fonction borélienne positive
E@(V) = [ a)iPy = [ g(x*)apx
+oo
= [ gttaex =2 [ gaix(@do
R 0

+o0 1
= 2/ g(z?) e 2% dy
0

2m
= g\y e 2 Y
0 27 2y
oo 1 1.1 _1 1
= g(y)ﬁ(§)56‘§yy‘5dy
+o0o
- [ swnwi
0
par comparaison, on trouve avec \/m = I'(3)
1
(%)5 19
fyy) = yz e 2y, y>0
! I'(3)

Conclusion. Y ~ F(%, 3) = X3 : C’est la densité d’une v.a. Khi-deux x7 & un degré de liberté (avec n = 1),

ou loi de Gamma de paramétres (3, 3).
Solution de I’exerciceb6 :

Soit Y = (5)6, ol X suit une loi de Weibull. La fonction de répartition de Y est

(e

Fy(y) =P(Y <y) = P((£)"<y)

= P(X <ay%>
1
= Fx(@y5)7
et sa densité de probabilité est donnée par
1 1
EFy =fr(y) = fx(ay?)GyF
15 5 (037 5\’
= V7 a<ai > exp —(a?é >
= exp(—y)
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La v.a. Y suit une loi exponentielle de paramétre A = 1.

Exercices

Exercicel

Soit X ~ N(0,1) et définissons Y = X?2. Trouver la fonction de répartition de Y et sa densité. Cette
distribution est appelée une loi de x? (chi carré a un degré de liberté : avec n = 1, ou loi de Gamma de

paramétres (3, 3)).

Exercice2

Soit V'~ U(0,1). Calculer la fonction de répartition de W = —11In(V) et sa densité. De quelle loi
s’agit-il 7

Exercice3

Soit X une variable aléatoire distribuée suivant la loi de Weibull de paramétres a > 0 et § > 0. La
densité de X est donc définie par la fonction

fx(x) = { gﬁ) (5)" e (‘ (§)ﬁ> si x>0

sinon

Soit Y = (%)ﬁ . Calculer la fonction de densité de Y . De quelle loi s’agit-il 7

Exercice4

Une variable aléatoire X suit une distribution de Pareto de densité

Fxl(@:a) = ozxg‘x_(l‘m) si x>
B0 sinon

avec xg > 0 et o > 1. Trouver la densité de la variable aléatoire Y = In(X).

Exerciceb

Soit X une variable aléatoire continue ayant une fonction de répartition F' . On définit la variable aléatoire
Y par Y = F(X). Montrer que Y est uniformément distribuée sur 'intervalle (0, 1).

Exercice6
Soient n parts budgétaires indépendantes (X7, .-+, X,,) suivant une loi uniforme dans I'intervalle (0,1).
Calculer la fonction de répartition et la densité de Y = min (X, -+, Xp,).
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Variables aléatoires multivariées

Exercice7

Soit la v.a. Y définie par :

0 si

X(Qw) s

v = {

OnaP(X =k)=p¢" ' keN, p+qg=1
Déterminer la loi de Y et calculer E (X).

Exercice8

X (w) impaire
X (w) paire

Soit X le nombre de piéces fabriquées par une usine pendant une semaine. On suppose que la moyenne

de X est égale & 50.

Que peut-on dire sur la probabilité que la production de cette semaine ne dépasse pas 757

Si la variance de la production est connue et est égale a 25, que peut-on dire sur la probabilité que la
production de cette semaine soit compris entre 40 et 60 ?

Exercice9

Trouver un nombre de jets n d’une piéce de monnaie a partir du quel la probabilité que la moyenne du
nombre de piles difféere de 0.5 d’au plus ﬁ soit supérieure a 0.95.
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Chapitre 6

Introduction aux Processus stochastiques

6.1 Généralités sur les processus stochastique

Les processus stochastiques généralisent la notion de vecteurs (dimension finie) de v.a. au cas d’une
famille de v.a. indexées dans un ensemble général T' (ensemble de temps). En probabilités, le mot martingale
est un processus stochastique (Xy)ier tel que E(X; \ Xg) est égale a X pour tout ¢ > s.

Nous allons voir, dans ce chapitre, quelques éléments essentiels qui les rendent trés utiles dans ’étude du
mouvement brownien.

Définition 6.1 Soit (2, A, P) un espace probabilisé soit aussi (E,E) un espace mesurable appelé l’espace des
états, et T un ensemble des temps.

La famille (X¢)ier de variables aléatoires de (2, F,P) dans (E,E) est appelée un processus stochastique ou
aléatoire.

Remarque 6.1 A w € ), on associe l’application

T — FE
t — Xi(w)

(1) Sion fivre w, Xi(w) appelé la trajectoire de (Xy)ier associée a w.

(i) Sion fize t, X¢(w) c’est 'état du processus a l'instant t.

Définition 6.2 On dit que (Xi)ier est P-p.s. continue & droite (resp. P-p.s. continue a gauche, P-p.s.
continue) si pour P-présque tout w € Q : t — Xi(w) est continue & droite (resp. continue & gauche,
continue)

Exemple 6.1 1. La consommation d’éléctricité journaliere dans une ville a temps discret.

2. Le nombre de coups de téléphone qui parviennent a un central téléphonique sur des intervalles de
temps [0,t] , ¢ > 0.
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6.2 Loi de dimension finie Introduction aux Processus stochastiques

6.2 Loi de dimension finie

La famille des lois des variables aléatoires (Xy, , X, , ..., Xy, ) lorsque (¢1, to, ..., t,) parcourt ’ensemble des
parties finies non vides de T s’appelle la famille des lois de dimension finie ou famille des répartitions finies
de (Xi)ter

6.2.1 Modification

Soient (X¢)er et (Xt)teT deux processus stochastique basés sur le méme espace de probabilité (2, T, IP)
a valeurs dans le méme espace d’états (E,E). On dit que (X¢)ier est une modification de (X;)er si pour
tout t € T, Xy = X; P-p.s.

6.3 Processus stochastiques équivalents

On dira que deux processus stochastiques sont équivalents s’ils décrivent le méme phénoméne aléatoire
au sens suivant :

(Xt)tET : (Q,A,P)P—}(E,g)
(Xt)tET : (97F7P)’—>(E75)

Sivn > 1,Vty,..,t, € T,VYByq,...,B, € £ on a

P({X,, € By,...X;, € B,}) =P({X,, € By,.... X;, € B,}) (6.1)

Exemple 6.2 On a (2, F,P) = ([0,1],Bjg 1}, A) ot A la mesure de lebesgue. Xi(w) =0 et Yi(w) = Ly (w)
avec t,w € [0,1]
Les deux processus ainsi définis sont équivalents. En effet,

wi¥iw) # X} = {8
Ao Vilw) # Xi(@)}) = A({th) =0

Donc, X; =Y A-p.s.

6.4 Stationnarité faible et stricte
Soit X = (Xy,t € T') un processus stochastique réel de carré intégrable.

Définition 6.3 On dit que X est stationnaire (au sens faible) si
1. E(Xy) est constante : B(Xy) =m, t €T
2. Cov(Xign, Xsrn) = Cov(Xy, Xs) , t,s €T (résiste au translation du temps.
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Définition 6.4 Soit le processus XM = (X¢qn,t € T). Le processus X est strictement stationnaire Si
Px = PX(h) , heT.

Remarque 6.2 Strictement stationnaire du seconde ordre implique faiblement stationnaire. L’inverse est
fauz.

6.5 Processus stochastiques a accroissements indépendants (P.A.I)

Soit T'= Ry, (E,&) = (R,B(R)) et (X¢)ier est un processus stochastique a valeurs dans (E, E) basé sur
(Q,F,P) sion a

(i) Xo=0 P-ps.

(i) Yn > 2 Vty,....t, € Ry tels que 0 < t; < ta... < ¢, les variables aléatoires Xy, , Xy, — Xy, .oy X4, —
X4, _, sont indépendantes alors (X¢) e est un processus a accroissements indépendants (P.A.L).

6.6 Processus stochastiques a accroissements indépendants sta-
tionnaires (P.A.L.S)

On dit qu’un processus stochastique (X;)er est & accroissement indépendants stationnaires (P.A.I.S.) si
c’est un P.A.I. et en plus vérifie la condition suivante :

(iii) Vs,t € R4 telsque 0<s<t, Vh>0

Xivh — Xopn =2 Xi—s

Exemple 6.3 Soit T'=IN on se donne une suite de variables aléatoires (Zy)>1 indépendantes et,
Yn>18,=2Z1+ ...+ 2,

1. On suppose que So =0 P-p.s.

2.5n > 2, Vi1, ...ty € N : 0 < t) <ty <..<ty Les variables aléatoires S¢,, Sy, — Sty, -y St,, — St,,_,
sont indépendantes. Donc la suite (Sy)n>0 vérifie (i) et (ii) par suite (Sy)n>0 est un P.A.L et si les
Zi, k > 1 ont méme loi, (Sy)n>0 vérifie (i) et par conséquent la suite est un P.A.LS.

6.7 Processus Gaussien

Définition 6.5 Un vecteur aléatoire (X1, ..., X,) est dit gaussien si

n
pour tout (A1, ..., \p) € R™ | Z i X; est une variable gaussienne.
i=1
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Définition 6.6 Un processus X = {Xy,t € [0,1]} est gaussien, si pour tout n > 1
et pour tout (t1,....tn) € [0,1]" , (X4, ..., Xt,) est un vecteur gaussien.

Remarques.
1. Xi,..., X, des v.a. gaussiennes # (X7, ..., X,,) le vecteur soit gaussien.
2. Si X et Y sont deux v.a. gaussiennes, non-corrélées, ce n’est nullement suffisant pour que (X,Y") soit
un vecteur gaussien.

3. Si X et Y sont deux v.a. gaussiennes indépendantes = (X,Y") soit un vecteur gaussien.

Exemple 6.4 Si X ~ N(0,1) de fonction de répartition Fx(x)
et Y = X1 x5 —X1xj<q , a >0 de fonction de répartition Fy (y). On montre fagilement que Y ~ N(0,1)
a laide de la fonction caracéristique. Mais le vecteur (X,Y') n'est pas gaussien, en effet

P(X+Y =0) = P(X=0)+P(X|<a)-PX=0]X|<a)
= 0+P(X|<a)-0
= P(|X|<a)€]0,1] Va
£ 0

6.8 Semi groupe de convolution

Une famille (P¢);]0 40| de probabilité sur (R, B(IR)) est un semi groupe de convolution si on a

Vs 6]0, +OO[ Vi E]O, +OO[ IPs+t = IPS * IPt

Proposition 6.1 (a) Si(Xi)ier, est un P.A.LS. et si pour tout t €]0,400], p; désigne la loi de X,
alors (ft)ee)o,+o00| €St un semi groupe de convolution. On l'appelle le semi groupe de convolution du

PA]S (Xt)tG]R+'

(b) Plus généralement, si (Xy)ier, est un P.A.L et si pour tout s,t € Ry tels que s < t, sy désigne la
loi de Xy — X5, alors on a Vs, t,u € Ry, tels que s <t < u,

Hsu = st * Wt

Démonstration

(a) On a
Xert =X+ (Xert - Xs)

Or, X, et X1t — X, sont des variables aléatoires indépendantes et Xgy: — Xs =, X¢, donc
s+t = Hs * [t

(b) X, — X, a pour loi jug4, (Xy — X¢) et (X; — X,) sont des v.a. indépendantes de lois respectives (i,
et ps¢. Dot I'égalité
Hsu = st * Uty
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6.9 Martingales

6.9.1 Filtration

Une filtration (F;)icr, sur (€2, A, P) est une famille croissante de sous tribus de A tel que : 7y C 3 C A
, pour tous t < s dans T.

Remarque 6.3 1. Fiv i= Ngst s
2. F¥ = Nest 0( Xy 27 < s) ¢ filtration engendrée par un processus (X¢)i>0,

3. Foo :=U>o Ft : la plus petite tribu contenant toutes les Fy.

6.9.2 Processus adapté

Soit (X¢)ier, un processus, est adapté a la filtration (F;)ier, si pour toute ¢ X est Fy-mesurable.

6.9.3 Temps d’arrét

On appelle temps d’arrét toute application 7" : Q —— IN ([ J{+o0} telle que
Vn, {T <n}eF,<= {T=n}eF,

Remarque 6.4 On peut écrire {T < n} =J;_ {T =i}.

Proposition 6.2 Si T et S sont des temps d’arrét alors
1. SNT
2. SUT
3. S+T

sont aussi des temps d’arrét.

Démonstration

1. Comme F,,, 'intersection et 'union sont des temps d’arrét car on peut écrire

(ST =(S<n)[ (T <n) e Fy

2. Deméme (SUT)=(S<n)U(T <n)eF,
3. Soit F,, une filtration, donc (S + T < n) € F, car

(S+T<n)=(S<n-mT <m)€ Fom| |Fm C Fnom C Fn
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6.9.4 Martingale, sur-Martingale et sous-Martingale

Soit (£2, F,P) un espace probabilisé et (X, F¢)icr, un processus intégrable adapté. On dit que le pro-
cessus est

1. une martingale, si pour tous 0 < s <t
E(X; | Fs) =Xs P —p.s.
2. une sur-martingale, si pour tous 0 < s <t

E(Xt ‘ ]:s) < Xs P —Pp.s.

3. une sous-martingale, si pour tous 0 < s <t

E(Xt ‘ fs) > Xs P —Pp.s.

Exemple 6.5 Considérons le cas discret.
Soient (X, )n>1 une suite de v.a. indépendantes sur (S, F,P) intégrable de moyenne M. On désigne par F,

n
la tribu engendrée par X1, Xo, ..., X,,. Considérons S, = ZXi , n>1.
i=1

E(SnJrl | fn) = E(Sn + Xn+1 ’ ]:n)

= E(S, | Fn) +E(Xpt1 | Fn)
Sn + E(XnJrl)
S, + M

Par conséquent,

Si M = 0= (Sp)n>1 est une martingale
Si M >0 = (Sp)n>1 est une sous-martingale
Si M < 0= (Sp)n>1 est une sur-martingale

Remarque 6.5 (X;)icr, est une sur-martingale <= (—Xi)ier, est une sous-martingale.

Exemple 6.6 Soient (X;)icr, une suite de variables aléatoires indépendantes et (X, Fi)icr, martingale.
Alors le processus (| Xy|, Fi)ier, est une sous-martingale. En effet, | Xy| est Iy — mesurable, et la fonction
o(.) = |.| est une fonction conveze sur R telle que | Xy| est intégrable pourt € R. D’aprés 'inégalité de Jensen
(voir ?) on a pour tous 0 < s <t

(X, | F)| = [X.] < B(Xd| | Fo) P - pis.

d’ou le résultat.
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6.10 Mouvement Brownien

Le mouvement brownien (M.B.) ou processus de wiener joue un réle fondamental dans la construction
de processus stochastiques plus généraux, il jouit de nombreuses propriétés remarquables.
Dans cette section, nous allons nous limiter a I’étude du procédé unidimensionnel de wiener en R, présenterons
une définition du M.B., et une petite séléction de ses nombreuses propriétés, plus particulierement celles en
rapport avec les martingales. Dans la derniére section nous montrons une application de la loi du logarithme
itéré sur les trajectoires du M.B.

Définition 6.7 Un processus a valeurs réelles (Wy)ier, est un processus de Wiener si les conditions sui-
vantes sont satisfait :

1. W():O P- p.s.

2. (Wi)ier, est un processus stochastique (aléatoire) a accroissement indépendant : ¥n , Vt 0 < tg <
t<..<t,
les variables Wy, Wy, — Wiy, oo, Wy, — Wy, | sont indépendantes.

3. Wy — Wy est une variable aléatoire réelle gaussienne, centrée et de variance t — s. i.e. Wy — Ws
N(0,t—s)

Proposition 6.3 Si (W;)icr, est un processus de Wiener alors
(i) E(W;) =0vt € Ry
(ii) Cov(Wy, Ws) = min(s,t) , s,t € Ry

Démonstration

(i) On montre que E(W;) =0, Vt € Ry..
Fixons t € R4, on a Wy = Wy + (W — Wy) Alors

E(W:) = E(Wo) + E(W, — Wo)

d’aprés (1) et (3) de la définition du mouvement Brownien on a (i).
(ii) Soit s <t

EWW,) = ]E(VVWt—FVV2 w?2)
= EW(W, - W) +W?)
= E(W7)+EW(W; - Wy))
= E(W7)+ ( ) E(W — W)
= E(W7) =

Soit maintenant ¢t < s

E(WW,) = EWW, - W2+ W?)
= E(Wt(W We) + W¢)
= E(W?)+EWy(Ws — W)
= ]E(W)+E(Wt) (Ws —Wy)
= E(WE)
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D’ou (ii).

Exemple 6.7 St W est un processus de Wiener standard, on montre que
t

W) = W(t) - / W (r)dr, ¢ € [0, 1]
0

est un processus de Wiener.

Comme W est gaussienne et centré, W Dest aussi.
Il reste & montrer que E(W;W;) = min(s, t))

E(WW;) = ]E(W(S)W(t)) —E(W(s) [y r="W(r)dr) — B(W(t) [ r= W (r)dr)
fs r= W (r)dr fot r= W (r)dr)
On suppose que t < s
E(W,W;) t—ft SE(W ()W (r)dr — (fo r "B(W (@)W (r))dr + [~ E(W ()W (r))dr)
fo for r1 —1]E (W (r)W (u) du+fsr_1 —1E(W() (u))du)dr
t—fo Lrdr — (f(fr rdr+ft ~Ltdr) —1—[0 [fg udu+f:(ru)_1rdu]dr

t—t— (t+tlog(2)) + fu(1+log(s) — log(r))dr
— —t—tlog($) +1t+tlog(s) — (tlog(t) —t) = t

I

De méme pour s < ¢, on obtient B(W,W;) = min(s, t)).

6.11 Le mouvement Brownien comme une martingale

Théoréme 6.1 Le mouvement Brownien (W) est une martingale par rapport a la filtration (Fi)i>o.

Démonstration

Pour tout ¢t > s >0, on a

E(Wt‘fs) = ( W5|fs)+E(W’f)
= ( - W) + W

CIJ

Exemple 6.8 Soit (W;)cr, est un mouvement Brownien, alors le processus (W? —t); est une martingale.
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Démonstration

Soit t > s> 0,

E(W? | Fs) E(W2 + 2W(Wy — W) + (Wy — Wi)? | F)

= W2+ (t—s)

Donc,
E(WE =) | Fs) = W2 —s

Exemple 6.9 Pour tout 0 € R, exp(cW; — ‘772’:) est une martingale.

Remarque 6.6 SiY est une variable gaussienne centrée réduite, on a

+o0 2 dy

Blexp(W)) = [ exp(u) exp(~) T = exp(5) (6:2)

Démonstration

On montre si Vs < t,

Soit s < t,

. Wis
ouﬁmN(O,l)

Application de 6.2 sur la variable Wis

Vit—s’

on obtient

Wi t—s
exp(oW,)E(exp(ovt — s tt ° )):exp(aWS)exp(UQ( 5 ))
—s
D't le résultat.
Théoréme 6.2 (a) Un processus de Wiener (W;) est a accroissement stationnaire et de covariance

Cov(Ws,Wy) = min(s,t) , s,t € Ry.

(b) Réciproquement tout processus gaussien centré de covariance min(s,t) est un processus de Wiener.
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Démonstration

(a) Soit ¢y la fonction caractéristique de Wiy — W;. Comme
With = Wign =Wy) + Wy 3 >0, h >0
On a par indépendance des accroissements

1 1
exp(—§62(t + h)u?) = dpi(u) exp(—§52tu2), ueR

Alors,
1
One(u) = exp(—§(52hu)
par conséquent Wiy, — Wy ~ N(0, h). D’ou les accroissements sont stationnaires.

Et pour la covariance est déja démontrer dans la proposition 6.3.

(b) Il suffit de montrer que les accroissements sont indépendants. Or, pour t; < to < t3 <ty on a
E[(Wt2 - th)(Wt4 - Wt3)] - (t2 — 1 —tl2+ tl) =0

Donc, les accroissements sont orthogonaux et par conséquent indépendants puisque le processus est
gaussien.

6.12 Reégularité des trajectoires

Dans cette section on présente deux résultats concerne la continuité et dérivabilité en moyenne quadra-
tique (m.q.) ainsi que la non-variation bornée des trajectoires du mouvement brownien.

Théoréme 6.3 W continue en moyenne quadratique mais pas dérivable en moyenne quadratique.

Preuve 6.1 1. On montre pour s — t , B(W; — W)? — 0
On a
E(W, — W,)? = E(W?) — 2B(W,W,) + E(W2)
= (t—2min(s,t) + s)
= |[t—s|—0
d’ot la continuité en m.q.

2. Pour la non-dérivabilité, il suffit de développer la quantité :
Wiin — Wi 1

. )2 =— — 0o quand h — 0

IE( Y

Théoréme 6.4 Les trajectoires de W ne sont pas a variation bornée.

Preuve 6.2 (W (t)).co,1) - un processus de Wiener standard (o® = 1)

On pose
n . .
& :Z\W(§) —W(T) |
j=1
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Remarque 6.7 Rappelons si

Z ~N(0,1), E|Z| =a > 0et Var|Z| =b>0

donc puisque W(%)” ~ N(0, (%)”), alors la variable Z = 22 W(%)” suit une loi N(0,1). D’aprés la remarque
6.7 on a

1 n 1
BI(W(5)")] =2 Fa et Var|(W()")| =27
ce qui implique
E(Y,) =2"2"2a et Var(Y,) = 2727
application de linégalité de Chebyshev (voir 7) Sur'Y, on obtient

2277

P(|Y, —22a| > n) < —

donc
> P(|Y, —22a] > n) < oo
n

avec une probabolité 1, |Y, —2%al <n ce qui donne
Y, > 250 —n

alors Y, — oo P-p.s.
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Examen de Probabilités

Exercicel [7pts]

Un ingénieur se propose de tester I’éfficacité d’un systéme d’alarme : une porte est munie d’un dispositif
portant les touches 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9et A, B, C, D, E, F. La porte s’ouvre aprés avoir frappé dans l'ordre,
un code de 5 chiffres et 3 lettres. Les chiffres sont nécessairement distincts, les lettres non. (On suppose que
I'ingénieur n’utilise pas sa mémoire)

(A) Quelle est la probabilité que I'ingénieur ouvre la porte au premier essai dans chacun des cas suivants :

1. il ignore le code,

2. il sait que les 3 chiffres sont impairs.

(B) Dans les deux cas ci-dessus, quelle est la probabilité d’ouvrir la porte au quatriéme essai ?

Exercice2 [6pts]

Soit deux machines M; et My produisant respectivement 100 et 200
objets. La machine M; produit 5% d’objets défectueux, la machine Ms en produit 6%. On tire un objet
parmi les 300 objets fabriqués et il est défectueux. Quelle est la probabilité pour qu’il ait été fabriqué par la
machine M ?

Exercice3 [7pts]

La durée du processus d’atterrissage d’'un avion est le temps 7', mesuré en minutes, qui s’écoule entre la
prise en charge par la tour de controle jusqu’a I'immobilisation de I’'appareil sur la piste. On estime que T’
est une variable aléatoire de densité f définie par

texp(—t) sit>0
t) = .
1) { 0 sinon
1. Calculer le temps moyen (i.e. ’espérance mathématique de T').
2. Déterminer la fonction de répartition de 7.

3. Quelle est la probabilité que T soit compris entre 45 secondes
et 3 minutes ?
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