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Résumé

Une théorie raffinée de déformation par cisaillement pour la vibration libre de plaques
fonctionnellement graduées sur des fondations élastiques est présentée. le champ de
déplacement est choisi sur la base des hypotheses selon les quelles les déplacements axiaux et
transversaux sont constitués de composantes ddes a la flexion et au cisaillement. Les
composantes de cisaillement des déplacements axiaus donnent lieu a la variation parabolique
de la déformation de cisaillement a travers 1’épaisseur de telle maniere que les contraintes de
cisaillement disparaissant sur les surfaces des plaques. Par conséquent, il n’est pas nécessaire
d’utiliser un facteur de correction de cisaillement. Les propriétés matérielles de la plaque
fonctionnellement graduée sont supposées variables a travers 1’épaisseur selon la loi de
puissance de la fraction volumique des constituants. La fondation élastique est modélisée
comme une fondation de Pasternak. Les équations de mouvement sont dérivées en utilisant le
principe d’Hamilton. Les solutions analytiques ont été établi a partir la méthode de Navier et
les résultats obtenus sont bien comparés aux solutions d’élasticité tridimensionnelle et aux
solutions des différentes théories des plaques. Les influences de I’indice de loi de puissance,
du rapport d’épaisseur et des paramétres de fondation sur la fréquence naturelle des plaques

ont été évaluées.

Mots clés: Vibration libre, fréquence naturelle, plaque, matériau FGM, fondation

élastique




Abstract

A refined shear deformation theory for free vibration of functionally graded plates on
elastic foundation is presented . The displacement field is chosen bases on assumptions that
the in-plane transverse desplacements consist of bending and shear components, and the shear
components of in-plane displacements give rise to the parabolic variation of shear strain
through the thickness in such a way that shear stresses vanish on the plate surface
.therefore,there is no need to use shear correction factor. Material properties of functionally
graded plate are assumed to vary according to power law distribution of the volume fraction
of the constituents. The elastic foundation is modeled as Pasternak foundation. Equations of
motion are derived using Hamilton’s principale. closed-form solution of rectangular plates is
derived and the obtained results are compared well with three-dimensional elasticity solutions
and third-order shear deformation theory solutions. Influences of power law index, thickness

ratio, foundation parameters on the fondamental frequency of plates have been evaluated.

Keywords: Free vibration, natural frequency, plate, FGM material, elastic foundation
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Introduction générale

Introduction génerale

Les matériaux fonctionnellment gradués (FGM) sont une classe de composites qui
présentent une variation continue des propriétés des matériaux d’une surface a I’autre et
éliminent ainsi la concentration de contraintes trouvée dans les composites stratifiés. les
concepts de FGM ont été proposés par des scientifiques des matériaux dans la région de
sendai au japon [1] en 1984. Typiquement, le FGM est fabriqué a partir d’'un mélange d’une
céramique et d’un métal de telle sorte que la céramique peut résister a des température élevées
dans des environnements theramiques, tandis que le métal peut diminuer la contrainte de
traction se produisant sur la surface de la céramique au premier état de refroidissement. Les
FGM sont largement utilisés dans nombreuses application structurelles telles que la

mécanique, 1’aérospatiale, le nucléaire et le génie civil.

Les plagues supportées par des fondations élastiques sont trés courantes dans
I’ingénierie structurelle. Pour d’écrire I’interaction entre la plaque et la fondation, différents
types de modeles de fondation ont été proposés. Le plus simple est Winkler ou modéle a un
paramétre [2] qui modélise la fondation comme une série de ressorts separés sans effets de
couplage entre eux.ce modele a été amélioré par Pasternak [3] en ajoutant un ressort de
cisaillement pour simuler les interactions entre les ressort séparés dans le modele de Winkler.
Le modele de Pasternak ou a deux paramétres est largement utilis¢é pour d’écrire le

comportement mécanique des interactions structure fondation.

L’analyse des vibrations libre d’une plaque a gradient fonctionnel (FG) est basée sur les
théories des plaques bidimensionnelles et la théorie de 1’élasticité tridimensionnelle [4-7]. Les
theories des plaques bidimensionnelles peuvent etre développées soit en utilisant des theories
basées sur le déplacement (lorsque le principe du travail virtuel est utilisé [8-22]) ou des
théories basées sur les contraintes de déplacement (lorsque le théoréme variationnel mixte de
Reissner est utilisé [23-26]. La formulation unifiée bien décrite, initiée par carrera [27] et
recemment étendue par Luciano [28-32], décrite précisément et clairement les types de
théories de plaque. Ces théories peuvent étre classées en trois grandes catégories: la théorie
classique des plaque (CPT); la théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre
(FSDT) et la théorie de la déformation par cisaillement d’ordre supérieur (HSDT). La CPT,
qui neglige les offets de déformation de cisaillement transverse, fournit des résultats

raisonnable pour les plagues minces. Pour une plague modérément épaisse, elle sous —estime
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la fléche et surestime la charge de flambement ainsi que la fréquence propre [8-11]. Pour
pallier la deficience du CPT, de nombreuses théorie de déformation par cisaillement ont été
développées. La FSDT prend en compte les effets de déformation de cisaillement transversal
par le biais de la variation linéaire des déplacements dans le plan a travers 1’épaisseur. Etant
donné que la FSDT viole les conditions d’équilibre sur les surfaces superieure et inferieure de
la plaque, un facteur de correction de cisaillement est nécessaire pour componser la
différence entre 1’¢tat de contrainte réel et 1’état de contrainte constante en raison d’une
hypothése de déformation de cisaillement constant a travers 1’épaisseur [12-14]. Pour éviter
I’utilisation du facteur de correction de cisaillement, de nombreux HSDT ont été dévloppés
sur la base de I’hypothése de variations d’ordre superieur de le plan Déplacements [15-18] ou
a la fois dans le plan et dans le sens transversal [19-22] dans 1’épaisseur.

L’objectif de travail vise a présenter une théorie raffinée de déformation de
cisaillement pour 1’analyse vibratoire libre des plaques FG sur fondation élastique. Le champ
de déplacement proposé est base sur des hypothéses selon lesquelles les déplacements dans le
plan et transversaux sont constitués de composantes dles a la flexion et au cisaillement. Les
composantes de cisaillement des déplacement axiaux donnent lieu aux variations paraboliques
des déformations de cisaillement a travers 1’épaisseur de telle maniére que les contraintes de
cisaillement disparaissent sur les surfaces des plaques. Les caractéristiques les plus
inéressantes de cette théorie sont qu’elle ne contient que quatre inconnues et qu’elle ne
nécessite pas I'utilisation du facteur de correction de cisaillement. De plus, il présente de
fortes similitudes avec le CPT dans certaints aspects tels que les équations de mouvement, les
conditions aux limites et les expressions résultantes des contraintes. Les propriétés matérielles
du FG plaque sont supposées variables en fonction de la distribution de la loi de puissance de
la fraction volumique des constituants. La base élastique est modélisé comme une fondation
de Pasternak. Les équations de mouvement sont dérivées en utilisant le principe d‘Hamilton.

Des solutions de forme sont dérivées pour plaques rectangulaires simplement appuyées.

A I’issue de ce travail, il serait util de résumer les principales sections de ce mémoire
comportant dans le premier chapitre les généralités sur les matériaux FGM, leurs propriétés,

leurs principales méthodes de fabrication et leurs domaines d’application.

Le deuxiéme chapitre est consacré pour la présentation des différentes théories de

déformation des plaques, en commencant par les théories les plus anciennes telles que la
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théorie classique et la théorie du premier ordre, puis les plus utilisées et enfin les plus

récentes.

Le quatriéme chapitre présente le modele mathématique permettant d’analyser la
réponse dynmique des plagues FGM simplement appuyées et reposant sur des fondations

élastiques.

Dans le dernier chapitre, nous présenterons les résultats obtenus pour I'analyse de
vibrations libre des plaques fonctionnellement graduées rectangulaires simplement appuyées
ou les effets de I’indice de la loi de puissance, le rapport d’épaisseur, les paramétres de

fondation sur la fréquence naturelle des plaques sont étudiés.

Ce travail s'achévera par une conclusion générale.
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Chapitre | : Généralités sur les matériaux a gradient de
propriétés (FGM)

I.1. Introduction

Récemment, une nouvelle classe de matériaux composites, connus sous le nom de
matériaux a gradation fonctionnelle (FGM) a attiré une attention considérable des chercheurs.
On obtient un FGM typique avec un fort effet de couplage flexion-étirement, c’est un
composite non homogene composé de différentes phases de constituants de matériaux
(généralement de la céramique et du métal), ou les particules sphériques ou presque
sphériques sont incorporées dans une matrice isotrope. Au sein des FGM, les différentes
phases de la microstructure ont des fonctions différentes et ces derniers atteignent le statut
multi structural & partir de la gradation de leurs propriétés. En faisant varier progressivement
la fraction volumique des matériaux constitutifs, leurs propriétés changent progressivement
d'une surface a l'autre, en éliminant ainsi les problemes d'interface et atténuant les
concentrations de contraintes thermiques. Cela est di au fait que les constituants céramiques
des FGM sont capables de résister aux environnements a haute température grace a leurs
meilleures caractéristiques de résistance thermique, tandis que les constituants métalliques
offrent des performances mécaniques plus élevées et réduisent le risque de fracture

catastrophique [33] .
I.2. Concept des matériaux a gradient de propriétes

Les matériaux a gradient fonctionnel sont une nouvelle classe de matériaux composites
dont les propriétés thermomécaniques varient selon une loi de fonction continue (Fig. 1.1) ou
discrete (Fig. 1.2) a travers ’épaisseur. Grace a la structure spéciale de ces matériaux, il est
possible d’éviter les concentrations de contraintes au niveau des interfaces (provoquant
délamination et décollement) et d’améliorer les propriétés mécaniques de la structure. Ces
matériaux sont de plus en plus utilisés dans les industries aéronautiques, aérospatiale,

biomécanique, automobile et dans bien d’autres applications technologiques.
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Continuous Layered

Material 2

Matarial 1 Material 1

Fig. I.1. Variation continue des propriétés  Fig. 1.2. Variation discrete des propriétés

La variation continue des propriétés (figures 1.3 et 1.4) trouve son application lorsque,
la face supérieure est exposée a une haute température alors que la face inférieure est exposée
a une basse température. Dans ce cas, la face supérieure est a 100% céramique et la face

inférieure est a 100% meétal, avec une transition graduelle entre les deux.

} Phase céramique

Matrice en céramique
? avec inclusions
métalliques

} Zone de transition

Matrice métallique
! avec inclusions en
céramique

} Phase métalique

Fig. 1.3. Variation continue la microstructure Fig. 1.4. Variation continue la microstructure
(schématisée) [34] (photo) [34]

L’utilisation de la céramique n’est pas fortuite. Ce matériau est choisi grace a ses

caractéristiques exceptionnelles qui sont énumérées comme suit:
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 Faible réactivité chimique (bonne tenue a la corrosion) ;

« Haute température de fusion ou de décomposition ;

» Haut module d’élasticité et haute dureté ;

« Charge a la rupture élevée ;

* Bas coefficient de frottement (bonne résistance a 1’usure) ;

« Conservation des propriétés a haute température ;

 Faible coefficient de dilatation thermique (bonne résistance aux chocs thermiques);
 Faible conductivité thermique (bonne résistance a la température).

Cependant, les céramiques sont réputées étre fragiles et trés vulnérables aux défauts de petites

tailles.

Les caractéristiques du métal sont données comme suit :
« Bonne résistance mécanique ;
« Conductivité thermique élevée,
« Trés bonne ténacité.

En ajustant la microstructure de transition d’une fagon appropriée, il est possible
d’obtenir une distribution optimale de la déformation et des contraintes. Cette possibilité
d’ajustement est demandée lors de la conception des structures thermiques aéronautiques et
spatiales (moteurs, tuyéres, revétements thermiques, etc.). Ce concept a aussi été utilisé pour

améliorer la résistance a la fatigue thermique et la durée de vie des revétements pare-feu. [35]
1.3. Historique

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués a été apercu dans la nature depuis
des millions d’années. On peut les trouver dans les tissus des plantes, des
animaux et méme dans notre corps en citant a titre d'exemple les os, les coquilles, les noix de
coco et les feuilles de certaines graminees comme les bambous. La nature donne toujours un
moyen aux scientifiques, chaque fois qu’ils sont confrontés a des problémes technologiques

[36].
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Les matériaux a gradient de propriétés ont été développés pour la premiére fois dans le
laboratoire national d'aérospatial du Japon en 1984 par Niino et ses collégues a Sendai. L'idée
était de réaliser des matériaux utilisés comme barriére thermique dans les structures spatiales
et les réacteurs a fusion [37]. Les changements continues dans la composition,
dans la microstructure, et méme dans la porosité de ces matériaux a comme consequences des
gradients des propriétés matérielles telles que la résistance mécanique et la conductivité
thermique [38]. Cette nouvelle classe de matériaux composites peut étre peuvent
étre utilisés pour différentes applications, telles que les enduits des barrieres thermiques pour

les moteurs en céramique, turbines a gaz, couches minces optiques [39].

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé "la recherche sur la
technologie de base pour développement de matériaux a gradient de propriétés et I'étude de la
relaxation des contraintes thermiques". L'intérét du projet est de développer des matériaux
présentant des structures utilisées comme barriere thermique dans les programmes
acrospatiaux capables d’¢éliminer les concentrations de contraintes au niveau des interfaces
[40]. Dix-sept laboratoires de recherches, des universités et des entreprises ont été engagées
dans ce projet. Ils ont montré également comment un FGM peut alléger ces
concentrations de contraintes en changeant graduellement les propriétés matérielles et assure.
toujours la protection thermique trouvée dans les barriéres thermiques conventionnelles
[41].

Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux et les murs thermiques
spéciaux sont appelés a travailler a des températures de surface de 1800°C ainsi qu'a un
gradient de température de l'ordre de 1300°C. A cette époque, aucun matériau industriel
n'était connu pour supporter de telles sollicitations thermomécaniques [42]. Trois

caractéristiques sont a considérer pour la conception de tels matériaux:

- Reésistance thermique et résistance a I'oxydation a haute température de la couche
superficielle du matériau;
- Ténacité du matériau coté basse température ;

- Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau

Durant la période des (1987-1989), les chercheurs avaient réussi a fabriquer des petites
piéces expérimentales (1-10mm d'épaisseur et 30mm de diamétre) pouvant résister a des
températures maximales de 2000K (température de surface) et a un gradient de température de
1000K.
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Dans les années (1990-1991), le but était de réaliser des pieces de tailles plus grandes et
de forme plus complexes par rapport a celles réalisées dans la premiere étape. Pendant les
années 90, non seulement les champs d'applications des FGM s'est développé pour les
matériaux de structure fonctionnant a haute température, mais s'est aussi élargi a d'autres

applications: biomécaniques, technologie de capteur, optique [43].

Le concept des matériaux a gradient de propriétés est de 1’intérét non seulement dans la
conception des matériaux réfractaires performants pour des utilisations pour les futures
navettes spatiales, mais également dans le développement de divers matériaux fonctionnels,
tels que les matériaux optiques et électroniques. A cet effet, un deuxiéme projet a été lancé
pour la recherche et développement des matériaux FGM en tant que matériaux fonctionnels
« Recherche sur les matériaux de conservation d’énergie avec la structure a gradient de
propriétés ». Ce programme vise a appliquer la technologie des FGM dans le but d’améliorer
I’efficacité de la conservation de I’énergie comme 1’énergie solaire, nucléaire, photovoltaique,

thermoélectrique [44].
| .4. Propriétés matérielles de la plaque FGM
1.4.1 Loi de mélange puissance (P-FGM)

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance
V(z) =((z+h/2)/h)* (1.1)

Ou p est un parametre matériel et h est 1’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction
volumique locale V (z) a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent

étre déterminées par la loi des mélanges.
E(Z): Em+(EC_Em)V(Z) (|2)

Ou E,, E, sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z=-h/2)et
de la surface supérieure (z =h/2) de la plague FGM, la variation du moule de Young dans la

direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure 1.5. On voit bien que la

fraction volumique change rapidement prés de surface inférieure pour p <1, et augmenté

rapidement pres de la surface supérieure pour p >1.
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Fig. 1.5. Variation de la fraction volumique dans une plague P-FGM.

1.4.2. Loi de melange exponentielle (E-FGM)

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs Utilisent

la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme [45] :

E(z) =E, _e®“"? (1.3)

Avec

1 E,
B_Fln{E—J (1.4)

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque E-FGM est représentee

dans la figure 1.6.
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Fig. 1.6. Variation du module de Young dans une plaque E-FGM
1.4.3. Loi de mélange sigmoide (S-FGM)

Dans le cas ou on ajoute une plague P-FGM avec une simple fonction de loi de
puissance a une plaque composite multicouche, les concentrations de contraintes apparaissent
sur ’interfaces ou le matériau est continu mais change rapidement. Par conséquent, Chung et
chi [46] ont défini la fraction de volume de la plague FGM en utilisant deux fonctions de loi
de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les interfaces.

Les deux fonctions de loi de puissance sont définies par :

_1(h2+z)"

vl(z)_z( 2 J Pour —h/2<z<0 (1.5.a)
p

Vz(z):l—%(%j Pour 0<z<h/2 (1.5.h)

En utilisant la loi de mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé par :
E(z) =V,(2)E, +[1-V,(2)]E, Pour —h/2<z<0 (1.6.a)
E(2) =V,(2)E, +[1-V,(2)]E,, Pour 0<z<h/2 (1.6.b)

La figure 1.7 montre que la variation de la fraction volumigque dans les équations (1.6.a) et (1.6.b)

représente les distributions sigmoides.
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Fig. 1.7 : Variation de la fraction volumique dans une plague S-FGM.
1.5. Comparaison des matériaux FGM et les matériaux composites traditionnels

Généralement, les F.G.M sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant
des composants différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont donc des composites
présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogeénes. Le changement continu
dans la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue les F.G.M des
matériaux composites conventionnels [47]. Il en résulte un gradient qui déterminera les
propriétés matérielles des FGM. Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un
méme matériau mais de microstructure différente [48]. Le concept FGM peut étre appliqué
dans divers domaines pour des usages structuraux et fonctionnels. Au Japon, plusieurs
programmes de cing ans ont été conduits au cours des années 80 et 90 afin de développer
l'architecture des FGM, et d’étudier également ces matériaux pour les applications de hautes
températures (par exemple, éléments pour navettes spatial hypersonique) ainsi que pour des
applications fonctionnelles (par exemple, convertisseurs thermoélectriques et thermo-
ioniques). Ces programmes ont conduit au développement de la conception architecturale du

FGM et de ces perspectives.

Yoshihisa a établie un modéle simple illustrant les différences entre les matériaux a
gradient de propriétés (FGM) et les matériaux plus conventionnels : (a) un matériau plans

composé, (b) un matériau relié et (c) un matériau a gradient de propriété. Le matériau plan
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composé a une caractéristique plane, et le matériau relié a une frontiere sur Il'interface de deux
matériaux. FGM ont de excellentes caractéristiques qui different de ceux des matériaux plans
composes et reliés. Par conséquent, les FGM attirent I'attention en termes de leur application
dans les domaines industriels. Puisque les FGM ont une double propriété des deux matieres
premiéres qui sont melangées ensemble, et la distribution composante est graduée sans
interruption. Par exemple, I’'un des FGM qui se composent du métal et en céramique a la
caractéristique de la conductivité thermique et de la force métallique dans le coté en métal et

la résistivité aux hautes températures dans le c6té en céramique [49].
|.6. Domaines d’application des matériaux a gradient de propriétés

La réussite dans le domaine des matériaux intelligents ne sera possible que par une forte
synergie entre les différents secteurs industriels et scientifiques. Certes, le concept FGM a été
proposé a l’origine pour répondre aux exigences du domaine de I’aéronautique et de
I’aérospatial mais ces matériaux sont utilisés dans la fabrication des outils industriels qui
exigent une grande rigidité, une grande dureté et une résistance thermique importante. lls ont
également des applications en optoélectronique, particulierement dans la fabrication des fibres
optiques capables de transmettre I’information a de trés grandes vitesses. Ils sont aussi
applicables a la conversion d'énergie comme les systémes de conversion de I’énergie solaire
en énergie électrique, générateur thermoélectrique, convertisseur thermoionique et pile a
combustible [50].

Les FGM sont également utilisés aux biomatériaux idéaux pour réparer ou combler les
déficiences osseuses éventuelles de notre squelette, Les tissus vivants comme les os et les

dents sont considérés comme des matériaux a gradient fonctionnel naturels.

Cette technologie est aussi applicable dans les centrales nucléaires ou la température

peut atteindre des valeurs considérables dans les composants des réacteurs nucléaires.

Actuellement, des lanceurs en FGM sont testés et les résultats sont prometteurs. Outre les
applications citées précédemment, les FGM trouvent aussi leurs applications dans les semi-

conducteurs et en génie civil [33].
1.7. Conclusion

Apres avoir defini les matériaux FGM comme étant des matériaux composites innovants

dans lesquels la composition et la structure se modifient graduellement en fonction du
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volume, nous avons évoqué les differentes lois régissant la variation des propriétés
matérielles de ces derniers. Nous avons aussi cité quelques procédés de leur fabrication ainsi
que les domaines de leur application. La variation spatiale et progressive des propriétés de ces
matériaux permet de créer des structures innovantes qui peuvent étre exploitées dans de

nombreux domaines d’application dans les structures spéciales en génie civil.
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Chapitre Il : Théorie des plaques

I1.1.Introduction

Afin de résoudre les problémes des structures ayant comme éléments structuraux des
poutres et des plaques dans le domaine élastique, il est nécessaire de trouver la bonne théorie
décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi que la

méthode de résolution a utiliser.

Nous présentons dans ce chapitre quelques modeles sur les théories des plaques
développées dans la littérature pour améliorer I'évolution de la variation du champ des

déplacements a travers I'épaisseur des plaques.
11.2. Le modele classique des plaques de Love-Kirchhoff (CPT)

Commencant par le théorie la plus simple appelée théorie de Love-Kirchhoff. Cette
théorie est bases sur une distribution linéaire des déplacements suivant I'épaisseur [51]. Elle
est basée sur I'nypothése de conservation des normales en négligeant ainsi le cisaillement
transverse. La normale a la surface moyenne de la plaque reste perpendiculaire et droite a

celle ci aprés déformation figure 11.1.

s
s

§

¥

¢ ding
\

Fig. 11.1. Cénimatique de la plaque de love-kirchhoff [52]

Le champ de déplacements de Love-Kirchhoff s'écrit alors,
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oW,
lllt: 1|t__0
U(xy.2,t) =ty (% yit) 2=

0

oW,
y)yt:() l’t__ ”1
v(xyz)v(xy)zay (1.2)

w(x, y,z,t) =w, (X, y,t)

Avec Uy, Vg, W, sont les composante du champ de déplacement sur le plan moyen de la plaque
(z=0).

11.3. Le modele de Reissner-Mindlin (Théorié de déformation en cisaillement du
premier d’ordre FSDT)

Le cisaillement transverse ne peut étre négligé; sa prise en compte est adoptée par Mindlin

dont I'nypothése cinématique est la suivante:

- La normale reste droite mais non perpendiculaire a la surface moyenne (a causede

I'effet du cisaillement transverse) dans la configuration déformée (figure 11.2).

Le champ de déplacements de Reissner-Mindlin s'écrit :

U(X, y’ Z’t) = uo (X! y’t) - Z¢x (X’ y’t)
V(X, Y, z,t) =V, (X, y,t)—z¢y(x, y,t) (1.2)
W(X, Y, z,t) =w,(X, y,t)

Avec Uy, Vy, Wy sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la

plaque (z=0). ¢X,¢y sont les rotations normales au plan moyen autour des axes y et X,

respectivement.

. , , . 0
Avec ce choix de la forme des champs de déplacements, les déformations transversales 7,

sont constantes en z. Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes a n’importe quel
point suivant 1’épaisseur ce qui nécissite ’utilisation des coefficients correcteurs pour mieux

prendre en compte, dans I'écriture de I'énergie, les effets du cisaillement transversal [53].
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Fig. 11.2. Cinématique de la plaque de Reissner-Mindlin [52]

La Figure 1.4 montre la variation de la fonction de forme ainsi que sa dérivée par
rapport a I’épaisseur de la plaque. Cette variation est plus authentique pour le cas des plaques
stratifiés ou au niveau de I’interface, il ya une discontinuité de distribution des propriétés
alors que pour les FGM ce probleme est résolu.
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Fig. 11.3. Variation de la fonction de gauchissement f(x) =% et f'(X;) suivant I’épaisseur.

11.4. La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

Pour éviter I’utilisation d’un facteur de correction en cisaillement et pour tenir compte
d’hypothéses plus réalistes que celles de Kirchhoff, plusieurs théories d’ordre ¢élevé ont été
proposées par Naghdi [54], Reddy [55-57], lyengar et al. [58,59], Krishna Murty [60-62].
Généralement ces théories utilisent un développement en série de Taylor a travers 1’épaisseur

du champ de déplacement avec la forme suivante :

U(X, Y,2) =Uy(X, V) + 20, (X, Y) + 24,7 (X, ) +... 4 2°0." (X, ¥) (11.3)
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Ou n détermine 1’ordre utilisé dans le modéle. Dans la théorie de Kirchhoff-Love n=0. La
théorie de Reissner-Mindlin est une théorie du premier ordre avec n=1 pour les déplacements

dans le plan et n=0 pour le déplacement normal.

La figure 11.4 montre une cinématique schématique d’un mod¢le d’ordre élevé.

Fig. 11.4: Schématisation des déformation des plaques par la théorié < HSDT=> .

Selon Reddy [63] et Mallikarjuna et Kant [64] les hypothéses qui sont a I’origine du

développement de ces théories d’ordre élevé sont :
* Les déplacements sont petits comparés a I’épaisseur de la plaque.

* Les sections transversales, initialement planes et normales au plan moyen, ne restent

pasnécessairement planes et normales a celui-ci aprées déformation.
* La déformation axiale dans la direction transversale n’est pas négligeable.
* La contrainte normale dans la direction transversale n’est en général pas négligeable.

La plupart des théories d’ordre élevé (HSDT) sont basées sur les approches de Reissner [65]
Henchy-Mindlin [66] et d’Ambartsumyan et leur champ de déplacements s’écrit sous la

forme suivante :

u(x, y,z) =u,(x, y)—zW+ f(2)o, (X, ), (11.4.9)
V(X,Y,2) =V (X, Y) —2W+ f(2)p,(x,Y), (11.4.b)

W(X,Y,z)=w,(X,Y), (1.4.c)
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OU (uy, vy, W,) sont les déplacement en membrane et (¢,,4,) les rotations autour des axes X et

y , respectivement.

Mo

3y¢y

On pose aussi ¢, =%+¢X,¢y =
X

f (z) est une fonction de cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes.
Onremarque que les déplacements de la théorie classique des plaques (CPT) peut étre obtenue
en prenant f (z) = 0, tandis que la théorie de premier ordre (FSDT) est obtenue par une

fonctionf(z)=z.

Reddy avait proposé une théorie de déformation de cisaillement du troisieme ordre
(TSDT) [57] qui peut étre obtenu par :

f(2) = 2(1——

o 22) (11.5)

Dans ce modéle le champ de déplacement membranaire est cubique, la distribution
descontraintes de cisaillement transverse est parabolique dans I’épaisseur et les conditions
auxlimites sur les surfaces libres sont satisfaites. D’ou on peut obtenir une bonne
approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution

d’élasticité tridimensionnelle.

Touratier a proposé un modéle SSDT (The sinusoidal shear deformation plate theory)
en utilisant une fonction trigonométrique sinusoidale pour modéliser la répartition des
contraintes de cisaillement dans I’épaisseur qui est différent des autres modeles d’ordre

supérieur qui utilise des fonctions polynomiales [67]. Cette fonction s’écrit comme ci-dessous
f(z)=£sin(ﬁ—zj (11.6)
Vs h

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modeles SSDT prennent une
forme cosinusoidale dans 1’épaisseur de la plaque. Ce modeéle est considéré plus précis par
rapport a la théorie TSDT de Reddy.

Une version exponentielle de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé
(The exponential shear deformation plate theory ESDT) a été développée par Karama et al.

[68] en prenant la fonction suivante :
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f(z) = ze 2"’

(I1.7)

D’autres théories d’ordre €levé ont ét¢ développé en utilisant des différentes fonctions

decisaillement transverse le tableau 1.1 montre les différentes fonctions caractérisant chaque

théorie.

Tableau 11.1 : Différentes fonctions de forme des théories HSDT pour des plaques FGM

Théorie

Fonction de forme f (z)

Reddy [57]

4
f(z2)= 2(1—3?2 )

Touratier [67]

f(2) =£sin [ETZJ

Karama [68]

f(2) = 222

Reissner [69]

52 4
f =" (1-—72
()= 0-557")

Soldatos [70]

} z 1
f(z) =hsinh (ﬁj —zcosh (Ej

Mantari et al. [71]

. (7mZ m“’{%z) Tz
f(z)=sm(Tje +m(Tj

Ait Atmane et al. [72]

cosh(z/2) (h/7)sinh (hzj

)= [ cosh(7/2)—1] a [ cosh(7/2)—1]

Aydogdu [73]

2(z/h)?
f(2)=2a " a0

Zaoui et al. [74, 75]

I11.5. Revue de la littérature sur la vibration libre des structures FGM

De nombreuses études ont été consacrées aux comportements statiques et

thermomécaniques des structures en FGMs. En revanche, peu d’études ont été dédiées

auxvibrations libres de ces matériaux. C’est a partir de 1’an 2000 que des chercheurs ont

commencé a sérieusement s’intéresser a leurs comportements dynamiques.
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Praveen et Reddy [76] ont analysé, par éléments finis, les réponses statique
etdynamique non linéaires d’une plaque céramique-métal dans un champ thermique et
soumise a des charges dynamiques transversales. Reddy [77] a développé des formulations
théoriques et leurs modéles en éléments finis pour des plaques FGM épaisses en se basant sur
une théorie de cisaillement des plaques d’ordre supérieur (HSDPT) pour étudier la réponse
dynamique non linéaire sous I’effet d’une pression uniforme.Yang et Shen [78] ont présenté
I’é¢tude de la réponse dynamique d’une plaquemince en matériau a gradient fonctionnel
soumise a des contraintes initiales. L’étude paramétrique a montré 1’effet de 1’indice de la
fraction volumique, de la rigidité du support élastique, du rapport d’élancement (h/a et/ou
h/b), de la durée et de la forme de la charge d’impulsion et des contraintes initiales en
membrane, sur la réponse dynamique des plagues FGM. Reddy et Chen [79] ont étudié les
vibrations harmoniques d’une plaque FGM par la théorie asymptotique tridimensionnelle

reposant sur le transfert matricielle.

En 2004, Huang et Shen [80] ont présenté une étude des vibrations non linéairesd’une
plague FGM en appuis simples. La conduction thermique et la dépendance des propriétés a la
température ont été incluses. La formulation est basée sur une théorie desplaques en
cisaillement d’ordre supérieur couplée aux équations de Von-Karman. Les solutions ont été

obtenues analytiqguement grace a une méthode améliorée de la technique des perturbations.

Une solution exacte basée sur la théorie de 1’élasticité tridimensionnelle (théorie 3-D)
a été publiée par Vel et Batra [81] pour I’étude des vibrations libres et forcées d’une plaque
FGM en appuis simples. La méthode des séries en puissances a été employée pour résoudreles
équations du mouvement des plaques minces et épaisses. Les résultats ont montré 1’effet de la
variation de la fraction volumique de la céramique et de 1’épaisseur (h/a et/ou h/b) sur les
fréquences naturelles. La vibration forcée a été étudiée en supposant une variation spatiale
sinusoidale de la pression sur la face supérieure. Qian et al. [82] ont ensuite exploité cette
¢tude pour valider leurs travaux relatifs a la vibration libre et forcée d’uneplaque épaisse

incluant la théorie de déformation d’ordre supérieur.

En 2006, les travaux de Ferreira et al. [83] ont eu pour objet la détermination
desfréquences naturelles d’une plaque FGM pour différentes conditions aux limites. C’est a
partir de 2007 que la modé¢lisation par 1’¢lasticité tridimensionnelle pourl’étude des vibrations

libres des plaques en matériau a gradient fonctionnel a réellementcommencé a émerger.
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Uymaz et Aydogdu [84] ont examiné I’influence de la géométrie (a/h et a/b) et de
I’indice de la fraction volumique sur les fréquences naturelles des plaques FGM minces et
épaisses sous différentes conditions aux limites. L’analyse mathématique estbasée sur la
théorie linéaire des petites déformations. Etant donné qu’aucune hypothése n’aété faite sur le
champ des déplacements et sur la distribution des déformations a travers 1’épaisseur, cette
méthode a permis de fournir des parametres de fréquence de grande précision pour les plaques
moyennement épaisses. La résolution des équations dumouvement a été obtenue gréce a la
méthode de Ritz.

Les FGM sandwichs ont aussi fait 1’objet d’une étude vibratoire par Li et al. [85]. La
formulation a été faite sur la base de la théorie de 1’¢élasticité tridimensionnelle. Deux casde
plaque ont été étudiés. L une présentant des revétements supérieur et inférieur en FGM avec

une ame homogene et I’autre avec des revétements homogenes et une ame en FGM.

L’étude de la convergence a montré que le nombre de termes de la sommation de Ritz
dans 1’épaisseur dépend principalement de 1’épaisseur de la plaque, tandis que le nombre
determes de la sommation de Ritz dans les autres directions dépend des conditions aux
limites. L’étude paramétrique basée sur les épaisseurs relatives des couches, sur 1’indice des
fractionsvolumiques et sur la géométrie (h/a et a/b) a montré que la plaque mince est plus

sensibleaux propriétés des matériaux utilisés que la plague épaisse.

Matsunaga [86] a étudié les vibrations libres et le flambement d’une plaque FGM en
se servant d’une théorie des déformations bidimensionnelles. Les déplacements ont
étédéveloppés sous forme de séries de puissances. L’auteur a montré que la théorie
dedéformation 2-D permet de prédire avec une bonne précision, non seulement les fréquences
propres et les charges critigues de flambage, mais également la distribution des

déplacementset des contraintes dans la plague FGM.

Ait Atmane et al. [72] ont étudié, par le biais d’une nouvelle théorie d’ordre élevé, la
vibration libre d’une plaque FGM reposant sur un support élastique. Les solutions ont

étéobtenues en utilisant la méthode de Navier.

Hasani Baferani et al. [87] ont présenté les solutions des vibrations libres d’uneplaque
FGM épaisse reposant sur un support élastique. Deux cOtés de la plaque sont enappuis
simples, les autres sont pris en tant que parameétres (libre, encastré ou appui simple). Dans leur

étude, les déplacements en membrane ont été pris en compte. Les résultats ont montré que le
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support ¢€lastique type Pasternak a un réle significatif dans I’augmentation dela fréquence
naturelle. Il a aussi été observé qu’en augmentant I’indice de la fraction volumique, 1’effet du
support élastique sur les fréquences augmente. Ce phénomeéne a été expliqué par le fait qu’une
augmentation du parametre de cisaillement du support élastique conduit a une augmentation
des déplacements en membrane et qui a pour conséquence d’accroitre 1’effet de la rigidité en
membrane sur les fréquences propres de vibration. Hadji et al. [88] ont présenté une théorie
raffinée a quatre variables pour 1’étude dela vibration des plaques FG sandwiches. Benachour
et al. [89] ont utilisé la méme théorie développée par Hadji et al. [88] pour I’étude de la
vibration des plaques FGM présentant un gradient arbitraire. Autrement dit, ils ont pris deux
indice de puissance différents entre la fraction volumique utilisée pour calculer le module de

Young et celle pour la densité [90].

Zaoui et al. [91] ont présenté une théorie quasi-3D hybride afin d’étudier la vibration
libre des plaques FGM sur des fondations élastique. Rachid et al. [92] ont analyse le
comportement statique et la vibration libre des plaques, coques, cylindres et des sphéres en

utilisant une théorie 2D de déformation de cisaillement d’ordre élevé.
11.6. Conclusion

Dans ce chapitre, un apercu sur la théorie des plaques ainsi que les modéles
analytiques des plaques FGM a savoir la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de
déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) et la théorie de déformation en
cisaillement d’ordre élevé (HSDT) a été présente. La formulation est basée sur des hypothéses
pour chaque théorie dans une approche bidimensionnelle d’élasticité suivie par les équations

cinématiques d’un point quelconque dans la plaque en fonction des déplacements généralisés.
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Chapitre III : Analyse de la vibration libre de plaque FGM (modéle analytique)

Chapitre 111 : Analyse de la vibration libre de plaques FGM (modéle

analytique)
I11.1. Introduction

Dans ce chapitre, une étude analytique du comportement vibrationnel des structures
FGM simplement appuyées reposant sur des fondations de type Winkler-Pasternak par le biais
d’une théorie des plaques d’ordre élevé a été présentée. La spécificité de cette théorie est
qu’elle emploie un champ des déplacements a 4 inconnus seulement tout en remplissant la
condition de contrainte de cisaillement nulle sur les surfaces libres ce qui ne requierent pas la
prise en compte du facteur de correction de cisaillement. Les équations d’équilibre est
obtenue par I’utilisation du principe d’Hamilton. Ces équations régisseuses sont ensuite
résolues par la méthode de Navier. Par conséquent, les fréquences fondamentales sont

obtenues en résolvant le probléme des valeurs propres.

I11.2. Formulation théorique

111.2.1. Hypothéses de base
Supposons une plaque FGM rectangulaire de Iongueur(a), largeur (b) et épaisseur

(h) repose sur des appuis élastiques de type Winkler-Pasternak comme indiquée sur la figure

I11.1. Le modele est limité au comportement linéaire élastique. Le champ des déplacements de
la théorie des plaques utilisée est choisi en se basant sur les hypotheses suivantes :
I. Les déplacements sont faibles par rapport a 1’épaisseur de la plaque et par
conséquent, les contraintes impliquées sont infinitésimales.

ii. La contrainte normal transversale o, est négligeable en comparaison avec les
contraintes dans le plan o, et o, .

iii. Le déplacement transversal \w comprend deux composantes de flexion w, et
cisaillement w,. Ces composants sont des fonctions de coordonnéesx, y et

temps T uniquement.
W(X, Y, Z,t) =W, (X, y,t) + W, (X, y,t) (111.1)

iv. Les déplacements dans le plan U et V consistent a des composantes

d’extension, de flexion et de cisaillement
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U=u+u,+u, et V =v+v, +Vv, (11.2)
-les composantes de flexion U, et V, sont supposées similaires aux déplacements donnés

par la théorié classique des plaque. Par conséquent, I’expression de U, et V, peut étre
donnée comme

b=z ety ;M (111.3a)
OX oy

-les composantes de cisaillement Ug et V donnent lieu, conjointement avec W, aux

variations paraboliques des déformations de cisaillement 7, , 7y, et donc aux contraintes

de cisaillement O,,, O, a travers I’épaisseur de la plaque de maniére a ce que les

contraintes de cisaillement soient nulles sur les surfaces superieure et inférieure de la plaque .

par conséquent, I’expression de U et V peut etre donnée par :

ow, ow,
u =f(z)—et v,=f(z2)— (111.3b)
OX
: E 3
. b ol
I
1 céramique L
métal
b |
FEEEREREEE TEERECREEREEREE!
Eow E,
Fig. I11.1 : Géométrie et coordonnées d’une plaque rectangulaire reposant sur une fondation
élastique.

111.2.2. Cinématique

Sur la base des hypotheses formulées dans la section precédente, le champ des

déplacements peut étre obtenu a I’aide des équations (I11-3) comme
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u(x,y,z,t) =u(x,y,t)—z%+ f(2) oW,
OX OX
V(xY,2z,1)=v(X, y,t)—z%+f(z)a(;lvyS (11.4)

W(X’ y! Z!t) = Wb (X! y!t) +Ws (X7 y’t)

Les déformations linéaires associées aux déplacements peuvent étre obtenues comme suit

g | & Ky ks :
g, t=1&2b+24k> L+ Lk ,{“}:g{@} (111.5)
7xy 820 k:y k:y yxz j/xz
Ou
ou _aZWb _82Ws
20 x Kb ox? K ox’ oW,
X X 2 X 2 S
L A R P 0 i G () O O L o e B ST
7/0 ay kb ay ks ay 7/xz a\Ns
Xy a_u+@ Xy _62Wb Xy _2 62WS 6X
oy OX Oxoy OXdy
9(z) =1-1'(2)

f (z) est la fonction de forme déterminant la distribution de la déformation de cisaillement

transversale et de la contrainte de cisaillement a travers 1’épaisseur de la plaque. Les fonctions

de forme f(z) sont choisies de telle facon que les conditions limites sur les surfaces

supérieure et inférieure de la plaque soient satisfaites, ainsi un facteur de correction de
cisaillement n'est pas nécessaire. Dans cette étude, la fonction hyperbolique utilisée est

présenté dans I’equation suivante [70]
f(z) =z—hsinh(z/h)+zcosh(l/2) (1n.7)
111.2.3. Equations constitutives

Considérons des plaques FG fabriquées a partir d'un mélange de deux matériaux par
exemple, un métal et une céramique, comme le montre la figure 111.1. Deux méthodes

d’homogénéisation sont utilisées pour calculer les propriétés de la plaque FG, telles que le

module de Young E et la masse volumique p :
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- Laloi de puissance: les propriétés matériclles d’une plaque P-FGM sont assurées par

une fonction de loi de puissance sous la forme suivante

P(z):Pm+(Pc—Pm)(%+%jp (111.8)

- La loi exponentielle: la fonction exponentielle utilisée pour décrire les propriétés

matérielles des matériaux E-FGM est féfini par la formule ci-dessous
P(z) =P (111.9)

Ou P représente la propriété matérielle effective, les indices m et c représentent

respectivement les constituants métalliques et céramiques, et P est l'indice de loi de

puissance. Etant donné que les effets de la variation du coefficient de poisson v sur la
réponse des plaques FG sont trés faibles [93,94]. le coefficient de poisson v est généralement

supposé constant.

Les relations linéaires constitutives d’une plaque FG peuvent s’écrire

o, c;, ¢ 0 0 0|fe
o, c, ¢, 0 0 O &
Oy (= 0 0 ¢ O O Vxy (1n.9)
oy, 0 0 0 ¢, O Yy
Oy, L 0 0 0 0 C55_ Vx
Oou
E(z E(z
€ =Cxp :ﬁ, G, =VCy, Cyy =Cg5 =Cq6 = 2(1(_'_3/) (111.10)

111.2.4. Equations de mouvement

L’énergie potentielle de la plaque est donnée par

1
U,= Ej'aijgijdv
1 ! (n.11)
= EI(O'XEX +0, &, +0 Yy tO0,Yy, TOGYy, )dV
\
En substituant 1’égs. (6) et (9) dans 1’¢q. (11) et en intégrant en fonction de 1’épaisseur de la

plaque, I’énergie de déformation de la plaque peut étre réécrite de la maniére suivante
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1 0 0 0 by, b by, b b, b S|, S|, S
Up=EI(NX5X+Nygy+Nnyxy+MXkX+Myky+MkaXy+Mxkx+Myky
A

(111.12)
+ ijk;y +Qy27/)SIZ +sz}/)?z)dXdy
Ou les contraintes résultantes N, M et Q sont définies par
h/2 h/2
(NaMPME)= [ @z fodz (i=xy,y) et Q= [ godz, (i=xz,y2) (1113)
~hy2 b2

En remplecant I’éq. (9) dans I’éq. (13) et en intégrant a travers I’épaisseur de la plaque, les

résultantes de contrainte sont liées a la déeformation par les relations suivantes

N X Ail A12 O Bll BlZ O Blsl Blsz 0 8)(3
N y A12 A22 O BlZ BZZ O BlsZ BZSZ 0 8}(/)
N Xy O 0 A%ﬁ 0 O BGG O O Bgﬁ }/ >(<)Y
M E Bll BlZ O Dll D12 O Dlsl Dlsz 0 K)?
M 5 =1B, B, 0 D, D, O Dlsz Dzsz 0 KS (111.14a)
M2, 0 0 B, 0 0 Dy 0 0 DKy
M, B, B, 0 D, D, 0 H; H, 0]K
MJ B, B, 0 D, D, 0 H; H, 0||Kj
M3, 0 0 B, 0 0 Di 0 0 Hl|K;

{sz}{% 0 Hﬁz} (111.14b)
sz 0 ASSS 7;2
Ou les termes de rigidité sont déterminés par les expressions (111.15) ci-apres
h/2
{A;.B,.D;,B;,D; H; | = j QLz2% f,zf, f%)dz, (i,j=126) (15a)

ijr =i Hij
-h/2

A=Ay = [Qu(g(2))dz (15b)

-h/2

La variation de 1’énergie de déformation de la plaque dans I’éq. (12) peut s’écrire

oN ON ON 2M B o°ML ZMP
wpz—j{[al\lx+—xyj5u+[—xy +_yj5\/+(5 NZIX +2 Y 4 ZVJéwb
Al L OX oy OX oy OX oxoy oy

2MS _O*ME O°MS D
n 0 '\/|2X+2 xy+ 2y+ Qyz+8sz 8\Ns dxdy (|||_16)
OX oxoy oy oy X

L’énergie de déformation de la fondation élastique est exprimée par la formule suivante
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1 2 o(w, +w,) ? o(w, +w,) ?
UF_2£ K, (W, +Ww,) +KS[( ~ j+( 5 H xdy (111.17)

Ou KW et Ks sont les coefficient de rigidité transvarsale et de cisaillement de la fondation ,

respectivement. La variation de 1’énergie de déformation de la fondation peut étre obtenue

comme
o, = J'{[KW (W, +w, )~ K V2 (W, +w, )](5wb +OW, )}dxdy (111.18)
A
Ou
ot o
Vis 4 .
o oy (111.19)

L’énergie cinétique du systeme de masse est donnée par

T-1 p(Z)|:(U—Z%— awj +[o aa";b aa";f}r(wﬁws)z}dxdydz (111.20)

Ou p(Z) est la masse volumique donnée par 1’équation (II1.8) et I’exposant point () indique

la dérivation par rapport au temps (t) la variation de 1’énergie cinétique est obtenue en

utilisant 1’équation ci-dessous

5T = j{[ 28W5j5u+(|0\'/—|1%+|28""5j5\/
g ox o oy
+|:|o W, + W, ) (a—”+@j—|3v2wb+|5v2ws}5wb (111.21)
ox oy
+| 1o (W, + V0 )+ 1, R —1,V2W, — 1, VA, |Sw, ¢ dxdy
ox oy

Ou les termes (li) sont les inerties de masse exprimées par

h/2

(oo b oo by i 1) = [ (L2, £,2% £2,2F ) p(2) dz (11.22)

-h/2

Le principe d’Hamilton est utilisé ici pour trouver les équations de mouvement. Le

principe peut étre énonce sous la forme analytique suivante
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0=j5(up+uf ~T ot (111.23)

Par remplacement d'égs. (16), (18) et (21) dans I'ég. (23) et collectons les expressions en

fonction des coefficients ou, oV, ow, et ow,, les équations du mouvement de la plaque sont

obtenus comme

oN oW, oW,
our—=24+—L=| -1, —+1,— (111.24a)
ox oy OX OX
ON, ON oW oW
oV —L+—L=lV-l,—+1,— (111.24b)
ox oy oy oy
2MP_O*Mp, O°M,
swy IMy oMy L— K, (W, + W, )+ KV (w, +w,)
b axz axay ayz w b S s b S
(I11.24c)
= Iy (W, +V¥, )+ 1, AN A4 A v
ox oy
M s O*M:  O*M: 0
5ws:aaN2|X+2 5 2+ 2y+a§”+ QyZ—KW(Wb+WS)
X Xoy oy X o (111.24d)

+ K V2 (W, + W, ) = 1o (W, + Vi, )+ 1, M N 1, V2W, + 1,V 2,
ox oy
Eq. (111.22) peut étre exprimé en termes des déplacements (u,v, Wb,Ws)en remplagant les

résultantes des efforts donnés dans I'ég. (111.14). Donc, pour des plaques FG appuyées sur des

fondations élastiques, les équations du mouvement prennent la forme ci-aprés

ow, ow,
An Aee (Al Aae) 11 axsb _(Blz"'ZBse)w
af*w S s a (111.25q)
s s s o b s
—BL == v ~(B3+ 2866)axay2 _|0u—|15+|2 >
o0V 0%V o%u ow, o’w,
A66_2+A22_2+(A12+A66)—_ 22—;_(Blz+2866)Tb
o % X0y (111.25b)
3 3 . .. .
gy, I (B}, +2B5 )y oW g, Moy e
oy° OX 5)’ oy oy
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o’u o’u v o o'w,
Bll%-l_(BlZ +2866)8X6y2 + Bzz _3"'(812 +2866)axzay —Hu 5X4b
4 4 4
~2(D,, +2D66)ai ‘2’; D, a@y"fb D, a@)‘(’} -2(D;, +2D§6)§x2—\g;2
s 84WS 2 L
—D,, —— K, (W, + W, )+ K.V (W, +w, ) = 1, (W, +W,) (111.25¢)
+1; 8_u+@ — 1, VA0, + 1, VA
oX oy
o’u o’u v v o*w
Blsl o (Blsz 2866)8)( (Blsz 2866)8X28y + B282 8ya - Dlsl 8X4b
4 4 4 4
_2(D152 +2D686)862Wb -D;, 7% —H; aaXW Z(Hlsz +2H§6)aazwsz
X
. ay ay % (111.25d)
Hy, a A;s A44 K., (W, +Ww, )+ K.V (w, +w,)

= Iy (W, + W, )+ IZ(Z—U+%}L 1.V, + 1,V
X

111.3. Solutions analytiques pour des plaques rectangulaires

111.3.1. L’approche de Navier

Prenons une plaque rectangulaire simplement appuyée de longeur (a) et de largeur

(b) . Les conditions aux limites pour des appuis simples dans cette étude sont

v=w,=w,=N,=M’=M =0, surlebord x—0,a (111.26a)
u=w,=w,=N,=M;=M; =0, surlebord y=0,b (111.26b)

En se basant sur ’approche de Navier, les expressions suivantes des déplacements

sont choisies pour satisfaire les conditions aux limites de 1’¢q. (I11.26).

u(xy,t)=>> U, e cosaxsin By (111.27a)
m=1 n=1
v(X,y,t) ZZV e sinaxcos By (111.27b)

m=1 n=1
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o0 00

(X y,t) =D W, e sinaxsin By (111.27b)

m=1 n=1

o 0

w, (%, y,t)=> > W, e sinaxsin fx (111.27b)

m=1 n=1

Ou a:myz/a,,B:nn/b, | ==L (Ups Vs Wo s Wi ) SONt des coefficients & determiner,

et @ est la fréquence propre. En substituant 1’¢q. (II1.27) dans 1’éq. (IIL.25), le systéme

d’équations aux valeurs propres est présenté par

Sll 512 Sl3 Sl4 mll 0 m13 m14 U mn 0
S12 s22 S23 S24 _ 0)2 0 m22 m23 m24 an — 0 (l I 28)
S13 S23 S33 S34 m13 m23 m33 m34 Wbmn 0 .

L S14 S24 S34 S44 i L m14 m24 m34 m44 i Wsmn 0

Ou les coefficient des matrice de rigidité et de masse dans 1’éq. (I11.28) sont données en Eq.
111.29. Les fréquences propres de la plaque FG peuvent étre determinées, en prenant le

déterminant du systeme (111.28) égale a zéro.
=0 A+ P, 50 = (e + Ay, S =0 A + By
~a’B,, —aff* (B, +2By,), s, =—a(a’B;, + (B, + 2B5,))
S =—0'f3(By +2By) ~ By, 8, =—B((B; +2B )’ + f°By,)
s, =a'Dy, +B'D,, +2a’ (D, +2D,) +k, +k (o’ + ),
s, =a' D}, +2a° (D, +2D5,) + B'Ds, +k, +k (o + 57) (111.29)
Sy =0 H + B H,y, +2(HS, +2H )’ + o’ A + B A, + K +K (o + 57)

My =My =1y, My=-al, m,=-al, my=-F1,
m24 :_ﬂlz , My = |o+|3(a2+ﬂ2)
my =lo+15(@"+4°) ,my =1, +1,(a" + §°)
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I11.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une solution générale du comportement vibratoire
des plaques en matériaux fonctionnellement gradués « FGM » en utilisant une théorie
hyperbolique de déformation de cisaillement. Le nombre d’Einconnus dans cette théorie est
seulement quatre par rapport a d’autres théories déformation de cisaillement a ordre élevé «
HSDT ». La théorie consideére la déformation di au cisaillement sans exigence du facteur de
correction de cisaillement et elle donne une distribution parabolique des contraintes de
cisaillement a travers I’épaisseur tout enremplissant la condition de nullité de ses derniéres sur
les extrémités libres. Les résultats obtenus par la présente théorie seront présentés dans le

chapitre suivant.
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Chapitre 1V : Résultats et disscusion

Chapitre 1V : Résultats et discussion

IV.1. Introduction

Dans cette section, les résultats de I'analyse de la vibration libre des plaques FG sont
présentés. Les calculs ont été faite en utilisant une théorie de déformation de cisaillement type
2D avec seulement quatre inconnues. Plusieurs calculs numeriques ont été établies pour des
plagues homogeénes, fonctionnellement graduées, simplement appuyées et sur des fondations

élastiques.

IV.2. Analyse de la vibration libre de différents type de plaques

Pour le calcul numérique, une plaque (Al/Alzog) composée d’un alliage

d’aluminium (comme métal) et I’alumine (comme céramique) est examinée. Pour simplifier
les calculs, le coefficient de poisson est supposé constant en tout point de 1’épaisseur de la
plaque. Le modules de Young, la masse volumique de la céramique et du métal utilisés sont

énumeérées dans le tableau ci-dessous.

Tableau IV.1 : Propriétés physiques des matériaux utilisés

Propriétés
Matériau
E(GPa) p(kg / m3) v
Métal : Al 70 2702 1/3
Céramique : Al,0, 380 3800 1/3
Céramique : zro, 200 5700 1/3

Des études comparatives sont réalisées pour une large gamme des paramétre de la
plaque et de la fondation. Pour plus de commodité, des paramétres non dimensionnels sont
utilisées pour présenter les résultats numériques sous forme de tableaux et de graphiques :

_  ka' - ka’ Eh® 2
K =—2—,K =——,D= 5 — wa’ 5= ol
w D S 12(0-17) @=wa’\|ph/D, ®»=wh\/p/E, ® . Jp/E
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IVV.2.1. Analyse d’une plaque isotrope simplement appuyée

Le premier exemple est étali pour une plaque homogéne carrée. les huits premiers
modes des différents rapports de géométrie sont calculés et comparées a ceux données par
Hosseini-Hashemi et al. [95] basé sur une théorie TSDT a variables et ceux présenté par Thai
et Choi [96] en utilisant une théorie de troisiéme ordre dans le tableau IV.2. On peut voir que
les résultats du modele établi sont en bonne corrélation pour tous les cas allant de plaques tres

minces a tres épaisses.

Tableau IV. 2: Ccomparaison des huit premieres fréquences non dimensionnelles ¢ d’une plaque

carrée isotrope simplement supportée (b=a, p=0, K, =K, =0).

h/a Méthode Modes
1 2 3
0.01 Ref. [95] 19.7320 49.3032 78.8421

Thai et Choi [96] 19.7320 49.3032 78.8421
Modele Présent  19.7320 49.3031 78.8421
0.1 Ref. [95] 19.0653 45.4869 69.8093
Thai et Choi [96] 19.0653 45.4869 69.8093
Modele Présent  19.0653 45.4869 69.8091
0.2 Ref. [95] 17.4523 38.1883 55.2543
Thai et Choi [96] 17.4523 38.1883 55.2543
Modele Présent  17.4522 38.1876 55.2524
0.3 Ref. [95] 15.5745 31.6413 44.0236
Thai et Choi [96] 15.5744 31.6413 44.0236
Modele Présent  15.5742 31.6396 44.0190
0.4 Ref. [95] 13.8136 26.5910 36.1319
Thai et Choi [96] 13.8136 26.5908 36.1319
Modele Présent  13.8131 26.5877 36.1242

IV.2.2 Analyse des plaque FGM simplement appuyées

Dans cet exemple, les résultats présentés dans les tableaux 1V.3 sont établis pour des
plagues FG type Al,O, posées des appuis simples. Les fréquences fondamentales
adimensionnelles pour différentes valeurs du rapport de forme (b/a), rapport géométrique
(a/h) et d'indice matériel (p) sont calculées et comparées a la solution 2D exacte proposée

par Jin et al. [97], a la théorie raffinée présentée par Mantari [98] et a la théorie de troisieme
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ordre de Thai et Choi [96]. Un bon accord est trouvé pour tous les cas en allant des plaques

minces aux plaques épaisses.

Tableau V.3 : Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles (0= a)h\/ ,0/ E) des

plague FGM type (A| / A|203) .

Théorie
b/a alh P _ _ Thai et Choi .

Jinetal. [97] Mantari [98] [96] (2D) Présente

0 0.1135 0.1137 0.1134 0.1134

10 1 0.0870 0.0883 0.0868 0.0868

2 0.0789 0.0806 0.0788 0.0788

5 0.0741 0.0756 0.0740 0.0740

0 0.4169 0.4183 0.4151 0.4150

1 5 1 0.3222 0.3271 0.3205 0.3205
2 0.2905 0.2965 0.2892 02892

5 0.2676 0.2726 0.2665 0.2667

0 1.8470 1.8543 1.8266 1.8265

5 1 1.4687 1.4803 1.4452 1.4451

2 1.3095 1.3224 1.2891 1.2891

5 1.1450 1.1565 1.1319 1.1320

0 0.0719 0.0719 0.0717 0.0717

10 1 0.0550 0.0558 0.0549 0.0549

2 0.0499 0.0510 0.0498 0.0498

5 0.0471 0.0480 0.0470 0.0470

0 0.2713 0.2721 0.2705 0.2704

5 5 1 0.2088 0.2121 0.2081 0.2081
2 01888 0.1928 0.1882 0.1882

5 0.1754 0.1789 0.1749 0.1750

0 0.9570 1.3075 1.2904 1.2904

5 1 0.7937 1.0371 1.0134 1.0134

2 0.7149 0.9297 0.9066 0.9066

5 0.6168 0.8248 0.8070 0.8071

IVV.2.3 Investigation sur des plaque FGM sur des appuis élastiques

En se basant sur la théorie actuelle, les fréquences naturelles des plaques FGM
reposant sur des fondations élastiques ont eté évaluées. Le tableau IV.4 montre les fréquences

fondamentales adimensionnelles des plaques rectangulaires avec un rapport géométriue (h/ a)

variant de 0.05 a 0.2, un indice matériel variant de 0 a 5 et différentes valeurs des parameétres
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élastiques (KW,KS) qui sont comparées aux résultats de Baferani et al. [87] et Zaoui et al.

[91]. A partir de ce tableau, on peut noter qu'une trés bonne concordance entre les solutions
est observée confirmant la précision de la théorie actuelle dans la prédiction du comportement

en vibration libre des plaques FG reposant sur des fondations élastiques.

Tableau IV.4: Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles (CT) =wh ,0/ E) des

plagues FGM (A| /A|2 03) sur des appuis €élastiques.

PR\ . Y
(k,. k) alh Méthode 5 i 5 :
(0,0) 0.05 Baferani et al. [87] 0.0291 0.0227 0.0209 0.0197
Zaoui et al. [91] 0.0291 0.0222 0.0202 0.0191
Présente 0.0291 0.0222 0.0202 0.0191
0.1 Baferani et al. [87] 0.1134 0.0891 0.0819 0.0767
Zaoui et al. [91] 0.1134 0.0868 0.0788 0.0740
Présente 0.1134 0.0868 0.0788 0.0740
0.2 Baferani et al. [87] 0.4154 0.3299 0.03016 0.2765
Zaoui et al. [91] 0.4151 0.3205 0.2892 0.2665
Présente 0.4150 0.3205 0.2892 0.2667
(0,100) 0.05 Baferanietal. [87] 0.0406 0.0382 0.0380 0.0381
Zaoui et al. [91] 0.0406 0.0378 0.0374 0.0377
Présente 0.0406 0.0378 0.0374 0.0376
0.1 Baferani et al. [87] 0.1599 0.1517 0.1508 0.1515
Zaoui et al. [91] 0.1597 0.1494 0.1478 0.1487
Présente 0.1597 0.1494 0.1478 0.1486
0.2 Baferani et al. [87] 0.6080 0.5876 0.5861 0.5879
Zaoui et al. [91] 0.6075 0.5753 0.5694 0.5722
Présente 0.6074 0.5752 0.5694 0.5722
(100,0) 0.05 Baferanietal. [87] 0.0298 0.0238 0.0221 0.0210
Zaoui et al. [91] 0.0298 0.0233 0.0214 0.0204
Présente 0.0298 0.0232 0.0214 0.0204
0.1 Baferani et al. [87] 0.1162 0.0933 0.0867 0.0821
Zaoui et al. [91] 0.1162 0.0910 0.0836 0.0795
Présente 0.1161 0.0910 0.0836 0.0795
0.2 Baferani et al. [87] 0.4273 0.3476 0.3219 0.2999
Zaoui et al. [91] 0.4269 0.3381 0.3097 0.2900
Présente 0.4268 0.3381 0.3096 0.2901
(100,100) 0.05 Baferanietal. [87] 0.0411 0.0388 0.0386 0.0388
Zaoui et al. [91] 0.0411 0.0384 0.0381 0.0384
Présente 0.0411 0.0384 0.0381 0.0384
0.1 Baferani et al. [87] 0.1619 0.1542 0.1535 01543
Zaoui et al. [91] 0.1617 0.1519 0.1505 0.1515

Presente 0.1617 0.1519 0.1504 0.1514
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0.2 Baferani et al. [87] 0.6162 0.5978 0.5970 0.5993
Zaoui et al. [91] 0.6156 0.5852 0.5800 0.5833
Présente 0.6156 0.5852 0.5800 0.5834

Les résultats montrent que les paramétres de fondation de Winkler et Pasternak ont des
effets d’augmentation de la fréquence non dimensionnelle, et le paramétre Pasternak a plus
d’effet sur I’augmentation de la fréquence que le paramétre Winkler. L’effet de 1’indice de loi
de puissance sur la fréequence non dimensionnelle est trés intéressant. 1l est observé que si une
plague repose juste sur la fondation Winkler, 1’augmentation de 1’indice de loi de puissance
diminue la fréquence non dimensionnelle.la situation est différente si plaque repose sur la

fondation Pasternak indépendamment de la présence /absence de la fondation Winkler.

IV.2.4. Etude paramétrique

Dans les illustrations suivantes, une étude paramétrique a été établie afin d’analyser
I’influence des différents paramétres sur les fréquences naturelles des plaques FGM. La figure
IV.1 présente la variation de la fréquence naturelle adimensionnelle d'une plaque FG a
simplement appuyées en fonction de l'indice de puissance (p) et différentes valeurs du rapport
d'épaisseur (a / h) . On peut remarquer sur cette figure que la fréquence naturelle diminue
avec l’augmentation de I’indice matériel et augmente avec 1’augmentation du rapport
d'épaisseur (a / h) . Pour des valeurs élevées de I'indice de gradient (p) et le méme rapport

d'épaisseur (a/ h), la fréquence naturelle ne varie pas considérablement.

A partir de ces résultats, on peut observer que plus I'indice de gradient (p) augmente,
plus la fréquence naturelle diminue et cela est di a la diminution de la rigidité de la plaque.
On peut également constater que pour une valeur fixe de l'indice de gradient (p) , a mesure

que le rapport de forme (a / b) augmente, la fréquence nominale augmente.
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Fig. IV.1. Effet de I’indice de puissance (p) et du rapport géométrique (a / h) sur la variation des

fréquences fondamentales adimensionnelles @ = (a)a2 / h),/p/ E des plaques FGM (Al/ A|203)

simplement appuyées.

Fig. IV.2. L’influence des parameétres de la fondation élastique (K, K,) sur la fréquence

naturelle wz(a)az/h)«/p/ E des plaques FGM (Al/ ALQO,) (p=2,a/h=10)
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Dans la figure 1V.2, lI'effet des parameétres de la fondation élastique sur la réponse en
vibratoire libre des plaques FG (Al/ ALLO,) a été présenté. Cette figure révéle queque la
fréquence fondamentale adimensionnelle augmente lorsque les paramétres de fondation

K.,K,) augmentent. En comparaison avec le paramétre de Winkler (K, ), le paramétre de
S w w

fondation Pasternak (K_) a un effet dominant sur l'augmentation de la fréquence naturelle

adimensionnelle. Ce comportement est d0 au fait que I'inclusion des parametres de fondation

augmente la rigidité de la plaque, ce qui entraine une augmentation de la fréquence

Dans I’exemple suivant, I’influence du type de matériau utilisé sur la variation des
fréquences fondamentales des plaques FG reposant sur des fondations élastiques est examiné

comme le montre la figure 1V.3. Trois matériaux ont été utilisé un matériau homogéne (Al) et
deux matériaux fonctionnellemnt gradués (Al/ALQ,, Al/ZrQ,). On remarque que les
plaques fabriquées avec (Al/ Al,O,) ont des valeurs de fréquences naturelles plus élevées que
les plaques fabriquées avec (Al/ZrO,) ou un matériau homogene. Il est di a la rigidité elevé

du matériau (Al/ Al,O,) par rapport aux deux autres matériaux.

AVALD,

Al/Zr02

I AlAI

Fig. 1V.3. La variation de la fréquence naturelle w=(a>a2 / h)w/p/ E des différents types de

plaques reposant sur des fondations élastiques (p =2, a/h=10)
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La Figure 1V.4 montre la variation de la fréquence fondamentale en fonction des
parameétres de fondation (K,,K.) et différents valeurs de I'indice de puissance (p). On
observe que la fréquence adimensionnelle diminue lorsque l'indice de puissance augmente, et
que le paramétre de fondation Pasternak (K.) a plus d'effet que le paramétre Winkler (K,).

I’augmentation de I’indice de puissance entraine une diminue la rigidité de la plaque en

diminuant le module de Young des matériaux utilisés.

Fig. IV.4. Variation de la fréquence fondamentale @ = (a)a2 / h)«/p/ E en fonction des

parameétres de fondation (KW, KS) et de I'indice de puissance (p). (a/h=10)

1VV.3 Conclusion

Dans la présente étude, le comportement vibratoire des plaques FGM reposant sur des
fondations élastiques a été étudié. L’influences des paramétres de la plaque comme l'indice de
puissance «p», le rapport géométrique «a/b», le paramétre d’épaisseur «a/h» et le parametres
de la fondation sur la variation des fréquences naturelles de la plague FG ont eté

completement analysees.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Les matériaux a gradient de propriétés ont prouvé leur valeur parmi les matériaux
modernes avancés. lls sont devenus un concurrent sérieux dans de nombreux domaines
d'application, notamment I'énergie, la défense, lI'aviation et la médecine. L'intérét croissant des
FGM dans les milieux de la recherche et de l'industrie rend nécessaire le développement
d'outils d'analyse adaptés a leurs spécificités géométriques et matérielles. Celles-ci permettent
de mieux comprendre le comportement des FGM et leur réponses vis a vis les différentes

sollicitations.

A travers ce travail, la vibration libre des structures en matériaux fonctionnellement
gradués reposant sur des appuis simples ou élastiques a éeté étudiée. Pour ce faire une
formulation en se basant sur les théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé a été

proposée.

La premiere formulation consiste a la proposition d’un modé¢le de la théorie de
déformation de cisaillement permettant 1’analyse de la vibration libre des plaques FGM sur
des fondations élastiques. Ce modele utilise une fonction de gauchissement qui décrit une
variation adéquate des déformations et des contraintes de cisaillement et respectent les

conditions aux limites aux surfaces inférieures et supérieures des plaques FGM.

En plus, il serait trés intéressant d’étudier I’influence des défauts de fabrication a savoir
la porosité sur la réponse globale des plaques en FGM sous différentes sollicitations et

différentes conditions d’appuis.

En outre, les résultats doivent étre confirmés par des résultats expérimentaux. Par
conséquent, I'étude expérimentale de la stabilité dynamique des plaques de matériaux gradués
fonctionnellement peut étre considérée comme un futur travail pour approuver la méthode de

calcul utilisée et valider expérimentalement les résultats théoriques obtenus.

En fin, on souhaite que ce travail refléte la modeste participation dans le domaine de
recherche des matériaux composites en matériaux a gradient de proprietes (FGM) et
précisément leurs comportement vis-a-vis la vibration libre dans différentes conditions

environnementales.
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