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Avant-propos

Ce polycopié de «Mathématiques II» est destiné surtout aux étudiants de
premiére année sciences et techniques. Il peut aussi étre utilement utilisé par
les étudiants d’autres paliers aussi bien en Mathématiques et informatique ou
autre.

Il couvre le programme officiel du «Mathématiques II», a savoir :
» Matrices et déterminants.

» Systéme d’équations linéaires.

» Les intégrales.

» Les équations différentielles.

» Les fonctions a plusieurs variables.

A la fin de chaque chapitre nous proposons des exercices corrigés.

Toutes les remarques et commentaires sont les bienvenus de la part des
étudiants ainsi que de la part d’enseignants ou spécialistes en mathématiques
ou utilisateurs de mathématiques. Ces remarques et commentaires nous per-
mettront certainement d’améliorer le contenu ainsi que la présentation de la

version finale. Elles peuvent étre envoyées a : faouzienset@gmail.com

L’auteur



Chapitre 1

Matrices et déterminants

Dans ce chapitre, K désigne un corps.

1.1 Les matrices (Définition, opération)

1.1.1 Définition d’une matrice

Définition 1.1.1. Soient n et p deux entiers naturels non nulss.

e Une matrice A de taille n X p sur K est un tableau a n lignes et p

colonnes constitué d’éléments appartenant au cops K :

app a2 - Qi st Qrp

Q21 Q22 -+ Qg5 -+ QAgp
A=

il Q2 Qg o Qip

Qp1 Qp2 -+ Qpj - Gpp

On la note aussi A = (a;j)1<i<n 00 a;; € K est I'élément correspondant
oL . . B S/AN . ,
a la i-ieme ligne et a la j-ieme colonne du tableau. Cet élément s’appelle

un coefficient de la matrice A.

e On note M, ,(K), l’'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes et a

coefficients dans K.



Exemple 1.1.1.

2 —6 4
A —
5 0 45

est une matrice 2 X 3, avec par exemple, a;; = 2 et asz = 45.

Définition 1.1.2. Soit A une matrice de taille n X p sur K.
e Sin =p alors A dite matrice carrée d’ordre n et on note A € M, (K).
o Sip=1alors A€ M,1(K) et est appelée matrice colonne.

o Sin=1 alors A€ M ,(K) et est appelée matrice ligne.

Définition 1.1.3. Si A = (ai;)1<ij<n est une matrice carrée, les coefficients
a;; s’appellent les coefficients diagonauxr de A. Une matrice carrée dont tous
les coefficients non diagonauz sont nuls s’appelle une matrice diagonale. On
note diag (a1, as, ..., a,) la matrice diagonale dont les coefficients diagonauz

sont a1, ag, ..., Q.

a 0 0

Ainsi par exemple, on a diag (a,b,c)=1| 0 b 0
0 0 ¢
Définition 1.1.4.

e On note 0,, la matrice de taille n x p dont tous les coefficients sont

nuls. On appelle matrice nulle de M,, ,(K).

e On note I, la matrice carrée d’ordre n dont les coefficients diagonauz
sont égauz a 1 et les autres coefficients égaux a 0. On Uappelle matrice

identité (ou unité) d’ordre n.

Autrement dit,

00 0 10 0
00 0 01
O p et I, =
0
0 0 0 0 0 1



1.1.2 Opérations sur les matrices

Addition des matrices et multiplication d’une matrice par un scalaire

Définition 1.1.5.
o Soient A = (aij)1<i<n €t B = (b;j)1<i<n deur matrices de taille n X p sur
1<j<p <J<p
K. On appelle somme de A et B, et on note A+ B, la matrice de taille
n X p sur K définie par

A+ B = ((Zij -+ bij)lgz’gn.
1<55<

4

o Soient A = (a;j)1<i<n une matrice de taille n x p sur K et o € K. On
<J<p

appelle produit de A par «, et on note a.A ou oA, la matrice de taille
n X p sur K définie par

aA = (a X a;)1<i<n.
1<5<

ISP

5 2 0 5
Exemple 1.1.2. 51 A = et B = alors A+ B =

0 4 2 -1 2 3
‘ 3 ‘
Par contre si B' = alors A+ B’ n’est pas définie.
—2
1 -2 3 2 -4 6
Exemple 1.1.3. Si A = eta =2 alors aA =
0 4 -5 0 8 =10

Remarque 1.1.1. La matrice (—1)A est l'opposée de A et est notée —A. La
différence A — B est définie par A+ (—B).

Proposition 1.1.1. Soient A, B et C trois matrices de taille n x p sur K.
Soient o, € K deux scalaires.

1. A+ B =B+ A (commutativité),

2. A+ (B+C)=(A+B)+C (associativité),

3. A+0,,(K) = A,
4. 0.A=0,,(K),
5

. St A= (a;j)1<i<n, on note (—A) la matrice (—a;;)1<i<n €t on a :
I<isp 1<j<p

A+ (=A4) = 0np(K),

9



6. a.(A+ B) =a.A+a.B,
7. (a+ ). A=a.A+ [.A,
8. a.(B.A) = (af).A

Multiplication de matrices

Définition 1.1.6. Soient A = (a;j)1<i<n une matrice de taille n x p sur K et

1<<p
B = (bij)1<i<p une matrice de taille p x q sur K. On appelle produit de A et
1<i<q
B, et on note AB, la matrice de taille n x g sur K définie par AB = (¢;j)1<i<n

1<i<q
oU

p
Cij = Z aikbkj = a“blj —+ aingj + ...+ Clipbpj
k=1
pour tous i € {1,2,...,n} et j € {1,2,...,q}.

Remarque 1.1.2. Le produit AB de deuxr matrices A et B est défini si et

seulement si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Exemple 1.1.4.

1 0
5 2 -3 Bx1+2x (—1)+(=3)%x0 5x0+2x2+(-3) x5
0 4 -1 OX144x(=1)+(-1)x0 0x0+4x24(-1)x5
0 5
3 —11
-4 3

Proposition 1.1.2. Soient n, p, q, m quatre entiers naturels non nuls.
e VAe M, ,(K), VB, C e M, K), A(B+C)=AB+ AC.
e VB, CeM,,(K), VAe M,,K), (B+C)A=BA+CA.
e VAe M,,(K), VBeM,,K), VC e M,n(K), ABC)=(AB)C.

1.1.3 Transposition de matrices

Définition 1.1.7. Soit A = (a;j)i1<i<n € My, (K). On appelle transposée de
1<j<p

A la matrice de M, ,(K) notée 'A définie par :

A = (a)155n.
1<i<p

10



-1 2

-1 0 -2
Exemples 1.1.1. 1. SiA=1 0 1| alorstA=

2 1 5
-2 5

2.8B=13 -1 2 |adors'B=|10 -1 2

1.1.4 Déterminants

Déterminant de matrices de taille 2 x 2

Définition 1.1.8. Soit A = (a;;)1<i<2 une matrice de taille 2 x 2. On appelle
1<j<2
déterminant de la matrice A le non%bre :

ainl a2
d@t(A) = = 11022 — A21A12.
a1 22
, 0 —1
Exemple 1.1.5. Pour la matrice A = ,on adet(A) =0x2—(1)x
1 2

(-1)=1.

Déterminant de matrices de taille n x n

Définition 1.1.9. Soit A = (a;j)1<i, j<n € Mn(R). On appelle déterminant de
la matrice A le nombre, noté det(A), qui peut étre calculé, par récurrence, de
la facon suivante :

e par un développement suivant la ligne i, i € {1,...,n} :

n

det(A) = Z(—l)i+jaij Aij (A).

j=1

e par un développement suivant la colonne j, j € {1,...,n} :

n

det(A) = (=1)ay; 15 (A).

i=1
ot, pour tout couple d’indices (i,7) € {1,...,n}?, A, appelé mineur d’in-
dice (i,7), est le déterminant de la matrice obtenue en enlevant & A la ligne

t et la colonne .

11



1 0 -1
Exemples 1.1.2. 1. Calculons la déterminant de la matrice A= |3 —1 2
1 1 0

On développe par rapport a la premiére ligne :

3

det(A) = Z(—l)lﬂau Avj (A)

j=1
1 2 3 2 3 -1
= (=) +(=1)"**(0) + (=1 (-1)
1 0 10 1 1
= —2_4=—6
-7 3 3
2. Calculons la déterminant de la matrice B=] —6 2 3
—12 6 5

On développe par rapport a la 2°™° colonne :

n

det(B) = Z(—l)i“aﬁ Ais (B)
—6 3 -7 3 -7 3
= (=1)'*(3) + (=1)*"2(2) + (=1)°**(6)
—-12 5 —12 5 —6 3

= —18+2+4+18=2.

Définitions 1.1.1. Soit A € M, (R).
o Soit (i,7) € {1,...,n}?, on appelle cofacteur d’indice (i, j) :

(1) Ay

e On appelle comatrice de la matrice A, et on note Com(A) € M, (R)

la matrice des cofacteurs :

Com(A) = ((-1)™ Aij)m,jgn'

-1
Exemples 1.1.3. 1. Pour la matrice A = , 0N a
1 2
+2 -1 +2 -1
Com(A) = =
—(-=1) +3 1 43

12



-7 3 3

2. Pour la matrice B=| —6 2 3|,ona:
—12 6 5
2 3 —6 3 —6 2
— +
6 5 —12 5 -12 6
-8 —6 —12
3 3 -7 3 -7 3
Com(B) = | — + - =3 1 6
6 5 —12 5 -12 6
3 3 4
3 3 -7 3 -7 3
+ — +
2 3 —6 3 —6 2

Propriétés des déterminants

Propriétés relatives aux colonnes
1. Si deux colonnes de la matrice sont égales, alors le déterminant est nul.

2. Sil'on permute deux colonnes de la matrice, le déterminant est changé

de signe.

3. Le déterminant est additif par rapport a chaque vecteur colonne :
det(Ch, ..., Cj+C]’-, oy Cy) = det(Ch, ..., Cj, ..., Cp ) +det(Cy, ..., C]’-, ey Ch).

4. Si une colonne est combinaison linéaire des autres, le déterminant est

nul.

5. Si 'on ajoute a une colonne une combinaison linéaire des autres, le

déterminant garde la méme valeur.
6. Si I’on multiplie une colonne par A, le déterminant est multiplié par .
Propriétés relatives aux lignes
1. Si deux lignes de la matrice sont égales, alors le déterminant est nul.

2. Sil’on permute deux lignes de la matrice, le déterminant est changé de

signe.

3. Le déterminant est additif par rapport & chaque vecteur ligne.

13



4. Sil'on ajoute a une ligne une combinaison linéaire des autres, le déter-

minant garde la méme valeur.

5. Si 'on multiplie une ligne par A, le déterminant est multiplié par \.

Exemple 1.1.6. Calculons le déterminant de la matrice A définie par : A =

det(4) = |-1 1 1|=1]0 2 2

1.1.5 Inverse d’une matrice

Définition 1.1.10. Soit A € M, (K). S’ existe une matrice B € M, (K)
telle que
AB=1 et BA=1,

on dit que A est inversible. On appelle B linverse de A et on note A~1L.

Proposition 1.1.3. Soit A € M,,(K) telle que det(A) # 0, alors A est inver-
sible et sa matrice inverse est :
1

Al = ! A)).
Jet(A) (Com(A))
2 1
Exemple 1.1.7. Calculons l'inverse de : A =
2 3
Ona:
2 1
det(A) = =2x3-1x2=4#0.
2 3
Donc A est inversible et A™! = det;(Aﬁ E(Com(A)).
Ona :
3 =2 3 -1
Com(A) = et "(Com(A)) =
-1 2 -2 2

14



Ainsi

1.2 DMatrice associée a une application linéaire

Soient F, F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E

dans F. On suppose que dim (E) = p et dim (F') = n. Munissons l'espace E

d’une base Bg = (e1, €2, ..., €,) et Pespace F' d’une base Bp = (€], €, ..., €,).

oy Cp

Les images par I'application f des vecteurs ey, e, ..., €, s’écrivent dans la

base Br comme suite :

.
f(el) = allell + (1216/2 + ...+ ame;
f(e2) = aige] + ageh + ... + angel,

L flep) = awe] + ageh + ... + anyey,

Définition 1.2.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension p muni d’une
base Bg, F un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base Br et f une

application linéaire de E dans F.

o On appelle matrice associée a f relativement a Bg et Br la matrice de
taille nxp sur K dont la j-ieme colonne est constituée par les coordonnées
de limage par [ du j-iéeme vecteur de la base de départ B par rapport

a la base d’arrivée Br. On la note :
Mat(f? BE'7 BF)7 ou MatBE,BF (f)

e En particulier, lorsque E = F on peut choisir Bg = Br = B. On
appelle matrice associée o f relativement & B la matrice Mat(f, B, B).

On la note plus simplement
Mat(f,B), ou Matg(f).

Avec les notations utilisées, on a de fagon symbolique :

a11 Qa2 Q1p

Q21 Qa22 Q2p
Mat(f,Bg, Br) :=

Gp1  An2 Qnyp

15



Exemple 1.2.1. Soit f lapplication linéaire de R® dans R? définie par

f: R3 — R?

(x,y,2) +— (—22+3z,2—2)

Soient Bgs = {e1,e2,e3} la base canonique de R® et Bre = {e}, ¢4} la base

canonique de R?. C’est-a-dire :
er = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0,1) €} = (1,0), e5 = (0,1)

Ecrivons Mat(f, Bgs, Bgz)

e Ona f(e;) = (—2,1) = —2¢| + €,,. La premiére colonne de la matrice
Mat(f, Brs, Br2) est donc _12
e On a f(es) = (0,—1) = —¢,. La deuxieme colonne de la matrice
Mat(f, Bgs, Brz) est donc 01

e Ona f(e3) = (3,0) = 3e. La troisiéme colonne de la matrice M at(f, Bgs, Bgrz)
est donc
Ainsi :

-2 0 3
M(lt(f, BR3, BRQ) =
1 -1 0

1.3 Application linéaire associée a une matrice

Proposition 1.3.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension p muni
d’une base B, F un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base C et

f une application linéaire de E dans F. Alors, siy = f(x), on a :
Vee E: Mate(f(x)) = Mat(f,B,C) Mats(x).

ou Matg(x) € M,1(K) est la matrice colonne constituée des coordonnées de
x dans B, et Matp (f(x)) € M,1(K) est la matrice colonne constituée des

coordonnées de y dans C.

16



Exemple 1.3.1. Soit f : R® — R? une application linéaire dont la matrice
associée relativement auz bases canoniques B = {ey, ez, ez} et C = {f1, fo}

respectivement de R3 et R? est donnée par :

-2 5 3
Mat (f,B,C) =
1 -1 0
Ecrivons f(x,y,2) pour tout (z,y,z) € R3:
On a:
Mate (f(z,y,2)) = Mat(f,B,C)Matg((z,y,z2))
x
-2 5 3
= Y
1 -1 0
z
—2z 4 5y + 3z
r—=y
Donc

flz,y,2) =(—2x+5y+3z)- fi+ (x —y) - fo=(—2x+5by+3z,z —y).

1.4 Changement de base, matrice de passage

Considérons dans un espace vectoriel £ de dimension n deux bases dis-
tinctes By = {eq,...,en} et B = {e}, ..., €}, }. Décomposons chacun des vecteurs

ey, ...,el de la nouvelle base B}, dans 'ancienne base By :

(

el = pner+pnes+ ...+ pniey
€y, = pioe1 + Dases + ... + Dnoey

/I
€, = Din€1 +p2n62 + ...+ Apnn

\

ou p;; € K, 1,7€ {1,,”}

Définition 1.4.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et Bg, Bj;
deur bases de E. On appelle matrice de passage de Bg a By, et on note
Py, 8, la matrice carrée d’ordre n dont la j-ieme colonne est formée des

coordonnées dans Bg du j-iéme vecteur de la base B

17



Avec les notations utilisées, la matrice de passage de Bg a B est donc la

matrice P(BE,B;E) définie par

P11 P12 Pin

P21 D22 Q2n,
Psg,8y) =

Pn1  Pn2 Pnn

Exemple 1.4.1. On munit 'espace R?® de la base Brs = {e1,es,e3} 0 €1 =
(1,0,0), ea = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) (c’est la base canonique de R?) et de la
base Bgs = {u1,u, uz} ot uy = (0,1,—-1), up = (1,0,1) et ug = (1, -1,0).

Ecrivons P, By

On a :
Uy = €3 — €3
Uy = €1+€3
Uz = €1 — €9
Ainsi
0O 1 1
Pegsy=|1 0 —1
-1 1 0

Proposition 1.4.1. Soit E un K-espace vectoriel muni des bases By et BY,.
Si P(BE,B’E) est la matrice de passage de Bg a By, alors P(Z;,ng) est la matrice

de passage de By a Bg.

1.4.1 Effet d’un changement de bases

Théoréme 1.4.1. Soient E un espace vectoriel muni des deux base Bg et
B, F un espace vectoriel muni des deux bases B et By.. Soit f une application
linéaire de E dans F. Alors les matrices Mat(f, Bg,Br) et Mat(f, By, By)

vérifient I’égalité matricielle :
Mat(f? BlE? B}?) = QilMat(f? BE: BF)P

ou P est la matrice de passage de Br a By et ot Q) est la matrice de passage
de Br a Bj.

18



Exemple 1.4.2. Soit f Uapplication linéaire de R? dans R? définie par
f: R3 — R?
([E,y,Z) — (.T—y,y—FZ)

1. Ecrivons Mat(f,By1,B}), ot By = {e1,ea,e3} et By = {e], e} sont res-

pectivement les bases canoniques de R® et R2.

On a:
fler) = (1,0) = e}
flea) = (=1,1) = —€} + ¢
fles) = (0,1) =€
Ainsi
1 -1 0
M&t(f,81,8/1>:
0 1 1

2. On va maitenant changer la base de [’espace de départ et celle de l’espace

d’arrivée. Soient les vecteurs
Uy = (17 1,0), Ug = (170, ].), Uz = (07 1, ].) V1 = (1,0)7 Vg = (]., 1)

On montre facilement que By = {u1, us, us} est une base de R et By =

{vi,v9} est une base de R?.

Ecrivons Mat(f, By, BY)

On a :
Uy = €1+ €9 1 10
Uy = €1 —+ €3 douw P = P(BLBQ) = 1 0 1
Us = €9 + €3 011
et
vy = €} . 11
dot Q= P, 5y) =
Vo = 6/1 + 6/2 0 1

On clacule Q= et on trouve :

Q=

19



Ainsi

Mat(f, B2, By) = Q 'Mat(f,Bi, B;)P

110
1 -1 1 -1 0
= 1 01
0 1 0 1 1
011
-1 0 -3
1 1 2

Proposition 1.4.2. Soient E un espace vectoriel muni des deux bases B et BB/

et f: E — E une application linéaire. Alors on a :
Mat(f,B) = P"*Mat(f,B)P,

ot P est la matrice de passage de B a B'.
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1.5 Enoncés des exercices

Exercice 1 : Soient A, B et C les matrices suivantes :

0 1 -1 1 2 0 —2
A=|-3 4 =3, B=|0 5|, C=]2 5
1 1 2 1 2 8 2
1. Calculer B+C, B—C, B+2C, 2B —3C.
2. Calculer AB, AC, A2
3. Calculer A, 'B, “(AB).
Exercice 2 :
Calculer le déterminant des matrices suivantes
0 1 -1
1 2 cosT Sinx
A= , B=|-3 4 -3, C=
-1 3 —SINT COSX
-1 1 0

et donner A~ et B~1.

Exercice 3 : Soit f une application linéaire définie par :
f R3 — R?
(x,y,2) +—  flz,y,2) = (x+2y,y — 32).

1. Déterminer la matrice associée a 'application f relativement aux bases
canoniques B et C respectivement de R? et R2.

2. En utilisant deux méthodes différentes, écrire Mat(f,B’,C’) la matrice
associée a f relativement aux bases B’ et C’ respectivement de R? et
R2, ou

B = {u; = (1,1,1),us = (1,0,1),u3 = (0,1,1)}.
et
C'={vi=(1,1),v=(1,-1)}.
Exercice 4 : Soit f : R® — R? une application linéaire dont la matrice

associée relativement aux bases canoniques By = {e, ez, e3} et C; = {fi1, f2}

respectivement de R3 et R? est donnée par :

-2 0 3
1 -1 0

MCLt(f, Blacl) =
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1. Déterminer f(z,y,2) pour tout (z,y,2) € R3.

2. En utilisant deux méthodes différentes, écrire Mat(f, By, Cy) la matrice
associée & f relativement aux bases By et Co respectivement de R3 et

R2, ou
BQ = {Ul = (0, ]_, —]_),UQ = (]_,07 1),’&3 = (]_, —1,0>} .

et
Cy={v; = (1,—1),05 = (0,1)} .

Exercice 5 : Soit 'application linéaire f : R? — R? telle que
fla,y) = (x+ 2y, 3z —y).

1. Déterminer Mat(f,B) la matrice associée a f relativement a la base

canonique B de R2.

2. En utilisant deux méthode différentes, écrire la matrice associée a f

relativement & la base B’, ou

B, = {Ul = (1, 1),1]2 = (2, ].)} .
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1.6 Corrigés des exercices

Exercice 1 :

Soient A, B et C' les matrices suivantes :

0 1 —1 1 2 0 —2
A=11-3 4 3| B=]0 5| C=1]2 5
1 1 2 1 2 8 2
1.
12 0 —2 1 0
e B+C=105|+|2 5 |=1]2 10
12 g8 2 9 4
1 2 0 —2 1 2 0 2 1 4
e B-C=10 5|-12 5 |=|05]|+]-2 -5[=]-20
1 2 g8 2 12 -8 —2 -7 0
.
1 2 0 —2 1 2 0 —4
B+2C = |0 5|+2|2 5 |=|05|+]4 10
1 2 8 2 1 2 16 4
1 =2
= |4 15
17 6
.
12 0 —2 2 4 0 6
2B-3C = 2|0 5|(-3[2 5 |=|0 1w0]|+]| -6 -15
12 g8 2 2 4 —24 —6
2 10
= | -6 -5
—22 -2
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AB

AC

Ox14+1x0+(—1)x1 O0x24+1x5+(—1)x2
(=3)x14+4x0+(=3)x1 (=3)x2+4x5+(=3)x2
Ix1+1x0+2x1 Ix2+1x5+2x2
~1 3
-6 8
3 11

0o 1 -1 0 -2
-3 4 =3 2 5
8 2
O0x0+1x2+(—1)x8 0x (=2)+1x5+(—-1)x2
(=3) x0+4x2+(=3)x8 (=3)x(=2)+4x5+(—3)x2
Ix04+1x242x8 Ix(=2)4+1x5+2x2
-6 3
—16 20
18 7

0 1 -1 0 1 -1

A = 34 3||-3 4 -3
1 1 2 1 1 2
4 3 -5
= | =15 10 =15
1 7 0
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0 -3 1
1 01 -1 -6 3
A= 1 4 1], 'B= , YAB) =
2 5 2 3 &8 11
-1 -3 2
Exercice 2 :
1.
1 2
o det(A) = =1x3—-(-1)x2=5.
-1 3
e On calcule le déterminant de la matrice B suivant la premiére ligne :
0 1 -1
4 =3 |-3 =3|] |-3 4
det(B)=|-3 4 —-3|=0 — — =3-1=2.
1 0 -1 0 -1 1
-1 1 0
cosr  Sinx
o det(C) = = cos*z + sin®*zr = 1.
—SiNT COST
2.
e Onadet(A) =5 +# 0. Donc A est inversible et A™! = #(A) E(Com(A)).
On a
1 3 =2
Com(A) = et ' (Com(A)) =
-2 1 1 1
Ainsi
3 _2
FETERN Sl N -
5 11
1 1 s 3
e Onadet(B) =2 # 0. Donc B est inversible et B~! = #(B)t (Com(B)).
On a:
4 -3 -3 -3 -3 4
1 0 -1 0 -1 1
3 3 1
1 -1 0 -1 0 1
Com(B) = | — - =1-1 -1 -1
1 0 -1 0 -1 1
1 3 3
1 -1 0 -1 0 1
4 -3 -3 -3 -3 4




et

-1 3
Ainsi
) (1
Brogls cus|=]1 o1
ISV

Exercice 3 :

Soient B = {e; = (1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} la base canonique de
R3 et C = {f1 = (1,0), fo = (0,1)} la base canonique de R

1. Ecrivons Mat(f,B,C)

On a:

f(el) = (1’0) = fl

flea) = (2,1)=2f1 + f

fles) = (0,-3) = =3f
Ainsi

0
Mat(f,B,C) =
01 -3

2. Ecrivons Mat(f,B',C’)
(a) 1 méthode :
On a:

o f(u1) = aqv1 + auy 0l g et ag sont a déterminer.
flu)=ar-vi+a-ve = (3,-2)=a1-(1,1)+az-(1,-1)

= (3,-2) = (g + o, 1 — 2)

a1+ ag = 3

—
] — g = —2

1

a1 = 3

— ! 2
Qg = g

d’ou ) .
f(ul) = 57)1 —+ 51}2
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[ f(UQ> = 611)1 + /62'02 ol Bl et /62 sont & déterminer.
flug) =Br-vi+fa-v2 = (1, ) 1 (L,1) 4+ Ba- (1, -1)
(1, = (B1 + B2, B1 — B2)

Bl‘i‘ﬁz 1
-3

—
—

I

d’ou
f(UQ) = -1 + 2U2.

o f(ug) = y1v1 + 72v2 Ol Y1 et 7y, sont & déterminer.

flug) =m-vi+7-v2 = (2, 2) 1 (L,1) + 2 (1,-1)
= (2,—- T+ Y2, — V2)
Y1+ 72 =
=
-2
= 0
—
= 2
d’ou
f(U3) = 21)2.
Ainsi
/ ! % _1 0
Mat(f,B',C") =
202 2

(b) 2¢"¢ méthode :
On a :

Mat(f, B/,C/) = Q_lMat(f, B, C)P, ou P = P(B,B’) et Q = P(C,C’)'

D’autre part,

Uy = e;+ez+ €3 1 10
Uy = €1 + €3 d70ﬂ P = P(B, B/) = 1 0 1
U = €9+ €3 1 11
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et

Ji+ [
f]._fQ

V1 =
Vg =

On clacule Q7! :

1
On a: Qil = detl(Q) ! (Com(Q)) ) det(Q) =

D’ou

Mat(f,B',C") =

Exercice 4 :

110
1(1 1 12 0
- 101
2\1 -1/ \o 1 =3
111
1 (1 1 3 1 2
2\1 -1/ \—2 —3 -9

1. Calculons f(x,y,2) pour tout (z,y,2) € R?:

Ona:

Mat& (f(fL’, Y, Z))

= Mat(f,By,C1) Matg, ((x,y, 2))

x
-2 5 3

- Y
1 -1 0

z

—2x 4+ 5y + 32
rT—y
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Donc
flw,y,2) = (=20 +5y +32)- fi+ (v —y)- fo=(—22+5y+3z,2—y).

2. Ecrivons Mat(f,Bs,Cs) :

(a) 1°¢ méthode :
On a:

o f(u)) = aqv1 + agvy Oy et g sont & déterminer.

1) =ay-(1,—1) +as - (0,1)

f(ul) =1 -Vt Qg UV = (—3,
= (=3,-1) = (a1, —1 + a2)

al——3
—
—Q] + Qg = -1
Q] = -3
—
g — —4

d’ou
f(ul) = —3U1 — 4?]2

[} f(U,Q) = /61’01 + 521)2 ou ﬁl et /82 sont & déterminer.

f(UQ):ﬁl'Ul‘f‘ﬁz'Uz = (171):51'(17_1>+ﬁ2'<071)
(1,1

= (1, ):(617_61+62>
Bi=1
—
{ b1+ b= 1
b= 1
—
L

d’on
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o f(u3) = 101 + Y2v9 01l 71 et y2 sont & déterminer.

) ):71'(17_1)+72'(051)

flus) =711 -v1+7 -1, = (—2,2
—2,2) = (71, —n +72)

~—~

—
" =2

—
—Nnt+r= 2
Nn= —2

—
V2= 0

d’ou
f(U3) = —2?]1.
Ainsi
-3 1 -2
Mat(f,Bs,Cs) =

—4 2 0

2¢me méthode :

On a:
Mat(f7 82762) = Q_lMat(fa Blacl)Pa ou P = P(BLBZ) el Q = P(CLCQ)'

D’autre part,

Uy = €2 — €3 0 1 1
uy = ey +es dot P=PFPp )y=|1 0 —1
Uz = €1 — €9 -1 1 0
et
vi= fH—f L 10
d’ou Q = P(Cl’c2) =
vy = fo -1 1

On clacule Q7' :

On a : Q_l = detl(Q) ! (COm(Q>>> det(@) = 11 =1,
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Ainsi

D’ou

Mat(f,By,Cy) =

Exercice 5 :
Soit B = {e; = (1,0),e5 = (0,1)} .

1. Ecrivons Mat(f,B)
On a:
{ fler)
f(e2)

Ainsi

2. Ecrivons Mat(f,B')

(a) 1°¢ méthode :
On a:

(1,3) = e1 + 3ez
(2, —1) = 261 — €9

)
B) = .
3 —1
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o f(v1) = ayv; + vy Ol et g sont & déterminer.

f(Ul):OZ1'U1+OZQ'U2 (372) 1‘(1,1)+Q2'(2,1)
EESS (3, 2 Oél + 2@2, a1 + CKQ)
o1 + 2062 3

{ a1 + g = 2
e {
d’ou

f(v1) = v + vy

o f(vy) = Bruy + Pauvg ol fy et By sont a déterminer.

f(UQ):/Bl'U1+/62‘U2 (,5) (1 1)-'-52(2,1)
— (4

,5) = 51—1‘252,514—52)
br+2B8,= 4
_—
Br+pa= 5
_—

d’oul
f(UQ) = 6U1 — V2.
Ainsi

6
Mat(f,B') =

(b) 2¢"¢ méthode :
On a:

Mat(f, B/) = P_IMCLt(f, B)P, ou P = P(B,B')‘
D’autre part,

V1 = e+ e 1 2
d’ou P = P(BJg/) =
Vo = 261 + €9 1 1
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On clacule P71 :

Ona: P!

Ainsi
Pl 1 -2 _
-1 1 1
D’ou
-1 2 1
Mat(f’ B/) -
1 -1 3
5 —4 1
-2 3 1
1 6
1 -1

1
= det(P)

L(Com(P)), det(P) = !
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Chapitre 2

Systéme d’équations linéaires

2.1 Généralités

Définitions 2.1.1. 1. Soient n et p deux entiers naturels non nuls, on

appelle systeme linéaire de n équations, d’inconnues i, ...,%, :
3 ) P

(

a11r1 + aj9x9 + ... + A1pTyp = b1
(911 + A92xg + ... + QopTy = bg

(S)
| am1 + paTo + ... + Appxy, = by

Les a;j, 1 <i<mn, 1 <7 <p sont appelés coefficients du systeme.
Tout p-uplet (x1,...,x,) vérifiant les n équations précédentes est appelé

solution du systéme.
2. Un systéme linéaire, d’inconnues x1, ..., x,, de la forme :

(

a11r1 + a12T9 + ... + A1pTp = 0
A21T1 + A22T9 + ... + agpxr, = 0
| a1 + pay + ... + appry, = 0

est dit homogene.
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3. Le systéeme homogéne associé au systeme linéaire :

4

a1 + ajoro + ... + A1pTp = b1
a91T1 + A22%9 + ... + QopTp = bg
An1T1 + A2y + ... + AppTp = by
est :
(
a1 + ajoxe + ... + A1pTp = 0
a91X1 + G22T9 + ... + Qoplyp = 0
| a7y + ApaTo + .+ Appry, = 0
Propriétés 2.1.1. 1. Un systeme linéaire, d’inconnues xi,...,x,, de la
forme :
(
a1 + ajoxo + ... + A1pTp = bl
a91T1 + A22%9 + ... + Aoplyp = bg
| amT1 + A2y + ... F AppTp, = by

peut s’écrire sous forme matricielle :

AX = B,
ol
a1; Qa2 Q1p x by
Q21 Q22 Q2p X2 by
A= X = et B =
Gp1  Qp2 Qpyp Tp bn

On appelle A € M,, ,(K) la matrice des coefficients du systéme. B €

M1 (K) est le vecteur du second member.

2.2 FEtude de ’ensemble des solutions
Définitions 2.2.1.
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o Une solution du systéme linéaire (S) est un p-uplet (1, ..., z,) qui vérifie

simultanément les n équations du systéme (S).
e Résoudre (S) signifie chercher toutes les solutions.
o Un systéme est impossible sl n’admel pas de solution.

o Un systeme est possible s’il posséde une ou plusieurs solutions.

Définition 2.2.1.

e On dit que deux systémes linéaires sont équivalents ssi ils ont méme

ensemble de solutions.

o Un systéme linéaire est dit déterminé (resp. indéterminé) lorsqu’il ad-

met une unique solution (resp. une infinité de solutions).

Théoréme 2.2.1. Un systeme d’équations linéaires n’a soit aucune solution,

soit une seule solution, soit une infinité de solutions.

2.3 Les méthodes de résolutions d’un systéme
linéaire

2.3.1 Reésolution par la méthode de Cramer

Considérons le systéme d’équations linéaires a n équations et n inconnues

suivant : )
a1 + ajoxe + ... + a1, = b1
a21T1 + a929T9 + ...+ ao2nTy — bg
| amiT1 4+ Upoa + ... + Appn, = by

Ce systéme peut aussi s’écrire sous forme matricielle AX = B ou

@11 A1z - Qin X1 by

Q21 Qg2 -+ Q2n X2 by
A= e M,(K), X = et B=

Ap1 QAp2 - Apn L bn
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Définissons la matrice A; € M,,(K) par

@11 - Q15-1 by Q1541 - Aip

asy -+ Qg1 by agjp1 - ag,
A =

Qp1  +++ Qpj-1 bn Qpj+1 " Qnn

Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplacant la j-éme colonne de

A par le second membre B.

Théoréme 2.3.1 (Régle de Cramer). Soit
AX =B

un systéme de n équations a n inconnues. Supposons que det(A) # 0. Alors le

systeme admet une solution unique donnée par :

 det(Ay) _ det(Ay) _ det(Ay,)
T det(A) T det(A) T T T det(A)

I
Exemple 2.3.1. Soit le systéme d’équations linéaires suivant :

—r+y+z= 1
(8)y z—y+z= 2
r+y—z= 3

Le systéme (S) s’écrit matriciellement sous la forme : AX = B, ot

-1 1 1 x 1
A= 1 -1 1 |, X=]y et B=1 2
I 1 -1 z 3

par :
1 1 1
2 -1 1 -1 1 1 1 1 1
(1) x —(2) x + (3) x
det(A) 31 -1 1 -1 1 -1 —1 1
T et (A) 4 - 4
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11 1
1 2 1 11 101 1
—(1) x +(2) x —(3) x
Cdet(A) |13 -1 1 -1 1 -1 1
Y= det(A) 4 - 4
1 1 1
1 -1 2 1 -1 11 11
(1) x —(2) x +(3) x
Cdet(A) |11 3 11 11 1 -1
°T det(A) 1 - 1

Ainsi Uensemble des solutions du systeme (S) est : {(2, 2, 2)}.

2.3.2 Reésolution par la méthode de la matrice inverse

Tout systéeme linéaire de n équations a n inconnues peut s’écrire sous la
forme matricielle AX = B, A est une matrice carrée d’ordre n et X et B sont
des vecteurs colonnes.

Si A est inversible alors ce systéme posséde une unique solution X donnée par
X =A1B.

Exemple 2.3.2. Résoudre le systeme suivant :

r+y+3z= -2
(S) 2z +y+5z= —5
rT+3y+2z= 6

Le systéme (S) s’écrit matriciellement sous la forme :

AX =D
113 x -2
A=12 1 5|, X=]y| et B=]-5
1 3 2 z 6

On a det(A) =3 # 0. Donc A est inversible et on a :

13 7 2

1
A‘l—g 1 -1 1
5 -2 -1



Ainsi

T -13 7 2 -2
1
— Y :§ 1 -1 1 -5
z 5 =2 -1 6
T 1
z —2

Aisin l’ensemble des solutions du systéme (S) est : {(1,3,—2)}.

2.3.3 Résolution par la méthode de Gauss

Définition 2.3.1 (Systéme échelonné). Un systéme (S) est échelonné, si le
nombre de premiers coefficients nuls successifs de chaque équation est stricte-

ment croissant.

Exemple 2.3.3.

(

3x3 — x4 + 225
—T5 + Tg
5(['6

0

\

Dx1 — Xo — T3+ 224+ 16 = by

by
bs
by
bs

est échelonné.

Définition 2.3.2 (Opération élémentaire). Une opération élémentaire sur les

équations est une transformation d’un des trois types suivants :

1. ajouter a une équation L; un multiple d’une autre équation L; : L; <—

Li+AL;, i #7j, A€ R,

2. échanger deux équations : L; <— Lj;.

3. multiplier une équation par un nombre réel non nul : L; <— AL;, X\ # 0.

Méthode de Gauss

La méthode de Gauss transforme un systéme linéaire quelconque en un

systéme échelonné équivalent.
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La méthode de Gauss comporte n — 1 étapes : a chaque étape j on fait
apparaitre des 0 sur la colonne j pour les lignes ¢ > j par des opérations
élémentaires sur les lignes.

Etape j : en permutant éventuellement deux équations du systéme linéaire,
on peut supposer a;; 7 0. On transforme alors toutes les lignes L; avec i > j
selon la régle :

JJ
ainsi on fait apparaitre des 0 sur la colonne j pour les lignes ¢ > j.
En réitérant le procédé pour ¢ de 1 a n — 1, on aboutit & un systéme

échelonné.

Exemple 2.3.4. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

r+2y—z= 1 Ly
(S)q 2z —3y+22= —2 L,
r+y—z= 3 Ls

En éliminant x dans Ly et Lz, on obtient :

rH+2y—z2= 1
—7y+42’: —4 Lo +— Ly — 214
—5y—|—222 0 Lg(—Lg—BLl

En éliminant y dans Lz, on obtient :

r+2y—z= 1

—Ty+4z= —4
On a:
6 20 20 10
= = 6b2=-20=—z=——=——.
77T 7 - TT% 3

1 4
—Ty+4z=—-4 = y:?(4+4z):—§.

1
r+2y—2=1 = x:1—2y+z:§.

)

Ainsi Uensemble des solutions du systeme (S) est : {(3, —

i
«|s

)}
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2.4 Enoncés des exercices

Exercice 1 : En utilisant la méthode de Cramer résoudre le systéme
d’équations linéaires suivant :

r+y+z= 1
(S) r+2y+3z2= 0
20 +y—2z= 2

Exercice 2 : Résoudre les systémes d’équations linéaires suivants en utili-
sant la méthode du pivot de Gauss :

rT+y+2z2= 5 3r—y+22= a
(1) r—y—z= 1 (2) —z+2y—32= b
r+z= 3 r+2y+z= c
1 -2 4
Exercice 3 : Soit la matrice A=|1 1 1
1 -1 1

1. Vérifier que A est inversible, et donner A=

2. En déduire la solution du systéme :

—r+y—z= 10
r+y+z= —4
r—2y+4z= 6
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2.5 Corrigés des exercices

Exercice 1 :

Le systéme (S) s’écrit matriciellement sous la forme : AX = B, ou

11 1 T 1
A=[12 3 [, X=|y | e¢B=|0
2 1 -1 z 2

On det(A) = —1 # 0. Donc le systéme (S) admet une solution unique donnée

par :
11 1
0 2 3 2 3 1 1 11
(1) x —(0) x +(2) x
det(A) |2 1 —1 1 -1 1 -1 2 3 _g
YT det(Ad) T -1 3
11 1
10 3 1 3 1 1 11
—(1) x +(0) x —(2) x
det(Ay) |2 2 1 2 —1 2 -1 13
A7) I 1
1 11
1 20 1 2 11 11
(1) x —(0) x +(2) x
det(Ay) |2 1 2 2 1 2 1 12
Zz = = = :—:1
det(A) —1 -1 -1
Ainsi ’ensemble des solutions du systéme (S) est : {(3,—3,1)}.
Exercice 2 :
1.
$+y+222 5 L1
(1) r—y—z= 1 Ly
r+z= 3 L3
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En éliminant x dans L, et L3, on obtient :

(

r+y+2z2= 5
—2y—322 —4 Lo+— Ly — 1,4
L -y —z= —2 Ly +— L3 — L4

En éliminant y dans L3, on obtient :

(

rT+y+2z2= 5
—2y—3z= —4

z= 0 L3<—L3—%L2

z=0
-1
—2y—3z=-4 = sz(—4+32):2.
r4+y+2z2=5 = x=5—y—22=23.

Ainsi 'ensemble des solutions du systéme (1) est : {(3,2,0)}.

3r—y+22= a Ly
(2) —z+2y—32= b Lo
rT+2y+z= ¢ Ls

En éliminant x dans L, et L3, on obtient :
3r —y+22= a
5y — Tz = 3b+a Ly+— Lo+ 3L,
Ty+z2= 3c—a Ly <— L3 — i1,
En éliminant y dans L3, on obtient :
3r—y+2z2= a
S5y —7z2= 3b+a
b4z = 5(3c—a)—"7(3b+a) Ly <— Ly — 1L,
Ona:
z2=5B3c—a)—T738b+a) = z= 5i4(—12a —21b+ 15¢) = 1—18(—4a — 7b+ 5¢)

1
S5y —T7Tz2=3b+a = y:E(—2a+b+7c).

1
3r—y+2z=a = x:1—8(8a+5b—c).
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Ainsi ’ensemble des solutions du systéme (2) est :

1 1 1
— —c), —(-2 —(—4a — :
{(18(8a—|—5b c),18( a+b+7c),18( a 7b+5c)>}

1 -2 4
Exercice 3 : Soit lamatrice A=11 1 1
1 -1 1

1. Pour vérifier que A est inversible, il faut calculer son déterminant

11 11 1 1
det(A) = +2 +4 —240—8=—6.
~1 1 11 1 -1

det(A) # 0, alors A est inversible,

2 0 -2 2 -2 —6
1 1
A—IZ t A - __ . . . _ = _
det(A) Com(A) 2 -3 —1 5 0 3 3
-6 3 3 -2 -1 3

2. Soit le systéme
—r+y—z= 10
r+y+z= —4
rT—2y+4z2= 6

ce dernier peut étre reécrit sous la forme :

r—2y+4z= 6
r+y+z= —4
—x4+y—2z= 10

qui s’écrit matriciellement sous la forme :

AX =B
ou
1 -2 4 x 6
A=11 1 1|, X=|y| et B=]| —4
1 -1 1 z —10
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Ainsi

x 2 -2 —6 6

= |y z—é 0 -3 3 —4
z —2 -1 3 ) \-10
N[

— |yl=1] 3
; 19

Aisin I’ensemble des solutions de ce systéme est : {(—%0, 3, %)} )
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Chapitre 3

Les intégrales

3.1 Intégrale indéfinie, propriété

Définition 3.1.1. Soit f: I C R — R une fonction définie sur un intervalle
I quelconque. On appelle primitive de f sur I toute fonction F définie et

dérivable sur I telle que F'(x) = f(x) pour tout x € I.

Exemple 3.1.1. Soit f : R — R définie par f(z) = z. Alors FF : R — R

définie par F(x) = 352—2 est une primitive de f. Pour tout ¢ € R, la fonction

F + ¢ est aussi une primitive de f.

Proposition 3.1.1. Soit f : [ C R — R une fonction et soit F: I — R une

primitive de f. Toute primitive de [ sont sous la forme :
x— F(x)+¢, ceR.

Proposition 3.1.2 (Linéarité). Si F' et G sont des primitives respectives de f
et de g et k un réel, alors F + G est une primitive de f+ g et kE une primitive
de kf.

Notation 3.1.1. Soit f : I C R — R une fonction et soit F' : [ — R une

primitive de f. On notera :
/f(x)dx =F(x)+¢c ceR.

[ f(z)dz est appelée intégrale indéfinie de la fonction f.
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Primitives des fonctions usuelles

Dans le tableau suivant, ¢ désigne la constante additive.

f(x) [ f(x)dzx commentaire
" f:ll +c sur RsineN
z* m;:ll +c sur ]0,+oo[ si « € R\ {—1}
1 In|z|+c sur |0, +oo] ou | — 00, 0[
cos T sinT +c sur R
sin T —cosx + ¢ sur R
tan x —In (|cosx|) + ¢ sur |—Z +nm, 2 +nn|, n€Z
e’ e"+c sur R
shx chx +c sur R
chx shx +c sur R
thx In(chx)+c sur R
- +1x2 arctan x + c sur R
1£IQ arcsinT +c¢ =4 —arccos + c sur | —1,1]
\/x+7_1 argchx + ¢ sur |1, 4+-o0|
ﬁ argshx + c sur R

3.1.1 Meéthodes de calcul

Intégration par parties

Théoréme 3.1.1. Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I

de R. Alors

Exemple 3.1.2. Calcul de [ arcsinzdx.

On pose u(x) = arcsinx et v'(x) = 1. D'ou u'(z) = \/1;_7 et v(x) = x. Ainsi

/ 1l.arcsinxdr =

) T
rarcsint — | ———dx
V1—a22

= zarcsiny —[—V1—a?|+¢, ceR
= xarcsinx+vV1—x2+c¢, c€R.
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Changement de variable

Théoréme 3.1.2. Soient [ et J deuz intervalles de R, ¢ une application de

I dans J dérivable et f une application de J dans R continue. Alors

[ f@ds= [ 1 eten s,

et on dit que l'on a effectué le changement de variable x = ¢(t).

dx
9+4x2 "

/ dx _1/ dx
9+a22 9] 1+ (%)

Soit le changement de variable t = 5. D’ot x = 3t et dv = 3dt. Ainsi

/dx _1/3dt_1/ dt
O94+22 9 ) 1+t2 3] 1+1¢2

1
= garctcm (t)+¢, ceR

1
= garctan (%) +c, ceR.

Exemple 3.1.3. Calculons la primitive [

Remarque 3.1.1.

dx 1 T
—— = —arctan (—) + cte, avec a > 0.
22+a?2 a a

3.2 Intégration des fonctions rationnelles

Intégration de I’élément simple 5, (o, B) € R?, n € N*

o Sin=1lalos [ %gdv=aln|r—B|+c, cER.

L] SinZQZﬂOI’Sfﬁdl‘:W‘FC, c €R.

Intégration de la forme #Zxﬁ% avec a, o, € R* et b, ceR

Premier cas. Le dénominateur ax? + bz + ¢ admet deux racines réelles

ar+p
ax+br+c

distinctes x1, x5 € R. Alors il existe des nombres A, B € R tels que

A+ B On a alors
r—x r—xo

/%dw = Aln|z — 21| + Blnle — zo| + cte.
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Exemple 3.2.1. Calcul de dx.

FEerwons

S s

X .
o719, Sous la forme

T A N B
202 +2x —4 x—1 x+2

ot A et B sont & déterminer.

D’apres les calcules A = % et B= %, d’ot

x 1 1
—————dr==Inlr—1|+=Inlz+2|+c, c€R.
/2x2+2x—4 6 | |+3 [z +2+
Deuxiéme cas. Le dénominateur ax? + bz + ¢ admet une racine double
xo € R. Alors il existe des nombres A, B € R tels que wg‘fngw = (I_AxO)Q + xio.
On a donc
A
/Mdaj:— + Bln|x — xo| + cte.
axr? + bx + ¢ T — T

Exemple 3.2.2. Calcul de [ %5 —dx.
z+1

557 5.77 Sous la forme :

Eerwons

r+1 A n B
2 —2r+1  (z—1)?

z—1

ot A et B sont & déterminer.

D’aprés les calcules A =2 et B=1, d’ou

z+1 2
_ T =2 ilnz—1l4ec cER
/x2—2x—|—1x :p—1+ nlr—1|+¢, ¢

Troisiéme cas. Le dénominateur az? 4+ bz + ¢ n’a pas de racine réelle.

Voyons cela sur un exemple.

Exemple 3.2.3. Calcul de [ gczf_;rf%da:.

2 1 1 2 2
x+ 10 dx:§/ T+ +8dx

2 +2x+5 24+ 2x+5

/ 2r + 2 d +4/ dx
NC R S— —F—.
2+ 2x+5 x242x+5

20+ 2 u'(x) 5
/x2+2$+5 g /u(x) v=nfem 4 2045 e, €

/ r+5 dr — 1
2 +2x+5 2
1
2

On a
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/ dx B / dx B / dx
22 4+20+5 ) (x4+1)2—-14+5 ) (z+1)2+4

Faisons le chagement de variable t = x + 1. D’ou dt = dx.

/ dz _L/dt_/ dt
22+2r+5 24+4 | 124922

1 t
= —arctan (—) +c9, ¢ €R

2 2

1 1
= §arctan (%) + 9, 3 € R.
Finalement :

T+5 1 r+1
T = S (2?42 2 T .
/x2+2$+5x Qn(x—i— r+5)+ arctcm( 5 >—|—c, ceR

Intégration de la forme % ou P et () sont des polynémes

1" cas :
Si deg (P(x)) = deg (Q(x)), on effectue la division euclidienne

P() Rlz)
Qlx) Q)

ot NV est un polynome de degré n —m et R est un polyndéme de degré au plus

= N(x)+

n — 1.

On en déduit que

/ng_/N@m+/$gw

2¢M€ cas

Si deg (P(x)) < deg (Q(x)) et si Q(x) posséde k racines réelles a; chacune

de multiplicité my, alors Q(z) s’écrit

Q(x) =clx —a1)™ (x —az)™...(x — ax)™*
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P(z)

et Q@ ¢ décompose en fractions simples sous la forme
P(x A A Al
(v) _ L 1,2 e 1,m
Q(z) r—a (x—ay) (x —ay)™
A A Ao
+ 2,1 + 2,2 4+ .4 __f2me
r—ay; (xr—a)? (x — ag)m2

A A Apom
k1 B2 k,my

+ r—a, (r—ag)? (x — ag)™

ol les A; ; sont des constantes.

Exemples 3.2.1. 1. Caleul de [ Z*tdx

241
On a
»+1 |22+1
e — x
—x+1
D’ou
23+ 1 —z+1
=z )
2+ 1 2+ 1
Ainsi
2+ 1 —z+1
de = d
/;z:2+1 g (x+x2—|—1) ’

1 2x 1
— = d d
2/x2+1x+/x2+1x

1
- §ln (22 + 1) +arctan (v) + ¢, c€R.

o | 5, 0| 8y

2. Calcul de f%daz

z+1)2(z—2)

Ecrivons m sous la forme :
x . a n b n c
(z+12(x—-2) (z+1) (2+1)2 (2-2)

ot a, b et ¢ sont des constantes a détermainer.
On a:
x a b c
5 = + 5+
(x+1)%(x—2) (x+1) (z+1) (x —2)
(a+c)z?+ (—a+b+2c)x+ (—2a — 2b+ ¢)

(c+ 12— 2)
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Par identification, on obtient :

a+c=0
—a+b+2c= 1

On calcule et on trouve :a = —2, b=
97

Ainsi

/ z ] 2/ oy +1/ y +2/ 1
= — x4+ - | ———=dr+ =
@+ 1)2x—-2)" o) 241" 3) @r12™ T 9 ) w2

2 1 —1 2
= ——lnje+1|+s | ——= | +zinjlz-2[/+C, CeR
r+1 9

3.3 Intégration des fonctions exponentielles et

trigonométriques

Intégration des fractions rationnelles en e”.

Le changement de variable ¢ = e conduit au calcul de la primitive d’une

fonction rationnelle en la variable .

Exemple 3.3.1. Calcul de 11“;3:

Faisons le changement de variable t = e*, d’ou dt = e*dx.

Ainsi

/ dx _/ dt _/dt /dt

T+er ) tt+1) ) t 1+t

= Injt| —In]l+t|+¢c, ceR,

t
= In|—— R.
n(1+t)—|—c, cE

Do

d T
/ T =lIn ¢ +c ceR
14 e? 14 e?

Intégration des fonctions trigonométriques

On peut calculer les primitives de la forme [ R(cos x, sinz)dx oul R est une
fonction rationnelle en cosx et sinx, en se ramenant & intégrer une fraction

rationnelle. Il existe deux méthodes :
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1. Reégles de Bioche : Posons w(z) = R(cosz, sinx)dz.

e Si w(—z) = w(z) alors on effectue le changement de variable ¢ =

Cos .

e Si w(m — ) = w(x) alors on effectue le changement de variable
t=sinx.

e Si w(m 4+ z) = w(z) alors on effectue le changement de variable
t =tanx.

. le changement de variable ¢ = tcm (%) :

Avec t = tcm( ) Onacosz = 1+t2, sinx = 1+t2 et do = 12+d:2.
Exemples 3.3.1. 1. Calcul de [ 2 dy
Posons w(x) = {4t dy. Comme
1 +tan (7 + ) 1+tanzx

w(r+x) = d(m+z) =

dxr = w(z),

1 + 2sin (7 + x)cos (7 + x) 1+ 2sinxcosx

alors le changement de variable qui convient est t = tan x. Ainsi
1+¢ 1+¢ dt dt
/ﬂdx _ / + = [ it e ceR
1+ sin2x 1+1+t2 12 1+t
= In|l +tanz|+¢c, c€eR.

2. Calcul de fmdx

Faisons le changement de variable t = tan (5), d’ot

2dt 1—¢2
dr = et cosx = )
1+ 2 1+ ¢2
Ainsi
1 1 2dt 1 1 1
/—dm:/ 2 :/ dt:—/—ldt
5 —3cosx 5 3};2 1+ ¢2 1+ 4¢2 4) 2+ (3)?
1
= Z'2arctcm(2t)—|—c, ceR
1 T
= §arct<m <2 tan(§)> +¢, ceR.

Cas particuliers
1. Primitives du type [ cos™z sin™zdx, ou n,m € N

(a) Sim est impair, on fait le changement de variable t = sin x.
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(b) Si n est impair, on fait le changement de variable ¢ = cos z.

(c) Sin et m sont pairs, il faut linéariser ’expression.

2. Si l'intégrale est de la forme [ R(sinx)cosx dz, on fait le changement

de variable : t = sinx.

3. Si l'intégrale est de la forme [ R(cosz)sinx dx, on fait le changement

de variable : t = cos .

4. Si lintégrale est de la forme [ R(tanx)dz, on fait le changement de

variable : ¢t = tan x.

Exemples 3.3.2. 1. Calculons [ cos® x sin® x dx
On a:

/ cos® x sin® xdr = / cos®x sin®x sinxdr = / cos® x (1—0052 x) sinx dx

Faisons le changement de variable t = cosx, d’ou dt = —sin x dzx.

Ainsi

/coszxsin?’xdx = —/tQ(l—tQ)dt

= —/(t2—t4)dt

B
= ——+—+¢, ceR.
3 5

cos3r  cos®x
= — + +c ceR.

3 d

2. Caleulons [ cos® x dx

On a :
/COSSSUdQZ:/COSQLECOSJCCZCC:/(1—8in21‘)008$d33

Faisons le changement de variable t = sinx, d’ou dt = cos x dzx.

/cossa:dx = /(1 — tH)dt

Ainsi




3. Calculons fde

+tan x
dt

Faisons le changement de variable t = tanx, d’'ou dv = 155.

Ainsi
/ tan x / t dt
—dz = -
1+ tanz 14+tt2+1
1 t+1 1
2 t2+1 1+t

1 2t 1 1 1 1
= = dt + = dt— = | ——dt
4/t2+1 +2/t2+1 2] t+1

1 1 1
= Zln(tQ +1)+ éarctcmt - §Zn|t +1|+¢, ceR

1 1 1
= Zln(taan +1)+ 5%~ §Zn|tana: +1|+¢, ceR

3.4 Intégrales Abéliennes

Intégrales de fractions rationnelles en z et Z‘;"ig
Il suffit de faire le changement de variable t = gjfj_rs et on obtient une

nouvelle fonction plus facile a intégrer.

Intégrales de fractions rationnelles en z et vax? + bz + c,
ouac R eth ceR.

Il faut commencer par écrire :

x+£ 2_b2—4ac
2a 4a?

2
| A 2a b A 9
_ —_ S — A =b"—4 0.
1 _’ N <x+ 2a> A7 avec ac #

ar’+br+c = a

On fait ensuite le changement de variable ¢ = \/2‘%' (m + %)et on regarde la
fonction obtenue.

Fonction rationnelle en t et v/t2 — 1 : on pose t = chy.

Fonction rationnelle en t et v/1 — t2 : on pose t = siny.

Fonction rationnelle en ¢ et /1 + 2 : on pose t = shy.
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Exemple 3.4.1. Calculons f\/ﬁw.

Ona: ,
) 5 T+ 6)
'+ 120 +48=(x+6)"+12=12 +1
(@+0) ("5
Faisons le changement de variable t = ‘f/tG, d’ou x = 12t — 6 et dv = \/12dt.
Ainsi

[ s vs ) e
22+ 120 +48 V12 12 2 +1
Faisons le changement de variable t = shy, d’ou dt = chydy.
D’ou

x
/\/x2+12x+48 V2 +1

chydy

Vsh?y+1

chydy

\/ch?y

= y+c ceR

= argsh(t)+c¢, ceR
6
= argsh <x i

)—l—c, ceR.

S

3.5 Intégration définie

Théoréme 3.5.1. Soit f une fonction continue sur |a,b] et F' une primitive
de f sur [a,b]. Alors

1. la dérivée de g(z) = [T f(z)dx emiste et est égale & f(x),
2. ! @)z = F(b) - Fla) i= [F(o)]..

Exemple 3.5.1.

/ | e = faresin 1]
———dr = J[arcsinx
0 1— 22 0
= arcsin(1) — arcsin(0)
7r

w
2 2
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3.6 Enoncés des exercices

Exercice 1 : Calculer les intégrales suivantes :

1)/(:5—1—1)6“7(1:5 2)/arctanxdm 3)/x2lnxdx

4)/arccosxdx 5)/lnxdx

Exercice 2 : Calculer les intégrales suivantes :

2 / a:ij 1dI 2) / mdﬁ 3) / x(x + 1§(x + 2)d$

4) / md:ﬂ

Exercice 3 : Calculer les intégrales suivantes :

dx 1 dx
Y 9) | — e
)/e$+26_”ﬁ )/chxdx 3)/x2—x+1

Exercice 4 : Calculer les intégrales suivantes :

. coS T 1
1)/003 x sin” xdx 2)/—2—0032xdx 3)/—2+cosa:dx

5 / sin (2z) i 5) / sinx dz
1+ cosx cosx (1 + cos x)

Exercice 5 : Calculer les intégrales suivantes :

1)/ dx 2)/ dx 3) 20 +1 p
1+ x V1 -3z Va2 + 4z +6

Exercice 6 : On désigne par [ et J les primitives :

sinx CcoOS T
[(:U) = / —dx el / —dx
SN T + CoSx ST + cosx

1. Calculer I(x) + J(x).
2. Calculer I(z) — J(z).
3. En déduire I(x) et J(x).

T
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3.7 Corrigés des exercices

Exercice 1 :
1) Calcul de [(z + 1)e"dx
On calcule cette intégrale par parties.

Posons

Ainsi

/(x—i—l)exdx _ (:c+1>ew—/erdx

2) Calcul de [ arctan z dx
On calcule cette intégrale par parties.

Posons

u(z) = arctanz () = 152
V)= 1 v(x) = x

Ainsi

T
De®dxr = t — d
/(az—i— Je*dx x arctan x /1+x2 x

1 / 2x
= xarctanx — — x
2] 1422

1
= xarctanz — §ln(1 +2*) +c¢, ceR

3) Calcul de [z%lnzdx
On calcule cette intégrale par parties.

Posons
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Ainsi

/ 22lnxdx

3 3 1
%lnm—/ (% X 5) dz

3 1
%lnx — g/l‘Qd:C

£L‘3

1
—Inr— -2+,

= 3 9 ceR.
4) Calcul de [ arccos x dx
On calcule cette intégrale par parties.
Posons
u(z) = arccosx i uw'(x) = \/;_17
v'(z)= 1 v(x)= =z
Ainsi

/ arccos T dx

5) Calcul de [Inzdx

x
rarccosT + | ———=dx
/ V1—2a?
1
T arccos — o /(—2:1:)(1 - xQ)’%dx

rarccost —vV1—x2+¢, ceR

On calcule cette intégrale par parties.

Posons

Ainsi

Inz ()= 1L
d’ou (%) x
1 v(r)= =
1
= xlnm—/x—dw
T
= :Uln:v—/ldx
= xlnxr—x+c¢, ceR.
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Exercice 2 :
$3
1) Calcul de [ F—dx

x3 Qe — :U?’—x—l—xdx_ x3—x+ x
2 —1 - 2 —1 N z2—1 22-1

B r(x? — 1) T B 1
_ /( — +x2_1>dx—/a:da:+2

2
1
= %+§ln]a:2—1\+c, ceR.
2) Calcul de [ 5-—dx

/md@":/@_limsﬂx

On effectue une décomposition en éléments simples :

T a b

(x —1)(z +3) x—1+x+3

oll a et b sont des constantes & déterminer.

On a :

) as

/:L’2—1

x a b (a+b)x+3a—0b

@—D@+3) 7-1 243 (@-D@+3)

Par identification, on obtient :

a+b= 1
3a—b= 0
On calcule et on trouve : a = % et b= %.

Ainsi

/—x dx—/—%—i-% dx—l/ldx
224+ 2 —3 N z—1 =x+3 4] =1

1 3
= —ln]x—1|+zlln|x+3|+c, ceR.

4
3) Calcul de [ ——t———dx

z(z+1)(z+2)
On effectue une décomposition en éléments simples :

1 a b c

z(z+1)(z+2) ;+x+1+x+2

ol a, b et c sont des constantes & déterminer.

On multiplie par x puis on remplace z par 0, et on obtient :

60

a =

I
1

N =

2z

/

dx

z+3

dx



On multiplie par x 4+ 1 puis on remplace x par —1, et on obtient : b = —1.

On multiplie par x 4+ 2 puis on remplace = par —2, et on obtient : ¢ = %

Ainsi

1 1 -1 1
de = 2 — 2 d
/az(:)s+1)(x+2)x /(x+x+1+x+2> *

- /dﬂc_/ﬁld+ /a:+2dx

= §ln|x| ln|x—|—1|+—ln|x+2|+C’ C eR.

4) Calcul de [ i) + (e do Ecrivons 7y sous la forme

(1+

1 a br+c

- =4
x(1+2%) = 1422
oll a et b sont des constantes a déterminer.

On a:
1 a br+c (a+ba*+cr+a

x(1+x2)_§+1+x2_ (1 + x?)
Par identification, on obtient :

a+b= 0
c= 0
a= 1
On calcule et on trouve : a =1, b= —1et c = 0.

Ainsi

1 1 —x 1 1 2x
——dxr = - der = | —dx — = | ——d
/:13(1+x2)x /(x+1+x2> . /:vx 2/1+x2x

1
= ln|x|—§ln(1+x2)+C’, C eR.

Exercice 3 :
1) Calcul de [

Faisons le changement de variable t = e, d’ou dt = e"dx.

‘7:—‘1-26 T

Ainsi

/ dz / & dt Lo <t)+ R
—_— = = = —arctan | — c, ¢ .
er +2e* t—l—% 2 42 \/§ \/§

D’ou p
/# = CLT’CtCLTL (67) R




2) Calcul de [ Sdx

On a:
1 2 2e” 2

che e +er =4l («91)2+16

Faisons le changement de variable t = e, d’ou dt = e*dx.

xT

Ainsi

2 2
/ch_wdx_/ ex)Q—l—l dm:/t2+1dt:2arctan(t)+c, ceR.

/%dx—Qarctan( Y+e, ceR

3) Calcul de [ -

2 ;B+1
On a
/ dx B / dx 4 / dx
2 - 2 Y 2
voetl (e-3)+1 3 <29”;1> +1
Faisons le changement de variable t = f d’ou dt = \%d .

Ainsi

dzx 43 dt 2v/3
- = R
/xQ—:c—i—l 33 a1 3 arctan (t) +¢, cé€

92 _
= —\/garct(m <2x 1> +c ceR.
3 V3

Exercice 4 :

1) Calcul de [ cos®z sin® x dx
On a

/ cos’x sin® v dx = / cos’x sin® x cos v dx = /(1 — sin’ x) sin® x cos x dw

Faisons le changement de variable t = sinx, d’ol dt = cos x dx.

Ainsi
/COSS$$in2$dSB:/(1—t2)t2dt = /(tg—t4) dt
X
= §_3+C’ ceR
.3 .5
_ s s em
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2) Calcul de [ 522 —dx

2= cos?x

Posons w(z) = £224£ Comme
w(r — ) = cos(m —x)d(m —x) (—cosz)(—dx) w(z)
 2—cos®(mr—x) = 2—cos?x ’

alors le changement de variable qui convient est t = sin x. Ainsi

cosx cosx dt
7oz dr = = arctan(t eR
/2_0082x x /2—(1—3in2x) x /1—|—t2 arctan(t) + ¢, c

= arctan(sinz)+c¢, c€eR.

3) Calcul de dx

Faisons le changement de variable t = tan (%) , d’otl

2+4-cosx

q 2dt ) 11—t
r=——, e cosT= )
1+¢2 1+ 2
Ainsi
1 1 2
/—dm _ / 2
2 4 cosx 2+ h; 1+¢2

_ / 2 dt
N 242t2 41 —¢2

2
= dt
/3+t2

4) Calcul de [ 5222 g,

1+cosx
On a:
n (2 2s1 2
/ sin (2x) dx:/ smmcosxdxz/ cosT
1+cosz 1+cosz 1+cosz
Faisons le changement de variable t = cos z, d’ou dt = —sinx dx.
Ainsi

in (2 t+1-1 1
/de - /—dt / - d:—2/1dt+2/—dt
1+ cosx 144 141

= —2t+2In|l+t|+e¢, ceR.
= —2cosx+2Iln|l+cosz|+c, ceR.
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5) Calcul de [ —smzdr

cosz(1+cosz)

Faisons le changement de variable ¢t = tan (%) , d’oul
4 2dt 1—¢? L e 2t
r=—-7 cosT = et sinx = .
14127 1+ ¢ 142
Ainsi
/ sinx da _&/ ot _/ %‘ﬁ_t/_%ﬁ
cosx(1 + cosx) 2 (1+ 5) 1—1¢2 1—12
= —In|l—#|+¢c, ceR
= —ln}l—tcm2 <§>‘+c, ceR.
Exercice 5 :
1) Calcul de [ 1fi“/5

Faisons le changement de variable t = y/z, d’ou

r=1t> et dr=2tdt.

/ dx B 2tdt
1+ N 1+t

{1t

= 2t—2In|l+t|+¢, ceR
= 2yx —2ln(1++x)+c, ceR

Ainsi

B

2) Calcul de [ —4

V1-3x
Faisons le changement de variable ¢t = /1 — 3z, d’ol
1 1 2
r=—-t"+= et dv=—=tdt
3 3 3

Ainsi

[l 2
Vi—3z  3) t

2
= ——t+¢, ceR

3
2
= —5\/1—3x+c, ceR.
3) Calcul de f\/xzi—ziiwdx
2 1 2 4 -3 2 4 1
2zl [ 22443 [ 2244 o / B S
Vit +4x +6 Vrz+4x +6 J Vi +4z +6 J V2 +4x +6 )

I Ip)
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On a :

2% + 4 2 44
I = Ldm:Q/ T de = 222 + 4z + 6+c1, 1 € R.
Vi +4x +6 2V +4x +6

et
1 1 1 1
I, = ——dr = dr = — | ——=dx
’ /\/x2+4:c+6 /\/(x+2)2+2 \/5/ r2)?
(W) T

Faisons le changement de variable ¢ = x—+22, doul z = V2t — 2 et dz = V/2dt.

Ainsi

1
I, = / mdt =argsh(t) + ¢, 2 €R

x+2
= argsh (W) 4+c, c€ER

On obtient finalement,

2 1 2
ﬁdﬁ:2\/¢2+4x+6—3amsh (a:\—/{—i ) +c, ceR
x x

Exercice 6 :

1.
I(2) + J(z) = / L / S L —
SN T + CoSx SN T + coSx
= /Mdaz:/ldw:x%—c, c e R.
SN T + CoSx
2.

I(z) — J(z) = /%dx—/&dx

sinx + cosx sinx + cosx

SINT — COSX COST — SINX
sinmx + cosx simx + cosx
= —Inlsinz+cosx|+¢c, ceR.

3. Puisque I(z) = 1 ((I(z) + J(z)) + (I(z) — J(x))), on a

1
I(x):5(m—1n|sinm+casx|)+c, ceR.
De méme,
1
J(a:):§(x+ln]sma:+cosx|)—|—c, ceR.
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Chapitre 4

Les équations différentielles

4.1 Les équations différentielles ordinaires

Définition 4.1.1. Une équation différentielle est une relation entre la variable
en général notée x et une fonction inconnue y et ses dérivées ', y", ..., y"™

qu’on peut mettre sous la forme
F(z,y.y.y" . y™) =0 (E)
L’entier n est Uordre de ’équation différentielle (E)

Exemple 4.1.1. 3"+ 3y +2y = cosx est une équation différentielle du second

ordre.

Définition 4.1.2. Une solution de l’équation différentielle (E) : F(z,y,vy',y", ...

0 est une fonction y : I C R — R qui est n fois dérivable sur I et qui vérifie
léquation (E).

Exemple 4.1.2. Considérons l’équation différentielle (E) : y' — 2z = 0.
La fonction g : x — 2% est une solution de l’équation différentielle (E), car

pour tout x € R, on a ¢'(x) = 2z donc

g (x) — 2z =2x — 2z =0.
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4.2 Les équations différentielles d’ordre 1

4.2.1 Equation différentielles & variables séparables

Définition 4.2.1. Une équation différentielle d’ordre 1 est dite a variables

séparées si elle peut s’écrire sous la forme

fy)y = g(x) (vs)

Exemple 4.2.1. Résoudre I’équation différentielle : 1y’ — %y =0.
On a:

y 1

y

dy [ dx
/?— E
Inlyl =Inlz| + ¢

eln\y| — eln|x|+c

I

y=Kz, K==+e €R".

Ainsi la solution générale de [’équation différentielle y' — %y = 0 est donnée
par :y= Kz, K € R*.

4.2.2 Les équations différentielles linéaires d’ordre 1

Définition 4.2.2. Soient a et b sont des fonctions définies et continues sur

un intervalle ouvert I de R.

e Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation
du type :
y' = a(z)y + b(x).

e On appelle équation homogéne associée a y' = a(x)y + b(x) l'équation :

Résolution de I’équation homogéne associée

Proposition 4.2.1. La solution générale de l’équation différentielle



s’écrit
y = Cef a(z)dz

ou C est une constante quelconque.

Résolution de I’équation ¢’ = a(z)y + b(x)
Proposition 4.2.2. La solution générale de I’équation différentielle

Y = a(z)y +b(z)

s’écrit

Y = Ypart + Yhom = Ypart + Cef a(@)de

ot
Ynom €st la solution de I’équation homogéne associée y' = a(x)y;

Ypart €St la solution particuliere de l'équation différentielle y' = a(x)y + b(x).

Recherche d’une solution particuliére : méthode de variation de la
constante

La solution générale de ' = a(x)y est donnée par y = Cel al@)dz

avec
C € R une constante. La méthode de la variation de la constante consiste
a chercher une solution particuliére sous la forme y,q¢ = C’(x)ef a(z)dz on C

est maintenant une fonction a déterminer pour que yp,,+ soit une solution de

Yy =a(z)y + b(z).

Exemple 4.2.2. Résoudre [’équation différentielle :
y + 2zy = 2ze " (E)

On a :

x T

y'+2xy = 2xe” P y = —2xy+2xe” 2, c’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
On cherche la solution générale de I’équation homogéne associée a I’équation

/

(E) ; c’est-a-dire Uéquation différentielle : y = —2xy.
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y = 2xy — = =-20
)
1d
= =Y _ —2x
ydx
d
Y
= Inly|=—2>+k, k=cte
— [yl ="t
= y= +eke
= y= Ce™™

Cherchons ensuite une solution particuliere de (E) sous la forme

En dérivant et en remplacant dans équation différentielle (E), on obtient
C'(x) =2x. Dot C(x) = 2>+ k, k€ R.

Ainsi la solution générale de l’équation différentielle (E) est donnée par :

y= (> +ke ™, keR.

4.2.3 Equation de Bernoulli

Définition 4.2.3. Une équation différentielle de Bernoulli est de la forme :

a(x)y +b(x)y = f(x)y"

ot a et b sont des fonctions définies et continues sur I C R et n € N—{0,1}.

Meéthode de solution
1. On divise les deux membres par ", on obtient a(x)i—,i%—b(m)yl_” = f(x).
2. Poser z =y d'ou 2/ = (1 —n)y ™"y

Ceci conduit a 'équation linéaire d’ordre 1 a résoudre :

a(z) 2+ b(x)z = f(x).

1—n
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Exemple 4.2.3. Résoudre [’équation différentielle :

1 1
/ T = -1 3 E
ytgy=g-1y (E)
On a :
1 1 ‘ y 1y 1
"+ oy==-@z-1) = L +-L=_(z-1
y 11 1
N - - = _1
Faisons le changement de fonction inconnue z = y% Dou 2/ = —21/—3’;,/.
y 11 1 1, 1 1
=t -—===(r-1) = —= —z=—(x—1
g3 7 tgr=gle =)

= Z=z4+(1-2) (Ep).

/
’ z

-1
z
d
/—Z:/ldx
z
Inlz| =z 4+a, aeR

eMlel = erte 4 e R

z=Ce" (C=4e* e R".

il

Cherchons ensuite une solution particuliere de (E,) sous la forme
z = C(x)e”.

En dérivant et en remplagant dans ’équation différentielle (E;), on obtient
C'(x) = (1 —x)e . D’ou

Cz) = /(1 —x)e Ydx
= —(1—x)e ™ — /exda:
= ze 4k keR
Ainsi la solution générale de ’équation différentielle (E,) est donnée par :
z=x+ke*, keR.
Donc la solution générale de I’équation (E) est donnée par :

1
=+———— keR.
Y v+ ke®
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4.3 Les équations différentielles linéaire d’ordre

2

Définition 4.3.1. Une équation différentielle linéaire du second ordre est de

la forme
a(z)y” + b(z)y" + c(x)y = f(z) (1)

ot a, b, c et f sont des fonctions données définies et continues sur un intervalle
I CR.

e [’équation différentielle
a(z)y” +b(x)y’ + c(x)y =0 (2)

est appelée 1’'équation homogene associée a (1).

Dans la suite nous supposons que a ne s’annule pas sur /.

Théoréme 4.3.1 (Cauchy-Lipschitz). Soit xo € I, el soil (yo,y1) € R2. Alors

il existe une unique solution y de (1) sur I vérifiant les conditions initiales

y(zo) = yo et y'(vo) = y1.

Mais dans cette situation, il est en général beaucoup plus difficile de trouver
les solutions de (2). Nous ne saurons le faire que lorsque les fonctions a, b, ¢
sont constantes, ¢’est-a-dire lorsque I’équation différentielle (1) est a coefficients

constants.

4.4 Les équations différentielles ordinaires du se-

cond ordre a coefficient constant

Définitions 4.4.1.

o Une équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficients constants,

est une équation de la forme
ay” +by + cy = f(z) (E)

ot a,b,c € R, a#0 et f est une fonction continue sur un intervalle
ouvert I de R.
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e L’équation homogéne associée o (E) est
ay”" +by+cy=0 (En)

o L’équation al?>+bA+c = 0 est appelée l'équation caractéristique associée
a (Ep).

Théoréme 4.4.1. Soit /\ = b* — 4ac, le discriminant de l’équation caractéris-

tique associée a (Ey).

1. St A > 0, l’équation caractéristique admet deuz solutions réelles dis-

tinctes \1 # Ay et les solutions de (Ey) sont :

AT

y=cet’ 4+ CQGAQI, c1, o € R.

2. Si A\ =0, équation caractéristique admet une solution double A\ et les

solutions de (Ey) sont :
y = (c1 +cw)e™®  cp, ¢ €R.

3. 851 AN < 0, Uéquation caractéristique admet deux solutions complexes

conjuguées A\ = a +if, Ay = a — i3 et les solutions de (Ey) sont :
y = e (crcos(fx) + casin(fBz)), 1, ca € R.
Exemple 4.4.1. Résoudre [’équation différentielle :
y' =2y +2y=0 (Eq)
L’équation caractéristique de (Eq) est :
AN —2X+1=0.

Elle admet deux solutions complexes conjuguées : 1 +1i et 1 — i.

Ainsi la solution générale de l’équation différentielle (E1) est donnée par :
y = €°(cicosx + casinx), ¢, 3 € R,

Nous passons au cas général d'une équation différentielle linéaire d’ordre
2, a coeflicients constants, mais avec un second membre f qui est une fonction

continue sur un intervalle ouvert I C R :
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Proposition 4.4.1. La solution générale de l’équation ay” + by’ + cy = f(x)
s’éerit :
Y = Ypart + Yhom
o :
Ypart €8t la solution quelconque de I’équation donnée ;

Yhom €St la solution générale de ’équation homogéne associée.

4.4.1 Recherche d’une solution particuliére

On donne deux cas particuliers importants et une méthode générale.

Second membre du type e**P(z).

Si f(z) = e**P(x), avec a € R et P € R[X], alors on cherche une solution
particuliére sous la forme yp.+(z) = e**2™Q(x), ot ) est un polynome de
méme degré que P avec :

e Ypurt(x) = e Q(x) (m = 0), si a n’est pas une solution de I’équation

caractéristique,

® Ypurt(x) = 2e**Q(x) (m = 1), si o est une solution simple de I’équation

caractéristique,

o Ypurt(2) = 2% Q(z) (m = 2), si a est une solution double de 'équation

caractéristique.

Second membre du type e (Py(x)cos(fz) + Py(x)sin(fx)).

Si f(x) = e (Pi(z)cos(fx) + Pa(x)sin(fz)), ot o, B € Ret P, Py €

R[X], on cherche une solution particuliére sous la forme :

o Ypurt(T) = € (Q1(x)cos(Bx) + Qa(x)sin(fx)) si o + iff n'est pas une
solution de I’équation caractéristique,

o Ypurt(2) = 2™ (Q1(z)cos(Bx) + Qa(x)sin(Bx)) si a+1if est une solution
de I’équation caractéristique.

Dans les deux cas, Q)1 et Q3 sont deux polynomes de degré n = max {deg Py, deg Py} .
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Méthode de variation des constantes.

Soient 1; et y, deux solutions linéairement indépendantes de ’équation
homogeéne associée. On cherche une solution particuliére de (Ej) sous la forme
Ypart = C1Y1 + C2Ya, OU €1 et ¢y sont des fonctions vérifiant ¢jy; + ¢y, = 0. Ainsi
Ypart = C1Y1F+C2y3, et (Ep) devient a (ciyy + chys) = f(z), (car ay; +by;+cy; =
0 pour ¢ = 1,2).

Donc, ¢ et ¢, sont solutions du systéme :
iy + ey = 0
Ayt oy = of(@)

Ce systéme se résoud aisément, ce qui donne ¢}, ¢, puis ¢, ¢y par integration.

Exemples 4.4.1. 1. Résoudre l’équation différentielle suivante :
y' — 4y =2® — 2 (E)
o [’équation homogéne associée o (E) est :
y' =4y =0 (En)
L’équation caractéristique de (Ey) est :
N —4x=0 (Ec)

L’équation (E.) admet deur solutions réelles distinctes : 0 et 4.
Ainsi la solution générale ynom de l'équation différentielle (Ey) est
donnée par :

4
Yhom = C1 + 26", c1, ca €R.

e Le second membre est le produit d’une fonction polynomiale de degré
2 par une exponentielle d’exposant nul. Comme 0 est une solution
simple de Uéquation caractéristique (E.), alors la solution particu-

liére ypore de (E) est cherchée sous la forme :
Ypart = x(az® + br + ¢) = az® + ba® + cx,

ot a, b et ¢ sont des constantes a déterminer.

On a alors :
yzl)/art - 4y;a7‘t = —12ax2 + (6@ - 8b)l’ + 2b — 4e.
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Pour que Ypare soit une solution de (E), il suffit que :

1
—12a: 1 a = — 12
_ _ 3
_ _ 3
2b—4c= 0 C = 32
D’ou
1., 3, 3
Ypart = — 77T + =T+ =z

12 16 32
Ainsi la solution générale de l’équation (E) est donnée par :

1 3 3
Y = Yhom T Ypart = C1 + C2€4x - E-TS + EZEQ + 3—2$ , €1, C € R.

2. Résoudre ’équation différentielle suivante :
v =3y +2y=(z+1)" (E)
L’équation homogéne associée o (E) est :
y' =3y +29=0 (En)
L’équation caractéristique de (Ey) est :
M —32+2=0 (E.)

L’équation (E.) admet deuz solutions réelles distinctes : 1 et 2.
Ainsi la solution générale ypom de Uéquation différentielle (Ey) est don-
née par :

x 2x
Yhom = C1€” + €™, c1, o € R.

On cherche une solution particuliére de I’équation avec second membre

sous la forme :

Ypart = C1(x)e” + cz(z)ezx

ot cette fois c1(x), co(x) sont des fonctions a trouver et qui vérifient

(S) :

(S) Ay +chye = 0 - ci(z)e” + dy(x)e** = 0
Yy + chyy = +f(x) ci(z)e” + 2dy(r)e*® = (z+ 1)e®

dx)= —xz—-1

=
Alx)= (r+1)e™
ca(z) = —%(x +1)?

=
c(r)= —(x+2)e "
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D’ot

1 1 5)
Ypart = —5(1’ + 1)2633 — (fL' + 2)636 = —(5.1'2 + 2z + 5)

Ainsi la solution générale de l’équation (E) est donnée par :

1 )
Y = Yhom T Ypart = cre’ + 0262$ - (5372 + 22 + 5), c1, ¢ € R.

76



4.5 Enoncés des exercices

Exercice 1 : Résoudre les équation différentielles suivantes :

= 2)y' sinz —ycosx =1 3y =

y x+1
1)y — =
)y T T 1—2z

Ny +y ==z
Exercice 2 : On considére I'équation différentielle (de Bernoulli) :
(E) : ' + 2zy = 221>

Soit x +— y(x) une solution. On considére la fonction z définie par z(z) =

y*(z)
1. Montrer que 2/(x) = _;f(/g) :
2. Former une équation différentielle (E') vérifiée par z.
3. Résoudre (E') puis (E).
Exercice 3 : Résoudre les équation différentielles suivantes :
Dy" =4y’ +3y=0 2)y" =6y +9y =0 Y +y +y=0
Exercice 4 : Résoudre les équation différentielles suivantes :
1)y =6y +9y = (x+1)e*” 2)y"—4y +4y = T sin x—cos 3)y"+9y =z cosx

Ny"+y=¢" 5)y" — 5y + 6y = (22° — 4w + 1)e”

Exercice 5 : En utilisant la méthode de la variation des constantes trouver

les solutions de ’équation différentielle :

y'+y=

COS T
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4.6 Corrigés des exercices

Exercice 1 :
)y - 2= ()

T z
On a:
x+1 r+1 . . . o
Y _ 1y = y—l— , c’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
x x x

On cherche la solution générale de 1’équation homogéne associée a I’équa-

tion (E;); c’est-a-dire I'équation différentielle : 3 = £.

/
1
y/:g :> y_:_
x Yy x
1d
. ldy _1
ydr x
d d
Nk
Y x
= Inly|=Inlz|+k, keR
—_— |y|:€ln\x\+k
— y=+e"2
—

y=Cx, C==e"ecR"
Cherchons ensuite une solution particuliere de (Eq) sous la forme
y=0C(z)x.

En dérivant et en remplacant dans I’équation différentielle (E;), on obtient
C'la)y=2 =14+ L DouC(z)=Inlz| -1 +8, BeR.

Ainsi la solution générale de I'équation différentielle (E;) est donnée par :
1
y = (In|z| —E#—ﬁ)x, B eR.

2)y sinx —ycosx =1, (Ej)
On a:

CcoS T 1

Y+ , c’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Y sinz—ycosx =11y = — ,
sinz”  sinx

On cherche la solution générale de 1’équation homogéne associée a I’équa-

tion (Eg); c’est-a-dire I'équation différentielle : 3/ = 25Zy,

sinx
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Y= +e* sinx

, COSx Yy cosx
sinx Yy  sinx
ldy cosx
e _——_ = -
ydr  sinx
d cosx
= /5=
smx
= ln|y\ =lIn|sinz|+k, keR
— |y| _ eln\sian—k
—
—

y=Csinz, C==+e*eR".
Cherchons ensuite une solution particuliere de (Ez) sous la forme
y=C(z)sinx.

En dérivant et en remplacant dans I’équation différentielle (Ej3), on obtient
C'(x) = .Dou C(z)=—-<2£+ 3, pBeR.

stmx
Ainsi la solution générale de I'équation différentielle (Es) est donnée par :

szn2 x’

y=—cosx+ Bsinx, fER.

3) y/ = 11:2327 (E3>
On peut remarquer que y = 1 est une solution évidente de (E3). Donc pour

y#1,

/

y 1
y—1 22—1

/—y_ /sz—ldx
ln\y—1|:§ln|2x—1|+k, EeR
inly—1]=in (Ve —1) +k keR
ly— 1] = (VD) 4
y—lzj:ek\/m

y=Cy[2z —1]+1, C==+e"cR".

Ainsi la solution générale de ’équation différentielle (Eg) est donnée par :

y=CV|2x —1/+1, CeR"
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1) 2y +y =z, (Eq)
On a:

1
vty =x <=1y = —Ey%—l, c’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

On cherche la solution générale de 1’équation homogene associée a I’équa-

tion (E4); c’est-a-dire Péquation différentielle : y = —1y.
1 ! 1
y/ e ——y — g = ——
T Yy T
1d 1
L ldy 1
ydx x
d d
Yy T
= Inly|=—Inlz|+k, keR
1
= Inly| :lnﬂ—kk, keR
T
— Jy =Rt
+eF
— y = —_—
T
C
— y=—, C==x"eR"
T

Cherchons ensuite une solution particuliere de (E4) sous la forme

C(x)

X

En dérivant et en remplacant dans I’équation différentielle (E4), on obtient
C'(z) =x. Dou C(z) =2 + 3, BeR

2
Ainsi la solution générale de I'équation différentielle (E4) est donnée par :

Yy = 4 é, B eR.
2
Exercice 2 :

1. Comme on a z(z) = y+(x) = y~%(z), en application des formules de

dérivation : 2/ (2)

T

(@) = =29/ (@)y ) = -5
v (x)
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2. Puisqu’on a supposé que y est solution de (E) : 3/ + 22y = 2xy3, en
divisant par »>, on obtient 3—; + Qy% = 2z, soit en utilisant 'expression
de z et de 2’ :

—%/ + 2xz = 2z, ce qui donne (E') : 2/ — 4oz = —4x.

3. (E') est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

On a:

—drz=0 =

Inlz| =22>+k, keR

2| =2 *F keR

z= j:ekeQIQ, keR
z:CeQxQ, C = +e* e R*.

L

z = 1 est une solution évidente de 'équation (E’), donc les solutions de

(E') sont les fonctions de la forme z = 1 + Ce?’, C e R*.
e Si y est solution de (E), alors z = y—12 est solution de (E’), donc on a
1
z2=— :1+062I2,
Y

4 2 1 1
ar conséquent = ——cty=t——eor.
p q y 1+C€2m2 y A/ 1+C€212

Exercice 3 :
Dy —4y' +3y =0 (£1)
[’équation caractéristique de (E}) est :
N —4X+3=0 (Ec)

L’équation (E.) admet deux solutions réelles distinctes : 1 et 3.

Ainsi la solution générale de I'équation différentielle (£;) est donnée par :
y=cie” + e, ¢, ¢ €R.

2)y" =6y +9y =0 (E,)

L’équation caractéristique de (FEs) est :

M —6A+9=0 (E.)
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L’équation (E.) admet une solution réelle double : 3.

Ainsi la solution générale de ’équation différentielle (Es) est donnée par :

y = (c1 + cox) e ¢, o €R.

3NY' +y +y=0 (FEs)

[’équation caractéristique de (Ej3) est :

MNEA+1=0 (E.)
L’équation (E.) admet deux solutions complexes conjuguées : —% + z‘/Tg et

_1 ;8

2 2
Ainsi la solution générale de I'équation différentielle (£3) est donnée par :

3 3 e
Yy = (Clcos <§x> + costn (%x)) e 2, c1,c €R

Exercice 4 :
Dy —6y +9y = (x+1)e’* (FE))

e L’équation homogene associée a (E;) est :
y' =6y +9=0 (En)
L’équation caractéristique de (Ey) est :
A —6A+9=0 (Ec)

L’équation (E.) admet une solution réelle double : 3.
Ainsi la solution générale yp,,, de 'équation différentielle (Ey,) est donnée
par :

Yhom = (€1 + 62I)€3x7 c1, ca € R.

e Comme 3 est une solution double de I’équation caractéristique (E.), alors

la solution particuliére y,,,+ de (E4) est cherchée sous la forme :
Ypart = 2> (az + b)e*”

oll a et b sont des constantes a déterminer.
On a alors :

ygart - 4y}/7art + 4ypart = (GCLI + Qb) e3$.
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Pour que Y4+ soit une solution de (Es), il suffit que :

6a = N a= %
1
D’ou 5 )
A
Ypart = (E + ?)63 )

Ainsi la solution générale de ’équation (E3) est donnée par :

R
Y = Ynom + ypart - (Cl + 021,)6333 ‘|’ (E + E)e?w ) C1, C2 S R
3 42
= (01+CQI’+E+E)€3$ 5 C1, C2 GR
2)y" — 4y +4y =Tsinz —cosx  (E»)
e [’équation homogéne associée & (Es) est :
y' =4y +4y =0 (En)
L’équation caractéristique de (Ey) est :
N —4N+4=0 (E¢)

L’équation (E.) admet une solution réelle double : 2.
Ainsi la solution générale yy,,, de ’équation différentielle (Ey,) est donnée
par :

2
Ynhom = (€1 + c2x)e™®, ¢, co € R.

e Comme =i ne sont pas des solutions de I’équation caractéristique (E.),

alors la solution particuliére y,q,+ de (E3) est cherchée sous la forme :
Ypart = G COST + bsinx,

oll a et b sont des constantes a déterminer.

On a alors :
Ypart = HWoart + Hpare = (4a + 3b) sinx + (3a — 4b) cos x.
Pour que y,q+ s0it une solution de (Es), il suffit que :

da+3b= 7 a= 1
=

3a—4b= -1 b= 1
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D’ou
Ypart = COST + Sin T,
Ainsi la solution générale de ’équation (E3) est donnée par :
Y = Yhom t Ypart = (c1 + CQ$)€2I 4+ cosx+sinx , cq, ca €R.
3Ny +9y=xcosx (Es)
e L’équation homogeéne associée & (E3) est :
¥ +9y =0 (En)
L’équation caractéristique de (Ey) est :
N +9=0 (E)

L’équation (E.) admet deux solutions complexes conjuguées : £3i.
Ainsi la solution générale yy,,, de ’équation différentielle (Ey,) est donnée
par :

Yhom = C1 €COS 3T + o sindx, cq, cs € R.

e Comme =i ne sont pas des solutions de I’équation caractéristique (E.),

alors la solution particuliére y,q,+ de (E3) est cherchée sous la forme :
Ypart = (ax + b) cosx + (cx + d) sinz,

ol a, b, c et d sont des constantes a déterminer.

On a alors :
Ypart + Wpart = (8ax + 8b 4 2¢) cos x + (8cx — 2a + 8d)) sin x.

Pour que y,q¢ soit une solution de (Es), il suffit que :

(

_ _ 1
8a= 1 a= 3
8b+2c= 0 b= 0
=
8c= 0 c= 0
_ _ 1
\ —2a+8d= 0 L b= 33
D’ou
1 4 .
art = =& COST + — SinT,
Ypart = 3 32
Ainsi la solution générale de ’équation (FE2) est donnée par :
1 1
Y = Yhom T Ypart = C1 COS 3T+Cy SiN 3:c—|—§x cos x+3—2 sinx , ¢, cy €R,

Dy +y=¢€" (Ey)
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e L’équation homogeéne associée & (E,) est :
y' +y=0 (En)
[’équation caractéristique de (Ey,) est :
M4+1=0 (E.)

L’équation (E.) admet deux solutions complexes conjuguées : +i.
Ainsi la solution générale yj,,, de ’équation différentielle (Ey,) est donnée
par :

Yhom = C1 COSXT + Cy Sinx, c1, o € R.

e Une solution particuliére de (E3) , évidente, est :

1 x
Ypart = 56 .

Ainsi la solution générale de ’équation (Fy) est donnée par :

. 1
Y = Yhom + Ypart = €1 COST + Cy Sinx + 5636, c1, c3 € R.

Exercice 5 : L’équation différentielle (E) :¢" +y = est une équation

CcCos T
du second ordre, a coefficients constants.

[’équation homogéne associée a (E) est :
y'+y=0 (En)
L’équation caractéristique de (Ey) est :
N4+1=0 (Ec)

L’équation (E.) admet deux solutions complexes conjuguée : +i et —i.

Ainsi la solution générale yp,,, de I'équation différentielle (Ey,) est donnée par :
Yhom = C1COS X + casinx, c¢1co € R.

On cherche une solution particuliére de I’équation avec second membre sous la
forme :

Ypart = C1(x)cos & + co(x)sinx

ou cette fois ¢1(x), co(x) sont des fonctions & trouver et qui vérifient (S) :

() Ay +chya = 0 done decosx+cysine = 0
1

/! /o /o / o 1
Ay +cyys = L f(x) —c sinx + ¢y cos T =

cosx
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En multipliant la premiére ligne par sin x et la seconde par cosx, on obtient

cicoszsine + cy (sinz)> = 0

/ ; / 2 _
—C1 COSTSINT + ¢y (cosT)* = ——

Donc par somme ¢, = 1, ainsi ¢ = z, et la premiére ligne des équations devient
df = =222 donc ¢ = In (cos z).

CcosT
D’ou

Ypart = I (cos x)cos x + x sinx

Ainsi la solution générale de 'équation (E) est donnée par :

Y = Yhom + Ypart = €1€0S T + casinx + In (cosx)cosx + x sinx, ¢, ca € R.
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Chapitre 5

Les fonctions a plusieurs variables

5.1 Rappel sur la topologie de R"
Définition 5.1.1. On appelle norme sur R™ toute application :
|l : R* x R® — R

vérifiant les propriétés suivantes :
1. Ve eR": ||z|| =0<«=z=0.
2. Vr e R", VA e R: || Az| = |A|]|z]]
3. V(ey) € R xR : [z +y]l < 2 + Iyl

Exemple 5.1.1. En posant, pour tout v = (21, ...,z,) € R", ||z]| = /> i, 27

on définit une norme, appelée norme euclidienne sur R™.

Définition 5.1.2.

e La boule ouverte de centre a € R" et de rayon r > 0, notée B(a,r), est

lensemble suivant :
B(a,r)={z eR": ||z —al <7}

e La boule fermée de centre a € R™ et de rayon r > 0, notée Bf(a,r), est

l’ensemble suivant :

Bi(a,r) ={z eR": |z —a| <7}

87



o Soient V une partie de R™ et a € V. On dit que V' est un voisinage de a,
st V' contient une boule ouverte centrée en a. L’ensemble des voisinages

de a est noté V(a).

VeV(a) < Ir>0, Bla,r) C V.

5.2 Limite, continuité et dérivées partielles d’une

fonction

Définition 5.2.1 (Fonction de plusieurs variables).
o Une fonction [ de R™ et a valeurs réelles fait correspondre & tout point
r = (T1,%,....,x,) de R™ au plus un réel f(x).
o Le domaine de définition de f est ’ensemble Dy C R" des points x =
(1,9, ..., T,) qui ont une image par f.
Exemple 5.2.1. Déterminer et représenter le domaine de définition de la
fonction f: R* — R définie par f(x,y) = In(x — y?).
Ona:

Dy = {(x,y) € R?| x—9¢° >0} = {(x,y) € R?| 42 <x}

5.2.1 Limites des fonctions a plusieurs variables

Définition 5.2.2. Soit f une fonction f: U C R® — R définie au voisinage

de xo € R", sauf peut-étre en xy.

e La fonction f admet pour limite le réel { lorsque x tend vers xy i
Ve>030>0VeelU 0<|z—x] <0=|f(x)—{| <e¢

On écrit alors

lim f(z) =0 ou f(x) — ¢

Tr—xT0 Tr—xTQ
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e On dit que f tend vers +o0o quand x tend vers g, et on lécrit lim f(z) =
T—TQ

400, St :
VA>036>0VeelU 0<|lz—x| <éd=|f(z) > A

e On définirait de méme lim f(x) = —oo par :
T—T0

VA<030>0VeelU O0<|z—azf <d=|f(z)|< A

Proposition 5.2.1 (Opérations sur les limites ). Soient f, g : R" — R deuz

fonctions admettent des limites en xqy. Alors on a :

lim (f +g) = lim f+ limg lim (fg) = hmf>< lim g
Tr—xQ T—T0 Tr—T0 T—T0

Tr—xQ T—T0
11 Cp
lim — = — lim = = =
g g mg -l

Théoréme 5.2.1. Soient f, g, h trois fonctions définies dans un voisinage U
de oy € R™.

e Si pour tout x € U, on a f(z) < h(x) < g(x),

e ¢t lim f= limg=~/.

Tr—xQ T—T0
Alors h admet une limite en xo et lim h = /.
T—T0
Proposition 5.2.2. Soit f : R® — R une fonction définie au voisinage de

xo € R™, sauf peut étre en xy.

e Si lim f(x) = ¢, alors la restriction de f a toute courbe passant par g
T—rT0

admet une limite en xq et cette limite est (.

e Par contraposée, si les restrictions de f a deux courbes passant par x
ont des limites différentes au point xq, alors f n’admet pas de limite au
point q.

2

Exemple 5.2.2. On veut calculer  lim 2+y
(29)—(0,0) " FY*

La fonction f(z,y) = zz;zz est définie sur R?\ {(0,0)}, et on a :
22 2
li =lim— =1 et i = lim—- = —1.
(@0)>(00) fly) =z =1 ¢ (=, y)lg%oo floy) = ylg% Y
y=0 =0

Comme les restrictions de f & deux courbes continues passant par (0,0)

donnent deux limites différents, on conclut que la ( l)irrzo 0)f(:v, y) n'existe pas.
x?y _> b
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Proposition 5.2.3.

o Sl existe { € R et une fonction r — @(r) telle que au voisinage de
(a,b) on a
[f(a+rcosd, b+rsind) -l <p(r) —0,
r—

alors

lim x,y) = L.
(w,y)ﬁ(a,b)f( 2

o Sil existe une fonction r— (1) telle que au voisinage de (a,b) on a
|f(a+7rcosb, b+rsind) — L] > (r) —3 Too
T
alors la limite  lim  f(x,y) n’existe pas.

(z,y)—(a,b)

Exemple 5.2.3. O t calcul li =
xemp n veut calculer (w)lir%w) ——
. o x L . 2
La fonction f(z,y) = zTy—&—yQ est définie sur R\ {(0,0)}.

On pose x =rcosf ety =rsinf pourr >0 et 0 € [0,2x]; on obtient

rcos 6 sin 6 , ro
f(x(r,0),y(r,0)) = N el = rcosfsinf = 58”1(29).

Comme |sin(20)| < 1, alors | f(z,y)| < 5 — 0 indépendamment de 0, donc
r—

lim x,y) = 0.
(l’vy)—>(070)f< v)

5.2.2 Continuité d’une fonction a plusieurs variables

Définition 5.2.3.
e f:UCR" — R est continue en un point xo € U si lim f(z) = f(xo).
T—T0
o [ est continue sur U si [ est continue en tout point de U.

Théoréme 5.2.2. 5i f et g deux fonctions continues en xy. Alors :
e la fonction f + g est continue en xg,

o de méme fg et f/g (avec g(x) # 0 sur un voisinage de xqy) sont conti-

nues en Iy,
e si h: R — R est continue, alors ho f est continue en xy.
Exemples 5.2.1. 1. f(z,y) = 2®> + y*> + 32y — x est continue dans R?
(polynome du second degré & deux variables).

2. g(z,y) = In(2*+y)+4 est continue dans D = {(z,y) € R?*| 2? +y > 0}

comme somme du logarithme d’un polynome et d’une constante.
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5.2.3 Dérivées partielles

Définition 5.2.4. Soit f : Dy C R" — RP. Etant donné a = (a1, as, ...,a,) €

Dy, les fonctions partielles de f en a sont
foi : R—RF t+— f(ar,....,a;_1,t,Qix1,...;an), T € {1,...,n}.
L’ensemble de définition de f,; est :
Dy, ={t e R| (a1,...,ai—1,t, 0541, ...,an) € Dy}.
f est supposée définie sur U ouvert de R".

Définition 5.2.5. Soita € U eti € {1,...,n}, on appelle i dérivée partielle

de f en a, lorsqu’elle existe, la dérivée de la fonction partielle f,,; en a;.
On la note D;f(a) ou aa—zc(a).

(CL) _ limf<a1a ey @51, Q4 + t) Qig1y ey an) - f(ala cony Ay ey an) ‘

Qxi t—0 t
Exemple 5.2.4. La fonction f : R> — R définie par f(z,y) = cos(xy) admet
des dérivées partielles par rapport auzx variables x et y en tout (z,y) de R? et

on a

of, :
O () = —ysin(ay), Vix,y) € R
et 5
a—£<x7y> — _asin(zy), V(a,y) € R.

Définition 5.2.6. Soit f : U — R une fonction dont la dérivée partielle par

rapport 4 x; existe en tout point de U. Alors, la fonction

of of

. U —R, ar— 8xi(a)

est appelée la dérivée partielle de [ par rapport a x;.

Définition 5.2.7. Soit f : U — R une fonction dont les n dérivées partielles

of of .
Y ek

existent. Alors, la fonction Vf : U —— R™ définie par

U — R,

0 0
Vi(xy,.yxy) = (8_ai(x1’ ey L)y e %(xl, ,xn)>

est appelé le gradient de f.
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Proposition 5.2.4. Soit f : U —— R une fonction dont les n dérivées par-

tielles
o of
9 D

existent et sont continues en a. Alors, la fonction f est aussi continue en a.

U— R,

Définition 5.2.8. Soit U C R™ un ouwvert. Une fonction f: U —— R est dite

de classe Ct sur U si les n fonctions
of of.
Ox, " Ox,

existent et sont continues.

U— R,

D’aprés la proposition précédente, toute fonction de classe C! est continue.

Dérivées partielles d’ordre supérieur

e Soit f: U C R® — R une fonction admettant sur U une dérivée partielle
par rapport a xy. Si la fonction % : U — R admet une dérivée partielle

par rapport a x,, on aura la nouvelle fonction

0 f of ( of
= U — R.
Ox,0x, Oz, (8xk) v
e Dans le cas ol p = k, on écrit :
o*f _ f

Oxpdx,  Ox2

e Les fonctions
02 f
O0x,0x,
sont appelées les dérivées partielles secondes de la fonction f.

U —R

e On peut définir ainsi, lorsqu’elles existent, les dérivées partielles d’ordre ¢
de la fonction f. Par exemple, la dérivée partielle d’ordre ¢ de la fonction

f par rapport aux variables x;,, ..., z;, (prises dans cette ordre) sera notée

Définition 5.2.9. Soit U C R"™ un ouvert. On dit que f : U — R est de
classe C* sur U si toutes ses dérivées partielles jusqu’a 'ordre k ezistent et
sont continues sur U.

CO(U) désignant ’ensemble des fonctions continues sur U et C*(U) I’ensemble
des fonctions dont toutes les dérivées partielles successives existent et sont

continues sur U.
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Théoréme 5.2.3 (Théoréme de Schwarz). Soit f une application d’un ouvert
Of_ gp 2L

Ox,0p O0xpOxy,

U de R" dans R admettant des dérivées partielles secondes
ces fonctions sont continue en a € U, on a :
0 f 0 f

0z 0, (@) = O0z,0xy, @

5.3 Différentiabilité

Soit f : R® — R? de classe C! sur U ouvert de R”.

Définition 5.3.1. Pour tout a € U, on note df (a) Uapplication linéaire de R™
dans RP définie par :

df (a)(h) = Zn: of (a)h; pour tout h = (hy,...,h,) de R™.

— Oz,
=1
L’application df (a) est appelée différentielle de [ en a.

Théoréme 5.3.1. df (a) est l'unique application linéaire L de R"™ dans RP telle

que :
fla+h) = f(a) + L(h) + o(h) quand h tend vers 0, h € R".

Théoréme 5.3.2 (Linéarité de la différentiation). Soit f : R® — RP et
g:R" — R? de classe C' sur U, ouvert de R™. Alors, pour tout (a, 3) € R?
et tout a € U :

d(af + Bg)(a) = adf (a) + Bdg(a).
Définitions 5.3.1.

o Soit f:R" — RP de classe C* sur U, ouvert de R™. La matrice

0 0
8—£(x) anjl(x)
o o
a—g(x) %(1’)

est la matrice de df (x) et est appelée matrice jacobienne de f en x et se
note : Jp(x).

e On suppose n = p. Le déterminant de Jy(x) est appelé jacobien de f en
D(f1,f2,--sfn) (.’E)

z, on note D(z1,22,...,Tn)
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Exemple 5.3.1. 1) Soit f: R? — R? (r,0) — f(r,0) = (rcos0, rsinb).
- Vérifier que f est de classe C' sur R? puis calculer la matrice jacobienne et
le jacobien de f en (r,0).

2) Mémes questions pour :
fRP — R (r,0,7)— f(r,0,7) = (rcosycosf, rcosysinb, rsinvy).

e Dans les deux cas, on a affaire a des fonctions de classe C' puisque leurs

composantes sont de classe C'.

1) Premier exemple.

0 —rsind D
Iy = [0 T lgf;’f) — det (J;(r,0)) = 7.
sin@ rcosb (r,0)

2) Deuxiéme exemple.

cosycost —rcosvysint —rsinvycost

Jy(r,0,7) = | sinysin® rcosycos® —rsinysinf |,
s1n -y 0 7 COS 7Y
D(fr. fo. f3)

_ _ 2
D(r.0.7) = det (Jp(r,0,7)) = r*cos.

5.4 Intégrales double, triple

5.4.1 Intégrales double

Définition 5.4.1. On appelle intégrale d’une fonction f(x,y) de deuzr va-

riables, Uintégrale double de la fonction f(x,y) sur le domaine A et on note :

[[, fa,y)dxdy.
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Théoréme 5.4.1 (Théoréme de Fubini). Soit x — ¢
et x — d deuz fonctions continues sur [a,b] avec ¢ < d, ¥
notons A = {(z,y) e R? | a <z < betc(r) <y < dx)
d(x)}. Alors :

c(xhH

J[ tedody = [ b ( / :j) f(o:,y>dy> dr.

Si le domaine le permet, on peut permuter les roles de x ¥

d- e
et de y : soit y — a et y — b deux fonctions continues h

sur [c,d] avec a < b, notons A= {(z,y) e R? | e <y < Y-

deta(y) <xz<by)}. Alors : £ T :
X
a [ rb) a(y) b(y)
/ [z, y)dzdy =/ / [z y)dz | dy.
A ¢ a(y)
Exemple 5.4.1. Calculer
]_// dxdy
(x +y)3
z> 1
avec A défini par etx+y < 3.
y=> 1
Lorsque y est compris entre 1 et 2, le nombre z varie
de1a3—y. Donc
dad 2O d .
e = LU )
(z +y)3 1 1 (z+y) N
1 (2 1 17 |
T
2.1 Lx+y)2], T
S G it)
S i y 1
2/, \9 (1+y)?
1 2 1 1 2 [o] ! » X
e R 1 :
18 2 1+ Yl S
1
36

Corollaire 5.4.1. Une intégrale double de la forme ff[a bxled] f(z)g(y)dxdy

95



peut se calculer en séparant les variables :

[t = ([ st ([ )

Exemple 5.4.2. Soit A = [0,2] x [0,1]; on veut calculer lintégrale double
[J, xydzdy. On a
1

[[, xy dady = f02 fol xy drdy = (fOQxd:c) (folydy) = [%]z [%] =1.

0

Changement de variable dans une intégrale double :

. Tr = QO(U, U)
Supposons qu’on effectue le changement de variables
Yy = %U(% U)
Lorsque (z,y) varie dans le domaine A; (u,v) varie dans un domaine A’. On
9o Do
considére le déterminant de la matrice J = 2Z ZZ qu’on appelle matrice
ou  Ov

Jacobienne du changement de coordonnées.

On a:
/Af(x,y) ddy — //A Flu, v).|J| dudv.

Cas particuliers : Pour les coordonnées polaires

r= @(r,0) =a+rcosb
y= (r,0)=a+rsind

ou (r,0) € R% x [0, 2] sont les coordonnées du point (z,y) € R*\ {(a,b)}.

Exemple 5.4.3. Calculer [, 11;;12112;/2 ouD={(z,y) e R} 2> +y* <1etx>0}.

St on passe en coordonnées polaires on a :

D'={(r6) R, xRI0O<r<lel —T<f<I} N
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On doit alors calculer

x dxdy rcosf
//Dl+x2+y2 a //,1+r2rdrd9

= 2[r —arctanr];

— 2(1_E>:2_f
2

5.4.2 Intégrales triple

Principe f étant continue sur un domaine fermé et borné Q de R?, I'in-
tégrale triple I = [[[, f(z,y, z) dedydz se définit de fagon analogue aux inté-

grales doubles, et se calcule par intégrations successives.

Proposition 5.4.1 (Changement de variables). Soit (z,y,z) — f(z,y,2)
une fonction continue sur le domaine Q) fermé et borné, soit p, V¥ et & trois

bijections de Q de classe C!
(u,v,w) — (z = p(u,v,w), y = Y(u,v,w), z=E(u,v,w))

alors

[ stz vtz = [[[ ot .0, vt v.w), €u00)1) dudde
Q Q/
ol

do Bp D¢

ou v Ow
J=1% o o
ou Ov Ow
9 08 o8
ou ov  Ow

Exemple 5.4.4. On veut calculer [[[,(1 — 2yz) dedydz.

ot 2 est le cylindre plein de hauteur 3 et de base le disque
D={(z,y,2) eR®| 2*+¢y* <1, 2=0}.
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o On décrit explicitement € :

Q = {(z,y,2) eR’| 2 +y* <1, 0< 2 <3}
= {(az,y,z)eR3| re|[-1,1], ye [—\/1—$2,\/1—:1:2], ZG[O,?)]}.

e On a,

///Q(l—Qyz)dxdydz = /03

(1-— 2yz)dajdy> dz

[y — yQZ] _\1/% d:v) dz

Dy S S

[m — (=22 +V1I—22+ (1 - 332)2} dx) dz

3
= 3/ 2c08> t dt

= 3.

Changements de variables particuliers dans R?
1. Pour les coordonnées cylindriques
x =(r,0,z)=a+rcost

y =(r,0,z) =b+rsind
z =¢(r,0,z) =z,

ot (r,0,z) € R x [0,27[xR sont les coordonnées du point (z,y,2) €

R*\ {(0,0, 2)}.

Le jacobien du passage en coordonnées cylindriques est : |J| = r, donc

/// f(z,y, 2)dxdydz = // fla+rcosf,b+rsinb,z).rdrdddz
0 0%

2. Pour les coordonnées sphériques

x =p(r,v,0) =a+rcosycost
y =1(r,v,0) =b+rcosysind
z =§(r,7,0) =c+rsiny,
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ot (r,7,0) € R x[0,27[x[~7, 5[ sont les coordonnées du point (z,y, z) €
R\ {(0,0,0)}.
Le jacobien du passage en coordonnées sphériques est : |J| = r? cos~,

donc

/// f(z,y, 2)dxdydz = // fa+rcosycosl, b+rcosysinb, c+rsiny).r® cosy drddd
Q o

Exemple 5.4.5. Considérons a nouveau [[[,(1 — 2yz) dzdydz.

ot ) est le cylindre plein de hauteur 3 et de base le disque
D= {(:E,y,z) R 22 +¢y* <1, z= 0}.
e Fn coordonnées cylindriques, on a
Q={(r,0,2)| r€]0,1], 6 € [0,2x[, z € [0,3]}.

e On a,

///9(1 — 2y2) dedydz = /0 /01 (/0%7“(1 — 2z sme)cw) dr
- /03 dz /01 (0 + 22 cos )2 dr
Xy
J

= dz | (27 + 2rz — 2rz)dr
3 1
= dz 2mrdr
0
= 3r [7’2]
= 3.
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5.5 Enoncés des exercices

Exercice 1 : Dans chaque cas, déterminez et représentez le domaine de

définition des fonctions données.

VvV —y + 22 o) = In(y)

Exercice 2 : Soit f;R? — R la fonction définie par :

1) f(z,y) = 3) h(z,y) = In(x +y).

foyg) = | o @900
’ 0 si (z,9)=(0,0)

Est-elle continue sur R??
Exercice 3 : Soit D = [0, 1] x [0,2]. Calculer

621+y2
// Y dxdy.
p l1+e”
// (2z +y)* dady
D

ou D est le triangle de sommets O(0,0), A(1,0) et B(0,2).

Exercice 4 : Calculer
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5.6 Corrigés des exercices

Exercice 1 :
1) Dy ={(z,y) e R?*| y <2? et y > 0}
L ¥ g

! X

2) Dy ={(z,y) €R* y >0 et x>y}

3) Dy = {(z,y) € R?| y > —x}

Exercice 2 :
On a :

z3 +y3

e La fonction (z,y) — %1% est continue sur R?\{(0,0)} comme quotient

24y

de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

e Posons : x = rcosf, y = rsinf; alors f(r,0) = r(cos®0 + sin0) et

comme |f(r,0)] < |2r| — 0, on en déduit que hH(l)f(?“, 0) = 0 indépen-
r— r—

damment de 6, donc lim f(z,y) = 0.
(,y)—0

Ainsi f est continue sur R2.
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Exercice 3 :

2x4y2 1 z\2 2
// ye dedy = / (<") dx/ yedey
p l4e® o 1+e® 0
© ot S
= —dt/ ye’ dy
0

1+t
ey2]2
2
0

- %(6—1—[71(1;6))(64—1).

= [t—In(1+t)]

Exercice 4 :

On a: yup =2 —2x.
Lorsque x est compris entre 0 et 1, le nombre y varie

de 0 a2 —2z. Donc

//D(zx+y)2 drdy = /01 (/OZZx(2x+y)2dy> dr |
-/ ({M} ) o |
0 3 y=0

3) dx

O\H
—
|
&
o)

[ —
8
|
| 8
S
| I
o =
=]

Wl o WwWloo wlo

7N

—_

|

B~ =
~

Il

B
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q§ Résumé: b]
Ce polycopié de <<Mathématiques 1l >> est destiné surtout aux étudiants de H

J premiére année sciences et techniques. Il peut aussi étre utilement utilisé par les b
¢tudiants d’autres paliers aussi bien en Mathématiques et informatique ou autre. PI
Ce polycopié concernant les mathématiques genérales, est composé de 5 chapitres: I\I

1. Matrices et déterminants. 2. Systéme d'équations linéaires. 3. Les intégrales. 4. Les [
| équations différentielles. 5. Les fonctions a plusieurs variables. Il comporte des bl
exercices resolus a la fin de chaque chapitre. Les solutions sont detaillées et permette
a I’étudiant de compléter sa compréhension du cours et faire soit méme son
évaluation.

Mots-clés: Matrice, Equations linéaires, Intégrale, Equations différentielles,
fonctions.
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