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Co-Directeur de thèse : Mohammed Amine GHEZZAR MCA NHSM, Alger

Année Universitaire : 2022 / 2023



Dédicaces
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à l’école Nationale Supérieure de Mathématiques, Mr Abdessamed
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4



Liste des Publications

Revues Internationales

1. Kamel BENYETTOU, Djillali BOUAGADA, Admissibility tests for multidimensional

singular fractional continuous-time models, Archives of Control Sciences, 32(3), (2022),

607-625, 10.24425/acs.2022.142851. (Catégorie A, Thomson reuters) .
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2021.

2. Kamel BENYETTOU, Djillali BOUAGADA, Les commandes MPPT : La commande
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1 Notions sur la dérivée conformable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Introduction

Ces dernières années, un énorme développement analytique pour les systèmes fractionnaires

uni et multidimensionnels a été accordé sous l’influence de la concurrence et des besoins de plus

en plus exigent en matière de qualité et performance. Le développement des mathématiques en

général a toujours été et continuera d’être nécessaire pour résoudre des problèmes de physique,

d’ingénierie, technologique et industriel. Cette thèse est due au développement croissant qu’a

connu la recherche fondamentale et approfondie dans divers domaines tels que ceux de l’analyse

numérique, de la théorie des systèmes multidimensionnels fractionnaires [19, 35, 62]. Cela nous

a conduit à mettre en oeuvre des méthodes et apprôches très complexes pour l’identification et

la commande des systèmes.

Un système dynamique fractionnaire décrit par une équation différentielle à dérivée non

entière d’ordre fractionnaire est un modèle qui évolue en fonction de la variable d’état et

l’ordre de dérivation. Cela peut être un modèle électrique, l’évolution spatio-temporelle des

réactions chimiques, le mouvement des planètes dans les systèmes solaires ou encore des modèles

de la dynamique de population pour la biologie, problèmes d’automatisation pour l’industrie

[34,35,38,40,42,45,46,63,64].

Dans ce cadre, plusieurs apprôches utilisant le calcul fractionnaire moyennant les dérivations

au sens de Riemann Liouville, Caputo, ou encore Grunwald-Letnikov ... [8,19,42,45]. Cependant,

les dérivés fractionnaires existants ne satisfont pas les propriétés utiles telles que la règle de

produit, la règle du quotient, par exemple, la définition de Caputo suppose que la fonction

est différentiable afin de pouvoir calculer la dérivée fractionnaire d’une fonction donnée, ce qui

est en pratique difficile à trouver dans les modèles obtenus par modélisation. Récemment, une

nouvelle définition d’une dérivée fractionnaire appelé ”la dérivée fractionnaire conformable”

introduite par Khalil et de Abdeljawad [16,17]. Les auteurs dans [16,17,34] ont montré que la

dérivée conformable satisfait la règle du produit, du quotient ainsi que les résultats similaires

au théorème de Rolle et le théorème de la valeur moyenne dans le calcul classique. Une vue

d’ensemble de ces systèmes est donnée dans [16, 17,19,34, 40,42,43], nos principales références

13



Introduction Introduction

pour cette théorie.

Au cours des dernières décennies, une attention considérable a été consacrée aux systèmes bi-

dimensionnels et multidimensionnels qui propage l’information en plusieurs directions indépendantes,

ces modèles ont attiré de nombreux chercheurs [35,40,41,45,48,51,53].

L’analyse de la stabilité des systèmes linéaires bidimensionnels est un sujet qui est étudié

depuis plus de deux décennies. Il s’inscrit dans un vaste champ de recherches qui est l’ana-

lyse de la robustesse, et qui englobe plusieurs domaines relatifs aux sciences expérimentales

tel le traitement d’images, la biotechnologie, la géophysique ainsi que l’économie et la biolo-

gie. Néanmoins, la stabilité trouve ses principales applications dans la théorie de la commande

et l’automatique [37, 79]. Ainsi, en automatique, la synthèse d’une loi de commande se fait

généralement sur un modèle nominal simplifié qui ne prend pas en compte toute la complexité

du système. Des dynamiques sont négligées, comme celles qui se trouvent en dehors de la bande

passante du système asservi. Du fait de ces approximations, il est généralement nécessaire de

recourir à une analyse de robustesse ou à une analyse de stabilité des modèles, qui consiste

à établir si le système demeure stable malgré les variations attendues des paramètres. Ces

dernières années, de nombreux chercheurs ont donné un grand intérêt à l’étude de la classe des

systèmes multidimensionnels et à l’analyse de leur stabilité. Notons que la classe des systèmes

standards est très importante pour bien comprendre le comportement de la trajectoire d’état

du modèle considéré, notamment, la stabilité asymptotique et structurelle ; contrairement à la

classe des modèles singuliers, la détermination et la localisation des valeurs propres est insuffi-

sante pour caractériser la stabilité, d’autres tests et propriétés doivent être cherché et vérifié.

Nous signalons que très peu de recherches traitent les problèmes de stabilité asymptotique et

d’analyse des systèmes multidimensionnels fractionnaires singuliers. Comme préalable par rap-

port à l’étude des différentes méthodes d’analyse de la stabilité qui sont développées dans notre

thèse, il convient d’expliciter les outils nécessaires à sa réalisation, ainsi, nous consacrerons

un volet important à l’exposé de ces derniers. Pour toutes ces raisons, nous nous intéressons

dans ce projet de thèse à l’utilisation du formalisme LMIs (Inégalités Matricielles Linéaires),

lesquelles ont été développées, notamment par A. Lyapunov, dans un esprit de recherche de

stabilité d’équations différentielles. Puis nous notons que sur la base de décomposition, par-

titionnement (Schur), et de réduction d’une LMI à contraintes multiples en une LMI à une

seule contrainte, une approche unifiée est présentée pour l’analyse de problèmes de commande,

tout en préservant l’esprit d’efficacité et de réalisabilité de la résolution de problèmes. Au cours

des dernières années, la recherche s’est concentrée sur la reformulation du LMI en un problème

d’optimisation convexe, donnant la possibilité d’une résolution numérique, si l’approche analy-

tique n’est pas réalisable.

Nous apportons aussi, les outils nécessaires, pour situer tout l’environnement où peut se
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développer le concept des LMIs, pour se faire nous nous basons sur les références suivantes

[38–40,43,44,51,74,84,93].

Nous mentionnons à titre historique que dans les années 1940 - 1950 Lur’e Postnikov a

appliqué les méthodes de Lyapunov à certains problèmes pratiques dans l’ingénierie et la théorie

de contrôle, en particulier, le problème de la stabilité d’un système de contrôle avec une non

linéarité dans l’actionneur. Des critères de stabilité en forme de LMIs ont été dérivés. Ces

inégalités ont été réduites à des inégalités polynomiales qui ont ensuite été résolue à la main

pour des systèmes de petites dimensions. Suite à ça, ses travaux ont été publiés dans un livre [76].

Le rôle important des LMIs dans la théorie du contrôle était déjà reconnu au début des

années 60, en particulier par Yakubovich [73–75] en 1962 où il a publié son travail ”La solution

de certaines inégalités matricielles dans la théorie du contrôle et l’automatique”.

Récemment une nouvelle classe de systèmes à deux dynamiques a été introduite par de

nombreux chercheurs [8, 18, 45, 88, 92, 93]. On en parle d’une modélisation rigoureuse de pro-

cessus réels qui conduit souvent à écrire des équations aux dérivées partielles. Lorsque celles-ci

sont linéaires, une description par des modèles à plusieurs dynamiques est toujours possible

et cela mène à des modèles singuliers. Notons dans ce cadre que la modélisation est à priori

continue mais les approximations sont plutôt discrètes. On peut aussi envisager des cas hybrides

continus/discrets.

Cette classe de systèmes 2D a été étudié pour la première fois dans les années 1970, afin

de traiter certains problèmes importants dans les applications de filtrage de données (dans les

articles fondateurs de Fornasini-Marchisini [8, 88]). Leur utilité fut rapidement appréciée, en

trouvant rapidement des applications dans le traitement d’images numériques [13, 31, 64, 92],

dans la modélisation d’équations différentielles [52, 53] comme l’équation de Darboux utilisée

dans la modélisation des gaz, absorption, chauffage par jet d’eau, séchage à l’air, etc. [10, 31,

35, 45, 46]. La littérature sur les systèmes (2-D) et les systèmes multidimensionnels en général

est aujourd’hui assez riche. Cependant plusieurs classes de systèmes ont été négligées dans la

littérature en raison de leurs difficultés inhérentes, en particulier les systèmes avec contraintes

sur les variables, avec des retards, ou avec des non-linéarités. Dans les dernières décennies, un

intérêt croissant pour les systèmes bidimensionnels fractionnaires est vite observé, ce sont des

sujets à contraintes de positivité sur les variables dynamiques. Ces systèmes positifs doivent

avoir pour des conditions initiales non négatives, des variables d’états non négatifs. Ils ont été

étudiés par plusieurs auteurs [8, 19, 51,93].

Notre travail est structuré comme suit : Dans le premier chapitre, la première partie consiste

à rappeler les notions de bases d’algèbre linéaire et matricielle, tel que : le produit de Kro-

necker et ses propriétés, les matrices positives, matrices de Metzler, l’inverse généralisé, la

décomposition en valeur singulière ainsi que la décomposition de Weierstrass et les inégalités
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matricielle linéaires, ensuite dans la deuxième partie nous rappelons la notion de dérivation frac-

tionnaire au sens de Caputo à partir des références suivantes [8,18,34,40,45,47,51,60,61]. Dans

le deuxième chapitre nous exposons quelques notions et définitions de la dérivée fractionnaire

conformable avec toutes ses propriétés et applications, puis nous étudions en deuxième section

le problème de solvabilité d’un système à temps continu fractionnaire linéaire singulier confor-

mable en utilisant la décomposition de Weierstrass et l’inverse généralisé, nous avons établies

par la suite de nouveaux critères de contrôlabilité par l’utilisation de la matrice Grammienne

dans le cas d’une dérivée fractionnaire conformable pour résoudre le problème de l’énergie mi-

nimale, cette partie est achevée par la formulation d’un problème de représentation d’état et la

formule de fonction de transfert donnée pour le cas d’un système standard. Dans la quatrième

section, la première partie traite le problème de solvabilité des systèmes bidimensionnels à temps

continu-discret (hybrides), dans la deuxième et la troisième partie nous abordons la solution

d’un système fractionnaire de Fornasini-Marchesini par la double transformée de Laplace et de

Sumudu tout en se basant sur les références [8, 9, 15–17, 34]. Dans la dernière partie de cette

section, nous avons généralisée les résultats obtenus par D. Bouagada et P. Van Dooren [42]

où nous avons étendu les résultats de la Delta-Kronecker et des matrices de transition pour

pouvoir résoudre un nouveau système fractionnaire singulier (au sens de Caputo) pour le cas

bidimensionnel.

Le troisième chapitre est divisé en trois parties. La première comporte une partie qui analyse

l’impact de la discrétisation sur la positivité des systèmes 1D fractionnaires conformables en pro-

posant de nouveaux critères pour la préservation de la positivité. Dans la deuxième section nous

introduisons une classe générale de systèmes hybrides bidimensionnels fractionnaires confor-

mables (continu-discret), ensuite nous proposons la solution avec les conditions nécessaires et

suffisantes de la positivité pour ce type de modèles pour pouvoir traiter le problème d’énergie

minimale.

Le quatrième chapitre sera donc consacré à l’étude d’une nouvelle classe des systèmes de

Roesser fractionnaires singuliers multidimensionnels dD où d ≥ 2, nous développons des condi-

tions nécessaires et suffisantes de stabilité et d’admissibilité pour cette classe de systèmes par

l’approche basée sur le produit de Kronecker et les LMIs.
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Chapitre 1
Notions de Bases et Préliminaires

Nous présentons dans ce premier chapitre un aperçu des notions de base de l’algèbre linéaire

et de la théorie des matrices positives, de Metzler, la notion d’inverse généralisé, le Produit de

Kronecker, ainsi que les inégalités matricielles linéaires tout en se basant sur les références

[18, 34, 40, 41, 43, 50, 60, 76]. Nous exposerons également des concepts et des outils importants

tels que la théorie des équations différentielles ordinaires et fractionnaires et la théorie du

contrôle [8, 17,19,30,31,45,46,54].

1 Notions sur la théorie des matrices

Nous présentons les définitions de quelques types de matrices particulières.

Définition 1.1. [34] Une matrice A = [aij] de Metzler est une matrice dans laquelle toutes les

composantes hors diagonale sont positives. Autrement dit : aij ≥ 0 pour i 6= j , i, j = 1, .....n.

Définition 1.2. [51] On dit que A est une matrice non-négative si ∀i = 1, n ∀j = 1,m : aij ≥
0, autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives. Une telle matrice est notée A ≥ 0 ou

A ∈ Rn×m+ .

Définition 1.3. [51] On dit que A est une matrice positive si A est non-négative et ∃k =

1, n ,∃l = 1,m : akl > 0, i.e.. toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins une entrée

strictement positive. Nous noterons une telle matrice A > 0.

Définition 1.4. [18]

1. Un vecteur est dit monomial si l’une de ses composantes est positive et les autres nulles.

2. Une matrice monomiale est une matrice n × n dont les colonnes sont monomiales et

linéairement indépendants.
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Théorème 1.1. [18] Théorème de Weierstrass : Cas d’un faisceau régulier

Tout faisceau régulier A + λB peut être réduit en une forme quasi-diagonale canonique

(strictement équivalente)



J + λI

Nµ1

Nµ2

Nµs


où la forme normale du premier bloc diagonal J + λI est détèrminée par les diviseurs

élémentaires finis d’une façon unique et les ’s’ derniers blocs diagonaux correspondent aux

diviseurs élémentaires infinis µ1, ......µs avec :

Nµ1 = Iµ1 +Hµ1 =


1 0 .. 0

.. 1 0

..

0 .. . 1

+


0 1 0 ..

.. 0 1

.. 1

0 .. . 0



=


1 1 0 0

.. 1 1

0 .. 1

0 .. 0 1


On appelle diviseur élémentaire toute puissance q d’un nombre premier intervenant dans la

décomposition d’un invariant d de G en produit de facteurs premiers. La théorie des diviseurs

élémentaires est due entièrement à M. Weierstrass [18,54,96]. Nous utilisons cette notion pour

décomposer un système singulier en deux sous-systèmes équivalents.

Exemple 1.1. Dans ce qui suit nous présentons quelques types de matrices particulières

1. La matrice A suivante est une matrice de Metzler

A =


−2 5 8 9

3 0 6 0

6 4 −3 3

9 1 2 4

 (1.1)
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2. La matrice B suivante est une matrice positive

B =


2 5 7 9

6 0 6 0

8 3 2 2

9 1 0 0

 (1.2)

3. La matrice C suivante est une matrice monomiale

C =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

 (1.3)

Définition 1.5. [4] Soit A une matrice de taille m× n ie : A ∈ Rm×n. Il existe deux matrices

orthogonales U ∈ Rm×m, V ∈ Rn×n telles que :

A = USV T

S =

(
D 0

0 0

)
, D = diag(σ1, σ2, ....., σk)

et UUT = UTU = I

V V T = V TV = I

avec k = rank(A) et les σi sont les valeurs singulières de la matrice A telles que σ1 ≥ σ2 ≥
... ≥ σk ≥ 0.

Où,

1. Les valeurs singulières sont les racines carrées des valeurs propres de ATA ou AAT .

2. U est la matrice des vecteurs propres de ATA.

3. V est la matrice des vecteurs propres de AAT .

Théorème 1.2. [43] Soit A une matrice de taille m×n de rang r ainsi que sa décomposition

en valeurs singulières A = USV T . La matrice A+ = V S+UT est appelée la matrice pseudo

inverse ou l’inverse généralisée de Moore-Penrose de la matrice A, où S+ est définie par,

S+ =

(
D−1 0

0 0

)
, D−1 = diag(

1

σ1

,
1

σ2

, · · · , 1

σk
)

Avec,

1. A+A = Ik (matrice identité de rang r ).

2. Si rg(A) = n < m, alors A+ =
(
ATA

)−1
AT .
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3. Si rg(A) = n = m, At = A−1.

Proposition 1.1. [44] L’inverse généralisée de Moore-Penrose d’une matrice A noté A+

possède les propriétés suivantes,

AA+A = A

A+AA+ = A+

AA+ = (AA+)∗

(A+A) = (A+A)∗

Définition 1.6. [60]Le produit de Kronecker de deux matrices A ∈ Mmn et B ∈ Mpq est la

matrice A⊗B définie par :

A⊗B =



a11B a12B .. .. a1nB

a21B a22B .. .. a2nB

.. .. .. .. ..

.. .. .. .. ..

am1B am2B .. .. amnB


∈Mmn×pq

Proposition 1.2. [40] Le produit de Kronecker possède les propriétés suivantes : Soient A ∈
Mm1,n1 , B ∈Mm2,n2 C ∈Mc,d et D ∈Me,f ,

1. Le produit de Kronecker est associatif c.à.d ,

(A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

2. Le produit de Kronecker est distributif par rapport à l’addition,

(A+B)⊗ (C +D) = (A⊗ C) + (A⊗D) + (B ⊗ C) + (B ⊗D)

3. Le produit de Kronecker est distributif par rapport au produit c.à.d,

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC ⊗BD)

4. L’adjoint,

(A⊗B)∗ = (A∗ ⊗B∗)

5. Si A et B sont inversibles alors,

(A⊗B)−1 = (A−1 ⊗B−1)
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6. Si m1 = n1 et m2 = n2 alors,

det(A⊗B) = (det(A))m1 .(det(B))n1

= det(B ⊗ A)

Pour plus de propriétés, nous orientons le lecteur vers les références [4, 47,51,60].

Définition 1.7. [51]

1. Une matrice A ∈ Rn×n est dite définie positive si et seulement toutes ses valeurs propres

sont positives, et on note A � 0.

2. Une matrice B ∈ Rn×n est dite définie négative si et seulement toutes ses valeurs propres

sont négatives, et on note B ≺ 0.

2 Aperçu sur les inégalités matricielles linéaires

Le terme inégalités matricielles linéaires ( en abréviation LMIs) est maintenant largement

employé dans la théorie de contrôle liée à l’analyse de la stabilité des systèmes dynamiques,

voir [4, 39, 76].

L’étude des LMIs est apparue autours des années 1890, lorsque Alexadar Lyapunov a

publié son ouvrage au début de ses travaux et propose une méthode analytique pour analyser

quelques propriétés du mouvement et la trajectoire d’état d’une certaine classe de système

dynamique [76]. Il a dans ce cadre montré que l’équation différentielle

x′ = Ax(t) (1.4)

est stable, si et seulement s’il existe une matrice P définie positive telle que

ATP + PA ≺ 0 (1.5)

La nécessité de P � 0, telle que ATP + PA ≺ 0 est solvable mène à la dite inégalité

matricielle de Lyapunov. Lyapunov a également montré que cette première LMI pouvait être

explicitement résolu.

Actuellement les LMIs jouent un rôle très intéressant dans les méthodes numériques et

analytiques modernes pour analyser la stabilité des systèmes linéaires. En automatique, par

exemple, de nombreux résultats trouvent leurs formulations en termes de LMI, ce formalisme

nous a donc permis de résoudre plusieurs problèmes qui n’avaient pas encore trouvé de solution

pour la contrôlabilité et la stabilité des systèmes dynamiques [40,48,51,75,76]. Cependant, nous

rappelons quelques définitions et notions de bases sur les LMIs.

21
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Définition 2.1. [51] Une inégalité matricielle linéaire notée LMI est une expression ( ou une

forme affine) sous forme d’une somme de matrices réelles, carrées et symétriques : Fi = F T
i ∈

Rn×n, i = 0, · · · ,m et x ∈ Rm telles que

F (x) = F0 +
m∑
i=1

xiFi � 0 (1.6)

L’inégalité (1.6) désigne que : F (x) est une matrice définie positive,

∀z ∈ Rn et z 6= 0 : zTF (x)z � 0

D’une manière équivalente, la valeur propre la plus petite de F (x) est positive. Les matrices

symétriques Fi sont fixées (connues) et x = [x1, x2 · · · , xm]T est un vecteur de valeurs inconnues

(variables de décisions).

Exemple 2.1. L’inégalité matricielle
x1 − 4 x1 + x2 −2

x1 + x2 x2 − 5 0

−2 0 x1

 � 0 (1.7)

est une LMI à deux variables x1, x2. On peut reformuler cette LMI de la manière suivante


−4 0 −2

0 −5 0

−2 0 0

+ x1


1 1 0

1 0 0

0 0 1

+ x2


0 1 0

1 1 0

0 0 0

 � 0 (1.8)

L’inégalité (1.6) est une contrainte convexe en x , ie : l’ensemble {x| F (x) � 0} est convexe.

cette LMI peut sembler avoir une forme affine particulière.

Définition 2.2. [51] Un ensemble Ψ est dit convexe si et seulement si pour toutes paire

(x1, x2) ∈ Ψ et 0 < α < 1 alors,

(αx1 + (1− α)x2) ∈ Ψ (1.9)

Définition 2.3. [40] Soit g est une fonction telle que g : Rn → R. La fonction g est dite

convexe si et seulement si pour toute paire (x1, x2) ∈ Rn et 0 < α < 1 on a ,

g (αx1 + (1− α)x2) ≤ αg(x1) + (1− α)g(x2) (1.10)

autrement dit, Une fonction est convexe si et seulement si sa courbe représentative est au

dessous de ces cordes.
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3 Notions sur le calcul fractionnaire et application

Le calcul fractionnaire est une branche de l’analyse mathématique qui étudie les différentes

possibilités de définir des puissances de nombres réels ou complexes de l’opérateur de différenciation

Dα ou Tα d’ordre α, et de l’opérateur d’intégration Iα, Jα et de développer un calcul qui

généralise l’opérateur classique.

Des exemples réels en pratique illustrent l’applicabilité d’une dérivée fractionnaire, dans la

littérature comme [70] les auteurs décrivent le comportement statique des systèmes complexes

et montrent comment le calcul fractionnaire peut être utilisé pour modéliser ce comportement

en démontrant le lien profond entre les dérivées fractionnaires et la géométrie fractale. Il est

à noter que dans la modélisation de systèmes thermodynamiques chaotiques, il est nécessaire

d’utiliser des opérateurs fractals car la séparation des échelles de temps de la physique classique

n’est plus valide.

Définition 3.1. [45]La fonction définie par l’intégrale suivante

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt, Re(x) ≥ 0 (1.11)

est appelée la fonction gamma, elle vérifie la propriété : Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Définition 3.2. [19] Une fonction de la variable complexe z définie par

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kα + 1)
(1.12)

est appelée la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre.

Une extension de la fonction Mittag-Leffler à un paramètre est la fonction à deux paramètres.

Définition 3.3. [19] Une fonction de la variable complexe z définie par

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kα + β)
(1.13)

est appelée la fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres.

Définition 3.4. [51] Soit f ∈ C[a, b] et α ∈ R+, alors l’intégrale Iαf(x) défini par :

Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1f(t)dt (1.14)

est appelée intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α.

Définition 3.5. [8] La dérivation au sens de Caputo
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Soit f une fonction de classe Cn [a; b] , n− 1 < α ≤ n avec n ∈ N∗.

La dérivée fractionnaire de la fonction f au sens de Caputo est définie par :

Dαf(t) = In−αDnf(x)

=
1

Γ (n− α)

∫ t

0

(t− τ)n−1−α f (n)(τ)dτ

Définition 3.6. [45] La transformée de Laplace d’une fonction f d’une variable réelle t ≥ 0,

est la fonction Fde la variable complexe s (Re(s) > 0) telle que,

L(f(t)) := F (s) =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt (1.15)

Définition 3.7. [19] La fonction à temps continu définie par

f1(t) ∗ f2(t) =

∫ t

0

f1(t− τ)f2(τ)dτ (1.16)

est appelée la convolution des fonctions en temps continus de f1(t) et f2(t).

Théorème 3.1. [45] Le théorème de convolution

Si

F1(s) = L [f1(t)] , F2(s) = L [f2(t)] (1.17)

Alors,

L

[∫ t

0

f1(t− τ)f2(τ)dτ

]
= F1(s)F2(s) (1.18)

Théorème 3.2. [42]La transformée de Laplace de la dérivée de f au sens de Caputo est :

L(Dαf(t)) = sαF (s)−
n∑
k=1

sα−kf (k−1)(0)

= sαF (s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0)

Théorème 3.3. [42] La transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre α fractionnaire a la

forme

L [Iαf(t)] =
F (s)

sα
(1.19)

Proposition 3.1. [19] La transformée de Laplace inverse de l’expression sαF (s) pour α > 0

est définie par,

L−1 [sαF (s)] = Dαf(t) +
n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k − α + 1)
f (k)

(
0+
)

(1.20)
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Théorème 3.4. [19] Soit le système fractionnaire linéaire en temps continu décrit par les

équations,

Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t), 0 < α < 1

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(1.21)

où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rp sont des vecteurs d’états, d’entrées et de sorties respecti-

vement, et A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n, D ∈ Rp×m.

La solution du système fractionnaire d’ordre α : 0 < α ≤ 1 (1.21) est de la forme,

x(t) = Φ0(t)x0 +

∫ t

0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ, x(0) = x0 ∈ Rn (1.22)

Où,

Φ0(t) = Eα (Atα) =
∞∑
k=0

Aktkα

Γ(kα + 1)

Φ(t) =
∞∑
k=0

Akt(k+1)α−1

Γ[(k + 1)α]

(1.23)

et Eα (Atα) est la fonction de Mittag-Leffler, Γ(x) est la fonction gamma.

Pour le cas particulier α = 1 on obtient,

Φ(t) =
∞∑
k=0

Aktk

Γ[(k + 1)]
= eAt (1.24)

Exemple 3.1. Pour trouver la solution de l’équation (1.21) avec 0 < α ≤ 1 et les matrices,

A =

[
0 1

0 0

]
, B =

[
0

1

]
, x0 =

[
1

1

]
, u(t) = 1 (1.25)

Par utilisation des formules (1.22) et (1.23) on trouve

Φ0(t) =
∞∑
k=0

Aktkα

Γ(kα + 1)
= I2 +

Atα

Γ(α + 1)

Φ(t) =
∞∑
k=0

Akt(k+1)α−1

Γ[(k + 1)α]
= I2

tα−1

Γ(α)
+ A

t2α−1

Γ(2α)

(1.26)

25
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x(t) = x0 +
Ax0t

α

Γ(α + 1)
+

∫ t

0

[
B

Γ(α)
(t− τ)α−1 +

AB

Γ(2α)
(t− τ)2α−1

]
dτ

= x0 +
Ax0t

α

Γ(α + 1)
+

Btα

Γ(α + 1)
+

ABt2α

Γ(2α + 1)

=

[
1 + tα

Γ(α+1)
+ t2α

Γ(2α+1)

1 + tα

Γ(α+1)

] (1.27)

La représentation graphique de la trajectoire d’état x(t) pour α = 0.7 est
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Figure 1.1 – La trajectoire d’état des variables x1(t) et x2(t)

4 Applications : Équation de la chaleur fractionnaire

Dans le domaine des mathématiques et physique appliquée, l’équation de la chaleur est

une équation parabolique (aux dérivées partielles), elle est utilisée pour décrire la conduction
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thermique qui représente le déplacement de l’énergie interne des parties chaudes d’un système

vers les parties froides. Cette équation est introduite pour la première fois en 1807 par Joseph

Fourier [78] après plusieurs expériences faites sur la propagation de la chaleur, suivies par la

lois de modélisation pour proposer un modèle mathématique qui représente l’évolution de la

température en utilisant la transformation de Fourier.

La propagation ou le déplacement de l’énergie se transfère par un mécanisme brownien de

photons et de porteurs de charges électriques (électrons ou trous). Une application de cette

équation apparâıt très souvent en physique sous le nom d’équation de diffusion, transfert par

rayonnement, l’équation de Schrödinger et à l’équation de Burgers [79,80].

Application 4.1. Dans cet exemple on considère le modèle fractionnaire de l’équation de la

chaleur unidimensionnel qui peut représenter le comportement (déplacement) de la chaleur dans

une barre métallique, ce phénomène physique peut se modéliser par l’équation suivante :

∂αv

∂tα
− x2

2

∂2v

∂x2
= 0, 0 < α ≤ 1, t ≥ 0 (1.28)

où ∂αv
∂tα

= Dα
t v(x, t) est la dérivée partielle fractionnaire au sens de Caputo de la fonction v(x, t)

par rapport à la variable t d’ordre α de la source v(x, t), avec la condition initiale v(x, 0) = x2.

La solution de l’équation (1.28) est donnée dans la littérature [78] par,

v(x, t) = x2

(
1 +

tα

Γ(α + 1)
+

t2α

Γ(2α + 1)
+

t3α

Γ(3α + 1)
+

t4α

Γ(4α + 1)
· · ·
)

(1.29)

pour le cas particulier où α = 1, la solution est : v(x, t) = x2et.

La figure 1.2 montre le comportement de la solution proposée v(x, t) pour différentes valeurs

de α = 1, α = 0.8, α = 0.7, α = 0.5 et 0 < t ≤ 1 et 0 < x ≤ 2 :

Figure 1.2 – La solution de l’équation de la chaleur (1.28)
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Application 4.2. Dans cet exemple, on considère le modèle fractionnaire de l’équation de

la chaleur bidimensionnel qui représente physiquement la diffusion de particules et le champ

électromagnétique dans un conducteur qu’on modélise par l’équation suivante,

∂αv

∂tα
− y2

2

∂2v

∂x2
− x2

2

∂2v

∂y2
= 0, 0 < α ≤ 1 (1.30)

où ∂αv
∂tα

= Dα
t v(x, y, t) est la dérivée partielle fractionnaire au sens de Caputo par rapport à la

variable t d’ordre α de la source v(x, y, t), avec la condition initiale v(x, y, 0) = y2.

La solution de l’équation (1.30) est donnée dans la littérature [78] par

v(x, y, t) = x2 sinh t+ y2 cosh t (1.31)

La figure 1.3 montre le comportement de la solution proposée v(x, y, t) pour différentes

valeurs de α = 1, α = 0.8, α = 0.7, α = 0.5 et 0 < x ≤ 1 et 0 < y ≤ 1 avec t = 1 :

Figure 1.3 – La solution de l’équation de la chaleur (1.30)
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Chapitre 2
Analyse des modèles linéaires à

dérivées non entières uni et

multidimensionnels

1 Notions sur la dérivée conformable

En mathématiques, plusieurs types de dérivées fractionnaires sont introduites dans la

littérature comme celle de : Caputo, Riemann-Liouville , Hadamard · · · . Pour surmonter cer-

taines difficultés trouvées, Khalil et al. [16] ont proposé une nouvelle définition intéressante dite

dérivée conformable qui étend la définition limite de la dérivée d’une fonction donnée. Suite

à cette définition, la dérivée fractionnaire conformable présente deux avantages par rapport

aux dérivées fractionnaires classiques. Premièrement, cette nouvelle définition est naturelle et

satisfait la plupart des propriétés de la dérivée intégrale classique, telles que la linéarité, la

règle du produit, la règle du quotient, la règle de la puissance, théorème de dérivation des

fonctions composées, dérivées nulles pour les fonctions constantes, théorème de Rolle et va-

leur moyenne. Deuxièmement, la dérivée conformable nous apporte beaucoup de facilité lors-

qu’elle est appliquée à la modélisation de nombreux problèmes physiques, car les équations

différentielles à ce stade sont plus faciles à résoudre analytiquement et numériquement que

dans le cas de la dérivée fractionnaire associée par exemple aux dérivées de Riemann-Liouville

ou Caputo [9, 14–17,20,34].

Définition 1.1. [16] Soit x(.) une fonction telle que x : [t0 , + ∞[ → R, alors la dérivée

fractionnaire conformable d’odre α où n− 1 < α ≤ n, est définie pour (t > 0), par

T t0α x(t) = lim
ε→0

x(t+ ε(t− t0)n−α)− x(t)

ε
(2.1)
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Remarque 1.1. 1) Si t0 = 0, alors

Tαx(t) = lim
ε→0

x(t+ εtn−α)− x(t)

ε
(2.2)

2) Si t0 = 0 n = 1 donc 0 < α ≤ 1 alors

Tαx(t) = lim
ε→0

x(t+ εt1−α)− x(t)

ε
(2.3)

3) Si (2.1) existe on dit que x est α−différentiable.

Proposition 1.1. [17] Si x est α−différentiable et 0 < α ≤ 1 alors,

T t0α x(t) = (t− t0)1−αdx

dt
(2.4)

T t0α x(t) = (t− t0)1−α x′(t) (2.5)

Démonstration. Par définition on a ,

T t0α x(t) = lim
ε→0

x(t+ ε(t− t0)1−α)− x(t)

ε

T t0α x(t) = lim
ε→0

x(t+ ε(t− t0)1−α)− x(t)

ε
.
(t− t0)1−α

(t− t0)1−α

T t0α x(t) = lim
ε→0

x(t+ ε(t− t0)1−α)− x(t)

ε(t− t0)1−α .(t− t0)1−α

(posons h = ε(t− t0)1−α donc si ε→ 0, et alors h→ 0)

T t0α x(t) = lim
h→0

x(t+ h)− x(t)

h
.(t− t0)1−α

T t0α x(t) = (t− t0)1−α x′(t)

Théorème 1.1. [16] Si les deux fonctions x(t) et y(t) sont α−différentiables avec 0 < α ≤ 1,

alors

Tα[ax(t) + by(t)] = aTαx(t) + bTαy(t) , avec a,b ∈ R (2.6)

Tα[x(t)y(t)] = x(t)Tαy(t) + y(t)Tαx(t) (2.7)

Tα[
x(t)

y(t)
] =

Tα[x(t)]y(t)− Tα[y(t)]x(t)

[y(t)]2
(2.8)

Tα[tq] = qtq−α (2.9)

Tα[eqt] = qt1−αeqt (2.10)

Définition 1.2. [13] L’intégrale fractionnaire conformable ( à gauche ) de la fonction f ∈
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L1[a, b] d’ordre 0 < α ≤ 1 est définie par,

Iαa x(t) =

∫ x

a

f(u)dαau =

∫ x

a

(u− a)α−1f(u)du (2.11)

et l’intégrale fractionnaire conformable ( à droite ) de la fonction f ∈ L1[a, b] d’ordre α tel

que 0 < α ≤ 1 est définie par,

bI
αx(t) =

∫ b

x

f(u)bd
αu =

∫ b

x

(b− u)α−1f(u)du (2.12)

Théorème 1.2. [17] ( Intégration par partie ) : Soient f, g : [a, b] → R deux fonctions telle

que fg est différentiable. alors,∫ x

a

f(x)Tαa [g(x)]dαax = [f(x)g(x)]ba −
∫ b

a

g(x)Tαa [f(x)]dαax (2.13)

et ∫ x

a

f(x)Tαb [g(x)]bd
αx = [f(x)g(x)]ba −

∫ b

a

g(x)Tαb [f(x)]bd
αx (2.14)

2 Solvabilité et analyse des systèmes fractionnaires uni-

dimensionnels

Avant d’analyser ce type de systèmes, nous présentons quelques définitions et théorèmes

qui nous aiderons par la suite dans la recherche des solutions.

Définition 2.1. [17] Soit t0 ∈ R+, 0 < α ≤ 1 et f : [t0,+∞[→ R une fonction réelle, la

transformée de Laplace fractionnaire conformable d’ordre α est définie par,

Lt0α [f(t)](s) = F t0
α (s) (2.15)

=

∫ +∞

0

e−s
(t−t0)

α

α f(t)dt0α t (2.16)

=

∫ +∞

0

e−s
(t−t0)

α

α f(t)(t− t0)α−1dt (2.17)

Théorème 2.1. Soient a ∈ R, (0 < α ≤ 1) et f : [t0,+∞[→ R une fonction réelle différentiable

alors,

Lt0α [Tαf(t)](s) = sFα(s)− f(t0) (2.18)
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Démonstration. Par définition on a,

Lt0α [Tαf(t)](s) =

∫ +∞

0

e−s
(t−t0)

α

α Tαf(t)dt0α t (2.19)

par une simple intégration par partie (conformable) on trouve,

Lt0α [Tαf(t)](s) =

+∞[
e−s

(t−t0)
α

α f(t)
]+∞

0
+

∫
Tα(e−s

(t−t0)
α

α )f(t)dt0α t (2.20)

Lt0α [Tαf(t)](s) = −f(t0) + s

∫ +∞

0

e−s
(t−t0)

α

α f(t)dt0α t (2.21)

Lt0α [Tαf(t)](s) = −f(t0) + sFα(s). (2.22)

2.1 Systèmes singuliers unidimensionnels

Considérons le système fractionnaire conformable suivant,

ETαX(t) = AX(t) +BU(t) (2.23)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur qui représente le contrôle (ou

la commande) du système, A,B et E sont des matrices réelles de dimensions appropriées, et

0 < α ≤ 1.

Définition 2.2. 1. On dit que le système décrit par l’équation (2.23) est singulier si detE =

0.

2. La matrice Es− A est appelée le faisceau associé au système (2.23), avec s ∈ C.

3. Le faisceau Es − A est dit régulier si et seulement si (det (Es − A)) 6= 0 pour certaines

valeurs de s ∈ C.

Si le faisceau est régulier, alors il existe deux matrices P ∈ Rn×n et Q ∈ Rn×n non singulières

telle que (2.23) peut être décomposée en deux sous systèmes,

1. Un sous système lent

TαX1(t) = A1X1(t) +B1U1(t) (2.24)

2. Un sous sytème rapide,

NTαX2(t) = X2(t) +B2U2(t) (2.25)
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ENTIÈRES UNI ET MULTIDIMENSIONNELS
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où (
X1

X2

)
= Q−1X, X1 ∈ Rn1 , X2 ∈ Rn2

PEQ =

[
In1 0

0 N

]
, N ∈ Rn1

PAQ =

[
A1 0

0 In1

]
∈ Rn1

PB =

[
B1

B2

]
∈ Rn2

telle que N est une matrice nilpotente d’indice µ et n1 = deg(det(Es−A))+1, n1 +n2 = n,

µ = rg(E)− deg(det(Es− A)).

L’étude du système (2.24) :

TαX1(t) = A1X1(t) +B1U1(t)

On cherche la solution de ce sysème en utilisant la transformée de Laplace fractionnaire

conformable sur l’intervalle [a, b]. donc,

Laα[TαX1(t)] = Laα[A1X1(t) +B1U1(t)]

sX1α(s)−X1(a) = A1L
a
αX1(t) +B1L

a
αU1(t)

sX1α(s)−X1(a) = A1X1α(s) +B1U1α(s)

sX1α(s)− A1X1α(s) = X1(a) +B1U1α(s)

(sI − A1)X1α(s) = X1(a) +B1U1α(s)

X1α(s) = (sI − A1)−1(X1(a) +B1U1α(s))

Sachant que,

(sI − A1)−1 =
+∞∑
i=0

Ai1s
−1−i

donc,

X1α(s) =
+∞∑
i=0

Ai1s
−1−i(X1(a) +B1U1α(s))

X1α(s) =
+∞∑
i=0

Ai1s
−1−iX1(a) +

+∞∑
i=0

Ai1s
−1−iB1U1α(s)
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En appliquant la transformée inverse (fractionnaire conformable) de Laplace,

L−1
α (X1α(s)) = L−1

α (
+∞∑
i=0

Ai1s
−1−iX1(a) +

+∞∑
i=0

Ai1s
−1−iB1U1α(s))

X1α(s) =
+∞∑
i=0

Ai1L
−1
α [s−1−i]X1(a) +

+∞∑
i=0

Ai1L
−1
α [s−1−iB1U1α(s)]

pour le premier terme de cette somme on a,

L−1
α [s−1−i] =

(t− a)iα

i!αi

=
(t−a)iα

αi

i!

=
( (t−a)α

α
)i

i!

d’où,

+∞∑
i=0

Ai1L
−1
α [s−1−i]X1(a) =

+∞∑
i=0

Ai1
( (t−a)α

α
)i

i!
X1(a)

=
+∞∑
i=0

(A1( (t−a)α

α
))i

i!
X1(a)

= e
A1
α

(t−a)αX1(a)

Il nous reste à calculer,

+∞∑
i=0

Ai1L
−1
α [s−1−iB1U1α(s)]

On définit d’abord le produit de convolution pour la transformée de Laplace fractionnaire

conformable de f et g pour t ∈ [a,+∞[ par,

Laα(f ∗ g) =

∫ t

a

f(tα − sα)g(s)daαs

=

∫ t

a

f(tα − sα)g(s)(s− a)1−αds

= Fα(s).Gα(s)
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donc,

+∞∑
i=0

Ai1L
−1
α [s−1−iB1U1α(s)] =

+∞∑
i=0

Ai1Lα[s−1−i] ∗ Lα[B1U1α(s)]

=
+∞∑
i=0

Ai1

(
(t− a)iα

i!αi
∗B1U1α(t)

)

=
+∞∑
i=0

Ai1

∫ t

a

(t− a)iα − (τ − a)iα

i!αi
B1U1α(τ)daατ

=

∫ t

a

+∞∑
i=0

Ai1((t− a)iα − (τ − a)iα)

i!αi
B1U1α(τ)(τ − a)1−αdτ

=

∫ t

a

e
A1
α

[(t−a)α−(τ−a)α]B1U1α(τ)(τ − a)1−αdτ

En conséquence, la solution du système (2.24) est donnée par,

X1(t) = e
A1
α

(t−a)αX1(a) +

∫ t

a

e
A1
α

[(t−a)α−(τ−a)α]B1U1α(τ)(τ − a)α−1dτ (2.26)

L’étude du système (2.25) :

Pour pouvoir étudier et résoudre ce système, on utilise les définitions 1.5, 1.1 et le théorème

1.2 en insistant sur la notion de l’inverse généralisé de Moore Pennrose à gauche pour la matrice

N définie dans le système (2.25),

N+NTαX2(t) = N+(X2(t) +B2U2(t)) (2.27)

TαX2(t) = N+X2(t) +N+B2U2(t) (2.28)

Si on applique la solution du système (2.24) on aura,

X2(t) = e
N+

α
(t−a)αX2(a) +

∫ t

a

e
N+

α
[(t−a)α−(τ−a)α]B̃2U2(τ)(τ − a)α−1dτ (2.29)

avec

B̃2 = N+B2

Finalement la solution générale du système (2.23) est donnée par,

X = Q

[
X1(t)

X2(t)

]
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X(t) = Q

[
In1

0

](
e
A1
α

(t−a)αX1(a) +

∫ t

a

e
A1
α

[(t−a)α−(τ−a)α]B1U1(τ)(τ − a)α−1dτ

)
(2.30)

+Q

[
0

In2

](
e
N+

α
(t−a)αX2(a) +

∫ t

a

e
N+

α
[(t−a)α−(τ−a)α]B̃2U2(τ)(τ − a)α−1dτ

)

2.2 Contrôlabilité des systèmes singuliers

Dans cette section notre étude portera sur l’analyse et de la contrôlabilité des systèmes de

la forme,

ETαX(t) = AX(t) +BU(t) (2.31)

avec 0 < α ≤ 1 et E est une matrice non généralement inversible.

Nous donnerons la définition d’un système contrôlable pour ensuite établir quelques lemmes,

théorèmes et caractérisations.

Problème posé,

Étant donnèe deux états X(t0) et X(tf ), la question est la suivante : Peut-on trouver

un moyen ou une commande qui peut transférer l’état du système de l’état initiale X(t0) vers

l’état finale X(tf ) ?

Définition 2.3. Le système (2.31) est dit contrôlable si et seulement si : ∀X0, ∀Xf , ∀T >0

fini ∃u(.) : [t0;T ] → Rn / X(T,X0, u) = Xf .

On suppose que le faisceau est régulier, la décomposition de Weierstrass mène aux deux

sous systèmes suivants,

1. Un sous système lent,

TαX1(t) = A1X1(t) +B1U1(t) (2.32)

2. Un sous sytème rapide,

NTαX2(t) = X2(t) +B2U2(t) (2.33)

Remarque 2.1. L’étude du système (2.31) sera équivalente à l’ètude des sous systèmes

(2.32) et (2.33).

Définition 2.4. Sous-espace de contrôlabilité du sous systèmes (2.32) :
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On définit le sous espace vectoriel , noté Lα1c qui contient toutes les états contrôlables, comme

suit :

Lα1c =

{
X / X(t) =

∫ t

t0

e
A1
α

[(t−t0)α−(τ−t0)α]BU1(τ)(τ − t0)α−1dτ U1(t) : [t0 : t]→ Rn1

}
(2.34)

Lα1c est dit sous-espace de cotrôlabilité.

Définition 2.5. Sous-espace de cotrôlabilité du (2.33) :

On définit le sous espace vectoriel , noté Lα2c qui contient toutes les états contrôlables, comme

suit :

Lα2c =

{
X / X(t) =

∫ t

t0

e
N+

α
[(t−t0)α−(τ−t0)α]B̃2U2(τ)(τ − t0)α−1dτ U2(t) : [t0 : t]→ Rn2

}
(2.35)

Lα2c est dit sous-espace de cotrôlabilité.

Proposition 2.1. Le sous système (2.32) est dit complètement contrôlable si et seulement si

Lα1c = Rn1.

Proposition 2.2. Le sous système (2.33) st dit complètement contrôlable si et seulement si

Lα2c = Rn2 .

Dans ce qui suit nous caractériserons les conditions de contrôle des sous systèmes (2.32) et

(2.33) en utilisant ” la matrice gramienne de contrôlabilité ”.

Définition 2.6. On définit la matrice gramienne de contrôlabilité ou de commandabilité du

sous système (2.32) par,

W1α =

∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1B
T
1 e

AT1
α

(tα−τα)τ 2(α−1)dτ (2.36)

Définition 2.7. On définit la matrice gramienne de contrôlabilité ou de commandabilité du

(2.33) par,

W2α =

∫ t

0

e
N+

α
(tα−τα)B̃2B̃

T
2 e

N+T

α
(tα−τα)τ 2(α−1)dτ (2.37)

Lemme 2.1. W1α et W2α sont des matrices symétriques définies positives.

Théorème 2.2. Le système (2.32) est contrôlable si et seulement si W1α est inversible.

Démonstration. Tout d’abord on considère le contrôle U1α(t) qui transfère X1.0 vers X1f comme

suit,

U1α(t) = BT
1 e

AT1
α

(tα−τα)τα−1W−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
(2.38)
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En remplaçant (2.38) dans la solution du système (2.32) on trouve alors,

X1f = e
A1
α
tαX1.0 +∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1B
T
1 e

AT1
α

(tα−τα)τα−1W−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
τα−1dτ

= e
A1
α
tαX1.0 +∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1B
T
1 e

AT1
α

(tα−τα)τα−1τα−1dτW−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
dτ

= e
A1
α
tαX1.0 +∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1B
T
1 e

AT1
α

(tα−τα)τα−1τα−1dτW−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
dτ

= e
A1
α
tαX1.0 +∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1B
T
1 e

AT1
α

(tα−τα)τ 2(α−1)dτW−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
dτ

= e
A1
α
tαX1.0 +W1αW

−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
= e

A1
α
tαX1.0 +

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
= X1f

d’où le système (2.32) est contrôlable.

Inversement, On suppose que (2.32) est contrôlable et montrons que W1α est inversible.

Pour cela on démontre que W1α est symétrique définie positive.

W T
1α = (

∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1B
T
1 e

AT1
α

(tα−τα)τ 2(α−1)dτ)T

=

∫ t

0

(e
A1
α

(tα−τα)B1B
T
1 e

AT1
α

(tα−τα))T τ 2(α−1)dτ

=

∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1B
T
1 e

AT1
α

(tα−τα)τ 2(α−1)dτ

= W1α

donc W1α est symétrique.

W1α est définie positive ?

On suppose qu’il existe y 6= 0 telle que :

≺ y,W1αy � =

∫ t

0

ye
A1
α

(tα−τα)B1B
T
1 e

AT1
α

(tα−τα)τ 2(α−1)ydτ

≺ y,W1αy � =

∫ t

0

||yBT
1 e

AT1
α

(tα−τα)τα−1 ||2dτ

≺ y,W1αy � ≥ 0

Ici nous avons démontré que W1α est semi-définie positive, il nous reste à prouver qu’il est
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non nul.

Par l’absurde : Si W1α n’est pas définie positive alors ∃y 6= 0 telle que :

yTW1αy = 0

donc :

yBT
1 e

AT1
α

(tα−τα)τα−1 = 0

On choisit X1.0 = (e
A1
α
tα)−1y, comme (2.32) est contrôlable donc il existe un contrôle qui

transfère X1f vers l’origine 0,

0 = X1f = e
A1
α
tα(e

A1
α
tα)−1y +

∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1U1α(τ)τα−1ydτ

0 = y +

∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1U1α(τ)τα−1ydτ

En multipliant par yT :

0 = yTy +

∫ t

0

yT e
A1
α

(tα−τα)B1U1α(τ)τα−1ydτ

0 = yTy

ie : y = 0 contradiction avec y 6= 0, donc W1α est définie positive par conséquant il est

inversible.

Théorème 2.3. Le système (2.33) est contrôlable si et seulement si W2α est inversible.

Démonstration. Tout d’abord on considère le contrôle U2α(t) qui transfère X2.0 vers X2f ,

U2α(t) = B̃T
2 e

N+T

α
(tα−τα)τα−1W−1

2α

[
X2f − e

N+

α
tαX1.0

]
(2.39)

et on suit les mêmes étapes de la preuve du théorème 2.2 pour démontrer ce résultat.

Ces deux théorèmes et la décomposition de Weierstrass permettent cependant d’énoncer le

théorème suivant,

Théorème 2.4. Le système (2.31) est contrôlable si et seulement si la matrice suivante est

inversible,

Wα =

[
W1α 0

0 W2α

]
(2.40)

autrement dit le système (2.31) est contrôlable si et seulement si les deux matrices W1α et W2α

sont inversibles.
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2.3 Contrôle à énergie minimale

Nous nous intéressons dans cette section au calcul de l’énergie minimale pour un système

fractionnaire conformable. Dans notre étude, nous allons regarder le cas où la matrice E est

non inversible ie. nous considérons le système suivant ;

ETαX(t) = AX(t) +BU(t) (2.41)

avec 0 < α ≤ 1, où TαX(t) désigne la dérivée conformable de X(t), A ∈ Rn×n, B ∈ Rm×n.

La décomposition de Weierstrass est cependant utilisée pour décomposer (2.41) en deux

sous systèmes simples à étudier.

1. Un sous système lent,

TαX1(t) = A1X1(t) +B1U1(t) (2.42)

2. Un sous sytème rapide,

NTαX2(t) = X2(t) +B2U2(t) (2.43)

où N est une matrice nilpotente d’indice µ.

L’énergie minimale du système (2.41) sera donc la somme d’énérgie minimale de (2.42)

et (2.43).

L’énérgie minimale du système lent (2.42)

Pour le système (2.42) s’il est contrôlable, la formulation du problème d’énérgie minimale

se fait comme suit : On considère ce système fractionnaire avec A et B deux matrices de

dimensions n.

Si le système est contrôlable alors il existe plusieurs contrôles u(t) qui minimisent l’indice

de performance noté,

I(u) =

∫ tf

0

u(τ)TQu(τ)dτ (2.44)

telle que, la matrice Q est symétrique définie positive.

Le problème d’énergie minimale peut cependant s’exprimer comme suit,

Étant donné A,B,Q ∈Mn et X0 ∈ Rn et tf ∈ Rn+. Trouvons u(.)∈ Rn qui transfère X0 vers

Xf ∈ Rn+ et qui minimise l’indice de performance I(u).

La solution du système (2.42) est donnée par :

X1(t) = e
A1
α
tαX1(0) +

∫ t

a

e
A1
α

(tα−τ)αB1U1(τ)τα−1dτ (2.45)
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Pour la résolution du problème on définit la matrice suivante :

W1 =

∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1Q
−1
1 BT

1 e
AT1
α

(tα−τα)τ 2(α−1)dτ (2.46)

avec Q1 est symétrique définie positive. Dans ce cas,

û(t) = Q−1BT
1 e

AT1
α

(tα−τα)τα−1W−1
1

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
(2.47)

Théorème 2.5. Si le système (2.42) est contrôlable par un contrôle u(t) qui transfère le système

de X10 vers X1f alors (2.47) l’est aussi et il minimise l’indice de performance telle que cette

valeur minimale est donnée par :

I(û) = (X1f − e
A1
α
tαX1.0)TW−1

1 (X1f − e
A1
α
tαX1.0)

Démonstration. Tout d’abord on doit vérifier que û(t) est bien le contrôle associé à (2.42) :

X1f = e
A1
α
tαX1.0 +∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1Q
−1BT

1 e
AT1
α

(tα−τα)τα−1W−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
τα−1dτ

= e
A1
α
tαX1.0 +∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1Q
−1
1 BT

1 e
AT1
α

(tα−τα)τα−1τα−1dτW−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
dτ

= e
A1
α
tαX1.0 +∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1Q
−1
1 BT

1 e
AT1
α

(tα−τα)τα−1τα−1dτW−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
dτ

= e
A1
α
tαX1.0 +∫ t

0

e
A1
α

(tα−τα)B1Q
−1
1 BT

1 e
AT1
α

(tα−τα)τ 2(α−1)dτW−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
dτ

= e
A1
α
tαX1.0 +W1αW

−1
1α

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
= e

A1
α
tαX1.0 +

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
= X1f

comme û(t) et u(t) sont deux contrôles qui transfèrent (2.42) de X̃10 vers X̃1f alors :

X̃1(tf ) = e
A1
α
tαX1(0) +

∫ tf

a

e
A1
α

(tα−τ)αB1(τ)u τ 1−αdτ

= e
A1
α
tαX1(0) +

∫ tf

a

e
A1
α

(tα−τ)αB1(τ)û τ 1−αdτ
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ceci veut dire, ∫ tf

0

e
A1
α

(tα−τ)αB1(u(τ)− û(τ))τ 1−αdτ = 0∫ tf

0

(u(τ)− û(τ))TBT
1 e

AT1
α

(tα−τ)ατ 1−αdτ = 0

la multiplication par W−1
1

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
donne alors,

∫ tf

0

(u(τ)− û(τ))TBT
1 e

AT1
α

(tα−τ)αW−1
1

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
τα−1dτ = 0∫ tf

0

(u(τ)− û(τ))TQ1Q
−1
1 BT

1 e
AT1
α

(tα−τ)αW−1
1

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
τα−1dτ = 0

autrement dit, ∫ tf

0

(u(τ)− û(τ))TQ1û(t)dτ = 0

maintenant on calcule,∫ tf

0

((u(τ)− û(τ))TQ1(u(τ)− û(τ))dτ =

∫ tf

0

((u(τ)− û(τ))TQ1u(τ)dτ

−
∫ tf

0

(u(τ)− û(τ))TQ1û(τ)dτ

=

∫ tf

0

(u(τ)− û(τ))TQ1u(τ)dτ

=

∫ tf

0

(u(τ))TQ1u(τ)dτ −
∫ tf

0

(û(τ))TQ1u(τ)dτ

On obtient donc,

I(u) = I(û) +

∫ tf

0

(u(τ)− û(τ))TQ1(u(τ)− û(τ))dτ

ainsi

I(û) ≤ I(u). (2.48)
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D’où la valeur minimale de I(u) est donnèe par :

I(û) =

∫ tf

0

(û(τ))TQ1û(τ)dτ

=

∫ tf

0

[
Q−1

1 BT
1 e

AT1
α

(tα−τα)τα−1W−1
1

(
X1f − e

A1
α
tαX1.0

)]T
Q1[

Q−1
1 BT

1 e
AT1
α

(tα−τα)τα−1W−1
1

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]]
dτ

=
(
X1f − e

A1
α
tαX1.0

)T
W−1

1

∫ tf

0

e
A1
α

(tα−τα)B1Q
−1
1

BT
1 e

AT1
α

(tα−τα)τ 2(α−1)dτW−1
1

[
X1f − e

A1
α
tαX1.0

]
= (X1f − e

A1
α
tαX1.0)TW−1

1 W1W
−1
1 (X1f − e

A1
α
tαX1.0)

= (X1f − e
A1
α
tαX1.0)TW−1

1 (X1f − e
A1
α
tαX1.0) (2.49)

L’énérgie minimale du système rapide (2.43)

Dans le cas où le système (2.43) est contrôlable, la formulation du problème d’énérgie

minimale se fait comme pour le cas du système (2.42). La solution de (2.43) est donnée par :

X2(t) = e
N+

α
tαX2(0) +

∫ t

0

e
N+

α
(tα−τ)αB̃2U2(τ)τα−1dτ

tel que N+ reprèsente l’inverse généralisé de Moore-Penrose de la matrice N .

Pour la résolution du problème on définit la matrice suivante :

W2 =

∫ t

0

e
N+

α
(tα−τα)B̃2Q

−1
2 B̃T

2 e
N+T

α
(tα−τα)τ 2(α−1)dτ (2.50)

avec Q2 est symétrique définie positive.

et dans ce cas :

û(t) = Q−1
2 B̃T

2 e
N+T

α
(tα−τα)τα−1W−1

2

[
X2f − e

A1
α
tαX2.0

]
(2.51)

Théorème 2.6. Si le système (2.43) est contrôlable par un contrôle u(t) qui transfère le système

de X20 vers X2f alors (2.51) l’est aussi et il minimise l’indice de performance telle que cette

valeur minimale est donnée par :

I(û) = (X2f − e
N+

α
tαX2.0)TW−1

2 (X2f − e
N+

α
tαX2.0) (2.52)

Démonstration. Pour la démonstration on s’est basé sur le théorème d’énèrgie minimale pour

le système lent (précédent ).
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il nous reste maintenant juste à donner l’expression de l’énergie minimale totale du système

initiale (2.41) :

I(û) =
[
X1f − e

A1
α
tαX1.0 X2f − e

N+

α
tαX2.0

] [ W1 0

0 W2

]−1


X1f − e

A1
α
tαX1.0

X2f − e
N+

α
tαX2.0

 (2.53)

2.4 Fonction de transfert

On considère dans ce qui suit la classe des systèmes fractionnaires conformables linéaires à

temps continu,

TαX(t) = AX(t) +BU(t) (2.54)

Y (t) = CX(t) +DU(t) (2.55)

avec 0 < α ≤ 1, X(t) représente le vecteur d’état, Y (t) la sortie du système et A, B, C, D sont

des matrices de dimensions appropriées.

Formulation du problème : Notre problème est basé sur les deux questions suivantes,

1. Peut on avoir une fonction qui représente le système (2.54) ?

2. Si on a cette représentation, est ce qu’on peut passer de cette fonction vers le système

associé ? c’est ce qu’on appelle réalisation.

La réponse est oui, on peut trouver une fonction qui représente notre système et on peut

décrire une réalisation de type (2.54) et (2.55).

Solution du problème

En utilisant la transformée de Laplace conformable pour les équations (2.54) et (2.55),

Lα [TαX(t)] = Lα [AX(t) +BU(t)] (2.56)

Lα [Y (t)] = Lα [CX(t) +DU(t)] (2.57)

⇒

sXα(s) + x(o) = Lα [AX(t)] + Lα [BU(t)] (2.58)

Yα(t) = Lα [CX(t)] + Lα [DU(t)] (2.59)
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⇒

sXα(s) + x(o) = AXα(s) +BUα(s) (2.60)

Yα(t) = CXα(s) +DUα(s) (2.61)

⇒

sXα(s) + AXα(s) = x(o) +BUα(s) (2.62)

Yα(t) = CXα(s) +DUα(s) (2.63)

sans perdre de généralité, on choisira x(0) = 0 pour simplifier notre calcul donc,

(sI − A)Xα(s) = BUα(s) (2.64)

Yα(t) = CXα(s) +DUα(s) (2.65)

On suppose que le faisceau associé au système (2.54) est régulier pour certaines valeurs de s et

dans ce cas,

Xα(s) = (sI − A)−1BUα(s) (2.66)

Yα(s) = CXα(s) +DUα(s) (2.67)

Une substitution de (2.66) dans (2.67) donne,

Yα(s) = C
[
(sI − A)−1BUα(s)

]
+DUα(s) (2.68)

Ce qui implique,

Yα(s) = C
[
(sI − A)−1B +D

]
Uα(s) (2.69)

Notons cependant,

Hα(s) = C
[
(sI − A)−1B +D

]
(2.70)

Hα(s) est appelée la fonction de transfert du système traité. On peut écrire donc,

Yα(s) = Hα(s)Uα(s) (2.71)

d’où,

Hα(s) =
Yα(s)

Uα(s)
(2.72)
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2. ANALYSE DES SYSTÈMES FRACTIONNAIRES UNIDIMENSIONNELS

CHAPITRE 2. ANALYSE DES MODÈLES LINÉAIRES À DÉRIVÉES NON
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Passage de la fonction de transfert vers la représentation d’ètat

Dans cette partie, nous allons répondre à la question posé suivante : Comment peut on

passer de la fonction de transfert vers le système dynamique définit par les équations (2.54) et

(2.55), ou vers la réalisation représentant le système décrit par les équations (2.54) et (2.55) ?

Définition 2.8. Toute représentation d’état correspondante à la fonction de transfert H(s) est

appelée réalisation, donc la représentation d’ètat est caractérisée par les matrices (A,B,C,D).

Définition 2.9. Une réalisation (A,B,C,D) avec dimA = n est dite minimale s’il n’existe

pas d’autre réalisations de H(s) de dimension < n.

Un problème de réalisation est un problème de détermination de la représentation d’état à

partir de H(s), pour cela on essaye de voir l’expression générale de la fonction de transfert sous

forme de fraction, on rappelle qu’étant donné un système linéaire à dérivée entière de type,

X ′(t) = AX(t) +BU(t) (2.73)

la fonction de transfert est décrite par,

H(s) =
bms

m + bm−1s
m−1 + ........+ b1s+ b0

ansn + an−1sn−1 + .......+ a1s+ a1

(2.74)

Prenons maintenant le cas non entier et sachant que,

Lα (f(t)) = Fα(s) = L
[
f(αt)

1
α

]
(s) (2.75)

Yα(s) = L
[
y(αt)

1
α

]
(s) (2.76)

et

Uα(s) = L
[
u(αt)

1
α

]
(s) (2.77)

ainsi de (2.72),(2.74), (2.75), (2.76) et (2.77) on en déduit la fonction de transfert dans le cas

gènèrale pour la dérivée conformable avec 0 < α ≤ 1,

Hα(s) =
bms

αm + bm−1s
α(m−1) + · · ·+ b1s

α + b0

ansαn + an−1sα(n−1) + · · ·+ a1sα + a0

(2.78)

remarquons qu’on peut encore simplifier la relation ,

Hα(s) =

∑m
i=0 bis

iα∑n
j=0 ais

jα
(2.79)
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Cas 1 : m = 0 et an = 1

On considère dans ce qui suit que m = 0 et b0 = 1, Hα(s) devient,

Hα(s) =
1

sαn + an−1sα(n−1) + · · ·+ a1sα + a0

(2.80)

Sachant que,

Hα(s) =
Yα(s)

Uα(s)
(2.81)

de (2.80) et (2.81) il s’ensuit,

1

sαn + an−1sα(n−1) + · · ·+ a1sα + a0

=
Yα(s)

Uα(s)
(2.82)

ce qui mène à,

Uα(s) = Yα(s)
[
sαn + an−1s

α(n−1) + · · ·+ a1s
α + a0

]
(2.83)

qui implique

Uα(s) = sαnYα(s) + an−1s
α(n−1)Yα(s) + .......+ a1s

αYα(s) + a0Yα(s) (2.84)

passant à la transformation de Laplace inverse,

L−1 [Uα(s)] = L−1
[
sαnYα(s) + sα(n−1)Yα(s) + .......+ a1s

αYα(s) + a0Yα(s)
]

(2.85)

soit alors

U(t) = L−1 [sαnYα(s)]+an−1L
−1
[
sα(n−1)Yα(s)

]
+ .......+a1L

−1 [sαYα(s)]+a0L
−1 [Yα(s)] (2.86)

ou encore,

U(t) = Y nα(t) + an−1α
1−nY α(n−1)(t) + .......+ a1α

−1Y α(t) + a0Y (t) (2.87)

Notons que Y α(t) = TαY (t), et utilisons la méthode de la réduction de l’ordre,

X1 = Y (2.88)

X2 = Y α (2.89)

....

Xn = Y (n−1)α (2.90)
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ceci implique

Xα
1 = (Y )α = Y α = X2 (2.91)

Xα
2 = (Y α)α = Y 2α = X3 (2.92)

....

Xα
n−1 = · · · · · · = Y (n−1)α (2.93)

de (2.87) il vient,

Y nα(t) = Uα(t)− an−1Y
α(n−1)(t)− · · · − a1Y

α(t)− a0Y (t) (2.94)

par suite, les deux formules (2.93) et (2.94) nous permettent de conclure que,

Xα
n = U(t)− an−1Xn−1(t)− · · · − a1X2(t)− a0X1(t) (2.95)

Finalement on peut obtenir le système suivant,

TαX(t) = AX(t) +BU(t) (2.96)

Y (t) = CX(t) (2.97)

où,

A =



0 1 0 ... 0

.. 0 .. 0

0 1 ..

0 .. .. 0 1

−a0 −a1 −a2 .... −an−1


(2.98)

B =



0

...

...

...

1


(2.99)

C =
[

1 0 .. .. 0
]

(2.100)

qui n’est d’autre pour la réalisation dérivée qui est dite forme compacte contrôlable.
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Cas 2 : m < n et bm 6= 0

La fonction de transfert s’écrit sous la forme,

Hα(s) =
bms

αm + bm−1s
α(m−1) + · · ·+ b1s

α + b0

ansαn + an−1sα(n−1) + .......+ a1sα + a0

(2.101)

où an 6= 0.

On divise le numérateur et le dénominateur de Hα(s) par an,

Hα(s) =
bm
an
sαm + bm−1

an
sα(m−1) + · · ·+ b1

an
sα + 1

an
b0

sαn + an−1

an
sα(n−1) + · · ·+ a1

an
sα + 1

an
a0

(2.102)

Pour une fonction V (s) intermédiaire la fonction Hα(s) s’ècrit,

Hα(s) =
Yα(s)

Uα(s)
=
Yα(s).Vα(s)

Uα(s).Vα(s)
(2.103)

Dans ce cas,

bm
an
sαm + bm−1

an
sα(m−1) + · · ·+ b1

an
sα + 1

an
b0

sαn + an−1

an
sα(n−1) + · · ·+ a1

an
sα + 1

an
a0

=
Yα(s).Vα(s)

Uα(s).Vα(s)
(2.104)

Pour répondre à la question de la recherche d’une réalisation, on pose,

1

sαn + an−1

an
sα(n−1) + · · ·+ a1

an
sα + 1

an
a0

=
Vα(s)

Uα(s)
(2.105)

et,

Yα(s)

Vα(s)
=
bm
an
sαm +

bm−1

an
sα(m−1) + · · ·+ b1

an
sα +

1

an
b0 (2.106)

A partir de (2.105) qui ressemble à l’approche précédente on peut donc avoir l’équation suivante,

Uα(s) = Vα(s)

[
sαn +

an−1

an
sα(n−1) + · · ·+ a1

an
sα +

1

an
a0

]
(2.107)

Passant ensuite à la transformation de Laplace inverse,

U(t) = V αn(t) +
an−1

an
V α(n−1)(t) + · · ·+ a1

an
V α(t) +

1

anα−n
a0V (t) (2.108)

et on posera ensuite,

X1 = V (2.109)

X2 = V α (2.110)

....

Xn = V (n−1)α (2.111)
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2. ANALYSE DES SYSTÈMES FRACTIONNAIRES UNIDIMENSIONNELS

CHAPITRE 2. ANALYSE DES MODÈLES LINÉAIRES À DÉRIVÉES NON
ENTIÈRES UNI ET MULTIDIMENSIONNELS

puis on dérive ( l’ordre est α ),

Xα
1 = (V )α = V α = X2 (2.112)

Xα
2 = (V α)α = V 2α = X3 (2.113)

....

Xα
n−1 = · · · · · · = V (n−1)α (2.114)

tel que,

V αn(t) = U(t)− an−1

an
V α(n−1)(t)− · · · − a1

an
V α(t)− 1

an
a0V (t)

Xα
n = U(t)− an−1

an
Xn−1(t)− · · · − a1

an
X2(t)− 1

an
a0X1(t) (2.115)

De l’équation (2.106), il vient,

Yα(s) =
bm
an
sαmVα(s) +

bm−1

an
sα(m−1)Vα(s) + · · · (2.116)

+
b1

an
sV (s) +

1

an
b0V (s) (2.117)

Par application de la transformée inverse de Laplace,

Y (t) =
bm
an
V αm(t) +

bm−1

an
V α(m−1)(t) + · · · (2.118)

+
b1

an
V (t) +

1

an
b0V (t)

Y (t) =
bm
an
Xm+1(t) +

bm−1

an
Xm(t) + · · · (2.119)

+
b1

an
X2(t) +

1

an
b0X1(t)

On peut écrire donc,

Y (t) = 0.Xn + .......+
bm
an
Xm+1(t) +

bm−1

an
Xm(t) + (2.120)

· · ·+ b1

an
X2(t) +

1

an
b0X1(t)

Y (t) =
[

bm
an

bm−1

an
.. b1

an
1
an
b0

]


Xm+1

Xm

..

X2

X1


(2.121)
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d’après (2.109), (2.115) et (2.121) on aura le système suivant,

TαX(t) = AX(t) +BU(t) (2.122)

Y (t) = CX(t) (2.123)

tel que,

A =



0 1 0 ... 0

... 0 ... 0

0 1 ...

0 ... ... 0 1

− 1
an
a0 − a1

an
... .... −an−1

an


(2.124)

B =


0
...

0

1

 (2.125)

C =
[

1
an
b0

b1
an

.. bm−1

an
bm
an

]
(2.126)

cette réalisation est dite compagne contrôlable.

3 Exemples

Dans cette partie, nous présentons quelques exemples d’applications et la résolution des

systèmes fractionnaires conformables tout en regardant le passage entre la représentation d’état

vers la fonction de transfert et réciproquement.

Exemple 3.1. On considère l’exemple de circuit éléctrique suivant,
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Figure 2.1

En utilisant les lois de Kirchhoff, on déduit le système suivant,

Tα

[
u1

u2

]
= A

[
u1

u2

]
+Be (2.127)

avec,

A =
1

[R1(R2 +R3) +R2R3]C1C2

[
−(R2 +R3)C2 R3C2

R3C1 −(R1 +R3)C1

]
(2.128)

B =
1

[R1(R2 +R3) +R2R3]C1C2

[
R2C2

R1C1

]
(2.129)

pour analyser ce système on va supposer : α = 0.5, R1 = R2 = 10Ω, R3 = 20Ω, C1 = C2 =

100mf et e = 1V aussi [u1(0) u2(0)] T = 0.

Utilisons la formule (2.26), la solution du système est donc,

u(t) = e
A
α
tαu(0) +

∫ t

0

e
1
α
A[tα−τ)α]Be(τ)1−αdτ (2.130)

u(t) =

∫ t

0

e

1
0.5

 −0.6 0.4

0.4 −0.6

[tα−τ)α] [
0.2

0.2

]
e(τ)1−αdτ (2.131)

u(t) =


1− 1

e(
2t0.5

5 )

1− 1

e(
2t0.5

5 )

 (2.132)
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on remarque que u1(t) = u2(t) = 1− 1

e(
2t0.5

5 )
. la figure qui suit reprèsente la solution u(t) lorsque

t ∈ [0 : 30],

Figure 2.2 – La représentation graphique de u1(t) et u2(t)

Exemple 3.2. Soit le système suivant,

Tα

[
x1(t)

x2(t)

]
= A

[
x1(t)

x2(t)

]
+Bu(t) (2.133)

avec,

A =

[
−0.1 1.4

0.5 −7

]
, B =

[
0.3

0.1

]
, x0 =

[
0

0

]
et α = 0.8 (2.134)
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la solution sera donc,

x(t) =


11

5041e(
71t0.8

8 )
+ 28t0.8

71
− 11

5041

2t0.8

71
− 55

5041e(
71t0.8

8 )
+ 55

5041

 (2.135)

cette solution est représentée par la figure,

Figure 2.3 – La représentation graphique de x1(t) et x2(t)

Exemple 3.3. Dans cet exemple la fonction de transfert est donnèe par,

Hα(s) =
3 + 10s0.4

5 + 15s0.4 + 43.75s0.8
(2.136)

Ici α = 0.4, m = 1et n = 2. Pour trouver la réalisation qui représente (2.136) on doit

déterminer les coefficients b0 et b1 puis a0, a1 et a2.

De (2.136) et (2.79) on obtient b0 = 3 et b1 = 10, ensuite de (2.136) aussi a0 = 5, a1 = 15

et a2 = 43.75.

Finalement d’après (2.124), (4.2) et (2.126) la fonction de transfert Hα(s) peut être représentée

par le système suivant,

TαX(t) = AX(t) +BU(t) (2.137)

Y (t) = CX(t) (2.138)
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tel que,

A =

[
0 1

− 1
a2
a0 −a1

a2

]
(2.139)

B =

[
0

1

]
(2.140)

C =
[

1
a2
b0

b1
a2

]
(2.141)

X(t) =

[
X1(t)

X2(t)

]
(2.142)

Soit alors,

A =

[
0 1

− 5
43.75

− 15
43.75

]
(2.143)

B =

[
0

1

]
(2.144)

C =
[

3
43.75

10
43.75

]
(2.145)

Le graphe de la fonction de transfert décrit par l’équation (2.136) est donné par la figure (2.4).

Figure 2.4 – La représentation graphique de Hα(s)

4 Solvabilité et analyse des systèmes bidimensionnels

Dans cette section certaines classes de systèmes fractionnaires dans le cas à deux dimension

singuliers et non singuliers seront étudiées, les cas continus et le cas continu-discret seront

considérés.
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4.1 Les systèmes bidimensionnels à temps continu-discrèt

On considère le système 2D continu-discret suivant,

ETαX(t, i) = AX(t, i) +BU(t, i) (2.146)

La décomposition de Weierstrass pour ce système nous donne,

TαX1(t, i) = A1X1(t, i) +B1U1(t, i) (2.147)

et,

NTαX2(t, i) = X2(t, i) +B2U2(t, i) (2.148)

En se basant sur la solution du système (2.24) pour calculer la solution de (2.147). on aura,

X1(t, i) = e
A1
α

(t−a)αX1(a, i) +

∫ t

a

e
A1
α

[(t−a)α−(τ−a)α]B1U1(τ, i)(τ − a)α−1dτ (2.149)

Si dans (2.149) on substitue t par tf et pour un cas particulier,

X1(a, i) = 0 pour i = 0, 1, 2, ....., q1 (2.150)

il s’ensuit,

X1f = X1f (tf , 0) +X1f (tf , 1) + .......+X1f (tf , q1) (2.151)

X1f =

∫ tf

a

e
A1
α

[(tf−a)α−(τ−a)α]B1U1(τ, 0)(τ − a)α−1dτ

+

∫ tf

a

e
A1
α

[(tf−a)α−(τ−a)α]B1U1(τ, 1)(τ − a)α−1dτ

+........

+

∫ tf

a

e
A1
α

[(tf−a)α−(τ−a)α]B1U1(τ, q1)(τ − a)α−1dτ

Donc,

X1f =

∫ tf

a

e
A1
α

[(tf−a)α−(τ−a)α][B1 B1 .....B1]︸ ︷︷ ︸
(q1+1)fois


U1(τ, 0)

U1(τ, 1)

....

U1(τ, q1)

 (τ − a)α−1dτ (2.152)
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pour simplifier l’écriture de la solution X1f posons,

B1 = [B1 B1 .....B1]︸ ︷︷ ︸
(q1+1)fois

∈ Rn1.m1 (2.153)

U1 =


U1(τ, 0)

U1(τ, 1)

....

U1(τ, q1)

 ∈ Rm1 , m1 = n1.(q1 + 1) (2.154)

ce qui nous donne la solution suivante,

X1f =

∫ tf

a

e
A1
α

[(tf−a)α−(τ−a)α]B1 U1(τ − a)α−1dτ (2.155)

pour le système (2.148) la solution est donnée par,

X2(t, i) = e
N+

α
(t−a)αX1(a, i) +

∫ t

a

e
N+

α
[(t−a)α−(τ−a)α]B2U2(τ, i)(τ − a)α−1dτ (2.156)

Par l’utilisation des mêmes étapes de calcul X1f ( cas particulier ) pour X2(t, i) on obtient,

X2(t, i) =

∫ tf

a

e
N+

α
[(tf−a)α−(τ−a)α]B2 U2(τ, i)(τ − a)α∗1dτ (2.157)

avec,

B2 = [B2 B2 .....B2]︸ ︷︷ ︸
(q1+1)fois

∈ Rn2.m2 (2.158)

U2 =


U2(τ, 0)

U2(τ, 1)

....

U2(τ, q2)

 ∈ Rm2 , m2 = n2.(q2 + 1) (2.159)

donc la solution générale du système (2.146) est donnée par,

X(t, i) = Q

[
X1(t, i)

X2(t, i)

]
(2.160)

= Q

[
In1

0

](∫ tf

a

e
A1
α

[(tf−a)α−(τ−a)α]B1U1(τ − a)α−1dτ

)
(2.161)

+Q

[
0

In2

](∫ tf

a

e
N+

α
[(tf−a)α−(τ−a)α]B2U2(τ, i)(τ − a)α−1dτ

)
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4.2 Solution du modèle de Fornasini-Marchesini de première forme

par l’utilisation de la double transformée de Laplace confor-

mable

Dans cette partie, nous exposons notre premier résultat principal comme approche de cal-

cul de la solution du premier Modèle de Fornasini-Marchesini par l’utilisation de la double

transformée conformable de Laplace.

Nous introduisons dans ce cadre les définitions de la dérivée et de l’intégrale conformable

d’une fonction continue à deux dimensions x(t1, t2) et à deux variables indépendantes t1, t2 ≥ 0.

Définition 4.1. Pour i, j ≥ 0 des nombres naturels, nous énonçons la double intégrale frac-

tionnaire conformable de la fonction x(t1, t2) par,

J iα,jβt1,t2 x(t1, t2) =

∫ t1

0

∫ t2

0

(
tα1−τα1
α

)i (
tβ2−τ

β
2

β

)j
i!j!

x(t1, t2)dατ1d
βτ2

(2.162)

Définition 4.2. La dérivée fractionnaire conformable partielle d’ordre α par rapport à la va-

riable t1 de la fonction x(t1, t2) est définie par

Tαt1x(t1, t2) = lim
ε1→0

x(t1 + ε1t
1−α
1 , t2)− x(t1, t2)

ε1

(2.163)

Définition 4.3. La dérivée fractionnaire conformable partielle d’ordre β par rapport à la va-

riable t2 de la fonction x(t1, t2) est définie par

T βt2x(t1, t2) = lim
ε2→0

x(t1, t2 + ε2t
1−β
2 )− x(t1, t2)

ε2

(2.164)

Définition 4.4. La dérivée fractionnaire conformable d’ordre (α, β) de la fonction x(t1, t2) est

donnée par

Tα,βt1,t2x(t1, t2) = lim
ε1→0

lim
ε2→0

x(t1 + ε1t
1−α
1 , t2 + ε2t

1−β
2 )− x(t1, t2)

ε1ε2

(2.165)

Considérons le modèle continu de Fornasini-Marchesini fractionnaire à dérivées confor-

mables d’ordre (α, β) décrit par l’équation suivante,

Tα,βt1,t2x(t1, t2) =A0x(t1, t2) + A1T
α
t1
x(t1, t2) + A2T

β
t2x(t1, t2)

+Bu(t1, t2)
(2.166)

où x(t1, t2) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t1, t2) ∈ Rm est le contrôle du système, Ai ∈ Rn×n,

i = 0, 1, 2, B ∈ Rn×m , les conditions initiales x(0, t2) et x(t1, 0) sont données.
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Définition 4.5. [14], La double transformée conformable de Laplace f(t1, t2) notée Lα,βt1,t2 est

définie par,

Lα,βt1,t2f(t1, t2) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−p
tα1
α
−s

t
β
2
β f(t1, t2)dαt1d

βt2. (2.167)

qui peut être également simplifié comme suit,

Lα,βt1,t2f(t1, t2) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−p
tα1
α
−s

t
β
2
β tα−1

1 tβ−1
2 f(t1, t2)dt1dt2. (2.168)

Notez que cette transformation existe si et seulement si Re(p) > 0,Re(s) > 0 de plus la

fonction f(t1, t2) doit être continue.

Lemme 4.1. [14] La double transformée de Laplace conformable de la fonction

Tα,βt1,t2x(t1, t2) est donnée par,

Lα,βt1,t2

[
Tα,βt1,t2x(t1, t2)

]
= psX(p, s)− pX(p, 0)− sX(0, s)−X(0, 0). (2.169)

respectivement, celle de la fonction :
(
tα1
α

)n (
tβ2
β

)m
est,

Lα,βt1,t2

[(
tα1
α

)n(
tβ2
β

)m]
=

n!m!

pn+1sm+1
. (2.170)

Théorème 4.1. [15] (Théorème de convolution pour la double transformation de Laplace

conformable) Si F (p, s) = Lαt1L
β
t2 [f(t1, t2, t2)] et H(p, s) = Lαt1L

β
t2 [h(t1, t2)] existent pour s > 0

et p > 0, alors

Lαt L
β
x[f(t1, t2) ∗ h(t1, t2)] = F (p, s)H(p, s)

où f(t1, t2) ∗ h(t1, t2) désigne la convolution des fonctions f(t1, t2) et h(t1, t2).

En se basant sur [15] et [16,17], le produit de convolution de f et h est donné par la formule

f(t1, t2) ∗ h(t1, t2) =

∫ t1

0

∫ t2

0

f((tα1 − τα1 )
1
α , (tα2 − τ

β
2 )

1
β )f(t1, t2)dtα1 t

β
2 (2.171)

Sachant que

Lα,βt1,t2
[
Tαt1x(t1, t2)

]
= Lβt2

[
Lαt1T

α
t1
x(t1, t2)

]
= Lβt2 [pX(p, t2)−X(0, t2)]

= pX(p, s)−X(0, s)

(2.172)
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et

Lα,βt1,t2

[
T βt2x(t1, t2)

]
= Lαt1

[
Lβt2T

β
t2x(t1, t2)

]
= Lαt1 [sX(t1, s)−X(t1, 0)]

= sX(p, s)−X(p, 0)

(2.173)

et en appliquant la transformée de Laplace 2D à l’équation d’espace d’états (2.166) et en

prenant en compte les équations (2.169), (2.172) et (2.173) on obtient,

psX(p, s)− pX(p, 0)− sX(0, s) + x(0, 0) = A0X(p, s) +BU(p, s)

+ A1 [pX(p, s)−X(0, s)]

+ A2 [sX(p, s)−X(p, 0)]

(2.174)

avec

X(p, 0) = Lαt1 [x(t1, 0)]

et

X(0, s) = Lβt2 [x(0, t2)]

Si on multiplie les deux côtés de l’égalité (2.174) par p−1s−1, nous obtenons alors

X(p, s) = p−1s−1A0X(p, s) + p−1s−1BU(p, s)

+ p−1s−1A1 [pX(p, s)−X(0, s)]

+ p−1s−1A2 [sX(p, s)−X(p, 0)]

+ s−1X(p, 0) + p−1X(0, s)− p−1s−1x(0, 0)

(2.175)

Par conséquent[
In − p−1s−1A0 − s−1A1 − p−1A2

]
X(p, s) =

[
s−1(In − p−1A2)

]
X(p, 0)

+
[
p−1(In − s−1A1)

]
X(0, s) + p−1s−1BU(p, s)− p−1s−1x(0, 0)

(2.176)

Soit

G(p, s) =
[
In − p−1s−1A0 − s−1A1 − p−1A2

]
(2.177)

L’inverse de la fonction G(p, s) est donnée par

G−1(p, s) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φijp
−is−j (2.178)
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Sachant que dans [8]

G(p, s)G−1(p, s) = G−1(p, s)G(p, s) = In (2.179)

De (2.177), (2.178) et (2.179) il vient,

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

[Φij − A0Φi−1,j−1 − A1Φi,j−1 − A2Φi−1,j] p
−is−j = In (2.180)

et en comparant les coefficients aux mêmes puissances de p et s il s’ensuit,

Φij =


In if i = 0, j = 0

A0Φi−1,j−1 + A1Φi,j−1 + A2Φi−1,j if i+ j > 0 , i, j ∈ Z+

0 if i < 0 et /ou j < 0

. (2.181)

pour plus de propriétés de G(p, s) et Φij on se réfère à [8] et [18].

De (2.176), (2.177) et (2.178) on aura

X(p, s) = G−1(p, s)
[
s−1(In − p−1A2)

]
X(p, 0)−G−1(p, s)p−1s−1x(0, 0)

+G−1(p, s)
[
p−1(In − s−1A1)

]
X(0, s) +G−1(p, s)p−1s−1BU(p, s)

(2.182)

avant d’appliquer
(
Lα,βt1,t2

)−1

on développe,

G−1(p, s)
[
s−1(In − p−1A2)

]
X(p, 0) =

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φijp
−is−j s−1

(
In − p−1A2

)
X(p, 0)

=
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φijp
−is−j−1X(p, 0)

−
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φijp
−i−1s−j−1A2X(p, 0)

(2.183)

Si nous appliquons
(
Lα,βt1,t2

)−1

au premier terme de l’équation (2.183),

(
Lα,βt1,t2

)−1
(

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φijp
−is−j−1X(p, 0)

)
=

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

(
Φij

(
Lαt1
)−1

p−iX(p, 0)
(
Lβt2

)−1 (
s−i−1

))
(2.184)

Sachant que dans, [20]

(
Lβt2

)−1 (
s−i−1

)
=

(
tβ2
β

)j
j!
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Avant de calculer
(
Lαt1
)−1

p−iX(p, 0), on propose le lemme suivant,

Lemme 4.2. La transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire J iαt1 x(t1, 0) est de la forme

suivante,

Lαt1
[
J iαt1 x(t1, 0)

]
=
X(p, 0)

pi+1

Démonstration. Si on utilise la définition de la transformée de Laplace pour la fonction J iαt1 x(t1, 0)),

le théorème de convolution 4.1 et la formule (2.171), on obtient

Lαt1(J
iα
t1
x(t1, 0)) = Lαt1

∫ t1

0

(
tα1−τα1
α

)i
i!

x(t1, 0)dαt1


=

1

i!
Lαt1

[(
tα1
α

)i]
Lαt1 [x(t1, 0)]

=
1

i!

i!

pi+1
X(p, 0)

=
X(p, 0)

pi+1

(2.185)

Par conséquent (
Lαt1
)−1 [

p−(i+1)X(p, 0)
]

= J iαx(t1, 0) (2.186)

En utilisant le lemme précédent on trouve,

(
Lα,βt1,t2

)−1
(

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φijp
−is−j−1X(p, 0)

)
=

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

(
tβ2
β

)j
j!

Φij
(
J iαt1 x(t1, 0)

)
(2.187)

De plus, on obtient

(
Lα,βt1,t2

)−1
(

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φijp
−i−1s−jA2X(p, 0)

)
=
(
Lα,βt1,t2

)−1
[

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φi−1,j×

p−is−jA2X(p, 0)

]
(2.188)
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maintenant nous obtenons

(
Lα,βt1,t2

)−1 (
G−1(p, s)

[
s−1(In − p−1A2)

]
X(p, 0)

)
=

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

[( tβ2
β

)j
j!
×

[Φi,j − Φi−1,jA2] J iαt1 x(t1, 0)

]
(2.189)

de la même manière, on en déduit que,

1.

(
Lα,βt1,t2

)−1 (
G−1(p, s)

[
p−1(In − s−1A1)

]
X(0, s)

)
=

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

[( tα1
α

)i
i!
×

[Φi,j − Φi,j−1A1] J jβt2 x(0, t2)

]
(2.190)

2.

(
Lα,βt1,t2

)−1

G−1(p, s)
[
p−1s−1x(0, 0)

]
=

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

(
tα1
α

)i
i!

(
tβ2
β

)j
j!

Φi,j x(0, 0) (2.191)

3. (
Lα,βt1,t2

)−1

G−1(p, s)
[
p−1s−1BU(p, s)

]
=

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φi−1,j−1 J
iα,iβ
t1,t2 u(t1, t2) (2.192)

Les équations (2.188), (2.189), (2.190), (2.191) et (2.192) nous donnent le résultat suivant.

Théorème 4.2. La solution de l’équation d’état (2.166) avec conditions aux limites est donnée

par

x(t1, t2) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

−
(
tα1
α

)i
i!

(
tβ2
β

)j
j!

Φijx(0, 0) + Φi−1,j−1BJ
iα,jβ
t1,t2 u(t1, t2)

+

(
tβ2
β

)j
j!

[Φi,j − Φi−1,jA2] J iαt1 x(t1, 0) +

(
tα1
α

)i
i!

[Φi,j − Φi,j−1A1] J jβt2 x(0, t2)


(2.193)
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4.3 Solution du modèle de Fornasini-Marchesini de deuxième forme

par l’utilisation de la double transformée de Sumudu confor-

mable

Dans cette partie, une nouvelle formulation et des propriétés de la double transformée

de Sumudu sont introduites et utilisées pour résoudre le modèle suivant

Tα,βt1,t2x(t1, t2) =A1T
α
t1
x(t1, t2) + A2T

β
t2x(t1, t2)

+B1T
α
t1
w(t1, t2) +B2T

β
t2w(t1, t2)

(2.194)

où x(t1, t2) ∈ Rn est le vecteur d’état, w(t1, t2) ∈ Rm est le vecteur de contrôle et Ai ∈ Rn×n,

i = 1.2 , Bj ∈ Rn×m j = 1.2 , les conditions aux limites x(0, t2) et x(t1, 0) sont données.

Nous introduisons quelques définitions et résultats nécessaires pour apporter une solution

à notre problème.

Définition 4.6. Sur l’ensemble des fonctions suivant :

Aα,β =

 f(x, y) : ∃M, τ1, τ2, σ1, σ2 � 0, |f(x, y)| ≺Me
|xα|
ατi

|yβ |
βσj si

xα ∈ (−1)i × [0; +∞[ et yβ ∈ (−1)j × [0; +∞[ pour i, j = 1, 2.

 (2.195)

La transformée de Sumudu fractionnaire conformable de la fonction f(x; y) est définie par

Sα,βf(x, y) = Fα,β(u, v) =
1

uv

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−
xα

αu
− y

β

βv f(x, y)dαxdβy (2.196)

Remarque 4.1. Si x = 0 ou y = 0 on aura,

Sα,βf(x, 0) =
1

u

∫ +∞

0

e−
xα

α f(x, 0)dαx (2.197)

et

Sα,βf(0, y) =
1

v

∫ +∞

0

e−
yβ

β f(0, y)dβy (2.198)

Nous proposons trois théorèmes et un lemme qui nous permettrons par la suite de résoudre

le système (2.194).

Théorème 4.3. Soit f une fonction telle que f : ([0,+∞[×[0,+∞[) → R et 0 ≺ α � 1, 0 ≺
β � 1. alors

Sα,βf(x, y) =
Fα,β( 1

u
, 1
v
)

uv
(2.199)

Démonstration. Par définition nous avons

Sα,βf(x, y) = Fα,β(u, v) =
1

uv

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−
xα

αu
− yβ
βv f(x, y)dαxdβy (2.200)
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On pose

t1 =
xα

α
⇒ dt1 = xα−1dx = dαx (2.201)

et

t2 =
yβ

β
⇒ dt2 = yβ−1dy = dβy (2.202)

Si on remplace (2.201) et (2.202) dans (2.200) nous aurons

Sα,βf(x, y) =
1

uv

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−
t1
u
− t2
v f((αt1)

1
α , (βt2)

1
β )dt1dt2

=
1

uv

{
Lt1,t2f((αt1)

1
α , (βt2)

1
β ))
}p→ 1

u

s→ 1
v

=
Fα,β( 1

u
, 1
v
)

uv

(2.203)

Lemme 4.3. La transformée de Sumudu fractionnaire conformable de la fonction f(x, y) =(
xα

α

)n (yβ
β

)m
est donnée par

Sα,β

[(
xα

α

)n(
yβ

β

)m]
= n!m!unvm, u > 0, v > 0 (2.204)

Démonstration. : Sachant que

Sα,β

[(
xα

α

)n(
yβ

β

)m]
=

Lα,βt1,t2

{(
xα

α

)n (yβ
β

)m}p→ 1
u

s→ 1
v

uv
(2.205)

par conséquent

Sα,β

[(
xα

α

)n(
yβ

β

)m]
=
n!un+1m!vm+1

uv

Sα,β

[(
xα

α

)n(
yβ

β

)m]
= n!m!unvm

(2.206)

Théorème 4.4. Soit f une fonction telle que f : ([0,+∞[×[0,+∞[) → R et 0 < α ≤ 1, 0 <

β ≤ 1 alors

Sα,βt1,t2

(
Tα,βt1,t2f(x, y)

)
=
Fα,β(u, v)− Fα,β(u, 0)− Fα,β(0, v) + f(0, 0)

uv
(2.207)
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Démonstration. : Pour f : ([0,+∞[×[0,+∞[)→ R et 0 ≺ α � 1, 0 ≺ β � 1 on a

Sα,βt1,t2

(
Tα,βt1,t2f(x, y)

)
=

Lα,βt1,t2

{
Tα,βt1,t2f(x, y)

}p→ 1
u

s→ 1
v

uv

=
{psF (p, s)− pF (p, 0)− sF (0, s) + f(0, 0)}p→

1
u

s→ 1
v

uv

=
1
uv
Fα,β( 1

u
, 1
v
)− 1

u
Fα,β( 1

u
, 0)− 1

v
Fα,β(0, 1

v
) + f(0, 0)

uv

=
Fα,β( 1

u
, 1
v
)

u2v2
−
Fα,β( 1

u
, 0)

u2v
−
Fα,β(0, 1

v
)

uv2
+
f(0, 0)

uv

= uv
Fα,β(u, v)

u2v2
− uFα,β(u, 0)

u2v
− vFα,β(0, v)

uv2
+
f(0, 0)

uv

=
Fα,β(u, v)

uv
− Fα,β(u, 0)

uv
− Fα,β(0, v)

uv
+
f(0, 0)

uv

=
Fα,β(u, v)− Fα,β(u, 0)− Fα,β(u, 0) + f(0, 0)

uv

(2.208)

Les résultats suivants sont nécessaires pour prouver notre résultat principal.

Théorème 4.5. La transformée de Sumudu de l’intégrale fractionnaire J iαt1 x(t1, 0) possède la

forme

Sαt1
[
J iαt1 x(t1, 0)

]
= ui+1X(u, 0)

Démonstration. Nous utilisons la définition de la transformée de Sumudu, la propriété de

dualité entre la transformée de Laplace et la transformée de Sumudu en [7], [20] et les mêmes

étapes pour la preuve du lemme 4.2 nous obtenons le théorème.

Nous développons également d’autres résultats

1.

Sα,βt1,t2

(
Tαt1x(t1, t2)

)
= Sβt2

(
Sαt1T

α
t1
x(t1, t2)

)
= Sβt2

(
X(u, t2)−X(0, t2)

u

)
=
X(u, v)−X(0, v)

u

(2.209)
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2.

Sα,βt1,t2

(
T βt x(t1, t2)

)
= Sαt1

(
Sβt2T

β
t2x(t1, t2)

)
= Sαt1

(
X(t1, v)−X(t1, 0

v

)
=
X(u, v)−X(u, 0)

v

(2.210)

De la même manière nous trouvons,

3.

Sα,βt1,t2

(
Tαt1w(t1, t2)

)
=
W (u, v)−W (0, v)

u
(2.211)

4.

Sα,βt1,t2

(
T βt2w(t1, t2)

)
=
W (u, v)−W (u, 0)

v
(2.212)

Si nous appliquons la formule (2.207) à notre système (2.194) et nous utilisons (2.209), (2.210),

(2.211), (2.212) nous aurons,

X(u, v)−X(0, v)−X(u, 0) + x(0, 0)

uv
= A1

[
X(u, v)−X(0, v)

u

]
+ A2

[
X(u, v)−X(u, 0)

v

]
+B1

[
W (u, v)−W (0, v)

u

]
+B2

[
W (u, v)−W (u, 0)

v

]
(2.213)

Si nous multiplions l’équation (2.213) par uv,

X(u, v)−X(0, v)−X(u, 0) + x(0, 0) = A1v [X(u, v)−X(0, v)]

+ A2u [X(u, v)−X(u, 0)]

+B1v [W (u, v)−W (0, v)]

+B2u [W (u, v)−W (u, 0)]

(2.214)

il s’ensuit,

[In − vA1 − uA2]X(u, v) = [In − vA1]X(0, v) + [In − uA2]X(u, 0)

− x(0, 0) +B1v [W (u, v)−W (0, v)]

+B2u [W (u, v)−W (u, 0)]

(2.215)
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On pose maintenant,

G(u, v) = (In − vA1 − uA2) (2.216)

où l’inverse de cette matrice est

G−1(u, v) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φiju
ivj (2.217)

Sachant que dans [12]

G(u, v)G−1(u, v) = G−1(u, v)G(u, v) = In (2.218)

De l’équation (2.216), (2.217) et (2.218) on aura

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

[Φij − A1Φi,j−1 − A2Φi−1,j]u
ivj = In (2.219)

En comparant les coefficients aux mêmes puissances de u et v on obtient

Φij =


In Si i = 0, j = 0

A1Φi,j−1 + A2Φi−1,j Si i+ j > 0 , i, j ∈ Z+

0 Si i < 0 et /ou j < 0

(2.220)

Par multiplication de l’équation (2.215) parG−1(u, v) et en remplaçant (2.217) en tenant compte

de l’expression de Φij dans la dernière équation il s’ensuit alors,

X(u, v) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

[
−Φiju

i+1vj+1x(0, 0) + Φi,j−1u
ivj+1A1X(u, 0)

+ Φi−1,ju
i+1vjA2X(0, v)− Φi,ju

i+1vj+1B1W (0, v)

− Φi,ju
i+1vj+1B2W (u, 0) + [Φi,j−1B1 + Φi−1,jB2]uivjW (u, v) ]

(2.221)

de l’utilisation de la transformée de Sumudu inverse 2D de (2.221) et le théorème (4.5) nous

en déduisons le résultat suivant,

Théorème 4.6. La solution de la seconde forme du système fractionnaire conformable de

Fornasini-Marchesini avec conditions aux limites est donnée par

x(t1, t2) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

−
(
tα1
α

)i
i!

(
tβ2
β

)j
j!

Φijx(0, 0) +

(
tβ2
β

)j
j!

Φi,j−1A1J
iα
t1
x(t1, 0)
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+

(
tα1
α

)i
i!

Φi−1,jA2J
jβ
t2 x(0, t2)−

(
tα1
α

)i
i!

Φi,jB1J
(j+1)β
t2 w(0, t2)

−

(
tβ2
β

)j
j!

Φi,jB2J
(i+1)α
t1 w(t1, 0) + [Φi,j−1B1 + Φi−1,jB2] J iα,jβt1,t2 w(t1, t2)

 (2.222)

Remarque 4.2. : Si α = β = 1, La solution de la seconde forme du système fractionnaire

conformable de Fornasini-Marchesini avec conditions aux limites est donnée par

x(t1, t2) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

[
−t

i
1

i!

tj2
j!

Φijx(0, 0) +
tj2
j!

Φi,j−1A1J
i
t1
x(t1, 0)

+
ti1
i!

Φi−1,jA2J
j
t2x(0, t2)− ti1

i!
Φi,jB1J

(j+1)
t2 w(0, t2)

− tj2
j!

Φi,jB2I
(i+1)
t1 w(t1, 0) + [Φi,j−1B1 + Φi−1,jB2] J i,jt1,t2w(t1, t2)

] (2.223)

Exemple 4.1. Considérons le système linéaire 2D fractionnaire (2.166) avec α = 0.7 , β = 0.8

et

A0 =

[
0 1

0 0

]
, A1 = A2 =

[
0 0

0 0

]
, B =

[
1

1

]
où l’entrée du système est considérée comme suit,

u(t1, t2) = H(t1, t2) =

{
0 si t1 < 0 Si/et t2 < 0

1 Si t1, t2 ≥ 0

}
La solution des équations d’état pour les conditions aux limites nulles est donnée par

x(t1, t2) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φi−1,j−1BJ
iα,jβ
t1,t2 H(t1, t2)

Nous remarquons que A0 est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence 2, donc si i et/ou

j ≥ 2, la matrice Φi−1,j−1 = 0 ∈ R2×2, de plus on a Φ1,1 = A0. Par conséquent

x(t1, t2) = A0B
t2α1
2α2

t2β2
2β2

x(t1, t2) =

[
t1.41

2×0.72
t1.62

2×0.82

0

] (2.224)

ie : x1(t1, t2) =
t1.41

2×0.72
t1.62

2×0.82
et x2(t1, t2) = 0. Les graphes de la variable d’état x1(t1, t2) sont
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Figure 2.5 – La variable d’état x1(t1, t2)

Exemple 4.2. Considérons le système linéaire 2D d’ordre fractionnaire (2.166) avec α = 0.7

, β = 0.8 et

A0 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , A1 =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 , A2 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , B =


1

−2

3


où l’entrée du système est prise telle que,

u(t1, t2) = H(t1, t2) =

{
0 si t1 < 0 if/and t2 < 0

1 si t1, t2 ≥ 0

}
Par utilisation de l’équation (2.181) nous calculons la matrice de transition

Φ0,1 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , Φ1,0 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , Φ1,1 =


0 0 2

0 0 0

0 0 0

 (2.225)

et

Φi,j =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 for i > 1, j > 1. (2.226)
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La solution des équations d’état pour les conditions aux limites nulles est donnée par

x(t1, t2) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

Φi−1,j−1BJ
iα,jβ
t1,t2 H(t1, t2)

Par conséquent

x(t1, t2) =


t13α t22 β

4α3 β2 + t13α t23 β

6α3 β3

t12α t23 β

4α2 β3

0

 (2.227)

Les graphes de la variable d’état x1(t1, t2), x2(t1, t2) sont données par,
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Figure 2.6 – La variable d’état x1(t1, t2)
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Figure 2.7 – La variable d’état x2(t1, t2)
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4.4 Solution des modèles fractionnaires 2D singuliers

Cette section du chapitre introduit une nouvelle classe de systèmes bidimensionnels frac-

tionnaires singuliers en temps continu. Nous verrons dans cette partie, les notions de base

d’une dérivée fonction de Dirac ainsi que ces propriétés de la transformé de Laplace pour le cas

d’un système singulier unidimensionnel. Une vue d’ensemble de la théorie des systèmes singu-

liers fractionnaires est donnée dans les travaux [19,35,40,42,45]. Nous nous basons dans notre

travail sur ces différentes références pour présenter les caractéristiques des systèmes fraction-

naires. Une nouvelle approche est établi pour calculer la solution d’un système fractionnaire 2D

singulier en utilisant les matrices des transitions.

Nous rappelons quelques définitions et résultats afin de pouvoir donner la solution d’une

nouvelle classe de système fractionnaire singulier. Notons que la drivée fractionnaire dans cette

partie est au sens de Caputo.

Définition 4.7. [8] La double intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville notée Iα,βt1,t2f (t1, t2)

est donnée par

Iα,βt1,t2f (t1, t2) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t1

0

∫ t2

0

(t1 − τ1)α−1 (t2 − τ2)β−1 f (τ1, τ2) dτ (2.228)

Théorème 4.7. [8] La transformée de Laplace de la fonction tα1 t
β
2 est sous la forme,

L
[
tα1 t

β
2

]
=

Γ(α + 1)

pα+1

Γ(β + 1)

sβ+1

pour α ∈ R, α > −1, β ∈ R, β > −1.

Théorème 4.8. [19] La transformée de Laplace inverse de la fonction définie par p−α est

décrite par

L−1
[
p−α
]

=
tα−1
1

Γ(α)
for α > 0 (2.229)

Théorème 4.9. [42]

La transformée de Laplace inverse de l’expression piα est telle que

L−1
[
piα
]

= δ(iα)(t) for i ∈ Z+

où δ(iα)(t) est le dérivée fractionnaire d’ordre ( iα) au sens des distributions de la fonction de

Dirac.

Théorème 4.10. [42] La transformée de Laplace inverse de la fonction piαf(p) est,

L−1(piαf(p)) = f (iα)(t) (2.230)

où f (iα)(t) est la dérivée fractionnaire d’une fonction f(t).
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Nous désignons F (p, t2) , F (t1, s) la transformée de Laplace unidimensionnel d’une fonction

continue f (t1, t2) par rapport à t1, t2 respectivement définie dans [19] par

F (p, t2) = Lt1 [f (t1, t2)] =
∫∞

0
f (t1, t2) e−pt1dt1

F (t1, s) = Lt2 [f (t1, t2)] =
∫∞

0
f (t1, t2) e−st2dt2

La transformée de Laplace de la fonction f (t1, t2) est,

F (p, s) = Lt1,t2 [f (t1, t2)] = Lt1 {Lt2 [f (t1, t2)]} = Lt2 {Lt1 [f (t1, t2)]}

Théorème 4.11. [8] La transformée de Laplace de la fonction Dα,β
t1,t2f(t1, t2) où 0 < α ≤ 1 et

0 < β ≤ 1 est présentée par,

pαsβF (p, s)− pαsβ−1F (p, 0)− pα−1sβF (0, s) + pα−1sβ−1f(0, 0)

On considère le modèle singulier fractionnaire 2D à temps continu décrit par l’équation

suivante

EDα,β
t1,t2x(t1, t2) =A0x(t1, t2) + A1D

α
t1
x(t1, t2) + A2D

β
t2x(t1, t2)

+Bu(t1, t2)
(2.231)

où x(t1, t2) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t1, t2) ∈ Rm est le contrôle du système et Ai ∈ Rn×n,

i = 0.1.2, B ∈ Rn×m, E ∈ Rn×n, les conditions aux limites x(0, t2) et x(t1, 0) sont données.

Nous proposons d’abord une nouvelle extension du théorème 4.9 et 4.10 .

Théorème 4.12. La transformée de Laplace inverse de l’expression piαsjβ est décrite par

L−1
t1,t2

[
piαsjβ

]
= δ(iα,jβ)(t1, t2) for i, j ∈ Z+

où δ(iα,jβ)(t1, t2) est la dérivée fractionnaire d’ordre (iα, jβ) au sens des distributions pour la

fonction de Dirac.

Démonstration. L’idée de la preuve de ce théorème est basée sur le fait que les deux variables

t1 et t2 sont indépendantes et en utilisant le résultat dans le théorème 4.9.

Sachant que,

L−1
t1,t2

[f(p, s)] = L−1
t1

[
L−1
t2
f(p, s)

]
= L−1

t2

[
L−1
t1
f(p, s)

]
(2.232)

En appliquant le théorème 4.9 à la fonction f(p, s) = piαsjβ for i, j ∈ Z+ on a,
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L−1
t1,t2

[
piαsjβ

]
=L−1

t2

[
L−1
t1
piαsjβ

]
=L−1

t2

[
δ(iα)(t1, t2)sjβ

]
=δ(iα,jβ)(t1, t2)

(2.233)

Théorème 4.13. La transformée de Laplace inverse de l’expression piαsjβf(p, s) est donc égale

à,

L−1
t1,t2

(piαsjβf(p, s)) = f (iα),(jβ)(t1, t2) (2.234)

où f (iα,jβ)(t1, t2) est la dérivée fractionnaire d’ordre (iα, jβ) de la fonction f(t1, t2).

Démonstration. Du théorème 4.10 et de l’équation (2.233) il résulte que,

L−1
t1,t2

[
piαsjβf(p, s)

]
=L−1

t2

[
L−1
t1
piαsjβf(p, s)

]
=L−1

t2

[
f (iα)(t1, t2)sjβ

]
=f (iα,jβ)(t1, t2)

(2.235)

En appliquant la transformée de Laplace 2D à l’équation (2.231) nous obtenons

E(pαsβX(p, s)− pαsβ−1X(p, 0)− pα−1sβX(0, s) + pα−1sβ−1x(0, 0))

=A0X(p, s) +BU(p, s) + A1

[
pαX(p, s)− pα−1X(0, s)

]
+ A2

[
sβX(p, s)− sβ−1X(p, 0)

] (2.236)

Par multiplication des deux côtés de l’égalité (2.236) par p−αs−β, on obtient

E(X(p, s)− s−1X(p, 0)− p−1X(0, s) + p−1s−1x(0, 0))

=p−αs−βA0X(p, s) + p−αs−βBU(p, s) + A1

[
s−βX(p, s)− p−1s−βX(0, s)

]
+ A2

[
p−αX(p, s)− p−αs−1X(p, 0)

] (2.237)

Par conséquent,

(E − p−αs−βA0 − s−βA1 − p−αA2)X(p, s)

= + p−αs−βBU(p, s) +
[
p−1E − p−1s−βA1

]
X(0, s)

+
[
s−1E − s−1p−αA2

]
X(p, 0)− p−1s−1Ex(0, 0))

(2.238)
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On note que,

G(p, s) = (E − p−αs−βA0 − s−βA1 − p−αA2) (2.239)

Si nous utilisons la définition de la série de Laurent comme dans [63], nous pouvons donner

l’inverse de G(p, s) qui est,

G−1(p, s) =
+∞∑
i=−µ1

+∞∑
j=−µ2

Φi,jp
−iαs−jβ (2.240)

et sachant que,

G−1(p, s)G(p, s) = G(p, s)G−1(p, s) = In (2.241)

Par l’utilisation des résultats obtenus dans [63] pour des systèmes discrets bidimensionnels,

et en supposant que µ1 et µ2 sont finis, L’inverse de G(p, s) est présenté sous la forme

(G(p1, s1))−1 =
1

∆ (p1, s1)
R (p1, s1)

où p1 = pα, s1 = sβ , ∆ (p1, s1) = detG(p1, s1) et R (p1, s1) = adj(G(p1, s1)).

Pour un polynôme à deux variables K (p1, s1) on définit degp1 (K (p1, s1)) comme le degré de

K (p1, s1) suivant p1, et de la même manière pour degs1 (K (p1, s1)) ; on note degs1 (K (p1, s1))

le degré de K(p1, s1) suivant s1 ; puis on introduit les entiers qui précèdent comme suit :

r1 = degp1 (∆ (p1, s1))

r2 = degs1 (∆ (p1, s1))

r = deg (∆ (p1, s1))

f1 = degp1 (R (p1, s1))

f2 = degs1 (R (p1, s1))

Théorème 4.14. [63] On suppose que r = r1 + r2, alors les coefficients Φi,j sont uniques pour

une valeur minimale de (µ1, µ2) définie par

µ1 = f1 − r1 + 1

µ2 = f2 − r2 + 1
(2.242)

En comparant les coefficients aux mêmes puissances de p et s on obtient la nouvelle définition
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ENTIÈRES UNI ET MULTIDIMENSIONNELS

de matrice de transition

EΦij =


A0Φ00 + Φ1Φ10 + A2Φ01 + I if i = 1, j = 1

A0Φi−1,j−1 + A1Φi,j−1 + A2Φi−1,j if i 6= 1 and/or j 6= 1

0 if i < −µ1 and /or j < −µ2

(2.243)

pour plus de détails sur le calcul de la matrice de transition et leurs propriétés on se réfère

à [35, 63,64] .

En multipliant l’équation (2.238) par G−1(p, s) exprimée en (2.240) on obtient

X(p, s) =
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−iαs−jβ × p−αs−βBU(p, s)

−
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−iαs−jβ ××p−1s−1Ex(0, 0))

+
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−iαs−jβ ××

[
p−1E − p−1s−βA1

]
X(0, s)

+
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−iαs−jβ ××

[
s−1E − s−1p−αA2

]
X(p, 0)

(2.244)

Si nous simplifions la dernière équation, nous obtenons

X(p, s) =
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s)

−
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−iα−1s−jβ−1Ex(0, 0))

+
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,j

[
p−iα−1s−jβE − p−iα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

+
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,j

[
p−iαs−jβ−1E − p−(i+1)αs−jβ−1A2

]
X(p, 0)

(2.245)
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Par application de la transformation de Laplace inverse

x(t1, t2) =L−1
t1,t2

(
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s)

)

− L−1
t1,t2

(
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−iα−1s−jβ−1Ex(0, 0)

)

+ L−1
t1,t2

(
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,j

[
p−iα−1s−jβE − p−iα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

)

+ L−1
t1,t2

(
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,j

[
p−iαs−jβ−1E − p−(i+1)αs−jβ−1A2

]
X(p, 0)

)
(2.246)

Avant de calculer la transformée de Laplace inverse 2D, nous divisons toute la double

somme :

1. Premièrement

+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−iα−1s−jβ−1Ex(0, 0) =

−1∑
−µ1

−1∑
−µ2

Φi,jp
−iα−1s−jβ−1Ex(0, 0)

+
−1∑
−µ1

+∞∑
0

Φi,jp
−iα−1s−jβ−1Ex(0, 0)

+
+∞∑

0

−1∑
−µ2

Φi,jp
−iα−1s−jβ−1Ex(0, 0)

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,jp
−iα−1s−jβ−1Ex(0, 0)

(2.247)

Alors

+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−iα−1s−jβ−1Ex(0, 0) =

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jp
iα−1sjβ−1Ex(0, 0)

+

µ1∑
1

+∞∑
0

Φ−i,jp
iα−1s−jβ−1Ex(0, 0)

+
+∞∑

0

µ2∑
1

Φi,−jp
−iα−1sjβ−1Ex(0, 0)

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,jp
−iα−1s−jβ−1Ex(0, 0)

(2.248)

En utilisant la propriété de δ de notre théorème 4.12 et la transformée de Laplace
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ENTIÈRES UNI ET MULTIDIMENSIONNELS

inverse 2D nous trouvons le résultat suivant,

L−1
t1,t2

(
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−(i+1)α−1s−(j+1)β−1Ex(0, 0)

)
=

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jδ
(iα−1,jβ−1)(t1, t2)Ex(0, 0)

+

[
µ1∑
1

+∞∑
0

Φ−i,jδ
(iα−1)(t1, t2)

tjβ2
Γ(jβ + 1)

Ex(0, 0)

]

+

[
+∞∑

0

+µ2∑
1

Φi,−jδ
(jα−1)(t1, t2)

tiβ1
Γ(iβ + 1)

Ex(0, 0)

]

+

[
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j
tiβ1

Γ(iβ + 1)

tjβ2
Γ(jβ + 1)

Ex(0, 0)

]
(2.249)

2. Pour la deuxième somme

+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s) =

−1∑
−µ1

−1∑
−µ2

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s)

+
−1∑
−µ1

+∞∑
0

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s)

+
+∞∑

0

−1∑
−µ2

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s)

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s)

(2.250)

Comme dans la première somme,

+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s) =

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jp
(i−1)αs(j−1)βBU(p, s)

+

µ1∑
1

+∞∑
0

Φ−i,jp
(i−1)αs−(j+1)βBU(p, s)

+
+∞∑

0

µ2∑
1

Φi,−jp
−(i+1)αs(j−1)βBU(p, s)

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s)

(2.251)

En utilisant la propriété de δ(t1, t2) de notre théorème 4.12 et la transformée de Laplace
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inverse 2D, le résultat suivant est donc établis,

L−1
t1,t2

(
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,jp
−(i+1)αs−(j+1)βBU(p, s)

)
=

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jBu
(i−1)α,(j−1)β(t1, t2)

+

µ1∑
1

+∞∑
0

Φ−i,j

∫ t2

0

(t2 − τ2)(j+1)β−1

Γ((j + 1)β)
Bu(i−1)α(t1, t2)dτ2

+
+∞∑

0

+µ2∑
1

Φi,−j

∫ t1

0

(t1 − τ1)(i+1)α−1

Γ((i+ 1)α)
Bu(j−1)β(t1, t2)dτ1

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j

∫ t1

0

∫ t2

0

(t2 − τ2)(j+1)β−1

Γ((j + 1)β)

(t1 − τ1)(i+1)α−1

Γ((i+ 1)β)
Bu(t1, t2)dτ1dτ2

(2.252)

3. Pour la troisième somme

S3 =
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,j

[
p−iα−1s−jβE − p−iα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

=
−1∑
−µ1

−1∑
−µ2

Φi,j

[
p−iα−1s−jβE − p−iα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

+
−1∑
−µ1

+∞∑
0

Φi,j

[
p−iα−1s−jβE − p−iα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

+
+∞∑

0

−1∑
−µ2

Φi,j

[
p−iα−1s−jβE − p−iα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j

[
p−iα−1s−jβE − p−iα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

(2.253)

⇐⇒

S3 =

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−j
[
piα−1sjβE − piα−1s(j−1)βA1

]
X(0, s)

+

µ1∑
1

+∞∑
0

Φ−i,j
[
piα−1s−jβE − piα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

+
+∞∑

0

µ2∑
1

Φi,−j
[
p−iα−1sjβE − p−iα−1s(j−1)βA1

]
X(0, s)

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j

[
p−iα−1s−jβE − p−iα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

(2.254)

De manière similaire, la propriété δ(t1, t2) du théorème 4.12 et la transformée de Laplace
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inverse 2D nous donne,

L−1
t1,t2

(
∞∑
−µ1

∞∑
−µ2

Φi,j

[
p−iα−1s−jβE − p−iα−1s−(j+1)βA1

]
X(0, s)

)

=

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jδ
(iα−1)(t1, t2)

[
Ex(jβ)(0, t2)− A1x

(j−1)β(0, t2)
]

+

µ1∑
1

+∞∑
0

Φ−i,jδ
(iα−1)(t1, t2)

[
EIjβt2 x(0, t2)− A1I

(j+1)β
t2 x(0, t2)

]
+

+∞∑
0

µ2∑
1

Φi,−j
tiα1

Γ(iα + 1)

[
Ex(jβ)(0, t2)− A1x

(j−1)β(0, t2)
]

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j
tiα1

Γ(iα + 1)

[
EIjβt2 x(0, t2)− A1I

(j+1)β
t2 x(0, t2)

]

(2.255)

4. De même pour la 3ème somme on obtient

L−1
t1,t2

(
+∞∑
−µ1

+∞∑
−µ2

Φi,j

[
p−iαs−jβ−1E − p−(i+1)αs−jβ−1A2

]
X(p, 0)

)

=

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jδ
(jβ−1)(t1, t2)

[
Ex(iα)(t1, 0)− A1x

(i−1)α(t1, 0)
]

+
+∞∑

0

µ2∑
1

Φ−i,jδ
(jβ−1)(t1, t2)

[
EI iαt2 x(t1, 0)− A1I

(i+1)α
t2 x(t1, 0)

]
+

µ1∑
1

+∞∑
0

Φi,−j
tjβ2

Γ(jβ + 1)

[
Ex(iα)(t1, 0)− A1x

(i−1)α(t1, 0)
]

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j
tjβ2

Γ(jβ + 1)

[
EI iαt1 x(t1, 0)− A1I

(i+1)α
t2 x(t1, 0)

]

(2.256)

Par l’utilisation des équations (2.249), (2.252), (2.253) et (2.256), nous établissons la solution

générale du système 2D singulier (2.231).
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Théorème 4.15. La solution générale du système (2.231) est de la forme,

x(t1, t2) =

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jδ
(iα−1,jβ−1)(t1, t2)Ex(0, 0) +

[
µ1∑
1

+∞∑
0

Φ−i,jδ
(iα−1)(t1, t2)×

tjβ2
Γ(jβ + 1)

Ex(0, 0)

]
+

[
+∞∑

0

+µ2∑
1

Φi,−jδ
(jα−1)(t1, t2)× tiβ1

Γ(iβ + 1)
Ex(0, 0)

]

+

[
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j
tiβ1

Γ(iβ + 1)

tjβ2
Γ(jβ + 1)

Ex(0, 0)

]

+

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jBu
(i−1)α,(j−1)β(t1, t2)

+

µ1∑
1

+∞∑
0

Φ−i,j

∫ t2

0

(t2 − τ2)(j+1)β−1

Γ((j + 1)β)
Bu(i−1)α(t1, t2)dτ2

+
+∞∑

0

+µ2∑
1

Φi,−j

∫ t1

0

(t1 − τ1)(i+1)α−1

Γ((i+ 1)α)
Bu(j−1)β(t1, t2)dτ1

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j

∫ t1

0

∫ t2

0

(t2 − τ2)(j+1)β−1

Γ((j + 1)β)

(t1 − τ1)(i+1)α−1

Γ((i+ 1)β)
Bu(t1, t2)dτ1dτ2

+

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jδ
(iα−1)(t1, t2)

[
Ex(jβ)(0, t2)− A1x

(j−1)β(0, t2)
]

+

µ1∑
1

+∞∑
0

Φ−i,jδ
(iα−1)(t1, t2)

[
EIjβt2 x(0, t2)− A1I

(j+1)β
t2 x(0, t2)

]

+
+∞∑

0

µ2∑
1

Φi,−j
tiα1

Γ(iα + 1)

[
Ex(jβ)(0, t2)− A1x

(j−1)β(0, t2)
]

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j
tiα1

Γ(iα + 1)

[
EIjβt2 x(0, t2)− A1I

(j+1)β
t2 x(0, t2)

]
+

µ1∑
1

µ2∑
1

Φ−i,−jδ
(jβ−1)(t1, t2)

[
Ex(iα)(t1, 0)− A1x

(i−1)α(t1, 0)
]

+
+∞∑

0

µ2∑
1

Φ−i,jδ
(jβ−1)(t1, t2)

[
EI iαt2 x(t1, 0)− A1I

(i+1)α
t2 x(t1, 0)

]
+

µ1∑
1

+∞∑
0

Φi,−j
tjβ2

Γ(jβ + 1)

[
Ex(iα)(t1, 0)− A1x

(i−1)α(t1, 0)
]

+
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j
tjβ2

Γ(jβ + 1)

[
EI iαt1 x(t1, 0)− A1I

(i+1)α
t2 x(t1, 0)

]

(2.257)

Remarque 4.3. 1. Si on considère le système standard avec E = In on obtient la même

solution pour le modèle de Fornasini-Marchesini obtenue dans [8].
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2. Ce résultat est une extension de [42].

x (t1, t2) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

{
− tiα1

Γ(iα + 1)

tjβ2
Γ(jβ + 1)

Tijx(0, 0) + Ti−1,j−1BI
iα,jβ
t1,t2 u (t1, t2)

+
tjβ2

Γ(jβ + 1)
[Tij − Ti−1,jA2] I iαt1 x (t1, 0) +

tiα1
Γ(iα + 1)

[Tij − Ti,j−1A1] Ijβt2 x (0, t2)

}
(2.258)

Nous allons par la suite, présentés quelques exemples illustratifs pour valider nos résultats.

Exemple 4.3. Considérons le système linéaire 2D d’ordre fractionnaire (2.231) avec α = 0.8,

β = 0.5 et

E =

(
0 1

0 0

)
, A0 =

(
0 0

0 0

)
, A1 =

(
1 0

0 0

)
, A2 =

(
0 0

0 1

)
, B =

(
1

−1

)
pour calculer la matrice de transition il faut faire le calcul suivant

[Ep1s1 − A0 − A1p1 − A2s1]−1 =

[
−p1 p1s1

0 −s1

]−1

= Φ00 + Φ10p
−1
1 + Φ01s

−1
1

où

Φ00 =

[
0 −1

0 0

]
, Φ10 =

[
−1 0

0 0

]
, Φ01 =

[
0 0

0 −1

]
Dans ce cas µ1 = µ2 = 1.

Le vecteur qui représente le contrôle du système est considéré sous la forme,

u (t1, t2) = H (t1, t2) =

{
0 Si t1 < 0 et/ou t2 < 0

1 Si t1, t2 ≥ 0

La solution des équations d’état pour les conditions aux limites nulles est donnée par

x(t1, t2) =
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,j

∫ t1

0

∫ t2

0

(t2 − τ2)(j+1)β−1

Γ((j + 1)β)

(t1 − τ1)(i+1)α−1

Γ((i+ 1)β)
Bu(t1, t2)dτ1dτ2 (2.259)

x(t1, t2) =
+∞∑

0

+∞∑
0

Φi,jB
t
(i+1)α
1 t

(j+1)β
2

Γ((i+ 1)α + 1)Γ((j + 1)β + 1)
(2.260)
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Nous obtenons alors la solution de notre système

x(t1, t2) =
tα1 t

β
2

Γ(α + 1)Γ(β + 1)
Φ0,0B +

tα1 t
2β
2

Γ(α + 1)Γ(2β + 1)
Φ0,1B

+
t2α1 tβ2

Γ(2α + 1)Γ(β + 1)
Φ1,0B

(2.261)

Finalement

x(t1, t2) =

(
t0.81 t0.52

Γ(0.8+1) Γ(0.5+1)
− t2×0.8

1 t0.52

Γ(0.5+1) Γ(2×0.8+1)
t0.81 t2×0.5

2

Γ(0.8+1) Γ(2×0.5+1)

)
(2.262)

Les graphes suivants représentent la trajectoire d’état de notre exemple
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Figure 2.8 – La variable d’état x1(t1; t2)

et
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Figure 2.9 – La variable d’état x2(t1; t2)

Conclusion et remarques :

1. Pour les trois premières sections de ce chapitre nous avons introduit la notion de la dérivée

fractionnaire conformable et puis une étude sur le problème de solvabilité, contrôlabilité

et de l’énergie minimale pour un système fractionnaire unidimensionnel a été réalisée.

2. La quatrième section de ce chapitre a été faite en deux parties, la première traite de l’effi-

cacité et la solvabilité des modèles bidimensionnels (2D). Cette étude explore les nouvelles

dérivées fractionnaires et les transformations étendues pour une classe de modèles. Une

transformation de Sumudu 2D et une transformation de Laplace 2D ont été utilisées

pour établir la solution des modèles continus de Fornasini-Marchesini par l’utilisation des

dérivés conformables. Une nouvelle définition et des propriétés de Sumudu dans le cas bi-

dimensionnel ont été données. Ensuite et en deuxième partie le but est de calculer la solu-

tion des modèles bidimensionnels singuliers décrits par le modèle de Fornasini-Marchesini

sachant que la dérivée dans cette partie est au sens de Caputo ; cette approche est basée

sur l’importance et l’utilisation de la matrice fondamentale et le delta Kronecker pour

résoudre cette classe de système.
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Chapitre 3
Contrôle à énergie minimale,

Discrétisation et influence sur la

positivité des systèmes fractionnaires

Dans ce chapitre, nous procéderons à l’étude en deux parties. Nous introduisant dans la

première partie la notion de discrétisation pour un système fractionnaire linéaire conformable à

une dimension en temps continu d’ordre α où 0 < α ≤ 1 et l’influence du pas de discrétisation

sur la positivité de cette classe de systèmes, puis en deuxième partie nous traiterons le problème

de solvabilité et les conditions nécessaires et suffisantes sur la positivité d’un système bidimen-

sionnel à temps continu-discret (hybride) qui généralise le modèle de Fornasini-Marchesini pour

pouvoir étudier le problème de contrôlabilité et d’énergie minimale pour cette classe de systèmes.

1 Positivité des systèmes conformable unidimensionnels

Cette partie traite la classe des systèmes linéaires fractionnaires conformables. Pour cela,

nous considérons le système linéaire fractionnaire en temps continu qui est défini pour 0 < α ≤ 1

et t ∈ R+,

TαX(t) = AX(t) +Bu(t) (3.1)

Y (t) = CX(t) +Du(t) (3.2)

X(t) représente le vecteur d’état et Y (t) la sortie du système. Notons que la dérivée frac-

tionnaire de l’équation (3.1) est la dérivée conformable.

Définition 1.1. [34] Le système (3.1) est dit positif si et seulement si toutes les états et toutes

les sorties sont positifs ie : X(t) ∈ Rn+, Y (t) ∈ Rn+ pour toutes X0 ∈ Rn+ et u0 ∈ Rn+.
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CHAPITRE 3. CONTRÔLE À ÉNERGIE MINIMALE, DISCRÉTISATION ET
INFLUENCE SUR LA POSITIVITÉ DES SYSTÈMES FRACTIONNAIRES

Théorème 1.1. [34] Le système décrit par les équations (3.1),(3.2) est positif si et seulement

si,

A ∈ Mn, B ∈ Rn×m+ , C ∈ Rp×n+ , D ∈ Rp×m+ (3.3)

1.1 Processus de discrétisation

En se basant sur les résultats de [33], la discrétisation du système (3.1) est comme suit.

On considère le système fractionnaire suivant

Tαx(t) = f(x(t)), 0 < t ≤ T, x(0) = x0 (3.4)

La discrétisation de la dérivée conformable donne alors

xn+1 = xn +
hα

α
f(xn) (3.5)

Par l’application du théorème ?? au système (3.1), (3.2) on obtient le résultat suivant.

Théorème 1.2. Soit h > 0, les systèmes à temps continus (3.1) et (3.2) sont discrétisées en

deux systèmes discrets

xn+1 = Ãxn + B̃un (3.6)

yn = Cxn +Dun (3.7)

avec

Ã =

[
hα

α
A+ I

]
and B̃ =

hα

α
B (3.8)

Démonstration.

Dans l’équation (2.3) on choisit f(x(t)) = Ax(t) +Bu(t) donc on obtient,

xn+1 =xn +
hα

α
[Axn +Bun]

xn+1 =

[
hα

α
A+ I

]
xn +

hα

α
Bun

(3.9)

Si nous mettons

Ã =

[
hα

α
A+ I

]
and B̃ =

hα

α
B (3.10)
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Par conséquent

xn+1 = Ãxn + B̃xn (3.11)

yn = Cxn +Dun (3.12)

ce qui complète la preuve du théorème.

La solution du système discret obtenu par discrétisation est donnée par le théorème suivant.

Théorème 1.3. [45] La solution du système (3.6) est

xn = Ã
n
x0 +

n−1∑
i=0

Ã
n−1−i

B̃ui (3.13)

et sa sortie

yn = Cxn +Dun (3.14)

1.2 Influence de la discrétisation sur la positivité

Notre étude dans cette partie est basée sur la question suivante : Si le système défini par les

équations (3.1) et (3.2) est positif, est ce que (3.6) et (3.7) restent aussi positifs ? Si oui sous

qu’elles conditions ? Nous énonçons dans ce qui suit un théorème permettant de nous aider à

répondre à la question posée.

Théorème 1.4. [18] Le système (3.6) et (3.7) est positif si et seulement si,

Ã ∈ Rn×n+ , B̃ ∈ Rn×m+ , C ∈ Rp×n+ , D ∈ Rp×m+ (3.15)

Démonstration.

1. Condition nécessaire,

Si A ∈ Rn×n+ , B ∈ Rn×m+ , C ∈ Rp×n+ , D ∈ Rp×m+ et ui ∈ R+ avec toutes les condi-

tions initiales sont positives, alors Ãnx0 est positive, de même pour
n−1∑
i=0

Ãn−1−iB̃ui par

conséquent xn est positif.

2. Condition suffisante :

On suppose que x0 = ei (la ime colonne de la matrice identité) et un = 0 de l’équation

(3.13) on trouve,

X1 = Ãx0 = Ãei = Ãi (3.16)
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tel que Ãi est la ime colonne de la matrice Ã, donc Ãi = x1 ∈ Rn+. En continuant notre

raisonnement tout au long des autres colonnes, nous déduisons que Ã est positive.

De la même manière pour x0 = 0, on trouve B̃u0 ∈ Rn+ ce qui implique que B̃ ∈ Rn
+

puisque u0 ∈ Rn+ est arbitraire.

Pour la sortie yn , si un = 0 alors : y0 = Cx0 ∈ Rp+ et C ∈ Rp×n
+ puisque x0

est quelconque. et si x0 = 0 alors : y0 = Du0 ∈ Rp+ et D ∈ Rp×m+ du fait que u0 est

quelconque.

Le théorème suivant va nous montrer qu’elle condition vas influer sur la positivité du système

discrétisé.

Théorème 1.5. Soit h > 0 le pas de discrétisation du système (3.1), alors si les conditions

(3.3) sont vérifiées nous avons l’un des deux cas suivants,

1) Si A est une matrice de Metzler positive (i.e une matrice de Metzler où les éléments dia-

gonaux sont positives ), alors le système définit par (3.6) et (3.7) reste positif pour toute

valeur de h > 0.

2 Si A est une matrice de Metzler non positive ( i.e une matrice de Metzler où au moins un des

éléments diagonaux est strictement négatif ), alors le système définit par (3.6) et (3.7)

restera positif si et seulement si,

0 < h ≤
(

α

max |aii|

) 1
α

(3.17)

Démonstration. Soit h > 0 et supposons que le système (3.1) et (3.2) est positif si et seulement

si,

A ∈ Mn, B ∈ Rn×m+ , C ∈ Rp×n+ , D ∈ Rp×m+

avec A est une matrice de Metzler.

Puisque h > 0, 0 < α ≤ 1 et suite à la discrétisaion faite au théorème (1.2) nous avons,

Ã =

[
hα

α
A+ I

]
et B̃ =

hα

α
B (3.18)

On distincte deux cas possibles,

1. Si A est de Metzler positive, Ã = hα

α
A + I est positive d’où la 1ère relation du théorème

est évidente.

2. Si A est de Metzler non positive ie : s’il existe au moins une entrée e diagonale de la

matrice A qui soit strictement négative, Ã n’est pas nécessairement positive.
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— La condition nécessaire : puisque toutes les entrées hors diagonale de la matrice A sont

positives et de la matrice −α
hα
In sont nulles alors on doit comparer les éléments diagonaux

de A et la valeur de −α
hα
In.

* Pour un premier cas : aii ≥ 0 ⇒ aii ≥ 0 ≥ −α
hα

** Pour un deuxième cas : 0 ≥ aii ≥ −α
hα
, et comme les éléments diagonaux de Ã sont

positifs,

hα

α
aii + 1 ≥ 0 (3.19)

hα

α
aii ≥ −1 (3.20)

hα

α
(−aii) ≤ 1 (3.21)

hα

α
| − aii| ≤ 1 (3.22)

cette inégalité est vraie pour n’importe qu’elle valeur de i, donc elle reste aussi vraie

pour max|aii| doù,

hα

α
max|aii| ≤ 1 (3.23)

hα ≤ α

max|aii|
(3.24)

h ≤
(

α

max|aii|

) 1
α

(3.25)

— La condition suffisante : Supposons que A est de Metzler avec au moins une entrée dia-

gonale strictement négative et on démontre que Ã est positive ie : si aii ≥ 0 pour i 6= j

et on montre que les éléments hors diagonaux de Ã = hα

α
A+ I sont positifs.

Si aii ≥ 0 les éléments hors diagonaux de Ã sont positifs. et pour les entrées négatives de

A qui vérifient,

h ≤
(

1

max|aii|

) 1
α

nous avons dans ce cas,

hα ≤ α

max|aii|
(3.26)

Par suite

max|aii|
hα

α
≤ 1 (3.27)
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Ce qui nous donne,

|aii|
hα

α
� max|aii|

hα

α
≤ 1 (3.28)

Par conséquent

hα

α
|aii| ≤ 1 (3.29)

et puisque aii < 0

− hα

α
aii ≥ 1 (3.30)

On obtient

hα

α
aii ≥ −1 (3.31)

Donc

hα

α
aii + 1 ≥ 0 (3.32)

On en déduit que tous les coefficients diagonaux de la matrice Ã sont positifs.

Exemple 1.1. Considérons les systèmes (3.1) et (3.2) pour α = 0.5 et les matrices

A =

[
−8 2

1 −7

]
, B =

[
1

1

]
, u(t) = 1

En appliquant le théorème 1.1 de positivité , on trouve que notre système est positif ; et

puisque A est une matrice de Metzler non positive, alors pour garantir la positivité du système

obtenu par discrétisation, on doit prendre le pas h qui vérifie,

h ≤
(

0.5

max|aii|

) 1
0.5

(3.33)

alors

0 < h ≤ 0.0039 (3.34)

1. Soit ε1 = 0.03, h1 = 0.0039 + ε1 = 0.0339. le système obtenu par la discrétisation avec ce

pas h1 n’est pas positif car

Ã =

[
−1.9462 0.7365

0.3683 −1.5779

]
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de plus la figure suivante nous montre que la solution n’est pas positive. (voir Figure 3.1)

2. Soit ε2 = 0.001, h2 = 0.0039 − ε2 = 0.0029. Le système obtenu par la discrétisation avec

ce pas h2 est positif car

Ã =

[
0.1374 0.2156

0.1078 0.2453

]
de plus la figure suivante nous montre que la solution est positive. (voir Figure 3.2)

Figure 3.1 – Vecteur d’état du système de l’exemple (1.1) avec h = 0.0339.

Figure 3.2 – Vecteur d’état du système de l’exemple (1.1) avec h = 0.0029.

Exemple 1.2. Soit le système (3.1) , (3.2) pour α = 0.5 et

A =


−10 0 0

1 −13 0

2 0 −12

 , B =


1

1

1

 , u(t) = 1
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En appliquant le théorème 1.1 de positivité donc on trouve que notre système est positive.

et puisque A est une matrice de Metzler non positif, alors pour garantir la positivité du système

obtenu par la discrétisation on doit prendre le pas h qui vérifie,

h ≤
(

0.5

max|aii|

) 1
0.5

(3.35)

soit,

0 < h ≤ 0.0015 (3.36)

1. Pour ε1 = 0.01, h1 = 0.0015 + ε1 = 0.0115. le système obtenu par la discrétisation avec

ce pas h1 n’est pas positif car

Ã =


−1.1428 0 0

0.2143 −1.7857 0

0.4286 0 −1.5714


, de plus la figure suivante nous montre que la solution n’est pas positive (voir Figure 3.3).

Figure 3.3 – Vecteur d’état du système de l’exemple (1.2) avec h = 0.0115.

2. Soit ε2 = 0.001, h2 = 0.0015 − ε2 = 0.0005. le système obtenu par la discrétisation avec

ce pas h1 est positif car

Ã =


0.5621 0 0

0.0438 0.4308 0

0.0876 0 0.4746


de plus la figure suivante nous montre que la solution est positive. (voir 3.4)
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Figure 3.4 – Vecteur d’état du système de l’exemple (1.2) avec h = 0.0005.

Remarque 1.1. Dans cette partie, l’étude de l’influence de la valeur du pas de discrétisation sur

la positivité d’un système linéaire en temps discret unidimensionnel obtenu par discrétisation à

partir d’un un système linéaire fractionnaire conformable est étudiée. Des conditions nécessaires

et suffisantes sont proposées et deux exemples numériques qui illustrent l’applicabilité des résultats

sont proposés.

2 Solvabilité et positivité des systèmes à temps continue-

discret

2.1 Solvabilitè et posititivité des systèmes 2D

Dans cette partie nous nous s’intéressons au calcul de la solution et en établissant les

conditions de positivité d’un système fractionnaire conformable 2D continu-discret décrit par

l’équation suivante,

Tαx(t, k + 1) = A0x(t, k) + A1T
αx(t, k) + A2x(t, k + 1) (3.37)

+B0u(t, k) +B1T
αu(t, k) +B2u(t, k + 1)

tel que Ai ∈ Rn×n , Bi ∈ Rn×m, i = 0.1.2, x(t, k) ∈ Rn représente la trajectoire d’état, u(t, k) ∈
Rm est l’entrés du système ( le contrôle ), et Tαx(t, k), Tαu(t, k) sont les dérivées conformables

fractionnaires par rapport à la variable t des deux vecteurs d’état et de contrôle x(t, k), u(t, k)

respectivement.

Définition 2.1. le système (3.37) est dit positif si pour toutes conditions aux limites

x(t, 0) ∈ Rn
+, T

αx(t, 0) ∈ Rn+, t ∈ R+ , x(0, k) ∈ Rn+ pour k ≥ 1, k ∈ Z+ (3.38)
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et pour n’importe qu’elle commande u(t, 0) ∈ Rn
+, T

αu(t, 0) ∈ Rn+, t ∈ R+ , u(0, k) ∈ Rn+ , k ∈ Z+,

nous aurons le vecteur d’état x(t, k) ∈ Rn+.

Remarque 2.1. Pour simplifier les notations par la suite on note

Tαx(t, k) = x(α)(t, k) et Tαu(t, k) = u(α)(t, k) (3.39)

Théorème 2.1. Le système (3.37) est positif si et seulement si

1. A2 est de Metzler.

2. A0 ∈ Rn×n
+ , A1 ∈ Rn×n+ , A = A0 + A1A2 ∈ Rn×n

+ , Bi ∈ Rn×m+ , i = 0.1.2.

Démonstration. La preuve sera réalisée par induction par rapport à k.

L’équation (3.37) peut être reformulée de la manière suivante,

x(α)(t, k + 1) = A2x(t, k + 1) + F (t, k) (3.40)

où,

F (t, k) = A0x(t, k) + A1x
(α)(t, k) +B0u(t, k) +B1u

(α)(t, k) +B2u(t, k + 1) (3.41)

— Pour k = 0 l’équation (3.40) sera sous la forme,

x(α)(t, 1) = A2x(t, 1) + F (t, 0) (3.42)

où,

F (t, k) = A0x(t, 0) + A1x
(α)(t, 0) +B0u(t, k) +B1u

(α)(t, 0) +B2u(t, 1) (3.43)

Par l’utilisation des conditions (3.38) et F (t, 0) ∈ Rn+, t ∈ R+, l’hypothèse (2) de ce

théorème est satisfaite.

La solution de l’équation (3.40) est de la forme,

x(t, 1) = e
A2
α
tαx(0, 1) +

∫ t

0

e
A2
α

(tα−τα)F (τ, 0)τα−1dτ (3.44)

Cette équation vérifie la condition x(t, 1) ∈ R+, puisque par hypothèse (1) A2 est une

matrice de Metzler et e
A2
α
tα ∈ Rn×n+ pour t ∈ R+.
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Pour k = 1 dans l’équation (3.41) et (3.44) on obtient,

F (t, 1) = A0x(t, 1) + A1x
(α)(t, 1) +B0u(t, 1) +B1u

(α)(t, 1) +B2u(t, 2) (3.45)

= A0

(
e
A2
α
tαx(0, 1) +

∫ t

0

e
A2
α

(tα−τα)F (t, 0)τα−1dτ

)
+

A1

(
A2

(
e
A2
α
tαx(0, 1) +

∫ t

0

e
A2
α

(tα−τα)F (τ, 0)τα−1dτ

)
+ F (τ, 0)

)
+

+B0u(t, 1) +B1u
(α)(t, 1) +B2u(t, 2)

(3.46)

F (t, 1) = (A0 + A1A2) e
A2
α
tαx(0, 1) + (A0 + A1A2)

∫ t

0

e
A2
α

(tα−τα)F (τ, 0)τα−1dτ

+A1F (τ, 0) +B0u(t, 1) +B1u
(α)(t, 1) +B2u(t, 2)

= Ae
A2
α
tαx(0, 1) + A

∫ t

0

e
A2
α

(tα−τα)F (τ, 0)τα−1dτ

+A1F (τ, 0) +B0u(t, 1) +B1u
(α)(t, 1) +B2u(t, 2)

F (t, 1) ∈ Rn+ puisqueA ∈ Rn×n
+ , e

A2
α
tα ∈ Rn×n+ , A1 ∈ Rn×n+ , F (t, 0) ∈ Rn+, Bi ∈ Rn×m+ , u(t, k) ∈

Rm+ pour k = 1, 2 et u(α)(t, 1) ∈ Rm+ .

On suppose que x(t, i) ∈ Rn
+, F (t, i − 1) ∈ Rn+ pour t ∈ Rn

+, i ≥ 1, et nous montrons que

x(t, i+ 1) ∈ Rn
+ pour t ≥ 0 et i ≥ 1, si les hypothèses sont satisfaites.

De l’équation (3.40) et (3.41), pour k = i on obtient,

x(α)(t, i+ 1) = A2x(t, i+ 1) + F (t, i) (3.47)

où,

F (t, i) = A0x(t, i) + A1x
(α)(t, i) +B0u(t, i) +B1u

(α)(t, i) +B2u(t, i+ 1) (3.48)

= Ae
A2
α
tαx(0, i) + A

∫ t

0

e
A2
α

(tα−τα)F (τ, i− 1)τα−1dτ (3.49)

+A1F (τ, i− 1) +B0u(t, i) +B1u
(α)(t, i) +B2u(t, i+ 1)

F (t, i) ∈ Rn
+ lorsque les hypothèses sont vérifiées.

La solution de l’équation (3.47),

x(t, i+ 1) = e
A2
α
tαx(0, i+ 1) + A

∫ t

0

e
A2
α

(tα−τ)αF (τ, i)τα−1dτ (3.50)

satisfait la condition x(t, i+ 1) ∈ Rn
+ puisque e

A2
α
tα ∈ Rn×n+ et F (τ, i) ∈ Rn+.

Remarque 2.2. On note que e
A2
α
tα ∈ Rn×n

+ que si A2

α
est une matrice de Metzler, par consèquant

95
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l’équation (3.37) est positif si et seulement si A2 est une matrice de Metzler.

Théorème 2.2. La solution x(t, k) de l’équation (3.37) satisfaisant les conditions aux limites

est sous la forme,

x(t, k) = e
A2
α
tαx(0, k) + A

∫ t

0

e
A2
α

(tα−τα)F (τ, k − 1)τα−1dτ, t ∈ R+, k ∈ Z+ (3.51)

où

F (t, k) = P k
t

[
A0x(t, 0) + A1x

(α)(t, 0) +B0u(t, 0) +B1u
(α)(t, 0) +B2u(t, 1)

]
(3.52)

+
k−1∑
i=0

P k−1−i
t

[
Ae

A2
α
tαx(0, i+ 1) +B0u(t, i+ 1) +B1u

(α)(t, i+ 1) +B2u(t, i+ 2)
]

et Pt est un opérateur définit par,

PtF (t) = A

∫ t

0

e
A2
α

(tα−τ)ατα−1dτ + A1F (t) (3.53)

Démonstration. La solution dans l’équation (3.51) peut être obtenue à partir de l’équation

(3.50) en substituant i + 1 = k. En utilisant l’opérateur Pt nous pouvons écrire l’équation

(3.49) sous la forme,

F (t, i) = PtF (t, i− 1) + Ae
A2
α
tαx(0, i) +B0u(t, i) +B1u

(α)(t, i) +B2u(t, i+ 1) (3.54)

3 Énergie minimale

3.1 Atteignabilité

Nous considérons dans cette section, le modèle 2D continu-discret général positif décrit par

l’équation (3.37).

Définition 3.1. Le système positif (3.37) est atteignable pour les conditions aux limites nulles

au point (h, r) ∈ R+ × Z+ si pour chaque vecteur x ∈ Rn+ il existe une entrée u(t, k) ∈ Rm
+

pour 0 ≤ t ≤ h, 0 ≤ k ≤ r tel que x(h, r) = xf .

Remarque 3.1. [18] Nous rappelons que les propriétés d’une matrice monomiale sont,

1. Une matrice monomiale M s’écrit M = D.P , où P est une matrice de permutation et D

une matrice diagonale strictement positive.

2. Les matrices monomiales sont les seules matrices positives à inverses positives.
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INFLUENCE SUR LA POSITIVITÉ DES SYSTÈMES FRACTIONNAIRES
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Théorème 3.1. Le modèle (3.37) est atteignable pour les conditions aux limites nulles au point

(h, r) si l’une des conditions suivantes est satisfaite,

1. Im+Rhr = Rn
+.

2. La matrice Rhr contient n colonnes linéairement indépendantes de telle sorte que la

matrice Rn est une matrice monomiale, où

Rhr = [R0 R1 R2 .......... Rr−1] (3.55)

Ri =

∫ h

0

e
A2
α

(hα−τα)F (τ, r − 1)τα−1dτ

et F (t, k) est dèfinit par (3.52) pour des conditions aux limites nulles.

Démonstration. Nous recherchons une commande u(t, k),

u(t, k) = uk pour 0 ≤ t ≤ h, 0 ≤ k ≤ r (3.56)

tel que uk est indépendant de t.

Si dans les équations (3.51) et (3.52) on remplace : t = h, k = r. Les conditions initiales

sont proposées égale 0, donc on peut obtenir,

xf = x(h, r) = Rhru
r
0 (3.57)

avec,

ur0 =


u0

u1

...

ur−1

 (3.58)

D’après l’équation (3.57) et la définition de l’image positive il s’ensuit que pour chaque

xf = Rn
+, il existe une séquence d’entrées ui pour i = 0, 1, · · · , r − 1 si et seulement si l’image

positive de Rhr est vecteur de Rn positive ie : Im+Rhr = Rn
+ .

L’équivalence entre la première et la deuxième proposition du théorème s’obtient par

surjection de Im+Rhr autrement dit, si Im+Rhr = Rn
+ ⇒ dim(Im+Rhr) = dim(Rn

+) = n

d’où rang (Rhr) = n (est plein). donc on conclue que Rhr contient n colonnes linéairement

indépendantes.

97
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3.2 Contrôle à énergie minimale

Considérons le modèle générale positif dans l’équation (3.37) avec les conditions aux limites

nulles. Si le modèle est atteignable au point (h, r), alors il existe généralement de nombreuses

entrées ( commande ou contrôle ) différentes u(t, k) ∈ Rm+ pour 0 ≤ t ≤ h, 0 ≤ k ≤ r qui

transfèrent l’état initiale du modèle vers l’état final xf = x(h, r) ∈ Rn+ . Nous cherchons une

entrée qui minimise l’indice de performance,

I (u) =
r−1∑
k=0

uTkQuk (3.59)

où Q ∈ Rm×m
+ est une matrice définie positive symétrique telle que Q−1 ∈ Rm×m

+ , uk sont

définies par (3.56).

La formulation du problème d’énergie minimale peut s’exprimer de la manière suivante :

étant donné les matrices Ak et Bk, k = 0, 1, 2, Q une matrice symétrique définie positive, un

point (h, k) et un vecteur x ∈ Rn+ : trouvons une séquence de contrôles u(., .) ∈ Rm+ ; pour

i = 0, 1, · · · , r − 1 qui transfère l’état initiale du système au point xf et minimise l’indice de

performance décrit par l’équation (3.59).

Pour résoudre ce problème, on définit la matrice,

WQ(h, r) = RhrQR
T
hr (3.60)

où Rhr est défini par (3.55), Qd = diag(Q−1, Q−1, ......., Q−1) ∈ Rrm×rm
+ .

La matrice WQ(h, r) est inversible si et seulement si Rhr est de rang plein, dan ce cas on

définit le contrôle qui minimise (3.59) par,

ûr0 = QdR
T
hrW

−1
Q (h, r)xf (3.61)

Théorème 3.2. Sous les hypothèses suivantes ;

1. Le système (3.37) est atteignable en un point (h, r).

2. WQ(h, r) est inversible avec Q une matrice définie positive.

3. La suite des commandes uk , k = 0, 1, · · · , r transférant le système de l’état initiale vers

l’état final xf au point (h, r), x(h, r) = xf .

alors les suites des contrôles définies dans (3.61) transfèrent aussi le système de l’état initial

vers l’état final xf au point (h, r), x(h, r) = xf . et minimisent l’indice de performance de plus,

I(û) ≤ I(u) (3.62)
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La valeur minimale de l’indice de performance dans l’équation (3.59) est donnée par,

I(û) = xTfW
−1
Q (h, r)xf (3.63)

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que (3.61) transfère le système de l’état initiale

vers l’état final xf au point (h, r), x(h, r) = xf pour cela on substitue (3.61) dans (3.57), on

obtient donc,

xf = Rhrû
r
0

= RhrQdR
T
hrW

−1
Q (h, r)xf

= WQ(h, r)W−1
Q (h, r)xf

= xf

Supposons que les deux suites de contrôles ûr0 et ur0 transfèrent le système de l’état initiale vers

l’état final xf , par conséquent

Rhrû
r
0 = Rhru

r
0

donc,

Rhr [ur0 − ûr0] = 0 (3.64)

Si on le fait le transposé de (3.64) puis on multiplie par W−1
Q (h, r)xf ,

[ur0 − ûr0]T RT
hrW

−1
Q (h, r)xf = 0 (3.65)

[ur0 − ûr0]T Q−1
d QdR

T
hrW

−1
Q (h, r)xf = 0 (3.66)

[ur0 − ûr0]T Q−1
d ûr0 = 0 (3.67)

il s’ensuit,

[ur0 − ûr0]T Q−1
d [ur0 − ûr0] = [ur0 − ûr0]T Q−1

d ur0 − [ur0 − ûr0]T Q−1
d ûr0 (3.68)

De (3.67) et (3.68) nous pouvons conclure que,

urT0 Q−1
d ur0 = ûrT0 Q−1

d ûr0 + [ur0 − ûr0]T Q−1
d [ur0 − ûr0] (3.69)

d’où,

r−1∑
i=0

uTi Q
−1
d ui =

r−1∑
i=0i

ûTi Q
−1
d ûi +

r−1∑
i=0i

[ui − û0]T Q−1
d [ui − û0] (3.70)
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INFLUENCE SUR LA POSITIVITÉ DES SYSTÈMES FRACTIONNAIRES

Finalement on trouve,

I(û) ≤ I(u)

parce que

r−1∑
i=0i

[ui − û0]T Q−1
d [ui − û0]

est positive. Pour trouver la valeur minimale de l’indice de performance on remplace (3.61)

dans (3.59) on aura,

I(û) = I (ûr0)

=
r−1∑
i=0

(ûri )
T Q−1

d ûri

= (ûr0)T Q−1
d ûr0

=
[
QdR

T
hrW

−1
Q (h, r)xf

]T
Q−1
d QdR

T
hrW

−1
Q (h, r)xf

= xTfW
−1
Q (h, r)RhrQdQ

−1
d QdR

T
hrW

−1
Q (h, r)xf

= xTfW
−1
Q (h, r)WQ(h, r)W−1

Q (h, r)W−1
Q (h, r)xf

= xTfW
−1
Q (h, r)xf

3.3 Cas particulier

Pour un cas particulier des systèmes de type (3.37) lorsque B1 = B2 = 0, nous simplifions

les deux résultats obtenus d’atteignabilité et l’énergie minimale.

Théorème 3.3. Si B1 = B2 = 0 et la matrice Gramienne d’atteignabilité

Wh =

∫ h

0

e
A2
α

(hα−τα)BBT e
AT2
α

(hα−τα)τ 2(α−1)dτ ∈ Rn×n (3.71)

est monomiale alors le système est atteignable en un point (h, 1) et dans ce cas le contrôle sera

donnèe par ,

u(t, 0) = BT
0 e

AT2
α

(hα−τα)τα−1W−1
h xf pour 0 ≤ t ≤ h (3.72)

Pour la formulation du problème d’énergie minimale en un point (h, 1) l’indice de perfor-

mance sera comme suit,

I (u) = uT0Qu0 (3.73)
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où Q est matrice symétrique définie positive, et dans ce cas nous proposons la formulation de

la matrice suivante,

WQ(h, 1) =

∫ h

0

e
A2
α

(hα−τα)BQ−1BT e
AT2
α

(hα−τα)τ 2(α−1)dτ ∈ Rn×n (3.74)

avec Q1 est symétrique définie positive.

et dans ce cas :

û(t, 0) = Q−1BT
0 e

AT

α
(hα−τα)τα−1W−1

Q (h, 1)xf (3.75)

Théorème 3.4. Si le système (3.37) est atteignable par un contrôle u(t, 0) qui transfère le

système de x0 vers xf alors (3.75) l’est aussi et il minimise l’indice de performance telle que

cette valeur minimale est donnée par :

I(û) = xf
TW−1

Q (h, 1)xf (3.76)

Conclusion et remarques : Les conditions nécessaires et suffisantes pour l’atteignabi-

lité des systèmes fractionnaires conformables bidimensionnels continu-discret ont été établis

(Théorème 3.1 ). Le problème de contrôle de l’énergie minimale pour les systèmes positifs a

temps continu-discret est formulé avec la méthode de la résolution. Une procédure de calcul

d’entrée (contrôle) optimale satisfaisant la condition qui minimise la valeur minimale de l’indice

de performance a été développé et proposée.
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Chapitre 4
Admissibilité et stabilité des systèmes

multidimensionnels fractionnaires

L’analyse et la conception des systèmes multidimensionnels (dD) où (d ≥ 2) a fait l’objet

de nombreuses recherches au cours des dernières décennies. Les systèmes multidimensionnels

propagent l’état dans plusieurs directions spatiales indépendantes et ont des applications en

théorie des systèmes et dans le domaine d’ingénierie tels que la théorie des circuits, le filtrage

numérique et le traitement d’images [82,84,90,91,97]. Notons que le passage du cas 1D au cas

multidimensionnel se fait naturellement en étudiant les modèles bidimensionnels.

Récemment, la stabilité des systèmes multidimensionnels a été considérée dans de nom-

breuses recherches. Cela a suscité l’intérêt de nombreux chercheurs et praticiens de la théorie

du contrôle [35,37,39,43,45,83,83,87,92]. Pour étudier les problèmes de stabilité, les systèmes

à une et deux dimensions doivent être mis en oeuvre ; les modèles 1D dans les systèmes dyna-

miques sont introduits et analysés dans [19, 45] par l’utilisation de notions fondamentales sur

les valeurs propres de la matrice dynamique. Dans [43] Marir et al. ont exprimé et développé

des conditions nécessaires et suffisantes d’admissibilité en terme de LMI strict pour un système

unidimensionnel singulier fractionnaire à temps continu d’ordre α avec 1 ≤ α < 2. Kaczorek

dans [92] a étudié le problème de la stabilité des systèmes multidimensionnels avec ses diverses

applications, et dans [82, 83, 91, 93, 95, 97], les auteurs ont étudié les conditions de stabilité en

utilisant de nouveaux LMI développé avec différentes approches pour les systèmes à temps

continus et discrets. De plus, dans [94] Tofighi et al. a développé des résultats pour l’analyse

de la stabilité des systèmes (3D) tridimensionnels à l’aide d’un modèle d’onde avancé. Des

conditions de stabilisation robustes des systèmes hybrides multidimensionnels décrites par les

modèles de Roesser ont été développées par Ghamgui et al. dans [84], et récemment Aissa et

al. se sont concentré sur le problème de LMI basé sur des conditions de stabilité pour la classe

des systèmes multidimensionnels singuliers en temps continu et discret décrits par les modèles
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de Fornasini-Marchesini.

Dans ce dernier chapitre, nous analyserons le problème d’admissibilité du modèle fraction-

naire singulier multidimensionnel de Roesser, où l’approche des inégalités linéaires matricielles

LMIs est appliquée pour étudier de nouvelles conditions nécessaires et suffisantes pour la stabi-

lité asymptotique et l’admissibilité. Ce travail a fait l’extension des travaux de Marir et al. [43]

pour la classe dD.

L’approche des LMIs est utilisée pour développer de nouveaux résultats hautement signi-

ficatifs sur l’analyse de la stabilité asymptotique et de l’admissibilité de ces processus et pour

concevoir correctement les schémas de stabilité de contrôle de ces systèmes.

1 Conditions de stabilité et d’admissibilité

Nous introduisons et discutons dans cette partie l’analyse de stabilité des systèmes multi-

dimensionnels en temps continu en utilisant des définitions et des résultats essentiels similaires

dans le cas où on a un système uni et bidimensionnel pour des dérivées entières et des dérivées

fractionnaires tout en se basant sur les travaux [10,18,39,43,62].

Dans ce qui suit, nous introduisons une formulation générale des systèmes à temps continu

fractionnaires multidimensionnels dD décrits par le modèle de Roesser

Ed



Dα1
t1 x1 (t1, t2, · · · , td)

Dα2
t2 x2 (t1, t2, · · · , td)
...

Dαd
td
xd (t1, t2, · · · , td)


= Ad



x1 (t1, t2, · · · , td)

x2 (t1, t2, · · · , td)
...

xd (t1, t2, · · · , td)


+


B1

...

Bd

u (t1, t2, · · · , td) (4.1)

Où

Ed =


E11 E12 · · · E1d

E21 E22 · · · E2d

...
...

. . .
...

Ed1 Ed2 · · · Edd

 ∈ Rn×n (4.2)

Ed peut être supposée inversible.
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Ad =


A11 A12 · · · A1d

A21 A22 · · · A2d

...
...

. . .
...

Ad1 Ad2 · · · Add

 ∈ Rn×n est la matrice d’état (4.3)

B =


B1

...

Bd

 ∈ Rn×m est la matrice de contrôle (4.4)



x1 (t1, t2, · · · , td)

x2 (t1, t2, · · · , td)
...

xd (t1, t2, · · · , td)


∈ Rn représente le vecteur d’état (4.5)

u (t1, t2, · · · , td) ∈ Rm le controle du système (4.6)

0 < αi ≤ 1 ∀i = 1..d (4.7)

Le système non forcé associé à (4.1) est comme suit

Ed



Dα1
t1 x1 (t1, t2, · · · , td)

Dα2
t2 x2 (t1, t2, · · · , td)
...

Dαd
td
xd (t1, t2, · · · , td)


= Ad



x1 (t1, t2, · · · , td)

x2 (t1, t2, · · · , td)
...

xd (t1, t2, · · · , td)


(4.8)

Pour notre besoin, nous définissons une nouvelle définition du spectre de notre système

considéré (4.8) par

γd(Ed, Ad) = max
∀(sα11 ,s

α2
2 ,··· ,sαdd )∈Γd

[Re(s1)α1 Re(s2)α2 , · · · , Re(sd)
αd ] (4.9)

L’équation (4.9) signifie que les abscisses spectrales contiennent d valeurs, c’est-à-dire :
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γd(Ed, Ad) représente un vecteur de d dimensions dont les entrées sont Re(si)
αi avec i = 1, d, et

Γd = {(sα1
1 ; sα2

2 , · · · , s
αd
d ) | det(Kα1,α2,··· ,αd

d Ed − Ad) = 0} (4.10)

Kα1,α2,··· ,αd
d =


sα1

1 In1 0 · · · 0

0 sα2
2 In2 · · · 0

...
...

. . . 0
...

...
... sαdd Ind

 (4.11)

avec,

d∑
i=1

ni = n (4.12)

Le polynôme caractéristique associé à l’équation (4.8) est donné par

D(t1, t2, · · · , td) = EdK
α1,α2,··· ,αd
d − Ad (4.13)

Nous proposons dans ce qui suit une nouvelle définition des dérivées partielles dans le cas

des systèmes multidimensionnels fractionnaires.

Dαi
ti x (t1, t2, · · · , td) =

∂αi

∂tαii
x (t1, t2, · · · , td)

=
1

Γ (Ni − αi)

∫ ti

0

x
(Ni)
ti (τ)

(ti − τ)αi+1−Ni dτ

(4.14)

où Ni − 1 ≤ αi < Ni, Ni ∈ N, pour tout 0 < αi ≤ 1, i = 1.d. sont l’ordre de la dérivée

partielle fractionnaire, Γ(x) est la fonction gamma d’Euler.

x
(Ni)
ti (τ) =



∂N1x(τ,t2,··· ,td)

∂τN1
pour i = 1

∂N2x(t1,τ,··· ,td)

∂τN2
pour i = 2

...
∂Ndx(t1,t2,··· ,td−1,τ)

∂τNd
pour i = d

Définition 1.1. Le système définie par l’équation (4.8) est dit régulier s’il existe une unique
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solution



x1 (t1, t2, · · · , td)

x2 (t1, t2, · · · , td)
...

xd (t1, t2, · · · , td)


pour une condition initiale donnée.

Définition 1.2. Le système définie par l’équation (4.8) est régulier si et seulement si :

det (EdK
α1,α2,··· ,αd
d − Ad) 6= 0 (4.15)

pour certaines valeurs si ∈ C, i = 1.d.

Définition 1.3. Le système (4.8) est dit sans impulsion si et seulement s’il est régulier et

deg (det (EdK
α1,α2,··· ,αd
d − Ad)) = rank Ed (4.16)

Définition 1.4. Le système multidimensionnel fractionnaire à temps continu (4.8), est asymp-

totiquement stable si et seulement si l’état xi(t1, t2, ..., td) converge vers zéro pour une entrée

nulle et toutes les conditions initiales bornées,

lim
t1,t2,··· ,td→+∞

∥∥∥( xi (t1, t2, · · · , td)
)∥∥∥ = 0 (4.17)

Où i = 1, d et

u (t1, t2, . . . , td) = 0 for ti ∈ R+

supt1∈R+
‖x1 (t1, 0, . . . , 0)‖ <∞

supt2∈R+
‖x2 (0, t2, . . . , 0)‖ <∞

...

suptd∈R+
‖xd (0, 0, . . . , td)‖ <∞

(4.18)

Définition 1.5. Le système (4.8) est dit admissible si et seulement si,

La paire (Ed, Ad) est régulière sans impulsion et asymptotiquement stable.

En se basant sur les résultats obtenus [10, 36–39, 43, 55, 57] dans les systèmes multidimen-

sionnels et le fait que les modèles considérés sont stables si la stabilité est garanti pour tout

ti où i = 1, d puisque toutes les variables sont supposées indépendantes, nous pouvons donc

établir les résultats suivants.

Lemme 1.1. Le modèle décrit par l’équation (4.8) est stable si

(λ1 λ2 · · ·λd)T >
[
α1
π

2
α2
π

2
· · · αd

π

2

]T
(4.19)
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Ce qui implique :

λi > αi
π

2

pour tous 0 < αi ≤ 1, i = 1.d.

où spec(Ed, Ad) =
{

(sα1
1 ; sα2

2 , · · · , s
αd
d ) / (sα1

1 ; sα2
2 , · · · , s

αd
d ) ∈ Cd,

det (EdK
α1,α2,··· ,αd
d − Ad) = 0}

(4.20)

désigne l’ensemble des modes finis pour la paire (Ed, Ad).

En utilisant de la décomposition en valeurs singulières de la matrice Ed et des opérations

élémentaires, nous pouvons voir que

MEdN =

[
Ir 0

0 0

]
et MAdN =

[
Ã11Ã12

Ã21Ã22

]
(4.21)

où M et N sont des matrices inversibles.

Lemme 1.2. Si la pair (Ed, Ad) est régulière. Alors nous avons les propositions suivantes,

1. Il existe deux matrices non singulières M et N satisfaisant

MEdN =

[
Ir 0

0 F

]
, MAdN =

[
A1 0

0 In−r

]
(4.22)

où A1 ∈ Rr×r et F ∈ R(n−r)×(n−r) est nilpotent.

2. La paire (Ed, Ad) est sans impulsion si et seulement si F = 0..

Remarque 1.1. Dans les calculs suivants, nous désignerons l’expression A+AT = par sym(A).

Encore une fois, nous utilisons les résultats dans [43,55,56,58] et le concept de stabilité par

rapport tous à les axes pour assurer le corollaire suivant dans le cas d’un système multidimen-

sionnel à temps continu .

Corollaire 1.1. Le système multidimensionnel (4.8) avec 0 < αi ≤ 1 pour tout i = 1, d

est asymptotiquement stable si et seulement si l’une des propriétés équivalentes suivantes est

satisfaite :

1. Il existe une matrice Pd = P T
d telle que

sym {Θd ⊗ (AdPd)} ≺ 0 (4.23)
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2. Il existe une matrice Qd = QT
d telle que

sym
{
Θd ⊗

(
ATdQd

)}
≺ 0 (4.24)

avec

Θd =



Θ11 0 · · · · · · 0

0 Θ22 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

... Θdd


(4.25)

où

Θii =

[
sin θi cos θi

− cos θi sin θi

]
, θi = π − αi

π

2
for all i = 1, d (4.26)

Nous proposons dans ce qui suit de nouvelles conditions suffisantes et nécessaires pour que

le système (4.8) soit admissible par l’utilisation des LMI.

Lemme 1.3. La paire (Ed, Ad) est admissible si et seulement si la paire
(
ET
d , A

T
d

)
est admissible

Démonstration. Pour confirmer que la paire (Ed, Ad) est admissible si et seulement si(
ET
d , A

T
d

)
est admissible nous présentons la preuve comme suit

det (EdK
α1,α2,··· ,αd
d − Ad) = det (EdK

α1,α2,··· ,αd
d − Ad)T

= det
(
ET
dK

α1,α2,··· ,αd
d − ATd

) (4.27)

et

deg (det (EdK
α1,α2,··· ,αd
d − Ad)) = deg

(
det (EdK

α1,α2,··· ,αd
d − Ad)T

)
= deg

(
det
(
ET
dK

α1,α2,··· ,αd
d − ATd

)) (4.28)

ce qui signifie que la paire (Ed, Ad) est régulière et sans impulsion si et seulement si
(
Et
d, A

T
d

)
est régulière et sans impulsion. Par l’utilisation du lemme 1.2 et du corollaire 1.1 on obtient

que la stabilité de la paire (Ed, Ad) dépend de Ã1 ou Ã1
T

.

Par conséquent, nous avons prouvé l’équivalence de la stabilité entre ces deux paires, ce qui

complète la preuve du lemme.

Théorème 1.1. Le système fractionnaire multidimensionnel (4.8) est admissible si et seule-
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ment s’il existe des matrices

Xd =


X11 X12 · · · X1d

X21 X22 · · · X2d

...
...

. . .
...

Xd1 Xd2 · · · Xdd

 � 0 et Y =


Y11

Y21

...

Yd1

 qui vérifient (4.29)

1.

sym
{
Θd ⊗ ATd

(
XdE + E0dY

T
d

)}
≺ 0 (4.30)

2.

sym
{
Θd ⊗ Ad

(
XdE

T
d + E0dY

T
d

)}
≺ 0 (4.31)

3. Il existe une matrice Pd =


P11 P12 · · · P1d

P21 P22 · · · P2d

...
...

. . .
...

Pd1 Pd2 · · · Pdd

 satisfaisant

ET
d Pd = PdE

T
d � 0, (4.32)

et

sym
{
Θd ⊗ ATdPd

}
≺ 0 (4.33)

où E0d est une matrice arbitraire de rang plein, et qui satisfait la condition ET
d E0d = 0,

avec

Θd =



Θ11 0 · · · · · · 0

0 Θ22 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

... Θdd


(4.34)

où

Θii =

[
sin θi cos θi

− cos θi sin θi

]
, θi = π − αi

π

2
pour tous i = 1, d (4.35)

Démonstration. Il s’agit de prouver que l’admissibilité et la condition (4.30) du théorème

précédent sont équivalentes.

1. Condition suffisante : D’abord partitionnons les matrices Xd, Yd et Ad en matrice bloc
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MULTIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

comme suit. Supposons que l’inégalité (4.30) soit satisfaite pour certaines matrices

Xd =


X X12 · · · X1d

X21 X22 · · · X2d

...
...

. . .
...

Xd1 Xd2 · · · Xdd

 =

[
XI XII

XIII XIV

]
� 0

et

Yd =


Y11

Y21

...

Yd1

 =

[
YI

YII

]

A = Ad =


A11 A12 · · · A1d

A21 A22 · · · A2d

...
...

. . .
...

Ad1 Ad2 · · · Add

 =

[
AI AII

AIII AIV

]

Par l’utilisation de la décomposition en valeurs singulières de la matrice Ed, nous assurons

l’existence de deux matrices non singulières M et N telles que

MEdN =

[
Ir 0

0 0

]
, MAdN =

[
ÃI ÃII

ÃIII ÃIV

]
and E0 = MT

[
0

In−r

]
(4.36)

avec r = rankEd.

De la non-singularité de la matrice M , E0d est une matrice de rang complet qui satisfait

l’équation ETE0 = 0. Posons les équations suivantes

X = MT

[
X̂I X̂II

X̂III X̂IV

]
M, Y = N−T

[
ŶI

ŶII

]
(4.37)

Les équations (4.36) et (4.37) donnent

ATd
(
XdEd + E0dY

T
)

= N−T ÂdN
−1 (4.38)

avec

Âd =

[
ÃTI X̂I + ÃTII Ŷ

T
I ÃTIII ŶII

ÃTIIX̂I + ÃTIV X̂
T
II + ÃTIV Ŷ

T
I ÃTIV Ŷ

T
II

]
(4.39)
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et en utilisant certaines propriétés du produit de Kronecker, on obtient alors

Θd ⊗
(
ATd
(
XdEd + E0dY

T
d

))
= (I2d ·Θd)⊗

(
N−T ·

(
ÂdN

−1
))

=


N−T 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 N−T

 (Θd ⊗ Â)


N−1 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 N−1


(4.40)

avec

Θd ⊗ Âd =



Â11 Â12 0 0 0 0 0 0

−Â12 Â11 0 0 0 0 0 0

0 0 Â21 Â22 0 0 0 0

0 0 −Â22 Â21 0 0 0 0

0 0 0 0
. . . . . . 0 0

0 0 0 0 0 0 Âd1 Âd2

0 0 0 0 0 0 −Âd2 Âd1


et pour tous i = 1, d

Âi1 =

[
(ÃTI X̂I + ÃTIII Ŷ

T
I ) sin(θi) ÃTIII ŶII sin(θi)

(ÃTIIX̂I + ÃTIV X̂
T
I + ÃTIV Ŷ

T
I ) sin(θi) ÃTIV Ŷ

T
II sin(θi)

]
(4.41)

Âi2 =

[
(ÃTI X̂I + ÃTIII Ŷ

T
I ) cos(θi) ÃTIII ŶII cos(θi)

(ÃTIIX̂1d + ÃTIV X̂
T
I + ÃTIV Ŷ

T
I ) cos(θi) ÃTIV Ŷ

T
II cos(θi)

]
(4.42)

Alors

sym
{
Θd ⊗ ATd

(
XdEd + E0dY

T
d

)}
=

N−T 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 N−T




H1 0 0 0

0 H2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Hd



×


N−1 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 N−1



(4.43)
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où

Hi =

[
Âi1 + ÂTi1 Âi2 − ÂT12

ÂTi2 − Âi2 Âi1 + ÂTi1

]

On en déduit finalement que

sym
{
Θd ⊗ ATd

(
XdEd + E0dY

T
d

)}
≺ 0 (4.44)

ce qui implique que Âi1 + ÂTi1 ≺ 0 pour tous i = 1, d.

Où

Âi1 + ÂTi1 =

[
· · · · · ·
· · · (ÃTIV Ŷ

T
II + ŶIIÃIV ) sin(θi)

]

On en déduit que pour chaque i = 1.d, on a

(ÃTIV Ŷ
T
II + ŶIIÃIV ) sin(θi) ≺ 0

puisque sin(θi) ≺ 0, .

Par conséquent ÃIV est une matrice non singulière ce qui signifie que le système (4.8)

est régulier et sans impulsion.

Le système (4.8) étant régulier et sans impulsion, il existe des matrices inversibles L,

R

LEdR =

[
Ir 0

0 0

]
, LAdR =

[
ÃI 0

0 In−r

]
(4.45)

Notez que

Xd = LT

[
X̂I X̂II

X̂III X̂IV

]
L, Y = R−T

[
ŶI

ŶII

]
, E0d = LT

[
0

In−r

]
(4.46)

à partir des équations (4.45), (4.46) et l’inégalité (4.31) on en déduit le résultat suivant


N−T 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 N−T




Ψ1 0 0 0

0 Ψ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Ψd




N−1 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 N−1

 ≺ 0 (4.47)
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avec

Ψi =

[
Φi1 Φi2

ΦT
i2 Φi1

]

Φi1 =

 (ÃTI X̂I + X̂T
I ÃI

)
sin(θi)

(
X̂II + ŶI

)
sin(θi)(

X̂T
II + Ŷ T

I

)
sin(θi)

(
Ŷ T
II + ŶII

)
sin(θi)


Φi2 =

 (ÃTI X̂I − X̂T
I ÃI

)
cos(θi) −

(
X̂II + ŶI

)
cos(θi)(

X̂T
II + Ŷ T

I

)
cos(θi)

(
Ŷ T
II − ŶII

)
cos(θi)

 (4.48)

pour tous i = 1, d.

L’inégalité (4.47) implique que l’on a


Ψ1 0 0 0

0 Ψ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Ψd

 ≺ 0

Autrement dit Ψi ≺ 0, ∀i = 1, d.

Cela équivaut à 

W1 0 0 · · · 0

0 W2 0 · · · 0
... 0

. . . · · · 0
...

... 0
. . . 0

0 0 0 · · · Wd


≺ 0 (4.49)
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avec

Wi =



(
ÃTI X̂I + X̂T

I ÃI

)
sin θi

(
ÃTI X̂I − X̂T

I ÃI

)
sin θi(

X̂T
I ÃI − ÃTI XI

)
cos θi

(
ÃTI X̂I + X̂T

I ÃI

)
sin θi(

X̂T
II + Ŷ T

I

)
sin θi

(
X̂T
II + Ŷ T

I

)
cos θi

−
(
X̂T
II + Ŷ T

I

)
cos θi

(
X̂T
II + Ŷ T

I

)
sin θi

(
X̂II + ŶI

)
sin θi −

(
X̂II + ŶI

)
cos θi(

X̂II + ŶI

)
cos θi

(
X̂II + ŶI

)
sin θi(

Ŷ T
II + ŶII

)
sin θi

(
Ŷ T
II − ŶII

)
cos θi(

ŶII − Ŷ T
II

)
cos θi

(
Ŷ T
II + YII

)
sin θi

 ≺ 0

(4.50)

En utilisant l’inégalité (4.50) on en déduit que pour tout i = 1, d,

 (ÃTI X̂I + X̂T
I ÃI

)
sin θi

(
ÃTI X̂I − X̂T

I ÃI

)
cos θi(

X̂T
I ÃI − ATI X̂I

)
cos θi

(
ÃTI X̂I + X̂T

I ÃI

)
sin θi

 ≺ 0 (4.51)

Enfin, les relations (4.49), (4.50) et (4.51) confirme la stabilité asymptotique du système

(4.8) puisque X̂I � 0. En conséquence, le système (4.8) est admissible ( régulier , sans

impulsion et stable).

2. Condition nécessaire : supposons que le système (4.8) est admissible, puis appliquons

l’équation (4.45) et le lemme (1.1), ce qui nous donne spec(Ed, Ad) = spec(Ã1d) et

arg(spec(Ã1d)) >
[
α1
π

2
α2
π

2
· · · αd

π

2

]
(4.52)

D’après le corollaire (1.1), il existe une matrice X̃I � 0 telle que

sym
{

Θd ⊗
(
Ã1

T
X̃1

)}
≺ 0 (4.53)

et

E0d = LT

[
0

In−r

]
, Yd = R−T

[
ỸI

ỸII

]
, Xd = LT

[
X̃1d 0

0 In−r

]
L (4.54)
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MULTIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

1. CONDITIONS DE STABILITÉ ET D’ADMISSIBILITÉ

A partir des équations (4.45) et (4.54) on obtient

sym
{
Θd ⊗

(
ATd
(
XdEd + E0dY

T
d

))}

=


R−T 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 R−T

×
[
diag

(
Ai + AT

i

)]
×


R−1 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 R−1



(4.55)

où les matrices A1 et A2 sont définies comme suit

Ai =


Ã1d

T
X̃1d sin θi 0 Ã1d

T
X̃1d cos θi 0

0 −In−r sin θi 0 −In−r cos θ1

−Ã1d
T
X̃1d cos θi 0 Ã1d

T
X̃1d sin θi 0

0 In−r cos θi 0 −In−r sin θi

 (4.56)

Notons que

Ai + AT
i =

[
Λi Λi1

ΛT
i1 Λi

]
(4.57)

avec

Λi =

 (ÃT1 X̃1d + X̃1dÃ1d

)
sin θi 0

0 −2In−r sin θi

 (4.58)

Λi1 =

 (ÃT1dX̃1d − X̃1dÃ1d

)
cos θi 0

0 0

 (4.59)

Pour prouver l’inégalité (4.31) du théorème 1.1, il faut prouver les deux conditions sui-

vantes

Λi ≺ 0
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et

Λi − Λi1Λ−1
i ΛT

i1 ≺ 0

.

Nous allons prouver une des conditions précédentes pour tout i = 1, d à cause de la

similarité. De l’inégalité (4.53) on a directement Λi ≺ 0 ∀i = 1, d et aussi

Λi − Λi1Λ−1
i ΛT

i1 = (ÃT1dX̃1d + X̃1dÃ1d

)
sin θi 0

0 −2In−r sin θi

−
 (ÃT1dX̃1d − X̃1dÃ1d

)
cos θi 0

0 0


×

 (ÃT1dX̃1d + X̃1dÃ1d

)−1
1

sin θi
0

0 −1
2 sin θi

In−r

 (ÃT1dX̃1d − X̃1dÃ1d

)
cos θi 0

0 0



=

[
Ωi 0

0 −2In−r sin θi

]
(4.60)

avec

Ωi =
(
ÃT1dX̃1d + X̃1dÃ1d

)
sin θi −

(
ÃT1dX̃1d − X̃1dÃ1d

)(
ÃT1dX̃1d + X̃1dÃ1d

)−1

×(
X̃1dÃ1d − ÃT1dX̃1d

) cos2 θi
sin θi

(4.61)

De (4.53) nous avons Ωi ≺ 0 ∀i = 1, d, ce qui implique que Λi − Λi1Λ−1
i ΛT

i1 ≺ 0 et

garantit la relation (4.30).

Enfin nous avons prouvé l’équivalence entre la l’admissibilité et la condition (4.30).

3. Pour assurer la relation entre la condition d’admissibilité (4.30) et (4.31), le lemme1.3 est

utilisé pour obtenir cette condition.

Remarque 1.2. L’équivalence entre la première et la troisième proposition de ce théorème

s’obtient directement de l’égalité de deux ensembles :

Υd1 =
{
Xd ∈ Rn×n : ET

d Xd = XT
d Ed,

ETXd ≥ 0, rankET
d Xd = r

} (4.62)
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Υd2 = {Xd = PdEd + E0dQd,

Pd � 0, Pd ∈ Rn×n, Q ∈ R(n−r)×n} (4.63)

Cette équivalence achève la démonstration de notre théorème principal.

Exemple 1.1. On considère un exemple de circuit RLC traité dans [19] et [52] qui représente

la longue ligne de transmission avec l’élément distribué, comme indiqué dans la figure suivante,

Figure 4.1 – Un circuit RLC de longue ligne de transmission

Nous considérons que le circuit est formé par des sections infinies de longueur infiniment

petite ∆x en successive. Les quatre paramètres linéaires sont les suivants :

1. Résistance R : qui est la résistance des conducteurs, en général elle est très faible (Ω/m).

2. Inductance linéaire L : chaque section de ligne est soumise à un champ variable créé

par le courant circulant dans les sections voisines. C’est donc le siège de phénomènes

d’induction caractérisé par une inductance par unité de longueur (H/m).

3. Conductance G : c’est l’opposé de la résistance entre les deux conducteurs constituant la

ligne.

4. Capacité C : c’est la capacité qui existe entre deux conducteurs F
m

.

Dans ce cas, les lois de modélisation et moyennement les lois de Kirchhoff sont utilisées, le

modèle (4.65) est obtenu

−Dα
xu(x, t) = Ri(x, t) + LDβ

t i(x, t)

−Dα
x i(x, t) = Gi(x, t) + CDβ

t u(x, t)
(4.64)
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Un système matriciel équivalent qui décrit la figure précédente est donné par,
1 0 0 L

0 1 C 0

0 0 0 0

0 0 0 0



Dα
t1
xh (t1, t2)

Dβ
t2xv (t1, t2)

 =


0 −R 0 0

−G 0 0 0

1 0 −1 0

0 1 0 −1


[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
+

[
Bh

Bv

]
u (t1, t2)

(4.65)

avec :

xh(t1, t2) = xv(t1, t2) =

[
u(t1, t2)

i(t1, t2)

]
On remarque bien qu’il s’agit d’un système singulier de Roesser.

Les variables qui représente le vecteur d’état sont : u(t1, t2) est la tension et i(t1, t2) est le

courant au point t1 du début de la ligne pour un instant t2.

où t1 = x est la variable spatiale qui décrit une distance depuis le début de la ligne, t2 = t

est une variable qui représente le temps.

1. Cas 01 : Pour C = 0.00007F/m, R = 0.009Ω/m,G = 0.08Ω−1/m, L = 0.02H/m et

α = β = 1. Pour tester l’admissibilité du système non forcé (4.65), nous obtenons que

nous avons une solution non-réalisable (le modèle n’est donc pas admissible).

2. Cas 02 : pour les mêmes valeurs de R, L et C dans le cas 1 avec α = 0.8, β = 0.9, Le

système considéré (4.65) avec

u(t1, t2) =
[

44.2614 −24.6661 16.8733 0.0189
]

︸ ︷︷ ︸
K

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]

K est appelé la matrice de gain de retour d’état (Feedback).

Dans ce cas, le système (4.65) se réduit à,

E

[
Dα
t1
xh (t1, t2)

Dβ
t2xv (t1, t2)

]
= Ã

[
xh (t1, t2)

xv (t1, t2)

]
(4.66)

avec

E =


1 0 0 0.02

0 1 0.00007 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (4.67)
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Ã = A+BK =


0.1328 −0.0740 0.0506 −0.0899

−0.0800 0 0 0

4.5409 −1.9733 0.3499 0.0015

0 1.0000 0 −1.0000

 (4.68)

Les conditions imposées par notre théorème principal 1.1 assure l’admissibilité, et la so-

lution faisable proposée est

X =


2.4796 −0.9125 −0.0000 −0.0000

−0.9125 2.9756 0.0000 0.0000

−0.0000 0.0000 1.0000 0.0000

−0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

 (4.69)

et

Y =


−0.2645 −0.2675

0.1883 −0.0639

−0.0328 −0.0135

0.0470 0.3015

 (4.70)

Exemple 1.2. L’exemple suivant illustre l’exactitude de l’approche proposée. Considérons le

système non forcé (4.8) avec α = 0.4, β = 0.6 et les matrices

E =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0


(4.71)

A =



0.4165 1.5350 −0.8697 0.8682 −1.0616

0.0784 −0.9935 0.8470 −0.8316 1.0094

0.3563 6.8170 −3.0333 4.8156 −6.6059

−0.6517 0.1915 −0.1348 1.2781 −1.2468

0.6636 2.1505 −0.5888 1.7413 −1.6655


(4.72)

En utilisant notre méthode, nous trouvons que les LMIs dans le théorème 1.1 sont réalisables,

et une solution réalisable est la suivante
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X =



0.5487 0.5573 −0.0070 0.3705 0.0020

0.5573 0.5661 −0.0071 0.3764 0.0020

−0.0070 −0.0071 1.0000 −0.0047 −0.0000

0.3705 0.3764 −0.0047 0.2502 0.0013

0.0020 0.0020 −0.0000 0.0013 1.0000


(4.73)

Y =



0.2616 −1.1737

0.0691 −0.6465

0.1465 −0.4543

0.1644 −0.8708

0.1216 −0.2672


(4.74)

Conclusion et remarques :

Dans ce chapitre, nous avons établi les conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité

et l’admissibilité des systèmes multidimensionnels fractionnaires singuliers de Roesser dD, avec

d ≥ 2. Une nouvelle approche basée sur le produit de Kronecker, polynôme caractéristique

et inégalité matricielle linéaire LMIs est proposée. Tous les résultats obtenus sont simulés et

illustrés numériquement pou une application de circuit électrique afin de montrer l’efficacité et

l’applicabilité de notre méthode.
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Conclusion générale

Les résultats que nous avons obtenu sont organisés en trois grandes parties, la première

consiste à développer et d’étendre les résultats des travaux existants sur la dérivée conformable

pour différentes classes de systèmes : uni et multidimensionnels, singuliers et standards, les

conditions de positivité sont examinées pour cette nouvelle classe de systèmes afin de résoudre

le problème d’énergie minimale ainsi que la représentation d’état, nous avons également étudié

un problème très intéressant, il s’agit de la solvabilité du modèle de Fornasini-Marchesini frac-

tionnaire décrit par la dérivée conformable.

Ensuite, le problème de contrôle de l’énergie minimale pour les systèmes linéaires continus-

discrets positifs 2D a été formulé et résolu. Des conditions nécessaires et suffisantes pour l’attei-

gnabilité des systèmes sont dérivées. Une méthode est proposée dans cette partie pour traiter

la relation entre la valeur du pas de discrétisation sur la positivité d’une certaine classe de

systèmes fractionnaires linéaires en temps continu.

La deuxième partie traite du problème de solvabilité pour une classe de systèmes linéaires

continus fractionnaires singuliers 2D, décrits par les modèles de Fornasini-Marchesini avec la

dérivée fractionnaire de Caputo. Une nouvelle approche pour calculer la solution de la classe

de systèmes considérées est développée. L’idée principale est basée sur la matrice fondamentale

et le delta Kronecker et la double transformée de Laplace.

La classe de modèles multidirectionnels de Roesser a également pris une grande place ; nous

avons cependant analysé cette classe tout en se penchant vers deux problèmes importants qui

sont la stabilité et l’admissibilité en utilisant l’outil inégalité matricielle linéaire.

Plusieurs perspectives peuvent être proposés dans le même axe de recherche.
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Résumé

Titre : Analyse de la Stabilité et Contrôle des Modèles Uni et

Multidimensionnels Fractionnaires et Applications

Résumé :

Dans ce travail, nous introduisons la classe des systèmes conformables fractionnaires à une et

deux dimensions, le problème de solvabilité de cette classe de systèmes a été résolu en utilisant

les transformées de Laplace et de Sumudu, de nouvelles conditions nécessaires et suffisantes

sur la contrôlabilité, l’atteignabilité, l’influence du pas de discrétisation sur la positivité sont

proposées pour résoudre le problème d’énergie minimale. Nous avons également traiter la

stabilité des modèles multidimensionnels de Roesser fractionnaires singuliers en développant

la technique des inégalités matricielles linéaires et le polynôme caractéristique pour pouvoir

établir des conditions nécessaires et suffisantes d’admissibilité pour cette classe de systèmes.

Mots clés : Modèles fractionnaires, Systèmes bidimensionnels, Système multidimensionnels,

Stabilité et admissibilité, Positivité et contrôle a énergie minimale.

Title : Stability Analysis and Control of Uni and Multidimensional Fractional Mo-

dels and Applications

Abstract :

In this work, we introduce the class of one- and two-dimensional fractional conformable sys-

tems, the solvency problem of this class of models has been solved using Laplace and Sumudu

transforms, new necessary and sufficient conditions on the controllability, the reachability, the

influence of discretization step on the positivity are proposed to solve the minimum energy
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control problem. We have also consider the problem of stability for the singular multidimensio-

nal fractional Roesser model by developing the technique of linear matrix inequalities and the

characteristic polynomial to be able to establish necessary and sufficient conditions of admissi-

bility for this class of models.

Keywords : Fractional models, Two-dimensional systems, Multi-dimensional systems,

Stability and admissibility, Positivity and minimum energy control.
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Université d’es-sénia Oran , 19 décembre 2007, https://perso.uclouvain.be/paul.

vandooren/ThesisBouagada.pdf.

[41] D. Bouagada Influence of The Value of Discretization Step on Positivity of 2D Linear

Continuous-Discrete Systems. Far East Journal of Mathematical Sciences, 15(1), 107-112,

(2004).

[42] D. Bouagada & P. Van Dooren. State Space Solution of Implicit Fractional Continuous

Time Systems, Fractional calculus and applied analysis, 15(3), 356-361, (2012).

[43] S. Marir , M. Chadli, D. Bouagada. Admissibility conditions for singular linear continuous-

time fractional-order systems, Journal of the Franklin Institute, 352(2), (2017).

[44] S. Marir, M. Chadli, and M. Basin. Necessary and Sufficient Admissibility Conditions of

Dynamic Output Feedback for Singular Linear Fractional-Order Systems, Asian J Control

(2022), 1 ?12.

[45] T. Kaczorek. Selected Problems of Fractional Systems Theory. Springer-Verlag, Berlin

Heidelberg, (2011).

[46] T. Kaczorek. Comparison of Approximation Methods of Positive Stable Continuous-Time

Linear Systems by Positive Stable Discrete-Time Systems. Archives of Electrical Enginee-

ring, 62(2), pp.345-355, (2013).

[47] T. Kaczorek. Kamil Borawski, Minimum energy control of descriptor discrete-time linear

systems by the use of Weierstrass-Kronecker decomposition, Archives of Control Sciences,

Volume 26(LXII) , No. 2, pages 177–187, (2016).

[48] Y. Zou,Y. ,Hu, H. & Wang,W.(2008) Stability for Two-Dimentional Singular Discrete

Systems Described by General Model. Multidimensional Systems and S ignal Processing,

Vol 19, pp. 219-229, (2008).

[49] K. Galkowski. State-Space Realizations of Linear 2-D Systems with Extensions to the

General nD case. Springer, London (2001).

[50] T. Kaczorek. Asymptotic Stability of Positive 2D Linear Systems. Proc. 13th S cientific

Conf. on Computer Applications in Electrical Engineering,, Poznan, Poland, (2008).
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