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Notations

. ® : Le produit de Kronecker

. R : L’ensemble des nombres réels.

R* : L’ensemble des nombres réels positifs.
N : L’ensemble des entiers naturels .

R™ : L’ensemble des vecteurs de taille n.
R™*" . I’ensemble des matrices de dimension m X n.

I, : Matrice identité de dimension n.

M,, : L’ensembles des matrices de Metzler de dimension n..

C : Corps des nombres complexes.

C~ : Corps des nombres complexes a parties réels négatives.

. BT : Transposée de la matrice B.

B~! : Inverse de la matrice B.

B™ : Inverse généralisé de la matrice B.

. 0(A) : Spectre de la matrice A.

. 0(A, B) : Spectre de la paire (A, B).

. X(s) : Transformée de Laplace de la fonction z(t).

. Xa(s) : Transformée de Laplace Conformable pour la fonction x(t).

. Lf‘l’g?(X (p,s)) : La transformée de Laplace conformable de la fonction x(t, ts).
S?‘l’i (p, s) : Transformée de Sumudu conformable de la fonction (¢4, ¢2).

. LMJ : (En anglais) Linear Matrix inequalities.

. Tox(t) : Dérivée Fractionnaire Conformable de la fonction z(t).

. Tfw(ty, to) « Dérivée Fractionnaire Conformable Partielle d’ordre o par rapport a la va-

riable t; de la fonction z(t1,t5).

T,gm(tl, ty) : Dérivée Fractionnaire Conformable Partielle d’ordre 5 par rapport a la va-

riable t5 de la fonction x(ty, t5).
ﬂol‘iix(tl, ty) : Dérivée Fractionnaire Conformable d’ordre (a, ) de la fonction x(t,ts).

Dg’ix(tl,tg) : Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo d’ordre (a, ) de la fonction
I(thtg).
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Introduction

Ces dernieres années, un énorme développement analytique pour les systemes fractionnaires
uni et multidimensionnels a été accordé sous 'influence de la concurrence et des besoins de plus
en plus exigent en matiere de qualité et performance. Le développement des mathématiques en
général a toujours été et continuera d’étre nécessaire pour résoudre des problemes de physique,
d’ingénierie, technologique et industriel. Cette these est due au développement croissant qu’a
connu la recherche fondamentale et approfondie dans divers domaines tels que ceux de ’analyse
numérique, de la théorie des systemes multidimensionnels fractionnaires |19}:35}62]. Cela nous
a conduit a mettre en oeuvre des méthodes et approches tres complexes pour identification et
la commande des systemes.

Un systeme dynamique fractionnaire décrit par une équation différentielle a dérivée non
entiere d’ordre fractionnaire est un modele qui évolue en fonction de la variable d’état et
lordre de dérivation. Cela peut étre un modele électrique, I’évolution spatio-temporelle des
réactions chimiques, le mouvement des planetes dans les systemes solaires ou encore des modeles
de la dynamique de population pour la biologie, problemes d’automatisation pour 'industrie
[34,,135,|38.|40} 142, 45,,46,63,64].

Dans ce cadre, plusieurs approches utilisant le calcul fractionnaire moyennant les dérivations
au sens de Riemann Liouville, Caputo, ou encore Grunwald-Letnikov ... [8/19,42,45]. Cependant,
les dérivés fractionnaires existants ne satisfont pas les propriétés utiles telles que la regle de
produit, la regle du quotient, par exemple, la définition de Caputo suppose que la fonction
est différentiable afin de pouvoir calculer la dérivée fractionnaire d’une fonction donnée, ce qui
est en pratique difficile a trouver dans les modeles obtenus par modélisation. Récemment, une
nouvelle définition d'une dérivée fractionnaire appelé ”la dérivée fractionnaire conformable”
introduite par Khalil et de Abdeljawad |16,/17]. Les auteurs dans [16,(17,|34] ont montré que la
dérivée conformable satisfait la régle du produit, du quotient ainsi que les résultats similaires
au théoreme de Rolle et le théoreme de la valeur moyenne dans le calcul classique. Une vue

d’ensemble de ces systemes est donnée dans [16}17]19,34.|40}42,43], nos principales références

13



Introduction Introduction

pour cette théorie.

Au cours des dernieres décennies, une attention considérable a été consacrée aux systemes bi-
dimensionnels et multidimensionnels qui propage I'information en plusieurs directions indépendantes,
ces modeles ont attiré de nombreux chercheurs [35],40,41,45,48]51},53].

L’analyse de la stabilité des systemes linéaires bidimensionnels est un sujet qui est étudié
depuis plus de deux décennies. Il s’inscrit dans un vaste champ de recherches qui est 1’ana-
lyse de la robustesse, et qui englobe plusieurs domaines relatifs aux sciences expérimentales
tel le traitement d’images, la biotechnologie, la géophysique ainsi que I’économie et la biolo-
gie. Néanmoins, la stabilité trouve ses principales applications dans la théorie de la commande
et I'automatique [37,/79]. Ainsi, en automatique, la syntheése d’'une loi de commande se fait
généralement sur un modele nominal simplifié qui ne prend pas en compte toute la complexité
du systeme. Des dynamiques sont négligées, comme celles qui se trouvent en dehors de la bande
passante du systeme asservi. Du fait de ces approximations, il est généralement nécessaire de
recourir a une analyse de robustesse ou a une analyse de stabilité des modeles, qui consiste
a établir si le systeme demeure stable malgré les variations attendues des parametres. Ces
dernieres années, de nombreux chercheurs ont donné un grand intéret a I’étude de la classe des
systemes multidimensionnels et a I’analyse de leur stabilité. Notons que la classe des systemes
standards est tres importante pour bien comprendre le comportement de la trajectoire d’état
du modele considéré, notamment, la stabilité asymptotique et structurelle ; contrairement a la
classe des modeles singuliers, la détermination et la localisation des valeurs propres est insuffi-
sante pour caractériser la stabilité, d’autres tests et propriétés doivent étre cherché et vérifié.
Nous signalons que tres peu de recherches traitent les problemes de stabilité asymptotique et
d’analyse des systemes multidimensionnels fractionnaires singuliers. Comme préalable par rap-
port a I'étude des différentes méthodes d’analyse de la stabilité qui sont développées dans notre
these, il convient d’expliciter les outils nécessaires a sa réalisation, ainsi, nous consacrerons
un volet important a I'exposé de ces derniers. Pour toutes ces raisons, nous nous intéressons
dans ce projet de these a l'utilisation du formalisme LMJs (Inégalités Matricielles Linéaires),
lesquelles ont été développées, notamment par A. Lyapunov, dans un esprit de recherche de
stabilité d’équations différentielles. Puis nous notons que sur la base de décomposition, par-
titionnement (Schur), et de réduction d'une LMJ a contraintes multiples en une LMJ a une
seule contrainte, une approche unifiée est présentée pour I’analyse de problemes de commande,
tout en préservant 'esprit d’efficacité et de réalisabilité de la résolution de problemes. Au cours
des dernieres années, la recherche s’est concentrée sur la reformulation du LMJ en un probleme
d’optimisation convexe, donnant la possibilité d’une résolution numérique, si I’approche analy-
tique n’est pas réalisable.

Nous apportons aussi, les outils nécessaires, pour situer tout l’environnement ou peut se
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Introduction Introduction

développer le concept des LMIs, pour se faire nous nous basons sur les références suivantes
[38-40,43.|44} 51}, 74, 84,93].

Nous mentionnons a titre historique que dans les années 1940 - 1950 Lur’e Postnikov a
appliqué les méthodes de Lyapunov a certains problemes pratiques dans I'ingénierie et la théorie
de controle, en particulier, le probleme de la stabilité d’un systeme de controle avec une non
linéarité dans l'actionneur. Des criteres de stabilité en forme de LMIs ont été dérivés. Ces
inégalités ont été réduites a des inégalités polynomiales qui ont ensuite été résolue a la main
pour des systémes de petites dimensions. Suite a ¢a, ses travaux ont été publiés dans un livre [76].

Le role important des LMIJs dans la théorie du controle était déja reconnu au début des
années 60, en particulier par Yakubovich [73H75] en 1962 ou il a publié son travail ”La solution
de certaines inégalités matricielles dans la théorie du controle et 'automatique”.

Récemment une nouvelle classe de systemes a deux dynamiques a été introduite par de
nombreux chercheurs [8][18}45,/88,/92,93]. On en parle d’'une modélisation rigoureuse de pro-
cessus réels qui conduit souvent a écrire des équations aux dérivées partielles. Lorsque celles-ci
sont linéaires, une description par des modeles a plusieurs dynamiques est toujours possible
et cela mene a des modeles singuliers. Notons dans ce cadre que la modélisation est a priori
continue mais les approximations sont plutot discretes. On peut aussi envisager des cas hybrides
continus/discrets.

Cette classe de systemes 2D a été étudié pour la premiere fois dans les années 1970, afin
de traiter certains problemes importants dans les applications de filtrage de données (dans les
articles fondateurs de Fornasini-Marchisini [8,[88]). Leur utilité fut rapidement appréciée, en
trouvant rapidement des applications dans le traitement d’images numériques [13,|31}64,92],
dans la modélisation d’équations différentielles [52,/53] comme I’équation de Darboux utilisée
dans la modélisation des gaz, absorption, chauffage par jet d’eau, séchage a 'air, ete. 10,31},
35,145,/46]. La littérature sur les systemes (2-D) et les systemes multidimensionnels en général
est aujourd’hui assez riche. Cependant plusieurs classes de systemes ont été négligées dans la
littérature en raison de leurs difficultés inhérentes, en particulier les systemes avec contraintes
sur les variables, avec des retards, ou avec des non-linéarités. Dans les dernieres décennies, un
intérét croissant pour les systemes bidimensionnels fractionnaires est vite observé, ce sont des
sujets a contraintes de positivité sur les variables dynamiques. Ces systemes positifs doivent
avoir pour des conditions initiales non négatives, des variables d’états non négatifs. Ils ont été
étudiés par plusieurs auteurs [8,/19,51193].

Notre travail est structuré comme suit : Dans le premier chapitre, la premiére partie consiste
a rappeler les notions de bases d’algebre linéaire et matricielle, tel que : le produit de Kro-
necker et ses propriétés, les matrices positives, matrices de Metzler, I'inverse généralisé, la

décomposition en valeur singuliere ainsi que la décomposition de Weierstrass et les inégalités
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matricielle linéaires, ensuite dans la deuxieme partie nous rappelons la notion de dérivation frac-
tionnaire au sens de Caputo a partir des références suivantes [8}(18,34,40,45,47,51,60,61]. Dans
le deuxieme chapitre nous exposons quelques notions et définitions de la dérivée fractionnaire
conformable avec toutes ses propriétés et applications, puis nous étudions en deuxieme section
le probleme de solvabilité d’un systeme a temps continu fractionnaire linéaire singulier confor-
mable en utilisant la décomposition de Weierstrass et l'inverse généralisé, nous avons établies
par la suite de nouveaux criteres de controlabilité par 'utilisation de la matrice Grammienne
dans le cas d’une dérivée fractionnaire conformable pour résoudre le probleme de ’énergie mi-
nimale, cette partie est achevée par la formulation d'un probleme de représentation d’état et la
formule de fonction de transfert donnée pour le cas d’un systeme standard. Dans la quatrieme
section, la premiere partie traite le probleme de solvabilité des systemes bidimensionnels a temps
continu-discret (hybrides), dans la deuxiéme et la troisitme partie nous abordons la solution
d’un systeme fractionnaire de Fornasini-Marchesini par la double transformée de Laplace et de
Sumudu tout en se basant sur les références [8,9,(15H17,34]. Dans la derniére partie de cette
section, nous avons généralisée les résultats obtenus par D. Bouagada et P. Van Dooren [42]
ou nous avons étendu les résultats de la Delta-Kronecker et des matrices de transition pour
pouvoir résoudre un nouveau systéme fractionnaire singulier (au sens de Caputo) pour le cas
bidimensionnel.

Le troisieme chapitre est divisé en trois parties. La premiere comporte une partie qui analyse
I'impact de la discrétisation sur la positivité des systemes 1D fractionnaires conformables en pro-
posant de nouveaux criteres pour la préservation de la positivité. Dans la deuxieme section nous
introduisons une classe générale de systemes hybrides bidimensionnels fractionnaires confor-
mables (continu-discret), ensuite nous proposons la solution avec les conditions nécessaires et
suffisantes de la positivité pour ce type de modeles pour pouvoir traiter le probleme d’énergie
minimale.

Le quatrieme chapitre sera donc consacré a 1’étude d'une nouvelle classe des systemes de
Roesser fractionnaires singuliers multidimensionnels dD ou d > 2, nous développons des condi-
tions nécessaires et suffisantes de stabilité et d’admissibilité pour cette classe de systemes par

I’approche basée sur le produit de Kronecker et les LMIs.
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Chapitre

Notions de Bases et Préliminaires

Nous présentons dans ce premier chapitre un apercu des notions de base de I’algebre linéaire
et de la théorie des matrices positives, de Metzler, la notion d’inverse généralisé, le Produit de
Kronecker, ainsi que les inégalités matricielles linéaires tout en se basant sur les références
[18,[34}140,|41}143,|50%160,|76]. Nous exposerons également des concepts et des outils importants
tels que la théorie des équations différentielles ordinaires et fractionnaires et la théorie du
controle [8,(17,19}30,31,45.46454].

1 Notions sur la théorie des matrices

Nous présentons les définitions de quelques types de matrices particulieres.

Définition 1.1. [3/] Une matrice A = [a;j] de Metzler est une matrice dans laquelle toutes les

composantes hors diagonale sont positives. Autrement dit : a;; > 0 pour i #j ,i,j =1,....n.

Définition 1.2. [51] On dit que A est une matrice non-négative si¥i =1,nVj =1,m : a;; >
0, autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives. Une telle matrice est notée A > 0 ou
A e RP™.

Définition 1.3. (51 On dit que A est une matrice positive si A est non-négative et Ik =
I,n ,3l=1,m:ay >0, i.c.. toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins une entrée

strictement positive. Nous noterons une telle matrice A > 0.

Définition 1.4. [1§]
1. Un vecteur est dit monomial st l'une de ses composantes est positive et les autres nulles.

2. Une matrice monomiale est une matrice n X n dont les colonnes sont monomiales et

linéairement indépendants.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES ET PRELIMINAIRES
1. NOTIONS SUR LA THEORIE DES MATRICES

Théoreme 1.1. (18] Théoréme de Weierstrass : Cas d’un faisceau régulier
Tout faisceau régulier A + A\B peut étre réduit en une forme quasi-diagonale canonique

(strictement équivalente)

AV
N
N2

Nﬂs

ot la forme normale du premier bloc diagonal J + Al est déterminée par les diviseurs

élémentaires finis d’une facon unique et les s’ derniers blocs diagonaux correspondent aux

diviseurs élémentaires infinis fiy, ...... [bs QUEC :
10 0 0 1
NM = M 4 M — - 10 +
.. 1
0 1 0 0
1 100
B 11
0 1
0 .. 01

On appelle diviseur élémentaire toute puissance q d’un nombre premier intervenant dans la
décomposition d’un invariant d de G en produit de facteurs premiers. La théorie des diviseurs
élémentaires est due entiérement a M. Weierstrass [18,[54,/90]. Nous utilisons cette notion pour

décomposer un systéme singulier en deux sous-systemes équivalents.

Exemple 1.1. Dans ce qui suit nous présentons quelques types de matrices particulieres

1. La matrice A suivante est une matrice de Metzler

—2 5 9
3 0

A= (1.1)
6 4 -3 3
9 2 4
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2. La matrice B suivante est une matrice positive

25 79
6 0 6 0
B = (1.2)
8 3 2 2
91 00
3. La matrice C suivante est une matrice monomiale
C = (1.3)

_ o O O

010
0 01
1 00
000
Définition 1.5. [/ Soit A une matrice de taille m x n ie : A € R™*". [] existe deur matrices

orthogonales U € R™ ™ 'V € R™ " telles que :

A = USVT
D 0 )
S = ( 0 0 ), D = diag(o1, 09, ....., %)

et UUT = U'U=1
Vvt = viv =1
avec k = rank(A) et les o; sont les valeurs singuliéres de la matrice A telles que o1 > g9 >
O,
1. Les valeurs singuliéres sont les racines carrées des valeurs propres de AT A ou AAT.
2. U est la matrice des vecteurs propres de AT A.
3. V est la matrice des vecteurs propres de AAT.
Théoreme 1.2. [45] Soit A une matrice de taille m x n de rang r ainsi que sa décomposition

en valeurs singulicres A = USVT. La matrice At = VSTUT est appelée la matrice pseudo

inverse ou l'inverse généralisée de Moore-Penrose de la matrice A, ou ST est définie par,
St = ( D™ 0 ) ., D! :diag(i,i,--- ’i)
0O O 01 09 o,
Avec,
1. AT A = I, (matrice identité de rang r ).
2. Sirg(A) =n <m, alors AT = (ATA)_1 AT,
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3. Sirg(A)=n=m, A'=A""

Proposition 1.1. [/4] L’inverse généralisée de Moore-Penrose d’une matrice A noté A*

possede les propriétés suivantes,

AATA
ATAAT

AAT

(ATA)

Définition 1.6. [60/Le produit de Kronecker de deux matrices A € M, et B € M,, est la

matrice A ® B définie par :

allB
ang
AR B =

(112B
CLQQB

amlB asz

alnB
(ZgnB

An B

€ anqu

Proposition 1.2. [40] Le produit de Kronecker possede les propriétés suivantes : Soient A €
Myymy » BE Myypn, C€MegetDe My,

1. Le produit de Kronecker est associatif c.a.d ,

(A®B)®C=A® (B®C)

2. Le produit de Kronecker est distributif par rapport a [’addition,

(A+B)@(C+D)=(AC)+(A® D)+ (B (C)+ (B® D)

3. Le produit de Kronecker est distributif par rapport au produit c.ad.d,

(A® B)(C'® D) = (AC © BD)

4. L’adjoint,

5. Si A et B sont inversibles alors,

(A B)'=(A"1'® B
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES ET PRELIMINAIRES )
2. APERCU SUR LES INEGALITES MATRICIELLES LINEAIRES

6. Simq =ny et my = ny alors,

det(A® B) = (det(A))™ .(det(B))™
= det(B® A)

Pour plus de propriétés, nous orientons le lecteur vers les références [4},47,51,60].

Définition 1.7. /51

1. Une matrice A € R™*" est dite définie positive si et seulement toutes ses valeurs propres

sont positives, et on note A > 0.

2. Une matrice B € R™" est dite définie négative si et seulement toutes ses valeurs propres

sont négatives, et on note B < 0.

2 Apercu sur les inégalités matricielles linéaires

Le terme inégalités matricielles linéaires ( en abréviation LMJs) est maintenant largement
employé dans la théorie de controle liée a 'analyse de la stabilité des systemes dynamiques,
voir [4}39,76].

L’étude des LMIs est apparue autours des années 1890, lorsque Alexadar Lyapunov a
publié son ouvrage au début de ses travaux et propose une méthode analytique pour analyser
quelques propriétés du mouvement et la trajectoire d’état d'une certaine classe de systeme

dynamique |76]. II a dans ce cadre montré que ’équation différentielle
¥ = Ax(t) (1.4)
est stable, si et seulement s’il existe une matrice P définie positive telle que

ATP+PA=<0 (1.5)

La nécessité de P = 0, telle que ATP 4+ PA < 0 est solvable mene & la dite inégalité
matricielle de Lyapunov. Lyapunov a également montré que cette premiere LMI pouvait étre
explicitement résolu.

Actuellement les LMIs jouent un role tres intéressant dans les méthodes numériques et
analytiques modernes pour analyser la stabilité des systemes linéaires. En automatique, par
exemple, de nombreux résultats trouvent leurs formulations en termes de LMJ, ce formalisme
nous a donc permis de résoudre plusieurs problemes qui n’avaient pas encore trouvé de solution
pour la controlabilité et la stabilité des systemes dynamiques [40,48./51}75,76]. Cependant, nous

rappelons quelques définitions et notions de bases sur les LMIJs.
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2. CALCUL DIFFERENTIELLE ORDINAIRE ET FRACTIONNAIRE

Définition 2.1. [51] Une inégalité matricielle linéaire notée LMI est une expression ( ou une
forme affine) sous forme d’une somme de matrices réelles, carrées et symétriques : F; = F! €

R™™ 4=0,---,m et x € R™ telles que

i=1

L’inégalité (1.6) désigne que : F(x) est une matrice définie positive,
VeeR" et z#£0: 2" F(x)z =0

D’une maniére équivalente, la valeur propre la plus petite de F(x) est positive. Les matrices
fon: ; T .
symétriques F; sont fizées (connues) et v = [x1, T+ ,Tp|  est un vecteur de valeurs inconnues

(variables de décisions).
Exemple 2.1. L’inégalité matricielle

r1 — 4 Ty + X2 —2
T1+ Ty To— 5 0 >0 (17)
—2 0 T

est une LMI a deux variables x1, 5. On peut reformuler cette LMI de la maniére suivante

—4 0 -2 110 010
0 =5 0 |+a1|100|+a|1 10]>0 (1.8)
-2 0 0 00 1 000

L’inégalité (1.6)) est une contrainte convexe en x , ie : 'ensemble {x| F(x) > 0} est convexe.

cette LMIJ peut sembler avoir une forme affine particuliere.

Définition 2.2. [51]] Un ensemble V est dit conveze si et seulement si pour toutes paire

(x1,29) € ¥ et 0 < a < 1 alors,
(ary + (1 — a)xg) € ¥ (1.9)

Définition 2.3. [40] Soit g est une fonction telle que g : R® — R. La fonction g est dite

conveze si et seulement si pour toute paire (x1,r2) ER" et 0 <a <1 ona,

g(ary + (1 —a)ry) < ag(er) + (1 — a)g(,) (1.10)

autrement dit, Une fonction est convexe si et seulement si sa courbe représentative est au

dessous de ces cordes.
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3 Notions sur le calcul fractionnaire et application

Le calcul fractionnaire est une branche de I’analyse mathématique qui étudie les différentes
possibilités de définir des puissances de nombres réels ou complexes de I'opérateur de différenciation
D* ou T d’ordre «, et de l'opérateur d’intégration I*, J* et de développer un calcul qui
généralise 'opérateur classique.

Des exemples réels en pratique illustrent I'applicabilité d’une dérivée fractionnaire, dans la
littérature comme [70] les auteurs décrivent le comportement statique des systémes complexes
et montrent comment le calcul fractionnaire peut étre utilisé pour modéliser ce comportement
en démontrant le lien profond entre les dérivées fractionnaires et la géométrie fractale. Il est
a noter que dans la modélisation de systemes thermodynamiques chaotiques, il est nécessaire
d’utiliser des opérateurs fractals car la séparation des échelles de temps de la physique classique

n’est plus valide.

Définition 3.1. [/5/La fonction définie par l'intégrale suivante

+oo
I(z) = / e tdt, Re(x) > 0 (L.11)
0
est appelée la fonction gamma, elle vérifie la propriété : T'(x + 1) = zI'(x).

Définition 3.2. [19/ Une fonction de la variable complexe z définie par

-3 T 1)

k=0

est appelée la fonction de Mittag-Leffler a un parametre.
Une extension de la fonction Mittag-Leffler a un parametre est la fonction a deux parametres.

Définition 3.3. [19] Une fonction de la variable complexe z définie par

ZF (ko + B) (1.13)

k=0

est appelée la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres.

Définition 3.4. [51] Soit f € Cla,b] et o € Ry, alors Uintégrale 1® f(x) défini par :

I f(z) = ﬁ /0 C@ — 0 ()t (1.14)

est appelée intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o.

Définition 3.5. [8/ La dérivation au sens de Caputo
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Soit f une fonction de classe C™ [a;b],n —1 < a < n avec n € N*.

La dérivée fractionnaire de la fonction f au sens de Caputo est définie par :

DOf(t) = I"“Df(x)

_ L — )" (Y dr
- T L = e

Définition 3.6. [/5] La transformée de Laplace d’une fonction f d’une variable réelle t > 0,
est la fonction F'de la variable complexe s (Re(s) > 0) telle que,

L(f()) == F(s) = /0+°° e~ F(t)dt (1.15)

Définition 3.7. [19/ La fonction a temps continu définie par

t) * fa(t) /f1t—7' fa(T)dr (1.16)

est appelée la convolution des fonctions en temps continus de fi(t) et fa(t).

Théoréeme 3.1. [45] Le théoréme de convolution
Si

Fi(s) = LIAM®)],  Fa(s) = Lf2(t)] (1.17)

Alors,

t
L |:/ fl(t — T)fQ(T)dT:| = F1<$)F2(8) (118)
0
Théoréme 3.2. [/2]La transformée de Laplace de la dérivée de f au sens de Caputo est :

n

L(D°f(t) = s"F(s)— > s**f1(0)

n—1

= s%F(s) — Z 5@k ()

k=0
Théoréme 3.3. [/2] La transformée de Laplace de l'intégrale d’ordre o fractionnaire a la

forme

el = (119

Proposition 3.1. [19] La transformée de Laplace inverse de l'expression s*F(s) pour o > 0

est définie par,

LY [s*F(s)] = Df(t) + F® (0) (1.20)
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Théoréme 3.4. [19] Soit le systéme fractionnaire linéaire en temps continu décrit par les
équations,
D%x(t) = Ax(t) + Bu(t), 0<a<1
y(t) = Cz(t) + Du(t)

(1.21)

ou x(t) € R™, u(t) € R™, y(t) € RP sont des vecteurs d’états, d’entrées et de sorties respecti-
vement, et A € R"™" B e R™™ (' € RP*" D € RP*™,
La solution du systéme fractionnaire d’ordre o : 0 < a < 1 (1.21)) est de la forme,

z(t) = Po(t)zo + /t O(t — 7)Bu(r)dr, x(0)=z9€R" (1.22)
Ou,
@Oa)ZZEE(A#q::§:1x?@:fD
k=0 (1.23)
o Akt(kJrl)afl
() = < T[(k+ 1)al

et B, (At®) est la fonction de Mittag-Leffler, I'(x) est la fonction gamma.

Pour le cas particulier « =1 on obtient,

d(t) = i FAi = M (1.24)

A:

01 0 1
o o[ e [] e

Par utilisation des formules (1.22)) et (1.23)) on trouve

- A’ft’m N At
< T(ka + 1) & T(o+1)
Akt (k+1)« ta—l 75204—1 (126)
(®) Z;m@+mq T(a) ' T(2a)
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Axot® ‘I' B a1 AB 2a—1
x(t):xo+m+/o {m(t—ﬂ + (t—1) dr

N Azot® N Bt N ABt*™
T(a+1) T(a+1)  TRa+1) (1.27)
L+ F(;+1) + T(2a+1)

tOé
L+ T'(a+1)

t2a

La représentation graphique de la trajectoire d’état x(t) pour oo = 0.7 est

Graphe de xl(t)
120 T T T T T

100

80

X, )
(o)}
o

20 -

O 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

t

Graphe de xz(t)
14 T T T T T

X0

FIGURE 1.1 — La trajectoire d’état des variables x1(t) et xo(t)

4 Applications : Equation de la chaleur fractionnaire

Dans le domaine des mathématiques et physique appliquée, I'équation de la chaleur est

une équation parabolique (aux dérivées partielles), elle est utilisée pour décrire la conduction
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thermique qui représente le déplacement de 1’énergie interne des parties chaudes d'un systeme
vers les parties froides. Cette équation est introduite pour la premiere fois en 1807 par Joseph
Fourier [78] apres plusieurs expériences faites sur la propagation de la chaleur, suivies par la
lois de modélisation pour proposer un modele mathématique qui représente 1’évolution de la
température en utilisant la transformation de Fourier.

La propagation ou le déplacement de ’énergie se transfere par un mécanisme brownien de
photons et de porteurs de charges électriques (électrons ou trous). Une application de cette
équation apparait tres souvent en physique sous le nom d’équation de diffusion, transfert par

rayonnement, 1’équation de Schrodinger et a I’équation de Burgers [79,80].

Application 4.1. Dans cet exemple on considere le modele fractionnaire de [’équation de la
chaleur unidimensionnel qui peut représenter le comportement (déplacement) de la chaleur dans
une barre métallique, ce phénomene physique peut se modéliser par l’équation suivante :
0%y 2% 0%
ot 2 0x?
ou 52 = Dgv(z, t) est la dérivée partielle fractionnaire au sens de Caputo de la fonction v(z,t)
par rapport a la variable t d’ordre o de la source v(x,t), avec la condition initiale v(z,0) = 2.
La solution de l’équation est donnée dans la littérature (78] par,
4o P20 43 o
Tla+l) TQat+1l) T@atl)  Tlatl) )

=0, 0<a<l t>0 (1.28)

v(z,t) = 2° (1 + (1.29)

pour le cas particulier ot o = 1, la solution est : v(x,t) = z2e'.
La ﬁgure montre le comportement de la solution proposée v(x,t) pour différentes valeurs

dea=1,a=08, a=07a=05et0<t<letO0<ax<2:

FIGURE 1.2 — La solution de I’équation de la chaleur ((1.28)
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Application 4.2. Dans cet exemple, on considere le modele fractionnaire de [’équation de
la chaleur bidimensionnel qui représente physiquement la diffusion de particules et le champ

électromagnétique dans un conducteur qu’on modélise par [’équation suivante,
— —=——-——=0, 0<a<l (1.30)

ot % = Dv(x,y,t) est la dérivée partielle fractionnaire au sens de Caputo par rapport a la
variable t d’ordre a de la source v(z,y,t), avec la condition initiale v(z,y,0) = y>.

La solution de l’équation (1.30)) est donnée dans la littérature [@/ par
v(z,y,t) = 2?sinh t 4 y* cosh ¢ (1.31)

La figure montre le comportement de la solution proposée v(x,y,t) pour différentes
valeurs deao =1, a =08, a =07, a=05et0<z<1let0<y<1avect=1:

FIGURE 1.3 — La solution de I’équation de la chaleur ((1.30))
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Chapitre

Analyse des modeles linéaires a
dérivées non entieres uni et

multidimensionnels

1 Notions sur la dérivée conformable

En mathématiques, plusieurs types de dérivées fractionnaires sont introduites dans la
littérature comme celle de : Caputo, Riemann-Liouville , Hadamard - --. Pour surmonter cer-
taines difficultés trouvées, Khalil et al. [16] ont proposé une nouvelle définition intéressante dite
dérivée conformable qui étend la définition limite de la dérivée d’une fonction donnée. Suite
a cette définition, la dérivée fractionnaire conformable présente deux avantages par rapport
aux dérivées fractionnaires classiques. Premierement, cette nouvelle définition est naturelle et
satisfait la plupart des propriétés de la dérivée intégrale classique, telles que la linéarité, la
regle du produit, la regle du quotient, la regle de la puissance, théoreme de dérivation des
fonctions composées, dérivées nulles pour les fonctions constantes, théoreme de Rolle et va-
leur moyenne. Deuxiemement, la dérivée conformable nous apporte beaucoup de facilité lors-
qu’elle est appliquée a la modélisation de nombreux problemes physiques, car les équations
différentielles a ce stade sont plus faciles a résoudre analytiquement et numériquement que
dans le cas de la dérivée fractionnaire associée par exemple aux dérivées de Riemann-Liouville
ou Caputo [9}/14-17,20,/34].

Définition 1.1. [16] Soit x(.) une fonction telle que x : [ty + oo] — R, alors la dérivée
fractionnaire conformable d’odre o oum — 1 < o < n, est définie pour (t > 0), par

t t—1tg)" ) —x(t
To(t) — ty S0+ = 0" — o)
e—0 g

(2.1)
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Remarque 1.1. 1) Sity =0, alors

x(t+et"™*) — x(t)

Tox(t) = llil(l) . (2.2)
2) Sito=0n=1donc0<a<1alors
t+ett™) —x(t
Toa(t) = tim 20 =) (2.3)
e—0 £
3) Si (2.1)) eziste on dit que x est a—différentiable.
Proposition 1.1. [17] Si x est a—différentiable et 0 < a < 1 alors,
d
Tha(t) = (t— to)l—ad—f (2.4)
Thox(t) = (t—to)' ™ 2'(t) (2.5)
Démonstration. Par définition on a ,
g yl—ay
Tor(t) = Tim x(t+e(t —to) ) —x(t)
e—0 £
t+e(t—tg) ™) — t—to) "
Thox(t) = limx( + & o) %) —(t) ( 0)
e—0 < (t — to)l o
to _ o alttet—t) ) —a(t) i,
T'e(t) = lm e(t —to)— At~ o)
(posons h = &(t —to)' ™ donc si e — 0, et alors h — 0)
to _opoxtth)—2@) L i
Trox(t) = }lg% . (t —to)
Thu(t) = (t— 1) /(1)
O

Théoréme 1.1. [10] Si les deux fonctions x(t) et y(t) sont a—différentiables avec 0 < o < 1,

alors

Tax(t) + by(t)] = aT%x(t)+bTy(t) , avec a,b €R (2.6)

T*z@)y®)] = ( )Ty(t) + y( )T (t) (2.7)
o), Tz@)]y(t) — T [y®)l=(t)

SOl nak 28)

TR = g (2.9)

Te"] = qt' e (2.10)

Définition 1.2. [15/ L’intégrale fractionnaire conformable ( a gauche ) de la fonction f €
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L'a,b] d’ordre 0 < a < 1 est définie par,

ITx(t) = /x flu)diu = /x(u —a)* ! f(u)du (2.11)

et intégrale fractionnaire conformable ( a droite ) de la fonction f € L'[a,b] d’ordre o tel

que 0 < a < 1 est définie par,

pI%z(t) = / fu)pd®u = / (b—uw)* ' f(u)du (2.12)

Théoreme 1.2. [17] ( Intégration par partie ) : Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions telle
que fg est différentiable. alors,

x b
/f(Jf)Tf[g(fC)]dSw:[f(l’)g(l“)]l;—/ 9(x) T3 f (x)]dg (2.13)

et
b

/ @) TP lg@)hd e = [f(2)g(@)] — / g() T2 1 ()" (2.14)

a

2 Solvabilité et analyse des systemes fractionnaires uni-

dimensionnels

Avant d’analyser ce type de systemes, nous présentons quelques définitions et théoremes

qui nous aiderons par la suite dans la recherche des solutions.

Définition 2.1. [17/ Soit to € R, 0 < a < 1 et f : [ty,+o0[— R une fonction réelle, la

transformée de Laplace fractionnaire conformable d’ordre « est définie par,

LY[f()](s) = F(s) (2.15)
- /%Oe_s(t_?)af(t)dg)t (2.16)

/+°° _lm)® .
- e Pt — )2 tdt (2.17)

Théoréme 2.1. Soienta € R, (0 < a < 1) et f : [ty, +00[— R une fonction réelle différentiable

alors,

Ly [T f(t)](s) = sFa(s) — f(to) (2.18)
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Démonstration. Par définition on a,

_g=t)?

+o0
Lo o)) = [ e T e (2.19)

0

par une simple intégration par partie (conformable) on trouve,

—+00

t—tg)® 00 t—tg)®

el = [ 0] T [T o (2:20)

Foo (t—tg)®
LRI O)s) = () +s [ e e (221)

0
L[Tf(®)](s) = —[f(to) +sFu(s). (2.22)
]
2.1 Systemes singuliers unidimensionnels

Considérons le systeme fractionnaire conformable suivant,

ET*X(t) = AX(t) + BU(t) (2.23)

ou x(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur qui représente le controle (ou
la commande) du systeme, A, B et E sont des matrices réelles de dimensions appropriées, et

0<a<l.

Définition 2.2. 1. On dit que le systéme décrit par l’équation (2.23) est singulier si det E =
0.

2. La matrice Es — A est appelée le faisceau associé au systéeme (2.23)), avec s € C.

3. Le faisceau Es — A est dit régulier si et seulement si (det (Es — A)) # 0 pour certaines

valeurs de s € C.

Si le faisceau est régulier, alors il existe deux matrices P € R™*" et () € R™*" non singulieres

telle que (2.23)) peut étre décomposée en deux sous systemes,

1. Un sous systeme lent

TX,(t) = A1 Xy (t) + B UL (1) (2.24)
2. Un sous syteme rapide,

NT*X5(t) = Xa(t) + BUs(t) (2.25)
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ol
X
! = QilX’ XlERn17X2€Rn2
Xo
(I 0
PEQ = ! N € R™
0 N
[ 4, 0
PAQ = ! € RM
0 I,
B
PB = € R™
- B2

telle que N est une matrice nilpotente d’indice p et ny = deg(det(Es— A))+1, ny+ny = n,
p=rg(E)—deg(det(Es — A)).
L’étude du systeme ([2.24) :
TaXl(t) - Ale(t) + BlUl(t)

On cherche la solution de ce syseme en utilisant la transformée de Laplace fractionnaire

conformable sur U'intervalle [a, b]. donc,

LoTXy(t)] = LilAiXa(t) + BiUi(1)]
SXla( ) Xl((l> = AlLZXl(t) + BngU1<t)
sX1a(s) — Xi(a) = A1X14(s) + B1Uia(9)
sX1a(8) — A1 X1a(s) = Xi(a) + BiUia(s)
(S] A )Xla(S) = Xl(a) + BlUla(S)
Xia(s) = (sl — Al)_l(Xl(a) + B1Uia(8))
Sachant que,
(sI — Ay) Z Alg1i
donc,
Xla(s) = ZAZ —1= Z(X1(G)+B1U1a(5))
:-og ' ' 400 . '
Xia(s) = > Al Xi(a) + > AlsT T BiU(s)

=0

=0
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En appliquant la transformée inverse (fractionnaire conformable) de Laplace,

+oo +oo
Ly (X1a(s)) = Lg'(Q_Als™ 7' Xi(a) + Y Ajs™ ' BilUia(s))
1=0 1=0

+00 +oo
Xia(s) = > AL s Xa(a) + Y AL s BiUa(s)]
=0 1=0
pour le premier terme de cette somme on a,

L—I[S—l—i] —

«

d'ot,

“+o0o
DAL X@) = DAl X(a)
i=0 i )

Il nous reste a calculer,

+oo
Y AL s BiU(9)]
=0

On définit d’abord le produit de convolution pour la transformée de Laplace fractionnaire

conformable de f et g pour t € [a,4o00[ par,
t
Li(feg) = [ 5= sgts)s

- / £(t2 = s7)g(s)(s — a)'~°ds
F,(5).Gu(s)
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donc,

+oo —+00

YA s T Ba(s)] = Y AlLalsT ] % La[Bila(s)]

i=0 i=0
+00 i
i ((t—a)®
- Y4 ( O Bilal)
+oo ia
- YA i)l Gt R
: “ ilad “

_ / Z t — CL (7' — (l>za) BlUla(T)(T . a)liadT

ilad

t
— / e%[(t—a)@_(T—a)a]BlUla(T) (7_ . a)l—&dT

En conséquence, la solution du systéeme ([2.24)) est donnée par,

t
X\ (t) = e X (a) + / a0 ~(="I B 7 (7)(r — a)*ldr (2.26)

a
L’étude du systeme ([2.25) :
Pour pouvoir étudier et résoudre ce systéme, on utilise les définitions [I.5] [I.1] et le théoreme

en insistant sur la notion de l'inverse généralisé de Moore Pennrose a gauche pour la matrice

N définie dans le systeme ([2.25)),

N*NTX,(t) = N*(Xao(t) + BsUs(t)) (2.27)

TXo(t) = NTXy(t) + NTByUs(t) (2.28)
Si on applique la solution du systéme ([2.24)) on aura,

L -
Xo(t) = e (e Xy(a) + / e'a (="~ 1 B, 1, () (7 — a)* 'dr (2.29)

avec
By = N*B,

Finalement la solution générale du systeme (2.23) est donnée par,
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I,

t
0 ] (eil(t_“)aXl(a)—l—/ eéml[(t_“)a_(T_“)a]BlUl(T)(T—a)a_ldr) (2.30)

o - o

+Q

O Nt e ¢ Nt a al 1~ 1
(ea(t_“) Xs(a) —|—/ e o === B UL (7) (7 — a)* Ydr

n

2.2 Controlabilité des systemes singuliers

Dans cette section notre étude portera sur I’analyse et de la controlabilité des systemes de

la forme,
ET*X(t) = AX(t) + BU(t) (2.31)

avec 0 < a < 1 et F est une matrice non généralement inversible.
Nous donnerons la définition d’un systeme controlable pour ensuite établir quelques lemmes,

théoremes et caractérisations.

Probléeme posé,
Etant donnee deux états X (fg) et X (tf), la question est la suivante : Peut-on trouver
un moyen ou une commande qui peut transférer I’état du systeme de 1’état initiale X (tg) vers

I'état finale X (tf) 7

Définition 2.3. Le systéeme (2.31)) est dit contrélable si et seulement si : ¥YXo,¥Xs, VT >0
fini Ju(.) : [te; T] — R™ / X(T, Xo,u) = Xy .

On suppose que le faisceau est régulier, la décomposition de Weierstrass mene aux deux

sous systemes suivants,

1. Un sous systeme lent,

TX,(t) = A1 X4 (t) + B UL (1) (2.32)
2. Un sous syteme rapide,

NT*X,(t) = Xo(t) + BaUs(t) (2.33)

Remarque 2.1. L’étude du systéme (2.31)) sera équivalente a l’étude des sous systémes
Y q

E3) o @3,

Définition 2.4. Sous-espace de controlabilité du sous systemes (2.32)) :
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On définit le sous espace vectoriel , noté LY, qui contient toutes les états controlables, comme

suit -

t Al @ @
LY = {X /X(t) = / ea [(t=to)*—=(7—t0) ]BUl(T)(T —to)* tdr Uy(t) : [to : t] — R"l}
to
(2.34)

LY, est dit sous-espace de cotrolabilité.

Définition 2.5. Sous-espace de cotrolabilité du (2.33)) -
On définit le sous espace vectoriel , noté LS, qui contient toutes les états controlables, comme

suit :

t
LS, = {X /X(t) = / e%[“—to)“—“—to)"]BQUZ(T)(T — 1) Ydr Us(t) : [to : t] — R”?}
t
’ (2.35)

L§. est dit sous-espace de cotrolabilité.

Proposition 2.1. Le sous systeme est dit completement controlable si et seulement si
Lg, =R™M.
Proposition 2.2. Le sous systéme st dit completement controlable si et seulement si
Lg. = R™.

Dans ce qui suit nous caractériserons les conditions de controle des sous systemes et

(2.33) en utilisant ” la matrice gramienne de controlabilité ”.

Définition 2.6. On définit la matrice gramienne de controlabilité ou de commandabilité du
sous systeme (12.32)) par,

af
= (

t
Wia = / e'at* = g BT (17— 12(a=1) g (2.36)
0

Définition 2.7. On définit la matrice gramienne de controlabilité ou de commandabilité du

(2-33) par,
Waa = / e (17— B, BTe (7= r2(a=1) g (2.37)
0
Lemme 2.1. Wy, et Wy, sont des matrices symétriques définies positives.

Théoréme 2.2. Le systéme (2.32)) est contrélable si et seulement si Wi, est inversible.

Démonstration. Tout d’abord on considere le controle Uy, (t) qui transfere X o vers X, comme

suit,

AT « «@ «
Upa(t) = BT ea =) ra=ipp=1 [le —eTTX (2.38)

37



CHAPITRE 2. ANALYSE DES MQDELES LINEAIRES A DERIVEES NON
\ ENTIERES UNI ET MULTIDIMENSIONNELS
2. ANALYSE DES SYSTEMES FRACTIONNAIRES UNIDIMENSIONNELS

En remplagant (2.38]) dans la solution du systeme (2.32]) on trouve alors,
A 4a
le = €« X10 +
t
/ AL g BT AR () ety Xy = €5 X o
0

— X+

Aq

t o o Al a @ Lo
/ G BlBlTeTl(t -7 )7-0‘_17'a_1d7'V[/v1_0<1 [le —eat X1.0] dr
U

t
/ ta_Ta)BlBT (t"‘—To‘) a—1 a 1d,7_W1a |:X1f — 6 o X]_ 0:| dr

1

= ea" X0+
/ W g plen e g, Wi [le—ea X, 0} dr

71

= €o X10+W1aW [X1f—€ Xlo]
= 71 X10+[X1f—€a X10i|
= Xy

d’ou le systeme (2.32) est controlable.
Inversement, On suppose que (2.32)) est controlable et montrons que Wi, est inversible.

Pour cela on démontre que W, est symétrique définie positive.
toa AT
le;é = (/ @Tl(ta_Ta)BlB?(aTl(ta—Ta)TQ(Q—I)dT)T
0
t
— /(e (tafT )BlB e a (ta*TO‘))T 2(a 1)dT
0

t
— / e a (to‘—T"‘) Bl BT (tO‘—TO‘>T2(a 1)d7’
0

- Wla

donc Wy, est symétrique.
Wi est définie positive ?

On suppose qu’il existe y # 0 telle que :
t Al (a e T ? o 2 1
=< v, me - = / yeT(t -7 )B B e a (t*—7 )7— (a— )ydT
0

= Y, Wlay - = ||yB{€ al (-7 )TOé—l ||2d7'

Ici nous avons démontré que Wi, est semi-définie positive, il nous reste a prouver qu’il est
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non nul.

Par ’absurde : Si W3, n’est pas définie positive alors Jy # 0 telle que :

Yy Wiay =0
donc :
AT (e o«
yBlTeTl(t —T )Tafl -0

A « A . . ~ .
On choisit X, = (e *")~'y, comme (2.32) est controlable donc il existe un controle qui
transfere X ¢ vers 'origine 0,

Alja , Alya

-1 ' AL (o —re) a—1
0 = Xjp=ea' (ea’ ) y+ e ByUpo ()7 ydr
0
t Al « « 1
0 = y+/ e (17T )BlUla(T)Ta’ ydT
0
En multipliant par y7 :
T ! T ﬂ(t"‘—T‘") a—1
0 = yy+ [ yeo BUso(7)7% ydr
0
0 = y'y

ie : y = 0 contradiction avec y # 0, donc Wy, est définie positive par conséquant il est

inversible. O

Théoréme 2.3. Le systéme (2.33)) est controlable si et seulement si Wa, est inversible.

Démonstration. Tout d’abord on considere le controle U, (t) qui transfere Xy o vers Xoy,

~ T 0 o t 0
Usa(t) = B ™o ("= po—tyyt [ x5, oot Xl,o] (2.39)
et on suit les mémes étapes de la preuve du théoreme pour démontrer ce résultat. O

Ces deux théoremes et la décomposition de Weierstrass permettent cependant d’énoncer le

théoreme suivant,

Théoreme 2.4. Le systeme (2.31)) est controlable si et seulement si la matrice suivante est

1versible,

Wia 0
W, = (2.40)
0 W2a

autrement dit le systeme ([2.31)) est controlable si et seulement si les deux matrices Wi, et Wa,

sont inversibles.
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2.3 Controdle a énergie minimale

Nous nous intéressons dans cette section au calcul de I’énergie minimale pour un systeme
fractionnaire conformable. Dans notre étude, nous allons regarder le cas ou la matrice E est

non inversible ie. nous considérons le systeme suivant ;
ET*“X(t) = AX(t)+ BU(t) (2.41)

avec 0 < a < 1, ou T*X (t) désigne la dérivée conformable de X(t), A € R™*", B € R™*".
La décomposition de Weierstrass est cependant utilisée pour décomposer ([2.41]) en deux

sous systemes simples a étudier.

1. Un sous systeme lent,

TX,(t) = A1 Xy (t) + B1UL (1) (2.42)
2. Un sous syteme rapide,

NT*X,(t) = Xo(t) + BaUs(t) (2.43)

ou N est une matrice nilpotente d’indice pu.

L’énergie minimale du systeme (2.41)) sera donc la somme d’énérgie minimale de ([2.42))
et (2.43).

L’énérgie minimale du systéeme lent (2.42))

Pour le systeme s’il est controlable, la formulation du probleme d’énérgie minimale
se fait comme suit : On considere ce systeme fractionnaire avec A et B deux matrices de
dimensions n.

Si le systeme est controlable alors il existe plusieurs controles u(t) qui minimisent 'indice

de performance noté,

I(u) = /0 " (P Qu(r)dr (2.44)

telle que, la matrice () est symétrique définie positive.
Le probleme d’énergie minimale peut cependant s’exprimer comme suit,
Etant donné A, B,Q € M, et X, € R" et t; € R Trouvons u(.)€ R™ qui transfere X, vers
X; € R et qui minimise I'indice de performance I(u).
La solution du systeme est donnée par :

Al g YAy —1
Xl(t> =€« Xl(()) +/ € «a ( 7) BlUl(T)Ta dr (245)
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Pour la résolution du probleme on définit la matrice suivante :
¢ Al to @) 1T A’{’ o @) 2 1
W, = / ea T BQUI Bl e 1T 20 gy (2.46)
0
avec (01 est symétrique définie positive. Dans ce cas,
(1) = QL BT =) amipy ) [le T X, (2.47)

Théoréme 2.5. Si le systeme (2.42)) est contrélable par un contréle u(t) qui transfere le systéme
de X9 vers X1y alors (2.47) Uest aussi et il minimise l'indice de performance telle que cette

valeur minimale est donnée par :
(@) = (X15 — €0 X10) "W X0y — €97 X )
Démonstration. Tout d’abord on doit vérifier que @(t) est bien le controle associé a (2.42)) :

A
Xy = ea"Xio+

/ S BQ T B e S Wi [le—e71 X1, } T

1
= eal X10+
t _
—) g O-1BT AL g a1 a=1g -1 A1y
107 Bi e« T T Wi, le—ea X10 dr
71
= e X0+

t
/ B g Ol BT A=) a1 Lo LWt le_e# Xlo dr

1

e o X10+
/ ta’Ta)BlQllBT (ta—r‘” 2(a— DdTW [le—ea Xio|dr

1

= e X0+ WiuWi) [le—e Xlo]
= 71 X10+ |:X1f—671 X10i|
= le

comme T(t) et u(t) sont deux controles qui transferent (2.42) de Xyo vers X; 7 alors :

v Al e tf 1 .
Xi(ty) = e’ X;(0) +/ ea (=) Bi(7)u o,

a

A ty
11 1 a__r 1 —«
= eat X1(0)+/ ea B (n)a i dr
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ceci veut dire,

Al

tr
/ ¢S B (@(r) — A(r))rCdr = 0
'
| @) —ar e e e o
0

la multiplication par W, [Xl = et Xi. 0} donne alors,

ty
[ @)~ 2y BT Xy - ¥ x] 7 = 0
0

tf ’{ @ 1
/ (@(r) — 8(r) Qi Bl ™ W Xy — X 0 e = 0
0

autrement dit,

/0 "(a(r) — ()T Quat)dr = 0

maintenant on calcule,

/0 "(@(r) - 2 Qu(a(r) — a(r))dr = / "(@(r) - a()"Qua(r)dr

On obtient donc,

I(w) = I(u)+ /0 @) - () Qu(a(r) - lr)dr

ainsi

(@) < I(7). (2.48)
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D’ou la valeur minimale de /(u) est donnee par :
ty
1@ = [ @) e
0
tf A? et a) 1 T
_ / |:Q1—1Bfe&(t -7 Ta—lwl—l (le _ 67 Xl 0):| Ql
0
1T i(ta_ ) o—lyrr—
Q| Bje~= eyt [le—ea Xlo} dr
ty
= (le — 671 X1 0> Wl_l/ 6%(ta_7—a)B1Q1_1
0
T AT e a)
Blew " e ary [ Xy - e X1 0

_ _ Alga Tri/—1 _
= (le [ X1 0) Wl W1W1 (le 6 a X1 ())
= (le—ea Xl()) Wl (le—eﬂ XIO) (249)

L’énérgie minimale du systéme rapide ([2.43))

Dans le cas ou le systeme (2.43) est controlable, la formulation du probleme d’énérgie
minimale se fait comme pour le cas du systeme (2.42)). La solution de ([2.43)) est donnée par :

+ o Eour
Xo(t) = N ! X2(0) + / eNT(t -7) B2U2(T)Ta_1d7
0

tel que N représente 'inverse généralisé de Moore-Penrose de la matrice N.

Pour la résolution du probleme on définit la matrice suivante :

tN*ta @) 5 1pT, M (e r0) _9(a—1
W2:/ e e T B,Qy Bl e e W p2 e g (2.50)
0

avec (Jo est symétrique définie positive.

et dans ce cas :

() = Q3 B = " re W [Xog — 30 X (251)

Théoréme 2.6. Si le systeme ([2.43)) est contrélable par un contréle u(t) qui transfere le systéme
de Xog vers Xop alors (2.51)) Uest aussi et il minimise lindice de performance telle que cette

valeur minimale est donnée par :

I( ) (ng - 6 Ta X2 0) W (XQf - 6 T X2 0) (252)

Démonstration. Pour la démonstration on s’est basé sur le théoreme d’énérgie minimale pour

le systeme lent (précédent ). O
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il nous reste maintenant juste a donner I’expression de I’énergie minimale totale du systeme

initiale (2.41)) :

Al s
le—eatXLo
Ala

I(ﬁ) [le—ea X1 X2f—€a X20:|[

Wi 0 ] (2.53)

0 W,

(o3

X2f - €NTt X0

2.4 Fonction de transfert

On considere dans ce qui suit la classe des systemes fractionnaires conformables linéaires a

temps continu,

TX(t) = AX(t)+ BU(t) (2.54)
Y(t) = CX(t)+ DU(t) (2.55)

avec 0 < o < 1, X (t) représente le vecteur d’état, Y (¢) la sortie du systeme et A, B, C, D sont

des matrices de dimensions appropriées.

Formulation du probleme : Notre probleme est basé sur les deux questions suivantes,

1. Peut on avoir une fonction qui représente le systeme ([2.54)) ?
2. Si on a cette représentation, est ce qu'on peut passer de cette fonction vers le systeme

associé ? c¢’est ce qu’on appelle réalisation.

La réponse est oui, on peut trouver une fonction qui représente notre systeme et on peut

décrire une réalisation de type (2.54) et -
Solution du probleme

En utilisant la transformée de Laplace conformable pour les équations (2.54) et -

Lo [T®X ()] = Lo[AX(t)+ BU(t)] (2.56)
Lo [Y(t)] = Lo[CX(t)+ DU()] (2.57)
=
sXa(s) +2(0) = Lo[AX(#)] + Lo [BU(®)] 2.58)
Ya(t) = Lo[CX(8)] + Lo [DU(R)] (2.59)
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=
sXo(s)+x(0) = AX,(s)+ BUal(s) 2.60)
Yo(t) = CXu(s)+ DUa(s) (2.61)

=
sXo(8) + AX(s) = xz(o) + BUaf(s) (2.62)
Yo(t) = CXu(s)+ DUa(s) (2.63)

sans perdre de généralité, on choisira 2(0) = 0 pour simplifier notre calcul donc,

(sI — A)X.(s) = BUa(s) (2.64)
Yo(t) = CXu(s)+ DUa(s) (2.65)

On suppose que le faisceau associé au systeme (2.54)) est régulier pour certaines valeurs de s et

dans ce cas,

X,(5) = (sI — A)"'BU,(s) (2.66)
Yo(s) = CXa(s)+ DUy(s) (2.67)
Une substitution de dans donne,
Ya(s) = C [(sI — A)7'BUa(s)] + DU,(s) (2.68)
Ce qui implique,
Ya(s) = C [(sI — A)7'B + D] Ua(s) (2.69)
Notons cependant,
Hu(s)=C|(s] — A)~'B+ D] (2.70)

H,(s) est appelée la fonction de transfert du systéme traité. On peut écrire donc,

Yo (s) = Ho(s)Uqs(8) (2.71)
d’ou,
Ho(s) = 3:8 (2.72)
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Passage de la fonction de transfert vers la représentation d’etat

Dans cette partie, nous allons répondre a la question posé suivante : Comment peut on
passer de la fonction de transfert vers le systeme dynamique définit par les équations ([2.54)) et
(2.55]), ou vers la réalisation représentant le systeme décrit par les équations (2.54)) et (2.55)) 7

Définition 2.8. Toute représentation d’état correspondante a la fonction de transfert H(s) est

appelée réalisation, donc la représentation d’état est caractérisée par les matrices (A, B,C, D).

Définition 2.9. Une réalisation (A, B,C, D) avec dim A = n est dite minimale s’il n’eziste

pas d’autre réalisations de H(s) de dimension < n.

Un probleme de réalisation est un probleme de détermination de la représentation d’état a
partir de H(s), pour cela on essaye de voir I’expression générale de la fonction de transfert sous

forme de fraction, on rappelle qu’étant donné un systeme linéaire a dérivée entiere de type,
X'(t) = AX(t) + BU(t) (2.73)

la fonction de transfert est décrite par,

m m—1

H(S) _ bmS + bm,18 . + o + b15 -+ bo (274)

apS" + Ap_18™ " + ... + a8+ aq

Prenons maintenant le cas non entier et sachant que,
1
La (F(1) = Fu(s) = L [ f(at)? ] (5) (2.75)
Yals) = Llylat)?](s) (2.76)
et

Ud(s) = L [u(at)é] (s) (2.77)

ainsi de (2.72)),(2.74), (2.75), (2.76) et (2.77) on en déduit la fonction de transfert dans le cas

generale pour la dérivée conformable avec 0 < o < 1,

H (S) B b, S™ 4 bm_lsa(m—l) 4+ bys® + by (2 78)
a o A, SO + a, 1591 4o 4 80 + ao .

remarquons qu’on peut encore simplifier la relation ,

m bz 1o
H,(s) = 2z bis” (2.79)
> i @S
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Casl1:m=0eta,=1

On considere dans ce qui suit que m = 0 et by = 1, H,(s) devient,

1
H,(s) = 2.80
(s) S+ @y 82D 4 ag s + ag (280)
Sachant que,
Ya(s)
H,(s) = 2.81
©)= 50 (281)
de (2.80)) et (2.81)) il s’ensuit,
1 Ya(s)
= 2.82
S 4 ap_15°D - ags® +ag Ua(s) (282)
ce qui mene a,
Ua(s) = Ya(s) [s*" + Ay 18D 4o a8+ ao) (2.83)
qui implique
Ua(s) = s*"Y4(s) + an_lsa("_l)Ya(s) + o + a15Y4(s) + agYa(s) (2.84)
passant a la transformation de Laplace inverse,
L7 Uy(s)] = L7 [s"Ya(s) + s* DY, (s) + ....... + a1, () + agYa(s)] (2.85)

soit alors

ou encore,
Ut) = Y™ (t) + ap_a' YD) 4 .. + a1 Y (t) + agY (t) (2.87)

Notons que Y*(t) = T*Y (t), et utilisons la méthode de la réduction de I'ordre,

X, =Y (2.88)
X, = Y© (2.89)
X, = Yy ba (2.90)
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ceci implique

X¢ = (V) '=Y*=X, (2.91)
X$ = (Y=Y =X; (2.92)
X¢, = .. .=y Da (2.93)
de ([2.87) il vient,
Yt) = Up(t) — an YU () — -+ — a1 Y1) — agY (t) (2.94)

par suite, les deux formules (2.93) et (2.94) nous permettent de conclure que,
Xf: = U(t) - an,an,l(t) — e — CL1X2<t> — CLOX1<t) (295)

Finalement on peut obtenir le systeme suivant,

TX(t) = AX(t)+ BU(t) (2.96)
Y(t) = CX(t) (2.97)
ou,
0 1 0 ]
. 0 .
A = 0 1 . (2.98)
0 0 1
L —Qg —ai; —az .... —QAQp_1 i
o
B = (2.99)
. 1 -
C = 10 .. .. 0 (2.100)

qui n’est d’autre pour la réalisation dérivée qui est dite forme compacte controlable.
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Cas2:m<netb,#0
La fonction de transfert s’écrit sous la forme,

Dy SO A by 8T o by s 4 by

H,(s) = 2.101
(5) a, 8o + a1 521 4 + a15“ + ag ( )
ou a, # 0.
On divise le numérateur et le dénominateur de H,(s) par a,,
bm goam | bmo1 ga(m=1) 4 . 4 bga y 1
s 4 S + o 25T+ =y
H,(s) = ™ n n n 2.102
() San+‘1(2_;18a(n—1)+,,‘_’_g_isa+$a0 ( )
Pour une fonction V(s) intermédiaire la fonction H,(s) s’ecrit,
Ya(s) Ya(s)-Va(s)
H,(s) = 2.103
A ACRABKAD) (2.103)
Dans ce cas,
bagom 4 bt qan )y B Ly Y(5) Vo) 101
som 4 az—;lsa(”‘l) o s+ iao © Ua(s).Va(s) '
Pour répondre a la question de la recherche d’une réalisation, on pose,
1 Va
_ = (s) (2.105)
San+z_n%8a(n—1)+_,,+s_isa+aao Ua(8>
et,
Y, b by _ b 1
(S) :_Sam+_1sa(m 1)_'___.+_15a_'__b0 (2106)
Va(s) (7% (7% an, an,

A partir de (2.105]) qui ressemble a I'approche précédente on peut donc avoir I’équation suivante,

Ay _ a 1
Ua(s) = Va(s) [s" + a—lsa(" Dy 4 a—lsa + —ag (2.107)

Passant ensuite a la transformation de Laplace inverse,

U(t) = Vo (t) + =2V () 4+ V() + ——agV (1) (2.108)
et on posera ensuite,
X, =V (2.109)
X, = Ve (2.110)
X, = yrba (2.111)
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puis on dérive ( 'ordre est « ),

Xy = (V)*=vr=X, (2.112)
X$ = (VO =V =X; (2.113)
X* = 0 = (=)o (2.114)
tel que,
Ap—1 _ aq 1
ver(t) = U®t) — ——=vem=D) —... — ZVe(t) — —agV(t
1) = U= 2=y — = Ly - V()
Ap—1 aq 1
De I’équation (2.106)), il vient,
bm am bmfl a(m—1)
Yo(s) = 8 Va(s) + P Va(s) +--- (2.116)
by 1

Par application de la transformée inverse de Laplace,

b byn— _
by 1
—VI(t —boV (t
F2V () + ()
b Do
V() = LX) + 2

n n

Xpn(t) + - -- (2.119)
by 1
— X,(t — by X (t

+an 2(>+an 0X1(t)

On peut écrire donc,

bm bm_
V() = 0.X, 4 ...... + X (B + LX, (1) + (2.120)
1
+ L Xo(t) + —hXi(t)

Xm+1
X

Y(t) = [tm temt by )| (2.121)
X
X1
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d’apres (2.109)), (2.115) et (2.121]) on aura le systeéme suivant,
T°X(t) = AX(t)+ BU(t) (2.122)
Y(t) = CX(t) (2.123)
tel que,
0 1 0 ]
0 ..
A= 01 .. (2.124)
0 0 1
—Lgp —m oLt
oh
B=|" (2.125)
0
C=|Lb & . bzt tm (2.126)

cette réalisation est dite compagne controlable.

3 Exemples

Dans cette partie, nous présentons quelques exemples d’applications et la résolution des
systemes fractionnaires conformables tout en regardant le passage entre la représentation d’état

vers la fonction de transfert et réciproquement.

Exemple 3.1. On considére 'ezemple de circuit éléctrique suivant,
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U Uz
A~k T
| { \
- -
|\ /|
C, C,
R;
R, R,
=
FiGURE 2.1

En utilisant les lois de Kirchhoff, on déduit le systéme suivant,

el =] " | 4 Be (2.127)
U2 U9
avec,
. 1 “(Ry+ R)Cy  RsCy .12%)
[RI(RQ + R3) + R2R3]0102 i RgCl —<R1 -+ Rg)cl
1 [ RyCy
B = 2.129
[Rl(RQ —+ R3) + R2R3]0102 i Rlcl ( )

pour analyser ce systéme on va supposer : o = 0.5, Ry = Ry = 109, Ry = 202, = Cy =
100mf et e = 1V aussi [ui(0) uz(0)] ¥ = 0.
Utilisons la formule (2.26)), la solution du systeme est donc,

¢
u(t) = egtau(O)ﬁL/ el Be(r) !~ dr (2.130)
0
106 04
cooa —os |t o2
u(t) = /e ' ' e(r)!~dr (2.131)
0 0.2
1——6(23%
u(t) = (2.132)
1
€(2t(5)45)
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on remarque que uy(t) = us(t) = 1 — —

te0:30],

. la figure qui suit represente la solution u(t) lorsque

Graph de u1[t]
1 T T T

D 1 1
0 5 10 15 20 25 30
t[s]
Graph de uzljt]
1 T T T
0.8
__ 06}
=
=
0.4
0.2
D i i
0 5 10 15 20 25 30
{[s]

FIGURE 2.2 — La représentation graphique de u(t) et uz(t)

Exemple 3.2. Soit le systéme suivant,

o | Ti(t) | z1(t) "
T i) | = A sl + Bu(t) (2.133)
Ao | M 14],3:[0'3],1:0:[0] et =038 (2.134)
05 -7 0.1 0
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la solution sera donc,

11 e 28t%8 11
5041¢( EORALLE 71 5041

z(t) = (2.135)
2t0-8 55 4+ 55
71 50410 TSy 5041

cette solution est représentée par la figure,

Graph de x1[t]

o4
2 -
D 1
1] 5 10 15 20 25 30
t[s]
Graph de xztt]
0.6 T
__ 04
=
-
0.2
0 .
0 5 10 15 20 25 30

t[s]

FIGURE 2.3 — La représentation graphique de z1(t) et x2(t)

Exemple 3.3. Dans cet exemple la fonction de transfert est donnée par,
3+ 10s%4
Ho(s) = =
5+ 15594 + 43.7550-8

Ici o« = 0.4, m = let n = 2. Pour trouver la réalisation qui représente (2.136]) on doit
déterminer les coefficients by et by puis ag, aq et as.

De (2.136) et (2.79) on obtient by = 3 et by = 10, ensuite de (2.136) aussi ag =5, a; = 15
et ag = 43.75.

Finalement d’apres (2.124)), (4.2) et (2.126)) la fonction de transfert H,(s) peut étre représentée

par le systeme suivant,

(2.136)

T°X(t) = AX(t)+ BU(t) (2.137)
Y(t) = CX(t) (2.138)
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tel que,
[0 1
A = ) ] (2.139)
[ %% 4
[0
B = ] (2.140)
1
_ 1 b
C o= [ Lb o] (2.141)
[ X (¢
X(t) = 1) (2.142)
X, (t)
Soit alors,
[0 1
A= | 7 _i] (2.143)
L 43.75 43.75
0
B = ] (2.144)
1
C = | ﬁ} (2.145)

Le graphe de la fonction de transfert décrit par [’équation (2.136)) est donné par la figure (2.4)).

Graph de H"(S]

0.6

0.5

0.4

0.3

021

o1r

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

FIGURE 2.4 — La représentation graphique de H,(s)

4 Solvabilité et analyse des systemes bidimensionnels

Dans cette section certaines classes de systemes fractionnaires dans le cas a deux dimension
singuliers et non singuliers seront étudiées, les cas continus et le cas continu-discret seront

considérés.
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4.1 Les systemes bidimensionnels a temps continu-discret

On considere le systeme 2D continu-discret suivant,
ET*X(t,i) = AX(t,i) + BU(t,1) (2.146)
La décomposition de Weierstrass pour ce systeme nous donne,
TXq(t,i) = A1 X4 (t, 1) + BrU1(t,9) (2.147)
et,
NT*X5(t,i) = Xa(t, 1) + BaUs(t,1) (2.148)
En se basant sur la solution du systeme pour calculer la solution de . on aura,
Xy(t,i) = es -0 X, (a,4) + / A - B U (1 ) — a)dr (2.149)

Si dans ([2.149) on substitue ¢ par ¢ et pour un cas particulier,

Xi(a,i) =0pouri=0,1,2,......¢1 (2.150)
il s’ensuit,
le :X1f<tf,0)+X1f(tf,1)+ ....... +X1f(tf,q1) (2.151)
t
X, — ! Llts-a) (-1 g 7 a1
1y o= ea WUr(7,0)(1 — @) dr
ty
+/ e%[(tf—“)a—(T_“)a}BlUl(7', (1 —a)* tdr
Feennnn
Ly
+/ o (b= == B, U], (1, 1) (7 — a)* 'dr
Donc,
Ul(Tu O)
tf 1 [e% @ U 71
Xy = / ealtr—a == g, B B] (1) (1 —a)* tdr (2.152)
a %/_/ .
(q1+1) fois
Ul(Ta QI)
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pour simplifier I’écriture de la solution X;; posons,

Bl = [Bl Bl ..... Bl] € }%nl'mi1 (2153)
(q1+1)fois
Ul(Tv O)

_ Uy (7,1 .
Ul = 1(7_ ) € R™ ,_1:711((]1—{—1) (2154)

Ul (T7 QI)

ce qui nous donne la solution suivante,

troa N o— ——
Xy, = / ¢ Bl - TB T (r — a)*Ldr (2.155)

a

pour le systeme ([2.148|) la solution est donnée par,

Xo(t i) = e 5 =9 X, (a,i) + / ¢S =0 BT (2 ) (7 — @)™ Ldr (2.156)

Par I'utilisation des mémes étapes de calcul X;; ( cas particulier ) pour Xs(¢,¢) on obtient,

ty + o a— ——
Xo(t,i) = / ¢'a tr—a)*~(r=a)*I 5 Us(7,4) (T — a)**dr (2.157)
avec,

Bz = [BQ BQ ..... Bg] € Rm2>m2 (2158)
(q1+1)fois
UQ(Tv O)

_ Us(T, 1 -

U2 = 2(7- ) € R"™ s Moy = n2.<QQ + 1) (2159)
UQ(T7 q2)

donc la solution générale du systeme ([2.146)) est donnée par,

X(t,i) = Q ilgjé) ] (2.160)
— 71 (tr—a)*—(t—a)*I B 77, a—1 e )
Q ] (/ BU\ (1 —a)*'d ) (2.161)
0 e a [(tf ) == B T (7. ) (T — a)* tdr
i ] ( Bli(ri)r — o)
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4.2 Solution du modele de Fornasini-Marchesini de premiere forme
par l'utilisation de la double transformée de Laplace confor-

mable

Dans cette partie, nous exposons notre premier résultat principal comme approche de cal-
cul de la solution du premier Modele de Fornasini-Marchesini par 1'utilisation de la double
transformée conformable de Laplace.

Nous introduisons dans ce cadre les définitions de la dérivée et de l'intégrale conformable

d’une fonction continue a deux dimensions z(t1, t) et a deux variables indépendantes ¢1,%s > 0.

Définition 4.1. Pour i,j > 0 des nombres naturels, nous énonc¢ons la double intégrale frac-

tionnaire conformable de la fonction x(t1,ts) par,

_71 t2 T

)J
Joilw(th, 1) / / i 2(ty, ta)d*mdP (2.162)

lel

Définition 4.2. La dérivée fractionnaire conformable partielle d’ordre o par rapport a la va-

riable t1 de la fonction x(t1,ts) est définie par

TPu(ty,t2) = lim 2ty + ety ty) — x(ty, by)

e1—0 &1

(2.163)

Définition 4.3. La dérivée fractionnaire conformable partielle d’ordre 5 par rapport a la va-

riable ty de la fonction x(t1,ts) est définie par

T2(tr,12) = lim x(ty, ta + 9ty P) — a(ty, ta)
1,02) —

e2—0 9

(2.164)

Définition 4.4. La dérivée fractionnaire conformable d’ordre (av, ) de la fonction x(t1,ts) est

donnée par

a, (tl + 81&7&, tg + €2t;7ﬁ) — l’(tl, t2)
I35t ) = lim lim -

(2.165)

Considérons le modele continu de Fornasini-Marchesini fractionnaire a dérivées confor-

mables d’ordre («, ) décrit par I’équation suivante,

7;01[:?2.1'(151, tg) :Aol'(tl, tg) + Alﬂolé.l'(tl, tz) —+ AQTS!E(tl, t2>
+ BU(tl, t2>

(2.166)

ou z(ty, ty) € R™ est le vecteur d’état, u(ty,ty) € R™ est le controle du systeme, A; € R™™™,

i=0,1,2, B € R™™ _les conditions initiales x(0,t3) et x(t1,0) sont données.
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Définition 4.5. [14/, La double transformée conformable de Laplace f(t1,ts) notée Ltal’i est
définie par,

“+o00 “+00 ,a
L?ﬁzf(tl, ty) = / / _pi_s g f(th to)d“t,dts. (2.167)
0 0

qui peut étre également simplifié comme suit,

—+00 “+00 a
L35 f () = / / P ﬂta YO (b, t)dty dty. (2.168)

Notez que cette transformation existe si et seulement si Re(p) > 0,Re(s) > 0 de plus la

fonction f(tq1,t2) doit étre continue.

Lemme 4.1. [14] La double transformée de Laplace conformable de la fonction

Tt1 nx(t1,t2) est donnée par,

Ly, [ Tohe(t )] = psX(p,5) = pX(p,0) = sX(0,8) = X(0,0).  (2.169)

o £\

respectivement, celle de la fonction : (%) (F) est,

AN AN n!lm!
a,f 1 2 o
Lyt [(E) (5> ] = gt (2.170)

Théoréme 4.1. [15] (Théoréme de convolution pour la double transformation de Laplace
conformable) Si F(p,s) = Llf‘lLf2 [f(t1,t2,t2)] et H(p,s) = L?lLf2 [h(t1,t2)] existent pour s > 0
et p >0, alors

L?Lg[f(tlv t2) * h(tlﬁ tQ)] = F(p7 S)H(pv S)
ot f(ty,ta) * h(ty,ts) désigne la convolution des fonctions f(t1,ts) et h(ty,ta).

En se basant sur [15] et [16}17], le produit de convolution de f et h est donné par la formule
t t2 1 1
fltnt) bt = [ [ =m0 = ) s )] 2171
o Jo
Sachant que

Ly, [Tt )] = Ly, [L8 Tha(t, ta)]
= L) [pX(p, ta) — X(0,1,)] (2.172)
= pX(p,s) — X(0,s)
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et
L [Ttﬁdtht?)} =Ly, [Lfﬂﬁx(tl,b)]
= L7 [sX(t1,s) — X(t1,0)] (2.173)
= sX(p,s) — X(p,0)

et en appliquant la transformée de Laplace 2D a I’équation d’espace d’états (2.166[) et en
prenant en compte les équations (2.169)), (2.172)) et (2.173) on obtient,

psX(p,s) — pX(p,0) — sX(0,s) +x(0,0) = As X (p,s) + BU(p, s)
+ Ay [pX(p,s) — X(0, s)] (2.174)
+A2 [SX<p7 8) X(p, 0)]

avec
X(pa O) = L;i ['x(tla O)]
et
X(0,5) = Ly [2(0,t5)]
Si on multiplie les deux cotés de I’égalité (2.174]) par p~ts~!, nous obtenons alors

X(p,s)=p 's "4 X(p,s)+p s BU(p,s)
+p s A pX (p,s) — X(0, s)]

(2.175)
+p s T Az [sX (p, 5) — X (p,0)]
+ 51X (p,0) +p ' X(0,5) — p~ts'2(0,0)
Par conséquent
[]n —p s A — 5T A — p_1A2] X(p,s) = [S_I(In — p_lAQ)} X(p,0) (2.176)
+ [pfl(In — s’lAl)] X(0,5) +p ts'BU(p,s) —p ts'2(0,0) '
Soit
G(p,s) = [[n —plsTtAg — 574, — p_lAg] (2.177)
L’inverse de la fonction G(p, s) est donnée par
400 400 A '
G (ps) =D ) Pyp s (2.178)
i=0 j=0
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Sachant que dans [§]

G(p,s)G p,s) = G p,8)G(p,s) = I (2.179)

De (2.177)), (2.178)) et (2.179) il vient,

+oo +oo
SN (@i — Ae®isy o — Ay — APyl pTisT =1, (2.180)

i=0 j=0

et en comparant les coefficients aux mémes puissances de p et s il s’ensuit,

I, ifi=0j=0
Qij =9 AoPi1 1 + A1 Pij 1+ APy ifi+5>0,4,5€Zy . (2.181)
0 ifi<0et fouj<0

pour plus de propriétés de G(p, s) et ®;; on se réfere a [8] et [1§].
De (2.176)), (2.177)) et (2.178) on aura

X(p,s) =G p,s) [s 7' (In —p"A2)] X(p,0) — G (p, s)p's "2(0,0)

(2.182)
+G ps) [p L — s A1)] X(0,8) + G Hp, s)p's ' BU(p,s)

~1
avant d’appliquer (Lgi) on développe,

+oo +o0o
G—1<p7 8) [8_1<ITL - p—1A2>] X(p7 O) - Z Z (I)ijp_iS—j S—l (In - p_lAQ) X(pa O)
=0 j5=0
+00 +00 o
=> ) Pyp s X(p,0) (2.183)
1=0 j=0
+o0 +o00o

— Z Z (I)ijp_i_IS_j_lAgX(p, 0)

i=0 j=0

~1
Si nous appliquons (Lfli) au premier terme de 1’équation (|2.183)),

1 [ IR I o +o0 400 o B |
(Lfi’i) (Z Z ®;p s X (p, 0)) = Z (<I>z’j (L3) L X (p,0) (Li) (8—2—1>>
=0 j=0 i=0 j=0

(2.184)
Sachant que dans, [20]
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Avant de calculer (Lf‘l)_1 p~ "X (p,0), on propose le lemme suivant,

Lemme 4.2. La transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire Jtif‘:c(tl, 0) est de la forme

sutvante,

X(p,0)
pi+1

Ly [Jix(t,0)] =

Démonstration. Sion utilise la définition de la transformée de Laplace pour la fonction Jiz(t;,0)),

le théoreme de convolution et la formule (2.171)), on obtient

o «
T —T71

. t1< = )l
L3 (Ja(t),0)) = L8 / S
0 .

1o [N
=k [(a) ] Li L, 0] (2.185)
1 4!
- ﬁpz+1 (p’ O)
X(p,0)
piJrl
Par conséquent
(Lg) ™ [P VX (p,0)] = Ju(ts, 0) (2.186)
]

En utilisant le lemme précédent on trouve,

+o0 +o0 400 400 <F§>J
(Lfi’fz) (ZZ%}? s X (p, 0 ) = ®ij (Jifw(t,0)) (2.187)
=0 j=0 i=0 j=0 J:
De plus, on obtient
+oo 400 ' +00 400
(1) (£ S oo = (1) |55 0
=0 7=0 i=0 j=0

p s A X (p,0)| (2.188)
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maintenant nous obtenons

<Lz’€2)_1 (G’l(p,s) [s’l(In —p’lAg)] X (p, O)) = '

[@;; — iy jAo] T 2(t, O)] (2.189)

de la méme maniere, on en déduit que,

1.

<Lt°‘1’ﬁ2>1 (G p,s) [p' (L, — s A1)] X(0,8)) = J'FOO f [@x

a)? BN\ 7
(£5) " 6 ) e 0,0)] = 30 3 (%) Gy o0

“+00 400

-1 o
<L?1’52) G p,s) [p's'BU(p,s)] = Z Z ;11 JZﬁgﬁu(tl,tQ) (2.192)

i=0 j=0

Les équations (2.188)), (2.189)), (2.190)), (2.191)) et (2.192) nous donnent le résultat suivant.

Théoreme 4.2. La solution de l’équation d’état avec conditions aux limites est donnée

par

[ (5 3)
o B i, ]
l’(tl, tg) = Z Z ———(I)Z]l’(o, O) + q)ifl,jleJtl,gBu(tla tQ)

i g
i=0 j=0 v J:
. . 2.193
(3) (%) o
B 1o o j
+ i (@i — Pi1jAs] Jiw(t1,0) + i [@i; — By Av] TP (0, 1)
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4.3 Solution du modele de Fornasini-Marchesini de deuxieme forme
par l'utilisation de la double transformée de Sumudu confor-

mable

Dans cette partie, une nouvelle formulation et des propriétés de la double transformée

de Sumudu sont introduites et utilisées pour résoudre le modele suivant

Tty ta) =Ai T w(ty, ta) + ATy a(ty, ta)

, (2.104)
+ BT w(ty, t2) + BTy w(ty, to)

ou x(tq,t2) € R™ est le vecteur d’état, w(tq,t2) € R™ est le vecteur de controle et A; € R™ ™,
i=12,B; e R™™ j =12 les conditions aux limites z(0,t2) et x(¢;,0) sont données.
Nous introduisons quelques définitions et résultats nécessaires pour apporter une solution

a notre probleme.

Définition 4.6. Sur [’ensemble des fonctions suivant :

=% 7]

A 8= f(xvy):3M7T1>T2701702>_07’f(‘r7y)|_<Mem—i poi st
7 v € (—1)" x [0;+00[ et y? € (—1)7 x [0;4+00[ pouri,j =1,2.

(2.195)

La transformée de Sumudu fractionnaire conformable de la fonction f(x;y) est définie par

1 +o0 +o0 2 4B
Sapf(2,y) = Fop(u,v) = —/ / e o f(x,y)d*xd’y (2.196)
uv Jo 0
Remarque 4.1. Si x =0 ou y =0 on aura,
1 [T e
Sapf(2,0) = ;/ e o f(x,0)d (2.197)
0
et
Sapf(0,y) = ;/ e 7 f(0,y)dy (2.198)
0

Nous proposons trois théoremes et un lemme qui nous permettrons par la suite de résoudre

le systeme ([2.194)).
Théoréme 4.3. Soit f une fonction telle que f : ([0,4+00[x[0,+00[) = Ret 0 <a <1,0 <
8 =< 1. alors

Faﬂ(%? %)
uv

Sapf(@,y) = (2.199)

Démonstration. Par définition nous avons

+oo +o0 20
Sapf(2,y) = Fop(u,v) / / e B f(x, y)dzdy (2.200)
U’U
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On pose
z” a—1 o
thh=— =dty=2"""dr =d (2.201)
o
et
y’g 1
t =% = dty = y*tdy = %y (2.202)
Si on remplace (2.201)) et (2.202)) dans (2.200]) nous aurons
~+o0 +o0 ) 1
aﬂf xr y / / Oétl)a, (Btg)ﬁ)dtldtg
uv
1 1 p%%
Ll (), (5 )} (2.203)
Fap(33)
N uw

Lemme 4.3. La transformée de Sumudu fractionnaire conformable de la fonction f(z,y) =
(ﬂ)n <£> est donnée par

a B
e n yﬁ m
S, - 5 = nImlu™™, v > 0,0 >0 (2.204)

Démonstration. : Sachant que

aﬂ T\ "N B my P
z\" (y"\" Lt”?{(g) (yﬁ) }Hl
w|(5) (5) ] -—= (2205
par conséquent
2\ (yP\" nlutimlemtt
s |(5) (5)]-
L\ @ B ) | uv
(2.206)
o aNT s BN\
Sa,p _(%) (%) | = nImlu"v™
0

Théoréme 4.4. Soit f une fonction telle que f : ([0, +00[x[0,400[) 2 Ret 0 <a<1,0<
B <1 alors

F, p(u,v) — F, 3(u,0) — F, 3(0,v) + f(0,0)
uv

(2.207)

Stoﬁi ( t1 tgf(x y))
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Démonstration. : Pour f: ([0, +oo[x[0,4+00]) = Ret 0 <a=<1,0<5<1ona

Ltl’,ﬁtg {ﬂlztﬁgf('rv y)}

s—1
K

sin, (T8 1 () =

uv
1
{psF(p,s) — pF(p,0) — sF(0,5) + f(0,0)}" "¢
a uv
 mFas(hd) — $Fas(3,0) — 1Fap(0,3) + £(0,0)
uv
2.208
R FusL0) Fu0.)  f0.0) (2:208)
- - - 1
U202 u?v uv? wUv
_ vFa,[g(u,v) _uFa,g(U,O) _UFa,ﬂ(O,v) N £(0,0)
u?v? u?v uv? wUv
_ Fop(u,v)  Fop(u,0)  Fop(0,0) N £(0,0)
uv uv uv uv
_ F,p(u,v) — F, s(u,0) — F, g(u,0) + f(0,0)
uv
]

Les résultats suivants sont nécessaires pour prouver notre résultat principal.

Théoreme 4.5. La transformée de Sumudu de [’intégrale fractionnaire Jtif‘x(tl,O) possede la

forme
Sp [ I (t1,0)] = u X (u, 0)

Démonstration.  Nous utilisons la définition de la transformée de Sumudu, la propriété de
dualité entre la transformée de Laplace et la transformée de Sumudu en [7], [20] et les mémes

étapes pour la preuve du lemme [£.2] nous obtenons le théoreme.

O
Nous développons également d’autres résultats
1.
St (Tt 1)) = S5, (SETia(h, 1))
X(u,ta) — X(0,12)
_ QB ) U2 ) L2
= S, ( " (2.209)
_ X(u7 U) - X(07 1})
u
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2.
S;?fz <fo(t1,t2)> =S5 <5g7}€£(t1,t2)>
X(t1,v) — X (t1,0

ZSQT( & )v b ) (2.210)

_ X(u,v) — X(u,0)

B v

De la méme maniere nous trouvons,
3.
a o W (u,v) — W(0,v)
Stllfz (Ttlw(tlth)) = ( " (2.211)

4.

W (u, v) — W (u, 0
St (Thw(t, 1)) = w ”)U (.0 (2.212)

Si nous appliquons la formule (2.207)) a notre systeme (2.194]) et nous utilisons ([2.209)), (2.210)),
(2.211]), (2.212)) nous aurons,

X (u,v) — X(0,v) — X(u,0) + z(0,0) _ 4 [X(u,v) —X(O,v)]

uw U
-f—Ag —X(u,v) ; X(“a O):|
- 2.213
4B, W(u,v) — W(O,U):| ( )
u
B, W(u,v) — W(u, 0)]
v
Si nous multiplions I’équation (2.213|) par uv,
X (u,v) — X(0,v) — X (u,0) +2(0,0) = Ayv [ X (u,v) — X(0,0)]
+ Asu [ X (u,v) — X (u,0
zu [X(u,v) = X (. 0) (2.214)

il s’ensuit,

I, — vA; — uAs] X(u,v) = [I, — vA1] X(0,v) + [I,, — uAs] X (u,0)
—2(0,0) + Byv [W(u,v) — W(0,v)] (2.215)
+ Bou [W(u,v) — W(u,0)]
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On pose maintenant,

G(u,v) = (I, — vA; — uAy) (2.216)
ou l'inverse de cette matrice est
+00 +00 o
G (u,v) = Z Z ;u'v? (2.217)
=0 j=0
Sachant que dans [12]
G(u,v)G Hu,v) = G (u,v)G(u,v) = I, (2.218)

De léquation (2.216]), (2.217) et (2.218) on aura

“+oo 400

Z Z [(I)l] - Al(pi7j—1 - A2(I)i—1,j] 'LLin = [n (2219)

i=0 j=0

En comparant les coefficients aux mémes puissances de u et v on obtient

by = Ai®ij o + Ay®; y; Sii+j>0,4,j€ 7, (2.220)
0 Sii<0et /ouyj<O0

Par multiplication de I'équation (2.215)) par G~*(u, v) et en remplagant ([2.217)) en tenant compte
de I'expression de ®;; dans la derniere équation il s’ensuit alors,

+oo +o00o
X (u,v) = Z Z [—®;u 0 2(0,0) + @5 ju'v! T A X (u, 0)
i=0 j=0
+ @,y ju ! A, X (0,0) — @ u T BV (0, v)

— @Z"jui—ﬂﬂj—i—lBQW(u, 0) + [CI)i,j—lBl + (I)i_LjBQ] UinW(’LL, U) ]

(2.221)

de T'utilisation de la transformée de Sumudu inverse 2D de (2.221)) et le théoreme (4.5) nous

en déduisons le résultat suivant,

Théoreme 4.6. La solution de la seconde forme du systeme fractionnaire conformable de
Fornasini-Marchesini avec conditions aux limites est donnée par

] B
ty

+o00 400 (ﬁ)l <£>J ( >j
- ZZ _Q_%CI)AA:E(O,()) + %(I)w_lAlJZf‘x(th())
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<i> 1A T 2(0,8) - (> S B (0, )

( ) (2.222)
ZH w(t,0) + [ j_1B1 + ©;i_q ;Bo] Jt1t2 w(ty, t2)

Remarque 4.2. : St a = § = 1, La solution de la seconde forme du systeme fractionnaire

conformable de Fornasini-Marchesini avec conditions aux limites est donnée par

XX tZ t] t A
tl,tz ZZ 0 0) + %‘I)z‘,j—1A1JfliU(t1,0)
=0 75=0 ’
t ;
+ ;@ifl’jAQJng(O,tQ) lq)l JBlJ (+1) (O tz) (2223)

t) i
Qq)uBﬂ(H) (t1,0) + [@ij1 By + ®im1y Bo] Jyp,w (tl,tz)]

Exemple 4.1. Considérons le systeme linéaire 2D fractionnaire (2.166)) avec o« = 0.7 , 5 = 0.8
et

AOZ
0 0

ou l’entrée du systéme est considérée comme suit,

0 st t1<0SZ/€t ty <0
1 Si tty >0

u(tl,tg) = H(tl,tQ) — {

La solution des équations d’état pour les conditions aux limites nulles est donnée par

+o00 400

w(ty,ta) = Zz@z 14— 1BJt1 PH(t1,t)

=0 7=0

Nous remarquons que Ay est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence 2, donc si i et/ou

J =2, la matrice ®;_1 ;1 =0 € R2*2 de plus on a ®,, = Ay. Par conséquent

t%a tzﬁ
t1,ty) = AgB——
z(t1,t2) obg 25
4 416 (2.224)
z(ty, ts) = 2x0.72 2x0.82 ]
’ 0

1.4 1.6
tl t2

T g 6 Ta(ty, t2) = 0. Les graphes de la variable d’état x1(ty,t) sont

e : Jfl(tl,tg) =
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800

600

400

200

FIGURE 2.5 — La variable d’état x(ty,t5)

Exemple 4.2. Considérons le systeme linéaire 2D d’ordre fractionnaire (2.166|) avec o = 0.7
, 3=0.8 et

001 010 000 1
Ap=1000|, A4=]000]|, A=|001]|, B=| -2
000 000 000 3
ou l’entrée du systéme est prise telle que,
0si t1 <0z d ta <0
U(tl,tg) = H(tl, t2> = SZ' ! Zf/an 2
1 si 1,02 > 0
Par utilisation de [’équation ([2.181)) nous calculons la matrice de transition
0 00 001 00 2
Pop=100 1|, Po=]000]|, ®1=]000 (2.225)
0 00 0 00 000
et
000
;=100 0| fori>1, 5>1. (2.226)
0 00
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La solution des équations d’état pour les conditions aux limites nulles est donnée par

+00 400 o
p(tite) = 3 Y @i B H ()
i=0 j=0
Par conséquent
3ay. .28 3ai, 38
t14 a3té2 -I_ t16 OlBtéS
2a4+.38
x(tla t?) = t1401;%3 (2227)

0

Les graphes de la variable d’état x1(t1,t2), xo(ty,ta) sont données par,

x1(t1,t2)

FIGURE 2.6 — La variable d’état x1(ty, o)

x2(t1,t2)

8000
6000
4000

2000

FIGURE 2.7 — La variable d’état xo(ty,to)
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4.4 Solution des modeles fractionnaires 2D singuliers

Cette section du chapitre introduit une nouvelle classe de systemes bidimensionnels frac-
tionnaires singuliers en temps continu. Nous verrons dans cette partie, les notions de base
d’une dérivée fonction de Dirac ainsi que ces propriétés de la transformé de Laplace pour le cas
d’un systeme singulier unidimensionnel. Une vue d’ensemble de la théorie des systemes singu-
liers fractionnaires est donnée dans les travaux [19}35,40,42,45]. Nous nous basons dans notre
travail sur ces différentes références pour présenter les caractéristiques des systemes fraction-
naires. Une nouvelle approche est établi pour calculer la solution d’un systeme fractionnaire 2D
singulier en utilisant les matrices des transitions.

Nous rappelons quelques définitions et résultats afin de pouvoir donner la solution dune
nouvelle classe de systeme fractionnaire singulier. Notons que la drivée fractionnaire dans cette

partie est au sens de Caputo.

Définition 4.7. [§/ La double intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville notée [toj’if (t1,t2)

est donnée par

1 t1 to
I th— 1) (t — )" d 2.228
t1,t2f< 1, 2) F(Q)F(ﬁ)\/o /() ( 1 7—1) ( 2 TQ) f(7_177_2) T ( )
Théoréme 4.7. (8§ La transformée de Laplace de la fonction t‘ftg est sous la forme,

T(a+1)T(B+1)
pa+1 gB+1

L [t‘ftg] —
pour « € R,aa> -1, B €R, 3 > —1.

Théoreme 4.8. [19/ La transformée de Laplace inverse de la fonction définie par p~® est

décrite par

a—1
_h

=

fora>0 (2.229)

Théoreme 4.9. (/2]

La transformée de Laplace inverse de expression p'® est telle que
L1 [pia] = §0@) (t) for ieZ,

ot 00 (t) est le dérivée fractionnaire d’ordre (i) au sens des distributions de la fonction de

Dirac.

Théoréme 4.10. [42] La transformée de Laplace inverse de la fonction p™ f(p) est,
L@ f(p) = fU) (2.230)
oty fU)(t) est la dérivée fractionnaire d’une fonction f(t).
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Nous désignons F' (p, ts), F (t1, s) la transformée de Laplace unidimensionnel d’une fonction

continue f (t1,%2) par rapport a ty,ts respectivement définie dans [19] par

F(p,ta) = Ly, [f (t1,12)] = fooof(t1,t2)€_ptldt1
F (tl, S) = Ltg [f (tl, tg)] = fooo f (tl, t2) €_St2dt2

La transformée de Laplace de la fonction f (¢1,1s) est,
F(p, 5) = Lt17t2 [f (tht?)] = Ltl {£t2 [f (tla t2>]} = Ltz {Lh [f <t1>t2)]}

Théoreme 4.11. [§/ La transformée de Laplace de la fonction Dfl’ng(tl,tg) oun0<a<let
0 < B <1 est présentée par,

p*sPF(p,s) — p*s" ' F(p,0) — p* 1P F(0,s) + p*'s" 71 £(0,0)

On considere le modele singulier fractionnaire 2D a temps continu décrit par ’équation

suivante

EDtal:fQ.T(tl, tg) :Aoaf(tl,tz) + AlDtoil’(tbtg) + AQDiZE(fl,tg)

(2.231)
+ Bu(ty,ts)

ou x(t1,ts) € R™ est le vecteur d’état, u(ty,t2) € R™ est le controle du systeme et A; € R™ ™,
i=0.12,B € R E € R"", les conditions aux limites x(0,t2) et x(t1,0) sont données.
Nous proposons d’abord une nouvelle extension du théoreme et .
Théoréme 4.12. La transformée de Laplace inverse de l'expression p'®s’® est décrite par
Loy [p57) = 000 (b ty) - for i j € Zy

oty 609 (1, 15) est la dérivée fractionnaire d’ordre (icv, j3) au sens des distributions pour la

fonction de Dirac.

Démonstration. L’idée de la preuve de ce théoreme est basée sur le fait que les deux variables
t1 et ty sont indépendantes et en utilisant le résultat dans le théoreme [4.9

Sachant que,

Lo [F,8)] = L0 (L5 f(ps)] = L3, [£3, f (s 9)] (2.232)

En appliquant le théoreme 4.9 & la fonction f(p,s) = pi@s?? for i,j € Z, on a,
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Lt1 2 [pmsjﬂ] L to [Ltllpmsjﬁ]
=L [0 (41, )57 (2.233)
:5@@7]5) (tla t2)

]

Théoréme 4.13. La transformée de Laplace inverse de l’expression p'®siP f(p, s) est donc égale
a,
Lol s f(p, 5)) = FUrUP (b1, t) (2.234)
oty f0%IB) () t5) est la dérivée fractionnaire d’ordre (ia, j3) de la fonction f(t1,ts).

Démonstration. Du théoreme et de I’équation (2.233)) il résulte que,

Lol P57 (ps)] =L, [£510" 5" (. 5)]
=L [fU (41, t)577] (2.235)

:f(ia,jﬂ) (tla t2)

En appliquant la transformée de Laplace 2D a 1’équation (|2.231]) nous obtenons
E(p*s’X(p,s) — p*s" 1 X (p,0) — p* 15 X(0, 5) + p*'s*12(0,0))
=A0X (p,s) + BU(p,s) + A1 [p*X(p, s) — p* "X (0, s)] (2.236)
+ A [s7X (p,5) = 571 X (p, 0)]

Par multiplication des deux cotés de 1’égalité ([2.236]) par p~*s=#, on obtient

E(X(p,s) —s ' X(p,0) —p ' X(0,5) + p~'s'x(0,0))
=p *s P AgX(p,s) +p *s"BU(p,s) + A [s "X (p,s) —p~'sT7X(0,5)] (2.237)
+ Ay [p X (p,s) —p s X(p,0)]

Par conséquent,

(B —p s PAy—sPA —p @A) X (p, s)
=+p s PBU(p,s)+ [p'E—p s P 4] X(0,s) (2.238)
+ [S_IE — 3_1]7_0‘142] X(p,0) —pts'Ex(0,0))
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On note que,
G(p,s) = (E—p s PAy—s A —p *A,) (2.239)

Si nous utilisons la définition de la série de Laurent comme dans [63], nous pouvons donner

I'inverse de G(p, s) qui est,

+oo 400
s) = Z Z ®, jpiosIP (2.240)

i=—p1 j=—H2

et sachant que,

G '(p.s)G(p,s) = G(p,s)G ' (p,s) =1, (2.241)
Par I'utilisation des résultats obtenus dans [63] pour des systemes discrets bidimensionnels,
et en supposant que p; et pp sont finis, L'inverse de G(p, s) est présenté sous la forme

o
A (p17 Sl)

ot p1 =p*, s1=35", A(p1,s1) = det G(p1, 51) et R(p1,s1) = adj(G(p1, 51)).

Pour un polynéme a deux variables K (py, s1) on définit deg,,; (K (p1, s1)) comme le degré de

(G(p1, 1)~ = R (p1, 51)

K (p1, 51) suivant py, et de la méme maniere pour deg,; (K (p1,s1)); on note deg,, (K (p1,51))

le degré de K (py,s1) suivant s; ; puis on introduit les entiers qui précedent comme suit :

r1 = deg,; (A (p1,51))

ry = degg (A (p1, 51))

r = deg (A (p1,51))
= deg,,; (R (p1,51))
= degy, (R (p1,51))

Théoréme 4.14. [65] On suppose que r = 11+ 12, alors les coefficients ®; ; sont uniques pour

une valeur minimale de (1, po) définie par
pm=fi—r+1
po = fo—ra+1

(2.242)

En comparant les coefficients aux mémes puissances de p et s on obtient la nouvelle définition
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de matrice de transition

Ag®oo 4+ B1P1g + AsPoy + I ifi=1,j=1
Eq)ij = AOCI)i—l,j—l + Alq)i,j—l + AQ(bi_Lj if ¢ 7& 1 and/or j 7é 1
0 if i < —py and Jor j < —ps

(2.243)
pour plus de détails sur le calcul de la matrice de transition et leurs propriétés on se réfere
a [356364] .
En multipliant ’équation par G~!(p, s) exprimée en on obtient

+00 400
ZZCI)”p %5798 % p=*s P BU(p, s)
T

+oo 400

— Z Z ®; ip s x xp~tsT E2(0,0))
e (2.244)

+oo +oo
+ZZ<I> p s x x [pT'E — pTtsTP A X(0, 5)
T =
+oco 400
+ Z Z o, p"s B % x [silE — sflp*aAQ} X (p,0)
-
Si nous simplifions la derniere équation, nous obtenons

+oo +oo
$) =3 @y VI BU (. 5)
—H1 —H2
+oo oo

= Z @, ;p s B0, 0))

ml
A (2.245)

+ Z Z D, ; [p_io‘_ls_jﬂE - p_ia_ls_(j+1)/3A1] X(0, s)
—H1 —H2
+oo +oo

+ Z Z CD” —lag—ib-lp p_(”l)o‘s_jﬁ_lAg] X(p,0)

—p1 —
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Par application de la transformation de Laplace inverse

+oo +o00
x(ty,t2) :L;}tQ (Z Z @, jp~ g UTDEBY (i, s))

—Hp1 —p2
400 400

il (S S w0

—p1 —

+00 400 (2'246)
+ Lt_hltg Z Z (I)i,j [p—ia—ls—jﬁE _ p_m_ls_(jﬂ)ﬁ/h} X(O, S))

—H1 —H2

+oo0 +oo
n Lt_l,ltg Z Z O, [p—ias—jﬁ—lE _ p—(i—i-l)as—jﬂ—lAﬂ X (p, 0))

—H1 —H2
Avant de calculer la transformée de Laplace inverse 2D, nous divisons toute la double

somime :

1. Premierement

+o00 +o0 -1 -1
ZZ@,]p_w‘ Ls=18=1 E2(0,0) ZZQDHp_w‘ Ls=18=1 B2 (0, 0)
—p1 —p2 —H1 —p2
-1 +oo
+ZZ<1>”p—W Ls=P=1 E2(0,0)
—p
e (2.247)
+Y 0> @ p s ER(0,0)
0 —p2

+o0 +o00

+ Z Z @i,jpfmflsfjﬁflEx(O, 0)
)

Alors

+oo +oo B p2

SN @ ER(0,0) =) Y " _p T Ex(0,0)

—p1 —H2 1 1
p1 400

+ Z Z d_;ip s ER(0,0)
10
+oo  p2

+ Z Z ®; _p s Ex(0,0)
0 1

“+o0o 400

+Y 0N @ et ER(0,0)
0 0

En utilisant la propriété de 6 de notre théoreme [4.12] et la transformée de Laplace

(2.248)
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inverse 2D nous trouvons le résultat suivant,

+00 +o0 H1 2
t1 t2 <chszp (i+1)a—1 —(]-‘rl)ﬁ IEI 0 0) ZZCI)_Z J(S(za 1,j8— (tl,tg)El’(0,0)

—Hl ©2 1 1
p1 oo

ioa— t
+ ZZ(I)*ZJ b t17t2)r(352+ 1)E (an)

+OO +M2 tzﬁ

+ ZZCI) i,—j0 gue- 1) tl’tQ)F(ﬁ—l—l)E z(0,0)

+OO +oo i3 t]ﬁ

t 2
+ ZZ STETT) (jBH)E:c(o,O)]

(2.249)
2. Pour la deuxiéme somme
400 +oo -1 -1
> Z Py p s UIBU (p,s) = Z i p~ s UHIBU (p, 5)
T = T -
-1 4o
+ZZ® p (i+1)a (]+1),6’BU<p’ 8)
":; o (2.250)
+ZZ® p (i+1)a (]+1),3BU<p’ 8)
0 —p2
+oo +oo A ‘
+ 33 @, p 0GB (p, 5)
0 0
Comme dans la premiere somme,
+oo +oo p1o g2
Z Z O p- (i+1)a g — J+1)BBU (p, s Z Z d_; Jp(l Da (G- UBBU(p, s)
i — 11
H1  +oo A '
boo (2.251)
+oo  p2 4 4
+ Z Z q)i,,jpf(”l)aS(Jfl)ﬁBU(p, 5)
0 1
+00 +0o0

+ Z Z q)i’jp*(Z'Jr1)043*(j+1)ﬁBU<p7 5)
0 0

En utilisant la propriété de §(t1,t2) de notre théoreme et la transformée de Laplace
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inverse 2D, le résultat suivant est donc établis,

+oo +oo p1o g2
Ll (Z Z O, ;p~ =GB B (p, S)) — Z Z O, Buli=DaG-D8(¢, )

—H1 —p2 1 1
+ Jio § P / : _(Z_l—i(ilglo);l Bu(j_l)ﬂ(th ty)dm
+§§% / / (ta — 72 J“’? ! (tlr?(?j(ilglﬁ)c)“ Bu(ty, to)drdr
(2.252)

3. Pour la troisieme somme

+oo +o0
S3 = Z Z ®;; [p s E - p_w‘_ls_(jH)BAl} X(0,s)
—p1 —p2
-1 -1
= Z Z O, ; [pie s TP E — pie s UTDE 4] X (0, 5)
—p1 —p2
-1 +oco
+> Z O, [priets PR — priaTlsTUTDR A ] X(0, 5) (2.253)
—p1
+oo —1
+ ZZCDW Tlamlgmifp g s_(j“)ﬁAl} X(0, s)
0 —p2
+oo +oo

+ Z Z D, ; [pfmflsfjﬁE - p*m*ls*(ﬁl)ﬁAl] X(0, s)
0 o0

H1o p2

0= 30D [ ] X 0,9
1 1
M1 oo

+ Z Z O, [p s PR — p U A ] X(0, )
1 0

+oo  p2

+ Z Z D, _; [p_m_lsjﬂE - p_m_ls(j_l)BAl} X(0,s)
0 1

+oo 400

+ Z Z D, {p_m_ls_jﬁE - p_ia_ls_(jH)BAl} X(0,s)
0 0

(2.254)

De maniéere similaire, la propriété 6(¢1, t2) du théoreme et la transformée de Laplace
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inverse 2D nous donne,

Lt_l?tz <Z Z (I)i,j [p—ia—ls—jﬁE . p—ia—ls—(j-l-l)ﬁAl] X<07 8))

—H1 —H2
p1o p2 ' ' '
= Z Z q),i’,j(s(zail) (tl, tg) [EIUﬁ) (0, tg) - Alﬂl(]il)ﬁ(o, tQ)}
1 1
H1 +oo ' ' )
+ Z Z cb_@jé(@q—l) (tl, tg) [Elgfl’(o, tg) — A11t(2]+1)61’(0, tg)] (2255)
+oo  u2

+ZZ “IT(ia+ 1) za+ 1) [Ex99(0,15) — AyV=D7(0, )]

—+00 400

#2200 g (B0, - A 0.1

4. De méme pour la 3éme somme on obtient

+o00 +o00o
L;l}tz (Z Z o, [pfiasfjﬁflE _ pf(z'+1)a87j571142} X(p, 0))

—p1 —p2
H1 o p2

= Z Z (I),L,jé(j’gil) (tl, t2) [Ex(la) (tl, O) — Alx(iil)a(tl, 0)}
1 1

+oo  p2

+ ZZ@Z»J(SW—”@I,Q) [Efg'gx(tl,O) Ay {the (tl,O)] (2.256)
M1 400
(ia) _ (i—-1)a
+ZZ<1> TG D) 6+ 1) [Ex()(t,,0) — A2V (¢, 0)]
+oo +oo 1B

t io i+1)a
3 S Pugg ryy [FE00) - A ,0)

Par I'utilisation des équations (2.249)), (2.252]), (2.253)) et (2.256)), nous établissons la solution
générale du systeme 2D singulier (2.231)).
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Théoreme 4.15. La solution générale du systeme (2.231)) est de la forme,

Bl p2 M1 400
tl,tg qu),z —j (ia—1,58— 1)<t1 t2 EQJ O 0 qu),l] ia= 1) tl,tQ)
t +oo +u2 tﬁ
2 a—1)

2 g ®; 600D (¢t —Ex 0,0

T(jB+1) ZZ i O (RS TR
+oo +o0 tz,B t]Q,B

q)z . Ex 0,0

Z Z JT(iB+1) T(jB+1) (0.0)
H1 o p2

+ Z Z (I),L,jBu(iil)a’(jil)ﬁ@l, tg)

M1 +o0 i —
t2 — T2)(J+1)/8 1 o
o, Bul=V(t, t5)d
23w [ e
+oo +M2 i+1)a—1
(ty — )0t -
d,; _ BuV=Y8(t, t5)d
+ZZ J/ ((Z—I—l)oz) u (17 2) T1
+o0o 400 i _
t2 _ 7_2 ]+1),8 1 (tl _ Tl)(z—i—l)oz 1
+ZZ‘D”/ [ e e bl
1o g2 ' ' ]
+ Z Z (I),L,j(s(lail) (tl, tz) [El'Uﬁ) (0, tg) — All'(jil)ﬁ(o, tg):|
1 1
M1 +o0

£33 0,500 (8, 8,) [Elgfx(o, ty) — A T9 D20, tz)}
1 0

+oo  p2 ;
i ) )
®;, —r [EzUP(0,ty) — AyzV V(0. ¢
B ,JF(MH)M 0,12) = A0 (0,1

“+oo 400

20 P y [Ee0) = A (0. 1)
1 p2 ' ‘ '
+ Z Z Q_i,_jé(jﬁ_l) (tl, tg) [EZE(ZQ) (t17 0) - Alx(l_l)a(tl, 0)}
i (2.257)
+ZZ¢> 8GN (1 1) [E]f;‘x(tl, 0) — A, 100 (tl,oﬂ
p1 +oo tjﬁ A '
+ Z Z - [E209(t;,0) — A2 9%(8y,0)]
I'( JB T(jB+1)
+oo 400 )
+ Z Z STGRET) [mw (t1,0) = AT a(t1,0)|
Remarque 4.3. 1. Si on considére le systeme standard avec 2 = I, on obtient la méme

solution pour le modeéle de Fornasini-Marchesini obtenue dans [8].
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2. Ce résultat est une extension de [42].

th tjﬁ
z (t, bs) T52(0,0) + iy BLO u (11, 1

t;ﬁ tioz

+m [Ty — Tim1 jAs) I[% (£1,0) + m [T3; — Ti -1 A1) 172 (0, tz)}

(2.258)

Nous allons par la suite, présentés quelques exemples illustratifs pour valider nos résultats.

Exemple 4.3. Considérons le systeme linéaire 2D d’ordre fractionnaire (2.231) avec o = 0.8,
B8 =0.5 et

1 1 1
=YY, 4= ("), 4= (P 4("Y), B-
0 0 0 0 0 0 0 1 —1

pour calculer la matrice de transition il faut faire le calcul suivant
-1

[Ep151 — Ay — Alpl - A231]71 =

—P1 Pi1s1
0 —S51

= Ogy + Prop; ! + Porsy!

0 —1 -1 0 0 0
Pyp = ;o Po= ;o Por =
0 0 0 0 0 —1

Dans ce cas p1 = ps = 1.

o

Le vecteur qui représente le controle du systéme est considéré sous la forme,

0Si t;1<0et/outy <0
18 t,t,>0

U(t17t2) = H(tl,tg) = {

La solution des équations d’état pour les conditions aux limites nulles est donnée par

+o0 +o0 j—}—l)ﬁ 1 (t _ Tl)(i—i—l)oc—l

x(ty, 12) = ZZ@]// j+1) TG+ ) Bu(ty, ty)drdr,  (2.259)

+oo 400 t(i+1)atgj+1)6

#ltn,ta) = ZZ i+ Da+ OI(G+1D)F+1) (2.260)
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Nous obtenons alors la solution de notre systeme

(1, 12) B 4opy LA
x s =
! Ta+D0B+1) 7 "Tla+ D0E2B+1) >

v 5 (2.261)

tlatZ

®, 0B
TTear )BT M
Finalement
t(1)48 t8.5 t%XO,S tg_f)
2(ty, 12) = ( F(O.8+1)F(0.5+1t)(1)‘8t§£895.5+1)F(2x0.8+1) ) (2.262)
[(0.8+1)T(2x0.5+1)

Les graphes suivants représentent la trajectoire d’état de notre exemple

x1(t1,12)

FIGURE 2.8 — La variable d’état xq(t1;ts)

et
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x2(11,t2)

FIGURE 2.9 — La variable d’état xo(t1;1ts)

Conclusion et remarques :

1. Pour les trois premieres sections de ce chapitre nous avons introduit la notion de la dérivée
fractionnaire conformable et puis une étude sur le probleme de solvabilité, controlabilité

et de I’énergie minimale pour un systeme fractionnaire unidimensionnel a été réalisée.

2. La quatrieme section de ce chapitre a été faite en deux parties, la premiere traite de 1'effi-
cacité et la solvabilité des modeles bidimensionnels (2D). Cette étude explore les nouvelles
dérivées fractionnaires et les transformations étendues pour une classe de modeles. Une
transformation de Sumudu 2D et une transformation de Laplace 2D ont été utilisées
pour établir la solution des modeles continus de Fornasini-Marchesini par 1'utilisation des
dérivés conformables. Une nouvelle définition et des propriétés de Sumudu dans le cas bi-
dimensionnel ont été données. Ensuite et en deuxieme partie le but est de calculer la solu-
tion des modeles bidimensionnels singuliers décrits par le modele de Fornasini-Marchesini
sachant que la dérivée dans cette partie est au sens de Caputo; cette approche est basée
sur I'importance et I'utilisation de la matrice fondamentale et le delta Kronecker pour

résoudre cette classe de systeme.

84



Chapitre

Controle a énergie minimale,
Discrétisation et influence sur la

positivité des systemes fractionnaires

Dans ce chapitre, nous procéderons a I'étude en deux parties. Nous introduisant dans la
premiere partie la notion de discrétisation pour un systeme fractionnaire linéaire conformable a
une dimension en temps continu d’ordre o ou1 0 < v < 1 et I'influence du pas de discrétisation
sur la positivité de cette classe de systemes, puis en deuxieme partie nous traiterons le probleme
de solvabilité et les conditions nécessaires et suffisantes sur la positivité d’un systeme bidimen-
sionnel a temps continu-discret (hybride) qui généralise le modele de Fornasini-Marchesini pour

pouvoir étudier le probleme de controlabilité et d’énergie minimale pour cette classe de systemes.

1 Positivité des systemes conformable unidimensionnels

Cette partie traite la classe des systemes linéaires fractionnaires conformables. Pour cela,
nous considérons le systeme linéaire fractionnaire en temps continu qui est défini pour 0 < o <'1
et t € RT,

TX(t) = AX(t)+ Bu(t) (3.1)
Y(t) = CX(t)+ Du(t) (3.2)

X (t) représente le vecteur d’état et Y (¢) la sortie du systéme. Notons que la dérivée frac-

tionnaire de I’équation ({3.1)) est la dérivée conformable.

Définition 1.1. [3/] Le systeme (3.1)) est dit positif si et seulement si toutes les états et toutes
les sorties sont positifs ie : X(t) € R, Y (t) € R, pour toutes Xo € R et ug € R}
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Théoréme 1.1. [3/] Le systeme décrit par les équations (3.1)),(3.2)) est positif si et seulement

S1,

AeM,, BeRY™, CeRY™ DeRY™ (3.3)

1.1 Processus de discrétisation

En se basant sur les résultats de [33], la discrétisation du systeme (3.1]) est comme suit.

On considere le systeme fractionnaire suivant
Tx(t) = f(z(t)), 0<t<T, x(0)=x (3.4)

La discrétisation de la dérivée conformable donne alors

[0}

Tpil = Tp + Ef(m"> (3.5)
Par I'application du théoreme 7?7 au systeme (3.1)), (3.2)) on obtient le résultat suivant.

Théoréme 1.2. Soit h > 0, les systémes a temps continus (3.1) et (3.2) sont discrétisées en

deux systemes discrets

Tyl = Az, + Bu,, (3.6)
Yn = Cxp + Duy, (3.7)
avec
~ h~ ~ h®
A= [—A + I] and B = —DB (3.8)
«Q o
Démonstration.

Dans ’équation (2.3 on choisit f(z(t)) = Az(t) + Bu(t) donc on obtient,

[0}

Tpi1 =Tp + — [Az, + Bu,]
a
1 1o (3.9)
Tpi1 = {—A + I] z, + —Bu,
Q o

Si nous mettons

~ he - «
A= { A+I] and B=—B (3.10)

« «
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Par conséquent

Tpyl = ﬁa:n + Emn (3.11)
Yn = Cxp + Duy, (312)
ce qui complete la preuve du théoreme. O

La solution du systeme discret obtenu par discrétisation est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 1.3. [45] La solution du systéme (3.6|) est

n—1

T, = A" To + Z Aﬂnilii Eul (3.13)
i=0
et sa sortie

1.2 Influence de la discrétisation sur la positivité

Notre étude dans cette partie est basée sur la question suivante : Si le systeme défini par les

équations (3.1) et (3.2)) est positif, est ce que (3.6]) et (3.7) restent aussi positifs ? Si oui sous

qu’elles conditions ? Nous énoncons dans ce qui suit un théoreme permettant de nous aider a

répondre a la question posée.
Théoréme 1.4. [18] Le systeme (3.6) et (3.7) est positif si et seulement si,
AeR™ B eR™™ CeRX™ DeR™ (3.15)

Démonstration.

1. Condition nécessaire,

Si AeRY" BeRY™ CeRY™ D eRE™ et u; € R avec toutes les condi-

n—1
tions initiales sont positives, alors A"z, est positive, de méme pour E A" By, par

i=0
conséquent x,, est positif.

2. Condition suffisante :

On suppose que g = ¢; (la ™ colonne de la matrice identité) et u,, = 0 de I’équation

(3.13) on trouve,
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tel que ﬁz est la 9™ colonne de la matrice ﬁ, donc ,ZL = 1 € R}. En continuant notre
raisonnement tout au long des autres colonnes, nous déduisons que A est positive.
De la méme maniere pour zy = 0, on trouve Euo € R% ce qui implique que Be R"
puisque vy € R} est arbitraire.
Pour la sortie y, , si u, = 0 alors : yp = Caxg € R et C € REY™ puisque g
est quelconque. et si zg = 0 alors : yo = Dug € R et D € RE™ du fait que ug est

quelconque.

O

Le théoreme suivant va nous montrer qu’elle condition vas influer sur la positivité du systeme
discrétisé.
Théoréme 1.5. Soit h > 0 le pas de discrétisation du systéme (3.1)), alors si les conditions
(3.3) sont vérifiées nous avons l'un des deux cas suivants,

1) Si A est une matrice de Metzler positive (i.e une matrice de Metzler ou les éléments dia-

gonauz sont positives ), alors le systéme définit par (3.6|) et (3.7)) reste positif pour toute
valeur de h > 0.

2 Si A est une matrice de Metzler non positive (i.e une matrice de Metzler ot au moins un des
éléments diagonaux est strictement négatif ), alors le systéme définit par (3.6)) et (3.7)

restera positif si et seulement si,

1

a «@
0<h< <—) (3.17)

max |ag|
Démonstration. Soit h > 0 et supposons que le systeme ({3.1)) et (3.2]) est positif si et seulement
si,
AeM,, BeRY™ CeRY™ DeRY™

avec A est une matrice de Metzler.
Puisque h > 0, 0 < a < 1 et suite a la discrétisaion faite au théoreme (|1.2)) nous avons,
~ he ~ h®
A= {—A—l—[] et B=—B8B (3.18)
! a
On distincte deux cas possibles,
1. Si A est de Metzler positive, A= %A + I est positive d’ott la 1%¢ relation du théoreme

est évidente.

2. Si A est de Metzler non positive ie : s’il existe au moins une entrée e diagonale de la

matrice A qui soit strictement négative, A n’est pas nécessairement positive.
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— La condition nécessaire : puisque toutes les entrées hors diagonale de la matrice A sont
positives et de la matrice 71, sont nulles alors on doit comparer les éléments diagonaux
de A et la valeur de 731,
* Pour un premier cas : a; > 0 = a; > 0> e

** Pour un deuxieme cas : 0 > a;; > Za et comme les éléments diagonaux de A sont

positifs,
ha
Q
hO{
~(—ay) <1 (3.21)
a
“|—ay <1 (3.22)
a

cette inégalité est vraie pour n’importe qu’elle valeur de ¢, donc elle reste aussi vraie
pour mazx|a;| dou,

[0}

—maz|a;| <1 (3.23)
o
e < —= (3.24)
max|ag|
1
hooo< <L) (3.25)
max|a;|

— La condition suffisante : Supposons que A est de Metzler avec au moins une entrée dia-
gonale strictement négative et on démontre que A est positive ie : si a; > 0 pour i # j

et on montre que les éléments hors diagonaux de A= %A + I sont positifs.

Si a;; > 0 les éléments hors diagonaux de A sont positifs. et pour les entrées négatives de

A qui vérifient,

nous avons dans ce cas,
h < —— (3.26)
Par suite

mazx|ag| % <1 (3.27)
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Ce qui nous donne,

h* h*
lai| — <X maz|a;| — <1 (3.28)
Q@ Q@
Par conséquent
h()f
— fag| <1 3.29
= Jas (329)
et puisque a; < 0
——a;>1 3.30
= (330)
On obtient
hCM
— ay; > —1 3.31
y (331)
Donc
ha
—a; +120 (3.32)
a

On en déduit que tous les coefficients diagonaux de la matrice A sont positifs.

Exemple 1.1. Considérons les systémes (3.1)) et (3.2)) pour a = 0.5 et les matrices

1
1

-8 2
1 =7

A: 7_B:

] ,ou(t) =1

En appliquant le théoréeme de positivité , on trouve que notre systeme est positif; et
puisque A est une matrice de Metzler non positive, alors pour garantir la positivité du systeme

obtenu par discrétisation, on doit prendre le pas h qui vérifie,

0.5 0.5
h < ( ) (3.33)
max|a;|
alors
0 < h < 0.0039 (3.34)

1. Soit e, = 0.03, hy = 0.0039 + ¢; = 0.0339. le systeme obtenu par la discrétisation avec ce

pas hy n’est pas positif car

~ [ ~1.9462 0.7365
0.3683 —1.5779
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de plus la figure suivante nous montre que la solution n’est pas positive. (voir Figure

2. Soit €5 = 0.001, hy = 0.0039 — €, = 0.0029. Le systéme obtenu par la discrétisation avec

ce pas ho est positif car

i 0.1374 0.2156
0.1078 0.2453

de plus la figure suivante nous montre que la solution est positive. (voir Figure

12

I L L L L L L L L
1 20 30 40 a0 60 70 80 S0 100
k

FIGURE 3.1 — Vecteur d’état du systeme de 'exemple (1.1)) avec h = 0.0339.
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FIGURE 3.2 — Vecteur d’état du systeme de 'exemple (1.1)) avec h = 0.0029.

Exemple 1.2. Soit le systeme (3.1)) , (3.2)) pour a = 0.5 et

—10 0 0 1
A= 1 =13 0 , B=1[11], u(t)=1
2 0 12 1
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En appliquant le théoreme de positivité donc on trouve que notre systeme est positive.

et puisque A est une matrice de Metzler non positif, alors pour garantir la positivité du systéeme
obtenu par la discrétisation on doit prendre le pas h qui vérifie,

L < 0.5 05
— \Umazx|ay|
so1t,

(3.35)
0 < h <0.0015

(3.36)
1. Pour ¢, = 0.01, hy = 0.0015 + ¢; = 0.0115. le systeme obtenu par la discrétisation avec
ce pas hy n’est pas positif car

—1.1428 0 0
A= 02143 —1.7857 0
0.4286

0 —1.5714

, de plus la figure suivante nous montre que la solution n’est pas positive (voir Figure .

FIGURE 3.3 — Vecteur d’état du systeme de l'exemple (1.2)) avec h = 0.0115.

2. Soit e = 0.001, hy = 0.0015 — €5 = 0.0005. le systeme obtenu par la discrétisation avec
ce pas hy est positif car

0.5621 0 0
A= 0.0438 0.4308

0
0.0876

0.4746

0
de plus la figure suivante nous montre que la solution est positive. (1)02'7“
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01 T
DDS[
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0 10 20 30 40 a0 60 70 a0 =l 100

(i)

01
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0

*300)
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FIGURE 3.4 — Vecteur d’état du systeme de l'exemple (1.2)) avec h = 0.0005.

Remarque 1.1. Dans cette partie, [’étude de ["influence de la valeur du pas de discrétisation sur
la positivité d’un systéeme linéaire en temps discret unidimensionnel obtenu par discrétisation a
partir d’un un systeme linéaire fractionnaire conformable est étudiée. Des conditions nécessaires
et suffisantes sont proposées et deur exemples numériques qui illustrent ['applicabilité des résultats

sont proposes.

2 Solvabilité et positivité des systemes a temps continue-

discret

2.1 Solvabilite et posititivité des systemes 2D

Dans cette partie nous nous s’intéressons au calcul de la solution et en établissant les
conditions de positivité d’un systeme fractionnaire conformable 2D continu-discret décrit par
I’équation suivante,

Tx(t,k+1) = Azt k) + AT (t, k) + Asx(t, k + 1) (3.37)

+Bou(t, k) + BiTu(t, k) + Bau(t, k + 1)
tel que A; € R™"™ | B; € R™™ i = 0.1.2, z(t, k) € R représente la trajectoire d’état, u(t, k) €
R™ est I'entrés du systeme ( le controle ), et T*x(¢, k), T*u(t, k) sont les dérivées conformables

fractionnaires par rapport a la variable ¢ des deux vecteurs d’état et de controle (¢, k), u(t, k)

respectivement.

Définition 2.1. le systéeme (3.37)) est dit positif si pour toutes conditions auz limites
x(t,0) € R}, T%x(t,0) € R, t € Ry ,x(0,k) € R} pour k>1ke Z, (3.38)
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et pour n'importe qu’elle commande u(t,0) € R}, T%u(t,0) € R}, t € Ry ,u(0,k) € R} [k € Z,,

nous aurons le vecteur d’état x(t, k) € R%.
Remarque 2.1. Pour simplifier les notations par la suite on note
Tx(t, k) = 29 (t, k) et Tu(t, k) = u'¥(t, k) (3.39)

Théoréme 2.1. Le systéme (3.37)) est positif si et seulement si
1. Ay est de Metzler.
2. AO S Rixn, Al S R:L_X”, A == Ao + A1A2 € R?_Xﬂ, B,L € Rixm,’i = 012

Démonstration. La preuve sera réalisée par induction par rapport a k.
L’équation (3.37) peut étre reformulée de la maniére suivante,

2tk +1) = Agx(t, k+ 1) + F(t, k) (3.40)
ou,
F(t, k) = Apx(t, k) + Az (t, k) + Bou(t, k) + Biu'(t, k) + Bou(t, k + 1) (3.41)
— Pour k = 0 I’équation (|3.40)) sera sous la forme,
2@ (t,1) = Ayx(t, 1) + F(t,0) (3.42)
ou,
F(t, k) = Agx(t,0) + A2 ®(t,0) + Bou(t, k) + Byul (t,0) + Bau(t, 1) (3.43)

Par I'utilisation des conditions (3.38) et F(¢,0) € R%,t € Ry, 'hypothese de ce

théoreme est satisfaite.
La solution de 'équation (3.40|) est de la forme,

¢
z(t, 1) = e%tax((), 1)+ / e%(ta_Ta)F(T, 0)7* tdr (3.44)
0

Cette équation vérifie la condition x(¢,1) € Ry, puisque par hypothese Ay est une

A (e
matrice de Metzler et e='™ € R™*" pour t € Ry.
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Pour k£ =1 dans I’équation - ) et - on obtient,

F(t,1) = Agx(t,1) + Az (¢, 1) + Bou(t,1) + Byul(t, 1) + Byu(t,2) (3.45)
t
= A <e/<lx2tax(0, 1) +/ 6%(15&—7&)}7@’ O)Ta_1d7'> +
0

t A2 « e
Ay <A2 ( z(0,1) +/ e TR (7, 0)¢a—1d¢) + F(T, 0)) +
0
+Bou(t,1) + Byu'®(t, 1) + Byu(t,?2)
(3.46)

t
F(t,1) = (Ao + Aids) e 2(0,1) + (Ag + A) Ay) / S )
0
+ALF(7,0) + Bou(t, 1) + Byu'®(t, 1) + Byu(t, 2)
— A x(0, 1>+A/ R p(r, )7y

0
+ALF(7,0) + Bou(t, 1) + Byu'®(t, 1) + Byu(t, 2)

2

F(t,1) € R puisque A € R™™, e %" € R™", A} € R¥" F(t,0) € R", B, € R¥™ u(t, k) €
R™ pour k =1,2 et ul®(¢,1) € RT.

On suppose que z(t,7) € R}, F(t,i —1) € R} pour t € R} ,i > 1, et nous montrons que
x(t,i+1) € R pour t > 0 et i > 1, si les hypotheses sont satisfaites.
De I’équation (3.40)) et (3.41)), pour k£ = ¢ on obtient,

2t i+ 1) = Asa(t,i 4 1) + F(t,1) (3.47)
ou,
F(t,i) = Az(t,i)+ A1z (t, i) + Bou(t,i) + Byu'(t,i) + Bou(t,i+ 1) (3.48)
= A 2(0,i) + A / e P(r i — 1) dr (3.49)
0

+ A F (1,0 — 1) 4+ Bou(t, i) + Biu'(t,i) + Bou(t,i + 1)

F(t,i) € R} lorsque les hypotheses sont vérifiées.

La solution de ’équation (3.47)),
~ 2240 . ' A2 (o) a-1
x(tyi+1l)=ea"2(0,i+1)+ A F(r,0)r® dr (3.50)
0
satisfait la condition z(t,7 + 1) € R’} puisque et € RY™ et F(7,1) € R O
Remarque 2.2. On note que et € R que si %est une matrice de Metzler, par consequant
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Uéquation (3.37) est positif si et seulement si As est une matrice de Metzler.

Théoréeme 2.2. La solution x(t, k) de ’équation ([3.37)) satisfaisant les conditions aux limites

est sous la forme,

ﬂt&

¢
x(t, k) =e=" z(0,k) + A/ e%(ta*TQ)F(T, k—1)r*Ydr, te Ry, ke Z, (3.51)
0
ot

F(t,k) = P} [Aox(t,0)+ Aiz'®(t,0) + Bou(t,0) + Biul®(t,0) + Bau(t, 1)]

(3.52)
k—1 A
+y P [Ae%t“x(o,z +1) + Bou(t,i + 1) + Byu'(t,i + 1) + Byu(t,i + 2)
i=0
et P, est un opérateur définit par,
t A2 a
PF(t)=A / ea T e ldr 4 AVF(t) (3.53)
0

Démonstration. La solution dans I'équation ([3.51)) peut étre obtenue & partir de ’équation

(3.50) en substituant ¢ + 1 = k. En utilisant 'opérateur P, nous pouvons écrire I’équation

(3.49) sous la forme,
F(t,i) = PF(ti— 1) + Ae=2(0,4) + Bou(t, i) + Biu®(t, i) + Bau(t,i + 1) (3.54)

]

3 Energie minimale

3.1 Atteignabilité

Nous considérons dans cette section, le modele 2D continu-discret général positif décrit par

I’équation ([3.37)).

Définition 3.1. Le systéme positif (3.37) est atteignable pour les conditions auz limites nulles
au point (h,r) € Ry x Z, si pour chaque vecteur v € R il existe une entrée u(t, k) € R
pour 0 <t <h,0<k<r tel que x(h,r) = xy.

Remarque 3.1. [18/ Nous rappelons que les propriétés d’une matrice monomiale sont,

1. Une matrice monomuale M s’écrit M = D.P, ou P est une matrice de permutation et D

une matrice diagonale strictement positive.

2. Les matrices monomiales sont les seules matrices positives a inverses positives.
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Théoréme 3.1. Le modéle (3.37) est atteignable pour les conditions aux limites nulles au point

(h,r) si l'une des conditions suivantes est satisfaite,
1. Im4 Ry, = RY.

2. La matrice Ry, contient n colonnes linéairement indépendantes de telle sorte que la

matrice R, est une matrice monomiale, ot

Ry = [Ro By Ry ... R,_1] (3.55)

" 22 (po g -1
Ri:/ x ™ F(r,r — 1)1 Y dr
0

et F(t,k) est deéfinit par (3.52)) pour des conditions aux limites nulles.
Démonstration. Nous recherchons une commande u(t, k),
u(t, k) =wu, pour 0 <t < h,0<k<r (3.56)

tel que uy est indépendant de t.
Si dans les équations (3.51)) et (3.52) on remplace : ¢ = h, k = r. Les conditions initiales

sont proposées égale 0, donc on peut obtenir,

xp =z(h,r) = Rpug (3.57)
avec,
Ug
w=1 " (3.58)
-

D’apres I’équation et la définition de 'image positive il s’ensuit que pour chaque
vy = RY, il existe une séquence d’entrées u; pour i = 0,1,--- ,r — 1 si et seulement si 'image
positive de Ry, est vecteur de R" positive ie : Im Ry, = R, .

L’équivalence entre la premiere et la deuxieme proposition du théoreme s’obtient par
surjection de Imy Ry, autrement dit, si Imy Ry, = R} = dim(ImyRy,) = dim(R}) = n
d’ou rang (Rp-) = n (est plein). donc on conclue que Ry, contient n colonnes linéairement

indépendantes. O
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3.2 Controle a énergie minimale

Considérons le modele générale positif dans I’équation avec les conditions aux limites
nulles. Si le modele est atteignable au point (h,7), alors il existe généralement de nombreuses
entrées ( commande ou controle ) différentes u(t, k) € R pour 0 < ¢t < h,0 < k < 7 qui
transferent 1'état initiale du modele vers I’état final zy = x(h,r) € R} . Nous cherchons une

entrée qui minimise I'indice de performance,

I(u) =Y ujQu (3.59)
0

<
—_

e
Il

ot @ € RT™™ est une matrice définie positive symétrique telle que Q@' € RT*™ | uy sont

définies par (3.56)).

La formulation du probleme d’énergie minimale peut s’exprimer de la maniére suivante :
étant donné les matrices Ay et By, k = 0,1,2, ) une matrice symétrique définie positive, un
point (h,k) et un vecteur x € R’ : trouvons une séquence de contrdles u(.,.) € R'; pour
i =0,1,---,7r — 1 qui transfere ’état initiale du systeme au point z; et minimise I'indice de
performance décrit par I’équation .

Pour résoudre ce probleme, on définit la matrice,
Wo(h,r) = Riy.QRy, (3.60)

olt Ry, est défini par (3.55)), Q4 = diag(Q~',Q7!,....... ,Q71) e R,

La matrice Wg(h, ) est inversible si et seulement si Ry, est de rang plein, dan ce cas on
définit le controle qui minimise (3.59) par,

iy = QaRp, W4 (h,r)xy (3.61)

Théoreme 3.2. Sous les hypothéses suivantes ;
1. Le systéme (3.37) est atteignable en un point (h,r).
2. Wo(h,r) est inversible avec () une matrice définie positive.

3. La suite des commandes uy , k =0,1,--- 1 transférant le systéme de [’état initiale vers

Uétat final x5 au point (h,r),x(h,r) = x¥.
alors les suites des contriles définies dans (3.61)) transférent aussi le systéme de [’état initial

vers létat final xy au point (h,r),x(h,r) = x;. et minimisent l'indice de performance de plus,

I(4) < I(u) (3.62)
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La valeur minimale de l’indice de performance dans l’équation (3.59) est donnée par,
I(a) = xfWQ (h,r)zy (3.63)

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que (3.61]) transfere le systeme de 1'état initiale
vers 1'état final x; au point (h,r),z(h,r) = x; pour cela on substitue (3.61]) dans (3.57)), on

obtient donc,

Ty = th’&T
= RhTQdR WQ (h T’)Jff
= WQ(h,'r)WQ (h,r)zy

Supposons que les deux suites de controles 4y et u(, transferent le systeme de I’état initiale vers

I'état final z¢, par conséquent
thﬂg = thﬂg
donc,
Ry, [uy —ug] =0 (3.64)

Si on le fait le transposé de (3.64) puis on multiplie par Wa Y(h,r)xy,

[y — ] R} WQ (h,r)xy = 0 (3.65)
[y — a5 Q' QuRE,Wg ' (hyr)zy = 0 (3.66)
[, — i) Qplay = 0 (3.67)
il s’ensuit,
[y — ag]" Qq* [y — ) = [y — ag]" Qg — [ — )" Qg (3.68)
De et nous pouvons conclure que,
Ty Qq Ty = " Qi + [y — )" Q" [ — ] (3.69)
d’ot,
r—1 r—1
u Q=Y il Q' Z i — o) Q7" [ — ] (3.70)
=0 i=0i i=0i
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Finalement on trouve,

parce que

> [ — )" Qg [ — )

i=0i
est positive. Pour trouver la valeur minimale de 'indice de performance on remplace ((3.61))

dans (3.59)) on aura,

I(a) = I (i)

Qalth, W' (h,r)as] Q' QaRi, WG (hy )y
= x?Wél(h, T)thQngleRZTWCgl(h, )Ty

= x?Wél(h,r)WQ(h, T)Wél(h,r)Wél(h,r)xf
= :C?Wél(h, r)Ty

3.3 Cas particulier

Pour un cas particulier des systemes de type (3.37) lorsque B; = By = 0, nous simplifions

les deux résultats obtenus d’atteignabilité et I’énergie minimale.

Théoreme 3.3. Si By = By = 0 et la matrice Gramienne d’atteignabilité

h Ag ho a) T Ag he ay 9 1
W, = / ea =V ppTe (M=) 2=y ¢ grxn (3.71)
0
est monomiale alors le systeme est atteignable en un point (h,1) et dans ce cas le contréle sera
donnee par ,
T AL () 1yp/—1
u(t,0) = Ble "= r0 Wty pour 0 <t <h (3.72)

Pour la formulation du probleme d’énergie minimale en un point (h, 1) I'indice de perfor-

mance sera comme suit,
I (v) = ul Qug (3.73)
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ol () est matrice symétrique définie positive, et dans ce cas nous proposons la formulation de

la matrice suivante,

h 2 « @ Ag [e Yo
Wo(h, 1) = / @) pOTI BT E (b= p2aN) g ¢ prxn (3.74)
0

avec (01 est symétrique définie positive.

et dans ce cas :
~ 1T AL (b ) _a1rrr—1
u(t,0) =Q "Bye= T Wo (b 1)y (3.75)

Théoréme 3.4. Si le systeme (3.37) est atteignable par un contréle u(t,0) qui transfére le
systéme de xo vers xy alors (3.75]) lest aussi et il minimise l'indice de performance telle que

cette valeur minimale est donnée par :
[(@) = zg" W5 (h, 1)ay (3.76)

Conclusion et remarques : Les conditions nécessaires et suffisantes pour 1'atteignabi-
lité des systemes fractionnaires conformables bidimensionnels continu-discret ont été établis
(Théoreme ). Le probleme de controle de ’énergie minimale pour les systémes positifs a
temps continu-discret est formulé avec la méthode de la résolution. Une procédure de calcul
d’entrée (controle) optimale satisfaisant la condition qui minimise la valeur minimale de I'indice

de performance a été développé et proposée.
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Chapitre

Admissibilité et stabilité des systemes

multidimensionnels fractionnaires

L’analyse et la conception des systemes multidimensionnels (dD) ou (d > 2) a fait 'objet
de nombreuses recherches au cours des dernieres décennies. Les systemes multidimensionnels
propagent 1’état dans plusieurs directions spatiales indépendantes et ont des applications en
théorie des systemes et dans le domaine d’ingénierie tels que la théorie des circuits, le filtrage
numérique et le traitement d’images [82,[84,/90,/91}97]. Notons que le passage du cas 1D au cas
multidimensionnel se fait naturellement en étudiant les modeles bidimensionnels.

Récemment, la stabilité des systemes multidimensionnels a été considérée dans de nom-
breuses recherches. Cela a suscité l'intérét de nombreux chercheurs et praticiens de la théorie
du controle [35}37,39,43],45,83,83,87,92]. Pour étudier les problemes de stabilité, les systémes
a une et deux dimensions doivent étre mis en oeuvre; les modeles 1D dans les systemes dyna-
miques sont introduits et analysés dans [19,145] par 1'utilisation de notions fondamentales sur
les valeurs propres de la matrice dynamique. Dans [43] Marir et al. ont exprimé et développé
des conditions nécessaires et suffisantes d’admissibilité en terme de LMJ strict pour un systeme
unidimensionnel singulier fractionnaire a temps continu d’ordre o avec 1 < o < 2. Kaczorek
dans [92] a étudié le probleme de la stabilité des systemes multidimensionnels avec ses diverses
applications, et dans [82,[83]91},93,95,97], les auteurs ont étudié les conditions de stabilité en
utilisant de nouveaux LMJ développé avec différentes approches pour les systemes a temps
continus et discrets. De plus, dans [94] Tofighi et al. a développé des résultats pour I'analyse
de la stabilité des systemes (3D) tridimensionnels a 'aide d’'un modele d’onde avancé. Des
conditions de stabilisation robustes des systemes hybrides multidimensionnels décrites par les
modeles de Roesser ont été développées par Ghamgui et al. dans [84], et récemment Aissa et
al. se sont concentré sur le probleme de LMJ basé sur des conditions de stabilité pour la classe

des systemes multidimensionnels singuliers en temps continu et discret décrits par les modeles
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de Fornasini-Marchesini.

Dans ce dernier chapitre, nous analyserons le probleme d’admissibilité du modele fraction-
naire singulier multidimensionnel de Roesser, ou I'approche des inégalités linéaires matricielles
LMIs est appliquée pour étudier de nouvelles conditions nécessaires et suffisantes pour la stabi-
lité asymptotique et 'admissibilité. Ce travail a fait 'extension des travaux de Marir et al. [43]
pour la classe dD.

L’approche des LMIs est utilisée pour développer de nouveaux résultats hautement signi-
ficatifs sur I'analyse de la stabilité asymptotique et de ’admissibilité de ces processus et pour

concevoir correctement les schémas de stabilité de controle de ces systemes.

1 Conditions de stabilité et d’admissibilité

Nous introduisons et discutons dans cette partie ’analyse de stabilité des systemes multi-
dimensionnels en temps continu en utilisant des définitions et des résultats essentiels similaires
dans le cas ot on a un systeme uni et bidimensionnel pour des dérivées entieres et des dérivées
fractionnaires tout en se basant sur les travaux |10}18,39}43,62].

Dans ce qui suit, nous introduisons une formulation générale des systemes a temps continu

fractionnaires multidimensionnels dD décrits par le modele de Roesser

[ Dtoilxl (t17t2’ e 7td) Ty (t17t27' o 7td)
By
Eq | Diiwy(tite, - ta) | = Ag | z2(ti,te, -+ ta) | + | ¢ w(ty, ta, -+ tg)  (4.1)
; : B,
_Dto;dxd(tlvt%'”vtd)_ _Id(tl,tg,"',td)_
Ou
Eyy Eip -+ Eyy
By— | 21 ' 22 ' ‘ 20 | _ poxn (4.2)
| Bt Eaz - Eaa |

E,; peut étre supposée inversible.

103



CHAPITRE 4. ADMISSIBILITE ET STABILITE DES SYSTEMES
MULTIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES
1. CONDITIONS DE STABILITE ET D’ADMISSIBILITE

A Ap Awg
Ay Ay -+ A
Aa=| . ! _ . o * | €R™™ st la matrice d’état (4.3)
| A Aa Ada |
B,
B=]: € R™™  est la matrice de controle (4.4)
By

To (ty,te, -+ ,tg) | € R représente le vecteur d’état (4.5)

u(ty,ta, -+ ,tg) € R™ le controle du systeme (4.6)

0<o; <1 Vi=1.d (4.7)

Le systeme non forcé associé a (4.1)) est comme suit

[ Dtay (tta, o ta) | [y (bt ) ]
Eq | D2ay (t,ta, -+ ta) | = Ag | 22 (tita, -+ ,tq) (4.8)
| Difwa(tita, - s ta) | | 24 (tyte, o o ta) |

Pour notre besoin, nous définissons une nouvelle définition du spectre de notre systeme

considéré (4.8)) par

va(Eq, Ad) = max [Re(s1)™  Re(s2)*, -+, Re(sq)*] (4.9)

« « «
V(sl 1 ,322,--- ,sdd)EFd

L’équation (4.9) signifie que les abscisses spectrales contiennent d valeurs, c¢’est-a-dire :
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v4(Eq4, Ay) représente un vecteur de d dimensions dont les entrées sont Re(s;)® avec i = 1,d, et

Lg={(s]";852, -+ ,s9) | det( K3V E; — Ag) = 0} (4.10)
[ f, 0 - 0]
0 $92 L, - 0
Kghoemtt = . . (4.11)
0
I sql,, |
avec,
d
Z n;=n (4.12)
i=1
Le polynome caractéristique associé a 1’équation (4.8)) est donné par
D(tl, to, - ,td) = Engl’OQ’m’ad — Ay (413)

Nous proposons dans ce qui suit une nouvelle définition des dérivées partielles dans le cas

des systemes multidimensionnels fractionnaires.

[£7)

= +$
ot

1 /tZ xg\/z)<7_) .
= T
T(N; —ai) Jo (t; —7)@T N

ot N; —1 < a; < N;,N; € N, pour tout 0 < a; < 1, i = 1.d. sont 'ordre de la dérivée

Dgilﬂ(tl,tQ,"‘ ,td) (tl,t27"' ,td)

(4.14)

partielle fractionnaire, I'(x) est la fonction gamma d’Euler.

( 8N1x(7-7t27"' 7td)

5N pour ¢ =1
N2 (1,7 ta) F_
(V) B 5.~ pour i = 2
‘T;ti <T> - .

oNaz(ti e, ta—1,7)
L orNa

pour i = d

Définition 1.1. Le systéme définie par l’équation (4.8)) est dit régulier s’il existe une unique
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T (t17t27 T atd)

solution | o (t1,ta, -+ ,tq) | pour une condition initiale donnée.

Tq (t1,ta, - ta)
Définition 1.2. Le systéme définie par l’équation est réqulier si et seulement si :

det (EqKG ™% — Ay) #0 (4.15)
pour certaines valeurs s; € C i = 1.d.
Définition 1.3. Le systéme (4.8) est dit sans impulsion si et seulement s’il est régulier et
deg (det (EgK V™% — Ay)) = rank Eq4 (4.16)

Définition 1.4. Le systeme multidimensionnel fractionnaire a temps continu (4.8]), est asymp-
totiquement stable si et seulement si I'état x;(t1,ts,...,tq) converge vers zéro pour une entrée

nulle et toutes les conditions initiales bornées,

bt o H( zi (tr ta, s ) )H =0 (4.17)

Oui=1,d et

u(ty,ta, ..., tq) =0 fort; € Ry

Supt1€R+ H:Cl (t17 07 s 7O)H < 0
Supy,er, |72 (0,2,...,0)| < o0 (4.18)
SUP¢,eRr, sz (07 0,... 7td)H < o0

Définition 1.5. Le systéme (4.8) est dit admissible si et seulement si,

La paire (Eq4, Ag) est réguliere sans impulsion et asymptotiquement stable.

En se basant sur les résultats obtenus [10},36-39,43,/55,/57] dans les systéemes multidimen-
sionnels et le fait que les modeles considérés sont stables si la stabilité est garanti pour tout
t; ou i = 1,d puisque toutes les variables sont supposées indépendantes, nous pouvons donc

établir les résultats suivants.

Lemme 1.1. Le modéle décrit par équation (4.8)) est stable si

T s T
()\1 Ay e )\d)T > |:Oé1§ Oé2§ SR ad§] (419)
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Ce qui implique :
/\i > o=
pour tous 0 < oy < 1, 1= 1.d.

ou SpeC(Ed’Ad) = {(5(111; 332’ e 7Sgd) / (5?1; 332’ e 7Sgd) € Cd’

(4.20)
det (EgK§ 7% — Ag) = 0}

désigne 'ensemble des modes finis pour la paire (Eq, Ag).

En utilisant de la décomposition en valeurs singulieres de la matrice E,; et des opérations

élémentaires, nous pouvons voir que

A11A12

I, 0
ME N = et MAZN = . (4.21)
0 0 Agy Ago

ou M et N sont des matrices inversibles.

Lemme 1.2. Si la pair (Eq, Ag) est réguliere. Alors nous avons les propositions suivantes,
1. I existe deux matrices non singulieres M et N satisfaisant

A1 0
, ] (4.22)

I, 0
MEyN = . MAUN =
0 F I,

ot Ay € R™7 et F' € Rv=mxX(=1) est nilpotent.

2. La paire (E4, Aq) est sans impulsion si et seulement si F = 0..
Remarque 1.1. Dans les calculs suivants, nous désignerons lexpression A+AT = par sym(A).

Encore une fois, nous utilisons les résultats dans [43}|55[56.58] et le concept de stabilité par
rapport tous a les axes pour assurer le corollaire suivant dans le cas d’'un systeme multidimen-

sionnel a temps continu .

Corollaire 1.1. Le systéme multidimensionnel ([£.8) avec 0 < a; < 1 pour tout i = 1,d
est asymptotiquement stable si et seulement si l'une des propriétés équivalentes suivantes est

satisfaite :

1. Il existe une matrice Py = PT telle que

sym {@d & (Ade)} <0 (423)
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2. Il existe une matrice Qq = Q% telle que

sym{©q ® (47Qq)} <0 (4.24)
avec
- o 0 -
0 Oy 0
Q4 = : ST : (4.25)
- ®dd -
ot

sinf; cosb;

©i =

T N
, O,=m—qa;— foralli=1,d 4.26
—cos b; sin&i] 2 4 ( )

Nous proposons dans ce qui suit de nouvelles conditions suffisantes et nécessaires pour que
le systeme (4.8) soit admissible par I'utilisation des LM3.

Lemme 1.3. La paire (Ey, Ag) est admissible si et seulement si la paire (EJ, AT) est admissible

Démonstration. Pour confirmer que la paire (Ey4, Ay) est admissible si et seulement si

(EY, AT) est admissible nous présentons la preuve comme suit

det (B K020 — A4) = det (EgKGve2 2 — A"
T 1-o1,02,,04 T (4'27)

et

deg (det (B, K% — Ay)) = deg (det (B oo Ad)T)
(4.28)
= deg (det (E] Ky "> — A7)
ce qui signifie que la paire (Ey, Ay) est réguliere et sans impulsion si et seulement si (Efi, AdT)
est réguliere et sans impulsion. Par I'utilisation du lemme [1.2] et du corollaire [I.1] on obtient
- =T

que la stabilité de la paire (E4, Ag) dépend de A; ou A; .

Par conséquent, nous avons prouvé 1’équivalence de la stabilité entre ces deux paires, ce qui

complete la preuve du lemme. O

Théoréme 1.1. Le systéme fractionnaire multidimensionnel (4.8)) est admissible si et seule-
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ment s’il existe des matrices

[ Xu X o X | [ vy |
Xq= ;le :)(22 :XM -0 et Y= Y?l qui vérifient (4.29)
_Xdl Xap - de_ _Ydl_
1.
sym{@4 @ A} (X4E + EgaY; )} <0 (4.30)
2.
sym {©gq ® Aq (X4E] + EpaY, )} <0 (4.31)
[ Py P -+ P ]
3. Il existe une matrice Py = :PQl :ng :P2d satisfaisant
| Pa Pa o0 Paa |
EYP; = PE} =0, (4.32)
et
sym{©4® Aj Py} <0 (4.33)

ot Eog est une matrice arbitraire de rang plein, et qui satisfait la condition EY Eoy = 0,

avec
(O, 0 - oo 0]
0 ©xn 0
Oy = f T : (4.34)
- @dd .
ot
in ; 0; _
O = o cos , Oi=m— aiz pour tous 1 = 1,d (4.35)
—cosf; sinb; 2

Démonstration. 11 s’agit de prouver que l'admissibilité et la condition (4.30) du théoreme

précédent sont équivalentes.

1. Condition suffisante : D’abord partitionnons les matrices X4, Yy et A; en matrice bloc
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comme suit. Supposons que l'inégalité (4.30]) soit satisfaite pour certaines matrices

X X - X
X, — 'X21 'X22 .X2d _ Xr | Xir <0
: : S X | Xiv
I Xar Xaz - Xaa |
et
Y
Y, — Yj21 _ Y;
Yir
A A o Ay
A A, — 'Az1 422 jAQd _ Ar | Arr
: : Lo A | Ay
I An Aa - A |

Par I'utilisation de la décomposition en valeurs singulieres de la matrice F;, nous assurons

I'existence de deux matrices non singulieres M et N telles que

A, A
ME,N = 1 An

AIII AIV

0
and EO:MT[I ] (4.36)

I, 0
. MAUN =
0 0

avec r = rank F,.

De la non-singularité de la matrice M, Ey, est une matrice de rang complet qui satisfait

I'équation ETEy = 0. Posons les équations suivantes

X:MT[)EI )f”]M, Y:N—T[YI ] (4.37)
Xr X 11
Les équations et donnent
AT (XyBg+ BpaYT) = N"TAN (4.38)
avec
ATR, + AL YT ALY

Ay = (4.39)

AL X+ AR XT + ARYT ALY
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et en utilisant certaines propriétés du produit de Kronecker, on obtient alors

O ® (A7 (XaEa+ EoaY,')) = (loa - ©4) ® (N_T' (EdNJ))

- N1

NT 0 0 0 0 0 0
o - 0 0 ©,0 A) 0 0 0 (4.40)
0O 0 . 0 0
I 0 NT i 0 N7t
avec
[ A, A, 0O 0 0 0 0 0 ]
Ay Ay 0O 0 0 O 0 0
0 0 Ay Ayp 0 0 0 0
OA;=| 0 0 —Ayp Ay 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 Ay Ap
0 0 0 0 0 0 —Ap Ay
et pour tous i = 1,d
G| TS+ ALY sin) fg?nfnsmw»] (4.41)
(AL X7+ ALy X[+ ALY/ ) sin(6;) ALY/ sin(6;)
i | AR ATV cos(6) f}ﬂ@cosw@-)] (442
(Al Xha + AQy XT + Al Y[") cos(0;) Al Y7 cos(6;)
Alors
sym {('-)d ® AT (XdEd + EOdeT)} —
'NT 0 0 o ][, 0 o0 o]
0 0 0 0 Ho
0 . 0 0O 0 . 0
0 N°T 0 Hy (4.43)
(N1 0 0 0 |
0 0 0
X
0
0 0 0 NTU
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ou
I — A\ﬂ -+ 121\311 A\ZQ — A\{Q
' A£ — A An+ EZ;

On en déduit finalement que

sym {©q ® Aj (XqEq+ EoaY; )} <0 (4.44)

ce qui implique que Eﬂ + A\lTl < 0 pour tous i = 1,d.
Ou

B+ AL = T
(Anv Yy + YAy ) sin(6;)

On en déduit que pour chaque i = 1.d, on a

(A?Vi}[j} + }/}[[A]‘/) SIH(QZ) <0

puisque sin(6;) < 0, .
Par conséquent Ay est une matrice non singuliere ce qui signifie que le systéme (14.8))
est régulier et sans impulsion.

Le systeme (4.8)) étant régulier et sans impulsion, il existe des matrices inversibles L,

R
LE,R = L0 ] , LA4R = Ar 10 ] (4.45)
Notez que
X, =17 [ )EI ):(” ] L, Y=RT }:/I - [ 0 ] (4.46)
Xor | Xy Yir L.,

a partir des équations (4.45)), (4.46]) et 'inégalité (4.31) on en déduit le résultat suivant

(N T 0 0 0 |[w, 0 0o of[NT O 0 0]
0 .0 0 0 T, 0 0 0 . 0 0
20 (447)
0 0 0 0 0
0 NT 0 W, 0 0 0 N
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avec

Qi P
U, — 1 2
XA
o [ <A}1)?[ + )?]TA[> s1n(91) ()?[[ + }7}) 8111((97,)
i1 = o~ ~ ~ ~
<XITI n y;) sin(6; <Yf§ + YH> sin(6;) .
- 7 - /. A48
(A?X[ — XITA[> COS(QI') — (X[[ + Y}) COS(QI')
®i2 — ~ ~ ~
(X'f[ + Y]T> cos(0;) (YE - YH) cos(6;)
pour tous i = 1, d.
v, 0 0 O
0 ¥, 0 O
L’inégalité (4.47) implique que I'on a ? <0
0O 0 . 0
0 Yy
Autrement dit ¥; < 0, Vi = 1,d.
Cela équivaut a
W, 0 0 ]
0 Wy, 0 0
: o . -+ 0 <0 (4.49)
: 0
| 0 0 Wy |
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avec

A?)?[ + X?A[) sin 92 /1?5(:[ - X?AI sin 91
)A(}F[l[ — A}F)Q) cosb; A}F)A(I + )?IT/L sin 6;

<)?1T1 - ?IT) sin 6; X7+ }/}IT) cos 0;
- <)?1T1 + }A/IT> cos 6; X7+ }/}[T) sin 6;
(4.50)
)A(I]+§A/1> sin 6; —()A(H~|—§A/1> cos@i—
)?H+§A/I> cos b, ()?H—i—?f sin 6;
?ﬁvL?U sin 6; (?ﬁ—?g cos 6; <0
<}A/H — ?f? cos 0; (?ﬁ + Y77 ) sin 0,
En utilisant I'inégalité (4.50)) on en déduit que pour tout i = 1, d,
(A?)A(I + )A(ITAI sin 6; ([l?)?l — )A(IT/L cos 0;
<0 (4.51)

()?ITAI — A?)?I cos 6; (A?)?I + )/(\'ITAI sin 6;

Enfin, les relations (4.49), (4.50) et (4.51) confirme la stabilité asymptotique du systeme
(4.8) puisque X; = 0. En conséquence, le systéme (4.8) est admissible ( régulier , sans

impulsion et stable).

2. Condition nécessaire : supposons que le systeme (4.8) est admissible, puis appliquons

Péquation ([£.45) et le lemme (1.1, ce qui nous donne spec(Ey, Ag) = spec(Ayq) et

arg(spec(Aiq)) > [alz CYQZ Oqu (4.52)

2 2 2

D’apres le corollaire (1.1)), il existe une matrice X; = 0 telle que
sym {@d (24 (AlTX1>} <0 (453)

et
Y X 0
Eog= LT Yy =RrRT| M|, xy=17| M L (4.54)
n—r 11 0 In*T
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A partir des équations (4.45)) et (4.54) on obtient

sym {@d ® (A§ (XdEd + EOdeT)>}
(RT 0 0 0 |
0o . 0 0

= x [diag (A; + A])] x
oD e (4 an)

T (4.55)

0 R
R' 0 0 0 |

0 0
0 0 . 0
0 R

ou les matrices A; et A, sont définies comme suit

A~1dTX1d sin 91 0 A~1dTX1d COS 91 0
0 —1I,_,sinb; 0 —1I,_, cosb
A= ~ T =~ ~ T o (4-56)
_Ald de COS 91 0 Ald de sin 01 0
0 I,_,cosb; 0 —1I,_,sinb;
Notons que
A A
A+ AT = ' (4.57)
AT A,
avec
o | (ATt Xy sing, 0 .
Z 0 —21,,_,sinb; .
AT X1, — X14A ) cosf; 0
Ay = ( 1d<%1d 1dA1d (4.59)

0 0

Pour prouver l'inégalité (4.31)) du théoreme , il faut prouver les deux conditions sui-

vantes

A, =<0
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et
A — A ATTAL <0
Nous allons prouver une des conditions précédentes pour tout i = 1,d & cause de la

similarité. De I'inégalité (4.53) on a directement A; < 0 Vi = 1,d et aussi

Ai — A ATIAT =

(A?Xmd + deA1d> sin 91 0 B (Ar{’dffld - defzild> COS GZ 0
0 —21,,_,sinb; 0 0
—_ o o 1 o o
% (A{Xmd + deA1d> ﬁ 0 (Afll“Xmd - deA1d> COS Qz 0
0 s, 0 0

2sinf; “N—T

R 0
1o —21,_,siné6;

(4.60)
avec
AT v v A - AT v v A AT v AN
Qi = <A1dX1d —+ deA1d> S1n 92 — (AlXmd — deA1d> (AlXmd + deA1d> X
S 5 o\ cos?b; (4.61)
<deAld B AlXmd) sin 6;

De (£.53) nous avons €; < 0 Vi = 1,d, ce qui implique que A; — AgA; 'A< 0 et
garantit la relation (4.30)).

Enfin nous avons prouvé 'équivalence entre la ’admissibilité et la condition (4.30]).

. Pour assurer la relation entre la condition d’admissibilité (4.30) et (4.31)), le lemmdl.3]est

utilisé pour obtenir cette condition.

Remarque 1.2. L’équivalence entre la premiére et la troisiéme proposition de ce théoréme

s’obtient directement de [’égalité de deux ensembles :

T ={Xy € RY": E] Xy = X, Ey,

. N (4.62)
E'X,>0,rank Ej Xq =r}
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Yo ={X4= PiEq+ EpaQu,

(4.63)
Py > 0,P; € R, Q e R}

Cette équivalence acheve la démonstration de notre théoréme principal.

]

Exemple 1.1. On considére un exemple de circuit RLC' traité dans [19] et [52] qui représente

la longue ligne de transmission avec [’élément distribué, comme indiqué dans la figure suivante,

ix,t) RAx LAx i(x+Ax,1)

=CAx |u(x+Axt)

= = O - .ju....
-

¥ LY

FIGURE 4.1 — Un circuit RLC' de longue ligne de transmission

Nous considérons que le circuit est formé par des sections infinies de longueur infiniment

petite Ax en successive. Les quatre parameétres linéaires sont les suivants :
1. Résistance R : qui est la résistance des conducteurs, en général elle est trés faible (Q2/m).

2. Inductance linéaire L : chaque section de ligne est soumise a un champ variable créé
par le courant circulant dans les sections voisines. C’est donc le siege de phénomeéenes

d’induction caractérisé par une inductance par unité de longueur (H/m).

3. Conductance G : c’est l'opposé de la résistance entre les deux conducteurs constituant la
ligne.

F

m°

4. Capacité C : c’est la capacité qui existe entre deux conducteurs

Dans ce cas, les lois de modélisation et moyennement les lois de Kirchhoff sont utilisées, le

modéle (4.65)) est obtenu

—D%u(x,t) = Ri(x,t) + LDVi(x, t)

T

—D%(x,t) = Gi(x,t) + CDlu(z, 1)

T

(4.64)
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Un systeme matriciel équivalent qui décrit la figure précédente est donné par,

100 L 0 —R 0 0
Dy xy, (t1,12)

01 C 0 G 0 0 0 wa(ty, ts) B,

- + U(tl,tg)
00 0 0 Do (1) 1 0 -1 0 o(ts, ta) B,

x'l} b
000 0 taw M 52 0 1 0 -1
(4.65)

avec .

u(tl, tg) ]

Thlty, tz) = 2o(t1, t2) = [ i(tr, t2)

On remarque bien qu’il s’agit d’un systéme singulier de Roesser.

Les variables qui représente le vecteur d’état sont : u(ty,ts) est la tension et i(tq1,t2) est le
courant au point t1 du début de la ligne pour un instant ts.

ou t; = x est la variable spatiale qui décrit une distance depuis le début de la ligne, to =t

est une variable qui représente le temps.

1. Cas 01 : Pour C' = 0.00007F/m, R = 0.009Q/m,G = 0.08Q0~'/m, L = 0.02H/m et
a = p = 1. Pour tester l'admissibilité du systéme non forcé (4.65)), nous obtenons que

nous avons une solution non-réalisable (le modéle n’est donc pas admissible).

2. Cas 02 : pour les mémes valeurs de R, L et C' dans le cas 1 avec o = 0.8, = 0.9, Le
systéme considéré (4.65) avec

Ly t17 t2)

xp(t1,t
u(ty, ts) = [44.2614 —24.6661 16.8733 0.0189}[ (t 2>]

v~

K

K est appelé la matrice de gain de retour d’état (Feedback).

Dans ce cas, le systeme (4.65)) se réduit a,

D¢ t1,t ~ t1,t
E gxh( 1, 2) - i Ih( 1, 2) (4.66)
Dy, x, (t1,t) Ty (t1,t2)
avec

10 0 0.02
0 1 0.00007 0

E = (4.67)
00 0 0
00 0 0
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0.1328 —0.0740 0.0506 —0.0899

. —0.0800 0 0 0
A=A+ BK = (4.68)
45409 —1.9733 0.3499 0.0015
0 1.0000 0 —1.0000

Les conditions imposées par notre théoréme principal [1.1] assure l'admissibilité, et la so-

lution faisable proposée est

24796 —0.9125 —0.0000 —0.0000
—0.9125 2.9756  0.0000  0.0000

X = (4.69)
—0.0000 0.0000  1.0000  0.0000

—0.0000  0.0000  0.0000  1.0000

et

—0.2645 —0.2675
0.1883 —0.0639

v — (4.70)
—0.0328 —0.0135

0.0470  0.3015

Exemple 1.2. L’exemple suivant illustre exactitude de [’approche proposée. Considérons le

systeme non forcé (4.8) avec a = 0.4, f = 0.6 et les matrices

10000
01000

E={00000 (4.71)
000710
(0000 0]

04165 1.5350 —0.8697 0.8682 —1.0616 |
0.0784 —0.9935 0.8470 —0.8316 1.0094

A= 03563 6.8170 —3.0333 4.8156 —6.6059 (4.72)
—0.6517 0.1915 —0.1348 1.2781 —1.2468
0.6636  2.1505 —0.5888 1.7413 —1.6655 |

En utilisant notre méthode, nous trouvons que les LMIs dans le théoréme|I.1] sont réalisables,

et une solution réalisable est la suivante
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[ 05487 0.5573  —0.0070  0.3705
0.5573  0.5661 —0.0071 0.3764
X = —0.0070 —0.0071 1.0000 —0.0047
0.3705  0.3764 —0.0047 0.2502
| 00020 0.0020 —0.0000 0.0013
[ 0.2616 —1.1737 |
0.0691 —0.6465
Y = | 0.1465 —0.4543
0.1644 —0.8708
| 0.1216 —0.2672 |

Conclusion et remarques :

0.0020
0.0020
—0.0000
0.0013
1.0000

(4.73)

(4.74)

Dans ce chapitre, nous avons établi les conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité

et 'admissibilité des systemes multidimensionnels fractionnaires singuliers de Roesser dD, avec

d > 2. Une nouvelle approche basée sur le produit de Kronecker, polynome caractéristique

et inégalité matricielle linéaire LMJs est proposée. Tous les résultats obtenus sont simulés et

illustrés numériquement pou une application de circuit électrique afin de montrer 'efficacité et

I’applicabilité de notre méthode.

120



Conclusion générale

Les résultats que nous avons obtenu sont organisés en trois grandes parties, la premiere
consiste a développer et d’étendre les résultats des travaux existants sur la dérivée conformable
pour différentes classes de systemes : uni et multidimensionnels, singuliers et standards, les
conditions de positivité sont examinées pour cette nouvelle classe de systemes afin de résoudre
le probleme d’énergie minimale ainsi que la représentation d’état, nous avons également étudié
un probleme tres intéressant, il s’agit de la solvabilité du modele de Fornasini-Marchesini frac-
tionnaire décrit par la dérivée conformable.

Ensuite, le probleme de controle de I’énergie minimale pour les systemes linéaires continus-
discrets positifs 2D a été formulé et résolu. Des conditions nécessaires et suffisantes pour I’attei-
gnabilité des systemes sont dérivées. Une méthode est proposée dans cette partie pour traiter
la relation entre la valeur du pas de discrétisation sur la positivité d’une certaine classe de
systemes fractionnaires linéaires en temps continu.

La deuxieme partie traite du probleme de solvabilité pour une classe de systemes linéaires
continus fractionnaires singuliers 2D, décrits par les modeles de Fornasini-Marchesini avec la
dérivée fractionnaire de Caputo. Une nouvelle approche pour calculer la solution de la classe
de systemes considérées est développée. L’idée principale est basée sur la matrice fondamentale
et le delta Kronecker et la double transformée de Laplace.

La classe de modeles multidirectionnels de Roesser a également pris une grande place ; nous
avons cependant analysé cette classe tout en se penchant vers deux problemes importants qui
sont la stabilité et 'admissibilité en utilisant I'outil inégalité matricielle linéaire.

Plusieurs perspectives peuvent étre proposés dans le méme axe de recherche.
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Résumé

Titre : Analyse de la Stabilité et Contréle des Modeles Uni et

Multidimensionnels Fractionnaires et Applications

Résumé :

Dans ce travail, nous introduisons la classe des systemes conformables fractionnaires a une et
deux dimensions, le probleme de solvabilité de cette classe de systemes a été résolu en utilisant
les transformées de Laplace et de Sumudu, de nouvelles conditions nécessaires et suffisantes
sur la controlabilité, I'atteignabilité, 'influence du pas de discrétisation sur la positivité sont
proposées pour résoudre le probleme d’énergie minimale. Nous avons également traiter la
stabilité des modeles multidimensionnels de Roesser fractionnaires singuliers en développant
la technique des inégalités matricielles linéaires et le polynome caractéristique pour pouvoir

établir des conditions nécessaires et suffisantes d’admissibilité pour cette classe de systemes.

Mots clés : Modeles fractionnaires, Systemes bidimensionnels, Systéme multidimensionnels,

Stabilité et admissibilité, Positivité et controle a énergie minimale.

Title : Stability Analysis and Control of Uni and Multidimensional Fractional Mo-
dels and Applications

Abstract :

In this work, we introduce the class of one- and two-dimensional fractional conformable sys-
tems, the solvency problem of this class of models has been solved using Laplace and Sumudu
transforms, new necessary and sufficient conditions on the controllability, the reachability, the

influence of discretization step on the positivity are proposed to solve the minimum energy
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Résumé Résumé

control problem. We have also consider the problem of stability for the singular multidimensio-
nal fractional Roesser model by developing the technique of linear matrix inequalities and the
characteristic polynomial to be able to establish necessary and sufficient conditions of admissi-
bility for this class of models.

Keywords : Fractional models, Two-dimensional systems, Multi-dimensional systems,

Stability and admissibility, Positivity and minimum energy control.
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