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INTRODUCTION

La question qui se pose est :« Pourquoi Les Méthodes Numériques En Physique ? ».Les
lois qui régissent les phénomenes physiques sont exprimées par des équations mathématiques
(équations différentielles, équations intégrales, etc.). Etudier le phénoméne consiste souvent a trouver
les solutions analytiques a ces équations chaque fois que c’est possible. Malheureusement trouver une
solution analytique exacte n’est pas toujours possible. Le physicien introduit des approximations
indispensables a la résolution du probleme sans autant réduire la généralité du phénomene. Si non il
fait recours aux méthodes numériques qui deviennent 1I’unique issue. Les méthodes numériques sont
toutes les techniques de calcul qui permettent de résoudre de maniere exacte ou souvent approchée un
probleme donné. L’analyse numérique est une discipline des mathématiques qui s’intéresse a la mise
en pratique de ces méthodes permettant ainsi de résoudre par le calcul purement numérique certains
problemes difficiles ot impossible a résoudre.

Analytiquement. Le calcul numérique est un ensemble de calculs qui sont réalisés sur un
systeme informatique. Contrairement a la résolution exacte et analytique d’un probléme ou la solution
est exempte d’erreurs, la résolution numérique conduit souvent a des solutions entachées d’erreurs
provenant de 3 sources principales :

a. Erreurs de Modélisation

Modéliser un phénoméne revient a produire un ensemble d’équation mathématiques qui le
décrivent. Pour réussir a les résoudre il est souvent nécessaire d’introduire des approximations qui sont
a I’origine des erreurs de modélisation.

b. Erreurs de Représentation sur Ordinateur

Le systeme binaire (base 2) est a la base de la representation des nombres sur ordinateur.
L’unite fondamantale de I’information est le bit qui peut prendre les valeurs 0 ou 1. Les données sont
representées dans la memoire de 1’ordinateur par des mots (case)un ensemble de n bits (8,16,32..)
I’intervale des nombres representables est limité ce qui induit des erreurs d’arrondi.

c. Erreursde Troncature

Ces erreurs sont dues a la representation fini de processus infinie par exemple le
developpement de serie de Taylor des fonctions elementaires utilisé pour leur calcul. On est obligé de
s’arreter a un certain ordre du developpement.
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CHAPITRE 1 Résolution des Equations Non Linéaires

Chapitre 1 RESOLUTION DES EQUATIONS NON
LINEAIRES

1.1 Introduction

En physique comme en d’autres branche de la science, on est souvent confronté a des équations de la
forme f(x) = 0. Une valeur r solution de 1I’équation f(x) = 0 c.a.d. f(r) = 0 est appelée racine ou
zéro de 1’équation. La recherche de la forme analytique exacte de la solution est souvent difficile. Déja
les polynéme p(x)(les fonctions les plus simples) de degré n > 5 Galois a démontré qu’il n’existe pas
de méthodes exactes analytiques pour le calcul des solutions. Il faut donc recourir aux méthodes
numeriques.

1.2 Localisation des Racines par la « Méthode de Tabulation »

Généralement les racines sont localisées soit par une méthode graphique, les racines sont alors les
abscisses des points d’intersection du graphe avec ’axe des x. Dans certains cas ou on peut
transformer le problémef(x) = 0 en un probléeme équivalent g(x) = h(x), les racines sont les
abscisses des points d’intersection des graphes de g et h.

1.2.1 Définition

Cette méthode de tabulation est basée sur le théoreme des valeurs intermédiaires : si une fonction f est
continue sur un intervalle [a, b] tel que f(a) X f(b) < 0 (change de signe) alors il existe au moins un
c tel que f(c) = 0. Lavaleur de la fonction est calculée pour des points discretsx; i = 1,2, ...n puis on
détecte tous les intervalles [x;, x; 1] dans lesquelles la fonction change de signe comme ¢a on aura
localisé ses racines.

1.2.2 L’algorithme

A partir d’un certain intervalle [a, b] qu’on discrétise en points {xq; X1; ...; Xi; ...; X} tel que x; =
Xo +1i X h avec xo = a,x, = b et h est le pas.Pour chaque sous-intervalle, on effectue lesproduits

suivants £ (x;) X f(xi41) cad. {(xo; f(x0)), (15 f (1)), e, (x5 F(x2))s s (3en 5 f ()} €t 2

chaque fois on teste son signe :

a- Déterminer I’intervalle [a, b]

b- Choisir le pas h

c- Effectuer les calculs x; ; f(x;); xiz1; f (Xi41)

d- Tester le produit f(x;) X f(x;;+1) si c’est négatif = 3 au moins une raciner € [x; ; xX;+1]
e- Sinon, continuer avec les autres valeurs de I’intervalle [x;45 ; ...; Xy ]

Exemple
Essayer de localiser les racines pour les équations suivantes :
f(x) =8x3—20x2—-2x+5=0 etg(x) =3*—-3x—-2=0

Pour localiser les racines d’une fonction définie sur R, il est préférable de tracer le graphe de cette
fonction a I’aide d’un logiciel et réduire au maximum 1’intervalle dans lequel il faut chercher la racine.
Le graphe permettra d’avoir une vision plus précise sur la position de la racine dans R.

Solution
a. Fonction f(x) : On commence par tracer le graphe de f(x)

10| Page
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40

(B 3)-(20" X" 2)2"%)+5

30

20

-20

-30

R4 _-"19 1884 05 0 05 1 15 2 25 3

Figure 1.1 : Graphe de la fonction f(x)

On remarque d’aprés le graphe que la fonction posséde trois (03) racines situées dans I’intervalle
[—1; 3]. On réduit I'intervalle de chacune de ces trois racines pour procéder a une résolution de
I’équation par une des méthodes numériques dédiées a cela. La localisation (réduction de I’intervalle)
se fait par la méthode de Tabulation.

Calcul manuel : Divisons I’intervalle [-1 ; 3] en 20 points comme exemple concret pour voir le calcul
manuel.

3-(-1)

e On détermine le pas de calcul h :h = =0,2
X;=Xg+iXh

e Les points de discrétisation (x; ; f(x;)) :{f(x-) 853 — 20x% — 2% 4+ 5
i) i i i

e Test du produit f(x;) X f(xi+1)
Le tableau 1.1 résume les résultats de calcul.

Tableau 1.1 : Résultats de calcul appliguant la tabulation a la fonction f(x)

x; f(x) X f(x)
-1 -21 1,2 -12,376
-0,8 -10,296 14 -15,048
-0,6 -2,728 1,6 -16,632
-0,4 2,088 1,8 -16,744
-0,2 4,536 2 -15

0 5 2,2 -11,016
0,2 3,864 2,4 -4,408
0,4 1,512 2,6 5,208
0,6 -1,672 2,8 18,216
0,8 -5,304 3 35

1 -9

Le calcul manuel nous indique que les racines se situent respectivement dans :
rn €[-06; —-04] ; r€[04;06] ; r;3€[24; 2,6]

b. Fonction g(x) : Les mémes étapes s’appliquent pour cet exemple

11| Page
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70

(3"x}H3"%)-2

| 7i¥enan -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figure 1.2 : Graphe de la fonction g(x)

On remarque d’apres le graphe (figure 1.2) que la fonction g(x) posséde deux (02) racines situées dans
’intervalle [—4 ; 4].0n procede de méme pour la localisation des racines.

Calcul manuel : Divisons I’intervalle [-4 ; 4] en prés de 40 points comme exemple concret pour voir
le calcul manuel.

4—(-4)

e On détermine le pas de calcul h :h = =0,2

Xi =Xg+iXh

e Les points de discrétisation (x; ; g(x))) : {g(x') _ 3% _3y 2
i) — - i

e Test du produit g(x;) X g(xi+1)
Le tableau 1.2 résume les résultats de calculs.

Tableau 1.2 : Résultats de calcul appliquant la tabulation a la fonction g(x)

Xi g(x;) Xi g(x;) Xi g(x;) Xi g(x;)
-4 10,01 -1,8 3,54 0,2 -1,35 2,4 4,77
-3,6 8,82 -1,6 2,97 0,6 -1,87 2,6 7,60
-3,4 8,22 -14 2,41 0,8 -1,99 2,8 11,27
-3,2 7,63 -1,2 1,87 1 -2 3 16
-3 7,04 -1 1,33 1,2 -1,86 3,2 22,03
-2,8 6,45 -0,8 0,82 1,4 -1,54 3,4 29,70
-2,6 5,86 -0,6 0,32 1,6 -1,00 3,6 39,40
-2,4 5,27 -0,4 -0,16 1,8 -0,18 3,8 51,62
-2,2 4,69 -0,2 -0,60 2 1 4 67
-2 4,11 0 -1 2,2 2,61

Le calcul manuel nous indique que les deux racines ri et r, sont situées dans les intervalles :
[—0,6; —0,4] et [1,8; 2]respectivement.

1.2.3 Programme de la « méthode de Tabulation »
a) Fonction f(x)

12| Page
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Frogram Tabulation

implicit none

real, dimen=sion{l0000000%:: =
real:: £f. h., a. b

integer:: 1

| —Entrée des donnees=
write(* *) "Entrez 1l'intervalle [a.b] et le pas h"
Feadi{* %) a, b, h

Z(0)=a

i=0

| ——Di=crétization de l'interwalle [a:b]
Do

i=i+1

={i)=x(0)+1i%*h

| ———Te=st du produit f(=z{i))=*f{=(i+1))

E{(ff=m{i-1))*f{=(i))3<0) exit
Enddo

| ——=Affichage dez résultats
write(#*, %) "la racine s= =itue dans 1'interwalle"
write(®, *) "[", =m{i-1), ";", ={i), "]1"

End

|——1=s Fonction

Function fi{x)
f={B%u®®3 ) —( 20%x*x?)—{2%x)+5
Feturn

Endfunction

Figure 1.3 : Programme FORTRAN de la Méthode de Tabulation pour la fonction f(x)
Remarque

L’intervalle [-1; 3] de f(x) contient les trois racines de cette fonction. Or le programme n’a détecté
que D’intervalle contenant la premiére racine (figure 1.3). D’ou I’utilité de chercher chaque racine
individuellement, c.a.d. compiler le programme pour les trois différents intervalles des racines comme
il est illustré sur la figure 1.4.

FProgram Tabulation

implicit none

real, dimnension{l0000000%:: =
real:: £, h, a. b

integer:: 1i

|——Entrée des donnses :

write(* *) "Entrez l'interwalle [a.b] =t le pas h" c ) 5 e 704 .

Read(*. %) & b, h ; dans 1°i J?ll
-4.800088E-01 ]

=x(0)=a

i=0

| —-Di=zcrétization de l'intervalle [a:b]
Do

i=i+1

=({i)=m{0)+i*h

| ——-Te=t du produit f{=(i))=f{={1+1))
TE({Ef(m(i-1))%f (={1i)))<0) exit
Enddo

| ——Affichage des résultats
write(*®, %) "la racine == situe dans l'interwvalle"”
write(*, %) "[", ={i-1), ":"., ={iy. "1"

End

|—-1La Fonction

Function f(x)
f=(Bemend)—(20%x%x? ) —( 2% )+5
Return

Endfunction

Figure 1.4 :Compilation du programme de Tabulation pour les trois racines

b) Fonction g(x)

13| Page
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Program Tabulation

inplicit none

real. dimension{l0000000):: =
real:: g. h, a. b

integer:: 1

| ——Entreée des données
write(*, *) "Entrez 1'interwvalle [a.b] et le pas h"
Feadi=®.%) a. b, h

A

z(l)=a Entrez 1'intervalle [a,b] et le pas h
i=0
| ——-Discretization de l'intervalle [a:b] B
Do

i1=i+1
E(1)=x({0)+1%*h

| ———Test du produit gi=z{i)i)*g{=(i+l))} .
1f(({g{=(i-1))=g(=(1)))<0) e=it
Enddo

| ———Affichage des résultats
write(*, *) "la racine s =ituse dan= 1'interwalle"
write(*, %) "[", =(i-1). ";", ={i). "]1" -
End a racine = i e dan "interva
| ———TLa Fonction -
Function gix)
g=(3%%x)—(3*x)-2
Feturn
Endfunction

Figure 1.5 :Programme FORTRAN de la Méthode de Tabulation pour la fonction g(x)

1.3 Meéthode de Bissection (Dichotomie)
1.3.1 Définition

Cette méthode repose sur 1’idée toute simple qu’une fonction continue sur un intervalle [a, b] qui
change de signe doit obligatoirement couper I’axe des x. ceci est illustré mathématiquement par le
théoréme des valeurs intermédiaires énoncé ci-dessus. Si de plus f est monotone alors r est unique. On
a une fonction f continue sur [a, b] tel que f(a) X f(b) < 0. Pourdéterminer la racine r supposée
unique avec une certaine précision € on calcule le milieu ¢ = (b + a)/2 si f(a) X f(c) < 0 alors
r € [a,c]sinonr € [c,b]onrépéte la procédure avec le nouvel intervalle et ainsi de suite, on refait
la méme procédure en continuant le processus jusqu'a la niéme itération qui satisfait le critére d’arrét
L,<é& oul, = (b,—a,)/2=L/2" Laracine r appartient a [a,, b, ]. La valeur approchée de r est
le centre de I’intervalle ¢,, = (a,, + b,)/2,doncr = ¢, + L,

On peut estimer le nombre d’itération nécessaire pour obtenir une certaine erreur absolue € par la
relation :

e€> L/2" = (b—a)/2" (1.1)
1.3.2 L’algorithme

Les étapes de ’algorithme peuvent étre décrite comme suit :

i. c=(a+b)/2
ii. Sif(a)xf(c)<O0 alorsb=c
iii. Sif(c)xf(b)<0 alorsa=c
iv.  Précision atteinte (critére d’arrét) arrét
V.  Sinon retour a I’étape i.

La méthode est lente mais la convergence est sure.

Exemple 1
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En utilisant la méthode de Bissection, calculez la racine de la fonction f(x) = x3 — 4x + 1 entre
[1; 2]avec une erreur absolue de 0.02 et un nombre maximum d’itérations N,,,, = 10.

Solution

. ... . b+a 2+1
1. Division de I’intervalle : ¢; = - =5 = 1,5

.. . (fla)xf(c)=(—2)x(-1,63)>0

ii.  Testdu produitf(a) X f(c) <0: { £(0) % F(b) = (=1,63) x (1) < 0

iii.  Localisation de la racine : On remarque que la racine se situe dans le demi-intervalle
[Cl 5 b] = a = C]_

iv.  Vérification de la précision (si AI < €) : AI = ? = % =05>¢

v.  Précision pas encore atteinte, on reprend les mémes étapes avec le nouvel intervalle [c; ; b].

On résume les résultats de calcul dans le tableau 1.3.

Tableau 1.3 :Résultats de calculs de la méthode de Bissection (exemple 1)

a b ¢ f@ f®) f© f@xf© fOxfB) ar=""2% &
1 2 15 -2 1 -163 3,25 -1,63 0,50
150 2 175 -163 1 -0,64 1,04 -0,64 0,25
175 2 18 -064 1 0,09 -0,06 0,09 0,13 0.02
175 188 181 -0,64 009 -0,30 0,19 -0,03 0,06 ’
181 18 184 -030 009 -011 0,03 -0,01 0,03
184 188 186 -011 009 -001  0,00098 -0,00084 0,02

On déduit de ce calcul que la racine de cette fonction estr ~ ¢ ~ 1,86
Exemple 2

En utilisant la méthode de Bissection, calculez la racine de la fonction f(x) =e* —2 entre
[0; 1,4]avec une erreur absolue de 0,01 et un nombre maximum d’itérations Ny, 4, = 10

Solution

On suit les mémes étapes suivis dans I’exemple précédent. Les résultats sont résumés dans le tableau
1.4.La précision est atteinte apreés 8 itérations ou on obtient une précision de 0.005

On déduit de ce calcul que la racine de cette fonction estr ~ ¢ = 0, 69

Tableau 1.4 :Résultats de calculs de la méthode de Bissection (exemple 2)

a b oo f@ fB) f© f@xf© f@xf®) ar=2 e
0,00 140 0,70 -1,00 2,06 0,01 -0,01 0,03 0,70
0,00 0,70 0,35 -1,00 0,010 -0,58 0,58 -0,01 0,35
0,35 0,70 053 -0,58 0,01 -0,31 0,18 -0,004 0,18
053 0,70 061 -0,31 0,01 -0,15 0,05 -0,002 0,09 0.01
061 0,70 066 -0,15 0,01 -0,07 0,01 -0,001 0,04 '
066 0,70 0,68 -0,07r 0,01 -0,03 0,00216 -0,00041 0,02
068 0,70 069 -0,03 0,01 -0,01 0,00024 -0,00011 0,011
069 0,70 069 -0,01 0,00 0,00 -0,00002 0,00004 0,005

Exemple 3
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On utilisera méthode de Bissection pour calculer les racines des fonctions f(x) = 8x3 — 20x2 —
2x +5=0cet g(x) = 3* —3x — 2 = 0de la partie « Méthode de Tabulation ». La figure 8 illustre le
programme utilisé pour la résolution.

r, ~ —0,40001
Les trois racines de f(x) sont : {1, = +0,59999 et les deux racines de g(x) sont :
3 ~ 42,59999

Q

{rl ~ —0,46714
r, ~ +1,83445

1.3.3 Programmes de la « Méthode de Bissection — Dichotomie »

i. Exemplel

inplicit none

doublepreci=sion :: a.b.c, largeur.ep=ilon

real: . f

write(*® #*#) "gntrez les donnée= a. b et ep=ilon”
read(*,.%) a, b .epsilon
5 c={a+b)~2 _ _
largeur={b—a)-2 [N 'F:\Software Setups\Fortran...
| ——Te=t de Fréci=sion
if{largeur: ep=ilon)then
|——Te=t de Produit f{ai=®f{c)
if(f(a)*f(z)<0)then

b=c

goto §

=l=e

a=c

goto &

endif

=l=e

|——Affichagse du REe=zultat
write(*® %) "la racine se=t". o
endif

end

| ——Fonction

function f£{=)
doubleprecision: (=
f=({m®*3)—(d%x)1+1

return

endfunction

ntrez les donnles a, b e

1

=@

o Cconcinue

Figure 1.6 : Programme de I'exemple 1 avec résultat

ii. Exemple2

implicit none
doublepreci=sion :: a.b.c. largeur.ep=ilon

real:: f

write(*, *) "entrez les donnée=s a. b =t epsilon”
read(*®,%®) a, b .ep=ilon

5 o=({a+b). 2

largeur={b—-aj.-2

| ——Te=t de Précision
if{largeur:> ep=ilon)ithen

| ———Te=t de Produit fi{a)=*fi{c)
if(f(a)*f{c)<0)then

b=c

goto &

=l==

a=c

goto &

endif

el=e

| ———Affichage du Résultat
wyritei#*® #*) "la racine e=t". o
endif

end

| ——Fonction
function f£{=)

[N 'F\Software Setups\Fortran90\f...

les donnles a, b et ¢

M

ilo
a.
1

Figure 1.7 :Programme de I'exemple 2 avec résultat
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Remarque

Le programme de cet exemple 2 est identique a celui du premier exemple. Il n’y a que la fonction f(x)
dans la subroutine qui change (encerclée sur I’'image de la figure 1.7).

iii. Exemple3

Program bissection
implicit none

real:: a., b, oc. r. e. f. m
linteger: :© i

| ——Entrée des données
Write(*, %) "Entrez 1l'interwvalle [a. b] =t & {(ep=ilcon)"
Feadi{* %) a. b. =

| ———Boucle

Do

10 ==(b+ai- 2

| ———Te=t

1if (E({a)*f{c)<0) then
b=c

m={b—a). 2
if (m<=2) e=xit
goto 10
=l==
a=c
m={b—al)- 2
iftim<=2) exit
goto 10
endif
enddo
r={b+al) 2
Write(* %) "la racine ==t ="

end [ "F\Software Setup...

Function fi{=

f=(0%mraxax3)—( Z0%x*x2)—{ 2%x)+5
Return

Endfunction

1'interw:
n)

Figure 1.8 :Programme de [’exemple 3 — fonction f(x)

Program bissection
implicit none

real:: a, b, . r., 2. 9. m
linteger:: 1

| ————Entrése des donnees
Writei*x,*) "Entrez l'intervalle [a. b] et e (ep=ilon)"
FEeadi* %) a, b, &

| ———Boucle
Do r 1'intervalle
10 o={b+a)- 2
| ————Te=t
if {gi{a)*g(ci<0) then
b=c
mn={b—al)2
if (m<==) e=xit
goto 10

elsea=c [N "F\Software Setup... —

m={b—a}.2 z 1'intervalle [a, b]

if(m<=2) =exit
goto 10
endif
enddo
r={b+a) 2
Write(*x, *) "la racine e=t =", r

end

Function gi=)
g=(3®em)—( Jex)—2
R=eturn
Endfunction

Figure 1.9 :Programme de [’exemple 3 — fonction g(x)
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1.4 Meéthode du point Fixe
1.4.1 Définition

Un point fixe d’une fonction g(x) est une valeur de x qui reste invariante pour cette fonction x =
f(x). Pour résoudre des équations non linéaires de la forme f(x) = 0 par cette méthode il suffit de
transformer 1’équation f(x) = 0 en un probléme équivalent x = g(x).

A partir d’une certaine valeur initiale x, on commence a construire une suite x, selon le schéma
suivant :

x1 = g(X), xz = g(x1), oo oo, Xnp1 = G (Xn) (1.2)
Les itérations sont répétées jusqu'a ce que la suite x,, converge vers la racine avec une certaine
précision

[Xp41 - Xp| <€ (1.3)
A noter que cette méthode ne converge pas toujours. La convergence dépend en général du choix de la
fonction g(x) et du point initial x.

Exemple :5x3 — 20x + 3 = 0 (x, = 0,5). Dans ce cas on a 3 possibilités pour le choix de g :

()_320x—3_ ) = 3 . _ (5x*+3)

Pour le choix de g(x) = gz(x) on a la convergence mais pas pour les deux autres.

1.4.2 Théoréme

Soitl’équationf (x) = 0 qu’on peut écrire sous la forme x = g(x). Alors si :

i. gk €lab]lV xE€lab]
ii. g est définie différentiable sur [a, b]
iii. lexisteunk/0<k<1let|g'(x)|<k V x € [a,b]
iv.  Alors la suite {x,}(x,+1 = g(x,)) converge vers la racine r quelquesoitx, et r est unique.

1.4.3 Algorithme

A partir d’une certaine valeur x, on effectue les itérations suivantesx,,; = g(x,) c.a.d.x; = g(xy),
Xy = g(xl)' ey Xng1 = g(xn)

i.  Choix de x,

ii.  Effectuer x,,1 = g(xy)

iii.  Si|x,41 - x,| < € (précision atteinte) donc la convergence est atteinte ; arrét.
iv.  Sinon, retour a I’étape ii.

Exemple 1

En utilisant la méthode du Point Fixe, trouver la racine de la fonction f(x) = 5x3 — 20x + 3 avec
une précision de 10~* et une valeur initiale de x, = 0,5

Solution :

3
On détermineg(x;) : f(x) = 5x3 —20x+3 = x= % = x4 =9 =

(5x,-3 +3)
20
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Tableau 1.5 : Résultats de calcul appliquant la méthode du point Fixe — exemple 1

Xit1 g(x;) Abs(Ax) €
Xo 0,5
1 0,1813 0,31875
X 0,1515 0,02976141 1,00E-04
X3 0,1509 0,00061947
X4 0,1509 1,0618E-05

Avyant atteint la précision apres 4 itérations, la racine de la fonction f(x) est r =~ x3 =~ 0, 1509
Exemple 2

Avec la méthode du Point Fixe, trouvez la racine de la fonction f(x) = cos(x) —xe* avec une
précision 10 et une valeur initiale x, = 0.

Solution

cos(x)

On détermine g(x,) : f(x) = cos(x) —xe* = x =0 = xq = glxg) = cos(x;)

eri
Le tableau 1.6 regroupe les résultats de calculs.

Tableau 1.6 :Résultats de calcul appliquant la méthode du point Fixe — exemple 2

Xii1 9x; Abs(Ax) € Xii1 Ix; Abs(Ax) €
X 0 X33 0,5218 9,08E-03
X1 1 1,00E+00 X24 0,5145 7,38E-03
X 0,199 8,01E-01 X35 0,5204 6,00E-03
X3 0,804 6,05E-01 X26 0,5156 4,88E-03
X4 0,311 4,93E-01 X27 0,5195 3,96E-03
X5 0,698 3,87E-01 X2g 0,5163 3,22E-03
Xg 0,381 3,16E-01 X29 0,5189 2,62E-03
X7 0,634 2,53E-01 X30 0,5168 2,13E-03
Xg 0,427 2,06E-01 X31 0,5185 1,73E-03
X9 0,593 1,66E-01 X33 0,5171 1,40E-03

X10 0,458 1,36E-01 X33 0,5183 1,14E-03

X11 0,567 1,09E-01 1,00E-04 X34 0,5173 9,27E-04 1,00E-04

X12 0,478 8,92E-02 X35 0,5181 7,54E-04

X13 0,550 7,23E-02 X36 0,5175 6,12E-04

X14 0,492 5,89E-02 X37 0,5180 4,98E-04

X15 0,539 4,77E-02 X3g 0,5176 4,04E-04

X16 0,500 3,88E-02 X39 0,5179 3,29E-04

X17 0,532 3,15E-02 X410 0,5176 2,67E-04

X1g 0,506 2,56E-02 X411 0,5179 2,17E-04

X19 0,527 2,08E-02 X4 0,5177 1,76E-04

X20 0,510 1,69E-02 X43 0,5178 1,43E-04

X21 0,524 1,37E-02 X44 0,5177 1,17E-04

X22 0,513 1,12E-02 X45 0,5178 9,47E-05
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On atteint la précision aprés 45 itérations. On déduit que la racine de la fonction f(x) = cos(x) — xe*
est:r = x44 = 0,5177
Exemple 3

Avec la méthode du Point Fixe, calculez la racine de la fonction f(x) = 3x + sin(x) — e* avec une
erreur relative de 0,01 et une valeur initiale x, = 1

Solution

e*—sin(x)
3

_ __ e*i—sin(x;)
= X =g(x) =——F—

On détermine g(x;) : f(x) = 3x +sin(x) —e* = x =
Le tableau 1.7 regroupe les résultats de calculs. La précision est atteinte aprés cing (05) itérations.
On déduit que la racine de la fonction f(x) = 3x + sin(x) —e* estr = x4, = 0,3625

Tableau 1.7 :Résultats de calcul appliquant la méthode du point Fixe — exemple 3

Xi+1 9x; Abs(Ax) £
Xo 1
X1 0,63 3,74E-01
X 0,43 1,98E-01 1 00E-02
X3 0,37 5,49E-02 ’
X4 0,36 1,05E-02
X5 0,36 1,78E-03

1.4.4 Programme de la « méthode du Point Fixe »
i. Exemplel

Frogram Point_Fi=xe
Inplicit none

real:: ¥, e,
real, dimension(l:1000000%:: =
integer:: 1

| ————Entrése desz données

Write(#*,%*) "Entrez lesz donnés =20 =t 2 (ep=ilon)”
Bead(=®.*) =(0), =
i:a“BDuClE N "F\Software Setups\Fortran90...  — O X
Do Entrez les donnUs x@ et e (epsilon)
i=1i+1
m(i+l)=gi(=(1i))
| ———Te=st . _
if (Ab=s({=z{i+l)-={i)l<e) exit 8 e e B 1.5668060E-81
Enddo any key to continue

| ————&ffichage de la racine ) )
r==(1i)

Write(#*,%#) "La racine ezt r=", r
End

| ————Ta Fonction

Function gi(=)

g={ (Gexex3 1+3)1.-20

REeturn

Endfunction

Figure 1.10 :Programme Méthode du POINT FIXE appliqué a [’exemple 1

ii. Exemple2
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Frogram Point_Fixe
Implicit none

real:: ¥, =, g
real, dimension(l:1000000%:: =
integer:: 1

| ———FEntrée des donnses

Write(#* %) "Entrez les donnés =0 et 2 (ep=ilon)”
Feadi(=_ =) =(0), =
!_E__BDU-C]-E [ "F\Software Setups\Fortran...
i=

Do trez les donnls x@
i=1+1 c

=2(1i+l)=g(=(i}}

| ———Te=t

if (Ab=({={i+l)—=(i))<e) exit
Endda K any key to continue
| ————Affichage de la racine
r=={1i)

Urite(#* %) "La racine e=st r»=",
End

| ———TLa Fonction

Function gi(=)
g={co=(x) ) (exp(x))

FE=eturn

Endfunction

Figure 1.11 :Programme Méthode du POINT FIXE appliqué a [’exemple 2

iii. Exemple3

Frogram Point_Fixe
Inplicit none

real:: r, 2. g
real. dimen=iondl:1000000%:: =
integer:: 1

| ———Entrése des donnses

Write(*®, %) "Entrez lesz donnés =20 =t & (ep=ilon)”
Fead(* %) =(0), e
!—E——BDU-C]-E N "F\Software Setups\Fortran... — O 4
i=

Do Entrez les donnUs x8 et e (epsilon)
1=1i+1
={i+1)=g(=(i))
| ————Te=t . i = O3 _ Oy
if (Abs(x(i+l)-m(i)l<es) exit - e ' 92E-81
Endda € any key to continue

| ———Affichage de la racine
r==(1)

Writei(*®, %) "Lz racine est r=", r
End

| ————Ta Fonction

Function gi{x)

g={iexp(x))- =in(=x) )3

Feturn

Endfunction

Figure 1.12 :Programme Méthode du POINT FIXE appliqué a [’exemple 3

1.5 Meéthode de Newton — Raphson
1.5.1 Définition

Cette méthode est basée sur le développement de Taylor au voisinage d’un point (négligeant les
termes d’ordre supérieur) tel que :
f™ (%)

f”(xo) (x — x0)2 Foee —'(x —x)"

FG) = £ o) + £ Gxo) (x = x0) +— . (1.4)

+ .-
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f(r)y=0;soitr=x+nh

flx+h)=f(x)+hXf'(x)+h?xf"(x)/2! (1.5)
A T’ordre 1, ’équation 1.5 devient :
flx+h) =fx)+hxf'(x)+0(?) (1.6)
Dans le cas ou x + h = r, on obtient :
fMO=f@)+hxf'(x)+0(h?) =0 = h= —}% (1.7)

On construit une suite sur cette définition c.a.d. on s’approche de r a partir d’un certain point initial x,
en ajoutant a chaque fois un accroissement h = —f(x)/f'(x) comme suit :

f(xo) _ f(xo) _ fO) f(xn)

) T T iy T T iy M T T e

(1.8)

On est d’autant plus proche de r si le rapport de f et f’est de I’ordre zéro

[r — x| = |f(x)/f (0] ~0(0) (1.9)

On s’arréte dés que la précision est atteinte c.a.d. |x,41 — x| < €.

1.5.2 L’algorithme

i.  Choix de x,

fx)

f1ee)

iii.  Test de précision |x;,; — x;| < €. Si oui, on s’arréte.
iv.  Sinon, retour I’étape ii.

ii. Calculdex;,q =x; —

Exemple

En utilisant la méthode de Newton, résoudre 1’équation suivante : f(x) = (x —1)2 = 0 avec x, = 0
et une précision de ¢ = 10710

Solution

On utilise le programme FORTRAN qui réduit considérablement le temps de résolution. La figure
1.13 montre le programme avec le résultat de compilation.
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1.5.3 Programme de la « Méthode de Newton — Raphson »

Frogram Hewton

Implicit none

doubleprecision:: e, r

real:: £, fp

doublepreciszion. dimen=sion(l:1000000%:: =
integer:: 1

Write(*, %) "Entrez les donnés =0 et & (ep=ilon)’
Read(*. #*) =(0), =

i=0 N "F\Software Setups\Fortran90Vf... — O
Do

1=i+1
2(i+1)==(1)-(f(=(1) ) fp(=(1)])

e (epsilon)

| ————Te=t de précision a racine est

: ; . . ST =

if (Abs(x(i+l)-=(i))<e) exit Press any key to continue
Enddo

r=E(1)

Write(* %) "La racine e=t r=", r

End

| ———La Fonction
Function f ()
doubleprecision: . =
f=(m—1)%=x2

Feturn

Endfunction

| ————La Deérivés
Function fp(x)
doubleprecision: : =
fp=2%({=-1)

Feturn

Endfunction

Figure 1.13 : Programme de la méthode de Newton — Raphson

1.6 Racines Multiples
1.6.1 Définition
Une fonction f, dont la raciner est dite de multiplicité m,est de la forme :

f(x) =(x—r)™h(x)avec h(r)#0 (1.10)
1.6.2 Théoréme

Une racine r estde multiplicitt msi f'(r) = f"(r) = - = f™M@) = 0 et f™HV () £ 0

1.7 Cas de fonction Polynémiale

Un polynéme de degré n général est de la formep(x) = apx™ + ap_1x™ 1 +--+a, o0 {a;} €
CouR

1.7.1 Evaluation de Polyndme (Schéma de HORNER)

L’évaluation direct du polynéme nécessite n(n + 1)/2 multiplications et n additions. Pour diminuer
la complexité,Horner proposa de factoriser p(x) sous la forme :

p(x) = (( ((anx +a,_1)x+ an_z)x + - al)x + ao) (1.12)

On obtient les relations de récurrence suivante :

23| Page



CHAPITRE 1 Résolution des Equations Non Linéaires

by =a,; by =box+ay_1;...;by =bp_1x+apn_g;...;bp =by_1x+ag (1.12)
Dans ce cas la valeur du polynéme p,, (x) au point x, est p,,(xo) = b,, = bp,_1x + ag qu’on obtient
apres avoir calculé récursivement by, b,, ... by _.

1.7.1.1 Programme du « Schéma de Horner »

Program =chema_de Horner
implicit none

integer :: n.k

doublepreci=sion :: =0

integer .paramnster :: ndim=13
doubleprecizion . dimension(l:ndim):: a.b

| ——TL'ordre du polyndmne
print#*, 'donner 1' 'ordre du polvnome pix)=al+al*=+.  an*=x"n'
read(*®, %) n

| ——Tecture des cosfficient afi)
do i=0.n

print#*®, ‘donner la wvaleur du coefficient' 1

resd(*, ®) (1)

enddo

|——Calcul de P(=0)

print#*® ., ‘'donner la waleur =0 & laguelle wous wvoulez calculer Piz)'
read(*,*®) =0

bBi0)=ain)

do k=1.n

bili=b{l-1)*®z0+ain-l)

enddo

|——Affichage du részultat
write(*®,*®1 'la waleur du plvnome pi{x) au point =0 e=st' . bin)
end

Figure 1.14 :Programme du Schéma de HORNER

1.7.2 Division de Polynéme
Soit b(x) un polynéme de degrép < n en divisant p(x) par b(x) on aura en générale :
p(x) = q(x)b(x) + R(x) (1.13)
Ou g(x) est le quotient etR(x) est le reste (degré de R < degré de g évidement).
Cas particulier ou b(x)=(x—1r) = px)=(x—-r)g(x)+R(Xx) (1.14)

e Sidegré[p(x)] = nalorsdegré[q(x)] = (n — 1)etdegré[R(x)] = 0 Donc R(x) est
constante par conséquent.
e Sirestune racine de p alors (x — r) est un diviseur de p(x) et R(x) = 0

Deplusp'(x) = (x —1)q'(x) + q(x) = p'(r) = q(r)
1.7.3 Séparation et Calcul du Nombre des Racines

1.7.3.1 Régle de DESCARTES

Soit {a; ; i = 0...n}la suite des coefficients de p(x) supposés réels (certains peuvent étre nuls) et soit
kle nombre de changement de signe de cette suite alors le nombrep de racines réelles positives vérifie
p < k etk —p = pair. Le nombre des racines négatives est obtenu en appliquant cette regle au
polyndme p(—x).

Exemple
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p(x)=x—-x—-1;k=1=p<1 = p=0;1et(k —p) = pair = p = 1(Uneracine
positive)

p(—x) =x®+x —1; k = 1etp =1 (Une racine négative)

1.7.3.2 Théoreme de STURM

A partir du polyndme p,(x) = a,x™ + a,_;x" 1+ -+ ay, on construit la suite de polynémes
suivants :

Po(x) = p(x); R, (x) = reste de la division de pogx;
p1(x) =p'(x); 51(;6)
P2(¥) = =R, (x); ou + R,(x) = reste de la division de 1( ) (1.15)
p3(x) = =R (x); p2(x
kpk () = =Ry, (%) i) Ri_1(x) = reste de la division de P2 (%)
Pr-1(x)

On s’arréte a p,,, (x) quand R,, devient constant.
La suite {po(x) ; p1(x); P2(x); ...; Pm(x)} est appelée « Suite de STURM ».

Le nombre des racines réelles de p(x) dans I’intervalle [a, b] est égale & |[w(b) — w(a)|Ou w(x) est
le nombre de changement de signe de la suite {p(x)}.

1.7.3.2.1 Programme du « Théoréme de STIRM »

Program STUERM
inplicit none

doublepreci=zion :: ®l.=:Z

integer ,paramncster :: ndim=300,poly=10
doublepreci=sion . dimenszionil:ndim,.0:poly):: bl.bZ2.a
integer :: i.n.k.p.m.j.ncsa,ncsh

write(*,*) "donner l'ordre du polynome plxl=al+al#*z+. . an*=z"n"
read(*®, %) n,m

write(*®,*®) "donner la suite de STURM plOi{=). plix)...pn{=)"

p=0

5 p=p+l

do i=0.p

do j=0.m

write(*, %) "donner la waleur du coefficient". 1." du polynomes". ]
read(*®, %) a(i,j)

enddo

enddo

if{p< m) goto &

I zalcul de la waleur de la =suite de =turm pifa) .piiblau borne de 1'intervalle'

y=b1{k-1.7i%xl+a(n-k. )
b2(k.3)=b2{k-1,7)*=2+a(n—k,j)

enddo

I calcul du nombre de changement de signe wia) =t wib) puis |wial—-wib)|
ncza=0

ncshb=0

do 3=0.m-1

1f(blin.j)*bl{n.j+1)<0) ncsa=ncza+l

1f(b2{n.7)*b2{n.3+13<0) ncsb=ncshb+l

enddo

write(*®,*®) nc=a, ncsh

End

Figure 1.15 :Programme FORTRAN du Théoréme de STURM
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Chapitre 2 SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES

2.1 Introduction

Un systeme linaire a n variables avec n équations est un ensemble d’équations de la forme suivante :

fallxl + A12Xy + A13X3 corvns A nXn = b1
Az1X1 T QX3 + Az3X3 .. .. AznXn = by

{ (1. 2)
Ap1X1 + ApaXy + Ap3X3 .. .. ApnXn = by

\Ap1X1 + ApaXy + Ap3Xs e . ApnXn = by

Les a;; et bi(i,j =1..n)sont des parametres numeriques donnés et les x;(i = 1..n) sontles

inconnues. La solution du systéme consiste a trouver I’ensemble des valeur x; i = 1...n qui vérifient
ces éguations en méme temps.

On peut I’écrire sous forme matricielle : AX=B

A11012013:A1p X1 b,
/a21a22a23 a2n\ /xz\ b,
] | :

' (1. 2)
Ap1Qp2Qp3: apn Xp b,
An10n20n3:Ann Xn bn

Ce type de systéme d’équations linéaires joue un role important dans divers domaines de physique et
¢électronique. On s’intéresse particuliérement au systéme de Cramer c.a.d. ceux qui ont det(4) # 0
dans ce cas la solution du systéeme est unique.

Dans le cas ou le nombre d’équations et par conséquent d’inconnus est élevés les méthodes de
résolution d’algebre usuelles sont inapplicables et 1’utilisation des méthodes numériques s’avere
inévitable.

2.2 Méthodes d’Elimination de Gauss (Triangularisation)

2.2.1 Définition

Cette méthode est basée sur 1’élimination des variables une a une jusqu'a rendre le systéme ou la
matrice A triangulaire. Premiérement, on commence par définir une matrice triangulaire.

Définition :Une matrice est dite triangulaire si elle est de la forme suivante :

Matrice triangulaire inferieure avec Matrice triangulaire supérieure avec
aUZOSll<j alIZOSii>j
a1 0 0 0:0 ap1 @12 A3 - Safln
I ! .
a;;az;2 0 0:0 0 a';paz3 =a’2”
I . . .
a3, a3,a33 i 0 00 az; ;- id3n
- a;,pi 0 0 0 Appiayy
\000/
anlanzan3 Eann O 0 0 :a;m
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Pour un systeme a n équations, on a besoin en générale de (n — 1) étapes (éliminations) et a chaque
etape on aura un nouveau systeme dont les coefficientsa;; et b; sont différent de ceux du systeme
précédent.

a11x1 + a12x2 + a13X3 + ce + alnxn = b1 equ. (1)
(0 +  aj,xy + ah3xg + o+ ahpxy = by equ.(2)
{ e , (11.3)

0+0+ ..... + appxp + .t appx, = by equ. (p)

0+0+ ... + . +0 +ap,x, = by equ. (n)
a1 Q12 a13§a,1” X1 b,
. / 0 alzz a'23§a2n\ X2 bé
En notation | o o az, || ¢ :

. 0 P x, | = p (11. 4)

matricielle - App:Qpn P P
0 0 ..:: \ : / :
0 0 0/ W/ \pp

2.2.2 L’algorithme

. o . \ by -
Pour calculer la solution on commence par la derniére équation d’ou on calcule x, = a,—" puis on
nn

remplace dans 1’équation précédente (n — 1) pour avoir x,_; et ainsi de suite jusqu’a la premiére
équation pour obtenir x,( en remontée)

Exemple de Triangularisation

Pour illustrer cette méthode effectuant la triangularisation, on applique la méthode d’élimination de
Gauss a un systéme de trois équations.

ay1x1 + a12%; + ag3x3 = by equ. (1) En notation a1 A1z A3\ /X1 b,y
Az1%1 + Az2X; + Ay3x3 = byequ. (2) matricielle = Qz1 Az A3 | X2]|=|b,
bs

Q31X1 + AzpX, + azz3x3 = b;  equ.(3) az; Qzz aszz/ \X3

Etapes 1 : Elimination de la variable x; des équations (2) et (3). Pour cela :

a- On multiplie I’équation (1) par (— %) on aura une novelle équation (1) :
11

azy azy az, ,
QA12X2 — a_a13x3 =—-—b; ..(1")

axq
(1) x (— —) = —ayx; — —
aiq 11 aiq

aiq

b- On ajoute 1’équation obtenue (1) a I’équation (2) ((1’) + (2)) onaura:
’ az1 ajzq aq
1+@2) = 0.x+ (azz ——a12>x2 + (a23 — —alg)xg = (bz ——b1>
a11 a11

De la forme 0.x1 + az,x; + aj3x3 = by

Puis de la méme maniére on élimine x; de I’équation (3)

c- On multiplie I’équation (1) par (— ?) on aura une novelle équation (1"):
11
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asq asy asq asq "
(1) x (_ _) = —d31X — ——A1pX ———ay3x3 = ——Db;  ...(1")
a a1 ai ai

d- On ajoute I’équation obtenue (1'") a I’équation (3) ((1”) + (3)) onaura:
" asi aszi asiq
@+@3) = 0.x;+ (a32 ——a12>x2 + (a33 — —a13)x3 = (b3 ——b1>
a1 a1 a1
De la forme 0.x, + az,x; + azzx3 = b,
Le systeme apres 1’étape 1 s’écrit donc :

aq1X1 + ay2x9 + a13x3 = by equ. (1)
0.x; + ajyx, + aj3x3 = by equ.(2')
0.x1 + ajyx, +as3x3 = b;  equ.(3")

Avec :

;o azi o az1 T asi o
Azz = |\Q22 ——QA12) ; A3 = (A3 ———0q3) ; A3z = |\A32 ——Aq2 ) ; Q33
1 a1 a1
_ (a azq a ) ]
=\a33 —— 13 ) ;
a1
az1 az1
b; = (bz —_b1) ; by = (b3 _ib1>
a1
Etape 2 Elimination de la variable x, de 1I’équation (3") du nouveau systéeme
R . .. . a’
a- On procede de la méme maniére, on multiplie ’équation(2") par (— afn)on
22
obtientl’équation (2''):

a a' a'
I} 32 ’ 32 _ 32, "
(2))((— 7 > :0.xl_ a32x2_ 7 a23X3—_ 7 b2 (2 )
a2 a2z a2

b- On ajoute I’équation obtenue (2") & I’équation (3")((2'") + (3")) on aura la nouvelle
équation :

’" ' ' a3z , (%2,
(2)+(3) - 0.x1+0.x2+ a33_ 7 a13 X3— b3_ 7 b2
az» azz

De la forme 0.x1 + 0.x, + aj3x3 = b
Le systéme apres 1’étape 2 s’écrit donc :

aj1Xx1 + A12Xy + aiz3X3 = bl equ. (1)

0.x1 + ayyx, +azsx; =b;,  equ.(2")

0.x1 + 0.x; + aj3x3 = by  equ.(3")
7 I_a§21 noo_ :_a_éz,
Avec : ajz; = (as; aiz) et byz =|b3 o by

!
Az, 22

Donc a I’étape 2 le systéme est devenu triangulaire.
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a1 Q2 A13\ /X3 b,
! !

0 axy axp|lx|= b,

0 0 aj3/ \x3 by

On le résout par remontée de 1’équation (3"") comme décrit dans les étapes suivantes :

n

b
(a) On calcule x5 = ‘73,
33

(b) On remplacex; dans 1’équation (2") pour obtenir x, =

! !
by—az3x3
!

az2
. . . . by -

(c) Finalement, on extrait de I’équation (1) x4 = M
11

(d) En généralisant la formule, on obtient :

o = b; — ¥4 Aii+1)Xi+1 (1. 5)
' a;; '

Exemple d'un systeme (3 x 3)
2x1+ x; —4x3= 8 (D En notation 2 1 —4\ /X1 8
3x; +3x, —5x3 =14 ..(2) . 3 3 —5||*x2]|=(|14

matricielle =
4x, +5x, —2x3 =16  ...(3) 4 5 -2/ \x3 16

Etape 1 : On calcule les coefficients a;; du nouveau systéme ou on élimine x, des équations (2) et (3)

/ az1 3 3 / az1 3
a22=(a22_a_11a12)=(3_§.1)=§ a23=<a23—a—11a13>: —5—5(_4) :1
/ as3; 4 , as; 4
= o= 2) = (5-30) =3 e (o= 200) - (2= §ow) -
a21 3 a31 4
b’=(b ——b>=(14——8)= b’=<b ——b>=(16——8)=0
2 2 a 1 2 3 3 a]_l 1 2
Donc au terme de I’étape 1, nous avons éliminé la variable x; des équations (2) et (3). Le systeme
devient alors :
le + x2 - 4X3 == 8 (1)

3
0+50,+1=2 .(2)
0 + 3x2 + 6X3 =0 .. (3,)

Etape 2 : On calcule les coefficients a;; du nouveau systéme ou on élimine x, de 1’équation (3) :

" ’ a,32 ’ 3 " ’ aéz ’ 3
a33: Q33 ——F—0y3 | = 6_?1 =4 b3 = b3 i bz = 0—?2 = —4
azz = aza =
2 2
Suite a I’étape 2 le nouveau systéme prend la forme triangulaire recherchée :
2x1 + xZ - 4‘.X3 = 8 (1)
3
0 + Exz + .x3 = 2 (2,)

0+ 0+ 4x3=—4 ..(3")

Désormais, on peut aisément calculer les variables en remontant de la variable x5 tel que :
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- De I’équation (3”) = x3 =-1
- Onremplace x5 dans (2') = x, =2

1
- On remplace x, et x, dans (1) = x, =1 = Enfin la solution du systeme est( 2 )

-1
2.2.3 Généralisation de la Triangularisation pour un systeme (N x N)

On a eu besoin de 2 étapes pour rendre triangulaire le systéme a (3 x 3). Les coefficients de chaque
étape s’obtiennent a partir des coefficients de 1’étape précédente. En générale pour un systéme
(N x N) c.a.d. N équations a N inconnues, on aura besoin en générale de (N — 1) étapes pour
triangulariser le systéme. A une étape (p) quelconque, les coefficients s’écrivent :

(p-1) ag " (-1 (-1 ag " (p-1)

) _ p-1) _"ip p-1 » _ p-1)_ ip p-1

a;” =\ a; oD M eth;” =\ b; (p—1)bp (11.6)
App a,,

o Lesa® et bPsont les coefficients a I’étape (p)
ij i
e Les ag.)_l) et bi(p_l) sont les coefficients a 1’étape (p-1)

e Les ag-)) et bl.(o) sont les coefficients du systéme initiale a;;et b;

)

e Lesa;;” =0pouri<pouj<pDoncilestinutile de calculer ces éléments

Dans I’exemple (3 X 3) qu’on a vu précédemment, les a;; et b;sont les coefficients a I’étape

J
l " Iy " 2 "
j et b; sont ceux de I’étape (2) (a;; = agj) et b;; =

(D(aj; = as) et bj; = bi(l)) alors que les a;
@
bP).

A une étape (p) quelconque le systeme (N x N) a la forme générale suivante :

ai1Xx1 + A12Xo + aqi3X3 e T ApnXn = b1
0 + aglz)xz + aglg)x3 + o ...a%)xn = bgl)
0 + 0+ a§23)x3 + ot agfl)xn = béz)
{ (. 7)
0+ ..+0+ ... ag,_l)xp + agl_l)xn = br(,p_l)
(
0+ oot 04 @) x, + ot alixy, = b

C.a.d. on a éliminé les (p — 1) premiere variables x;(i = 1,..., p — 1) de toutes les équations du
systeme.

A T’étape (n—1) finale on aura éliminé toute les variables x;(i =1,.., n—1) de toutes les
équations du systéme qui devient alors triangulaire.

([ Q11X1 + A12X5 + A13X3 + oo vee e e F QX = Dy
0 + aglz)xz + a%)x3 + o ...agl)xn = bél)
0 + 0+ a§23)x3 + ot a%)xn = béz)
3 (11.8)
0+ ..+0+ ... aé?,_l)xp + agl_l)xn = bz(,p_l)
04 ot 04 a0+ .0+ aT Vi, = p07Y
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e a b
ay; @1z 43 fa (11n) X1 (1)
0 Wag® g i a x b
Ayy 23 “2a 720 2 2
0 0,2 @ 7. a® || b
. .. as; Azq .t 3n . 3
En notation matricielle : L=
0 T -1 ,@D || x (-1
B O . I()I;) )...:a n Sp bp
00 T i) \x -
0 .. o .0a@v) Ml \ e

®)

N.B : Les coefficients a;;* s’appellent les pivots est doivent étres non nuls.

Exemple 1

Xp+x;+x3="6 1 1 1 X1 6
Le systeme suivant{x; +3x, +2x3 =13 = |1 3 2 || *2]|=(13
X1 +x,—x3=0 1 1 -1/ \%3 0

On a un systéme 3 X 3 c.a.d. on aura besoin en générale de (n — 1) = 2 étapes pour rendre le systeme
triangulaire en utilisant les relations (I1. 6) :

(] (p-1) a(p—l) (r-1) » (-1 a(p—l) (r-1)

p) _ p-1 p p-1 p) _ p-1 lp p—1

aij = <aij —Wapj ) et bi = <bl —Wbp )
app pp

Il faut se rappeler que les coefficients ag.’) tel que i < p ou j < p sont nuls donc ce n’est pas la peine

de les calculer.

Etape 1 : on calcule les coefficients du nouveau systeme aS)et bi(l) (de I’étape 1) p = 1:

ay1x1 + agpxy + agzxz = by

0.x, + aglz)x2 + a%)x3 = bgl)
0.x, + aglz)x2 + a%)x3 = bgl)

Les coefficients de la 1°¢ équation ne changent pas ag(i) = a1, agg) = a2, ag) = a3, b§°) = b,

Etape 2 : Puis on calcul les coefficients a; et b{® (de I'étape 2) p = 2:

a11X1 + Aq2x7 + ay3x3 = by

0.xq + ag)xz + a%)x3 = bgl)

0.1 +0.x5 + agzg)x3 = béz)

De (11.6), on a les coefficients du systéme a I’étape 1 :

) (0 a(f) (0) (1 (0) agf) (0)
L l

aij = aij —malj Et bi = bi _Wbl
aiq a4

On commence le calcul de chaque élémentaveci > petj >p:

(0)
o i=2etj=2 = a§12)=(agg)—%a$)>=(3— %.1)=2 ﬁaglz)=2
11
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@ _(,© _a @© 1 - n _
az3 = (a23 ?3) 13) (2_1-1)—1 = a3 =1
)
(0)_a31 4 (0) (1) —
b= b1 ) (13-36) =7 =7

- (¢
o

a “g;) 53)) (1-11)=0=al =0

e i=2etj=3 =
D =

e i=3etj=2 = aglz)

1 0 a 0 ] 1 ] 2 1
ai(’>3) ( ¢ ) ?;) §3)> ( 1° ) = = aéS) =
e (=3etj=3 =
(1) (0) a (0) 1 — 1 _

Donc la forme du systéme a ’étape 1 est :

X1 +X,+x3=6 equ(1)
0.x1 +2x, +x3 =7 equ(2)
0.x1 +0.x, — 2x3 = —6 equ(3)

On remarque qu’au terme de ’étape 1, le systeme est déja triangulaire. On n’a donc pas besoin de
passer par I’étape 2. On saute directement a la résolution du systéme en calculant x5 a partir de
I’equ(3), puis x, de I’equ(2) et enfin x; de ’equ(1).

Exemple 2

X, + 2%, +3x3 =4

{O.xl +x,+3x3=1
6x1 +8x; +x3=1

(0 ) €Y

Dans ce cas, on remarque que le coefficient a; i

©
qui est nul : af’ = (fjo) a(o) (0))

= a,, = 0. Pour calcul les a;;”, il faut diviser par a,4

Pour y remédier on a quelques astuces utiles a employer. Par exemple, On peut changer I’ordre des
équations ce qui n’affecte pas la solution. Si on change I’ordre des équations (1) et (2) a (2) et (1), le

systeme devient :
X1+ 2xy +3x3 =4 1 2 3\ /%1 4
{O.xl +x,+3x3;=1 = (0 1 3) <x2> = (1)
6x1+8X2+X3=1 6 8 1 X3 1

On procéde de la méme maniére que 1’exemple précédent en commengant par 1’étape 1 :

a® = [ 4@ a(f) () @ _ [ ,0_ a(l (0

L l

a;;” = | ag _a(O)aU Et b b; (o)b
11

On commence le calcul de chaque élémentaveci >petj >p:
e i=2etj=2= af) = (agg) a?&ﬂf?) (1 - %x 2) =1=al =1

1 0 a 0 0 1
a§3) (ags'.) (0) 53)) (3 —1X 3) =3 = ags) =3

o i=Z2etj=3 = (0)

{0 — “21b(°)) (1-3x4)=1 = b =1

D _
b 2 (0)

o i=3etj=2 = o) = (afy - “?;) o) = (8- $x2)=—4 = aff = -4
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(1) (0)

a33—(a33
e i=3etj=3 =
1 0 a 0
o = (49~ 5010) = 1 -

Donc la forme du systéme a ’étape 1 est :

x1+2xZ+3X3:4'
0x1+x2+3x3 =1
0x1 - 4'x2 - 17X3 = —-23

Il n’est pas encore triangulaire. On passe alors a I’étape 2, le calcul des coefficients a;;

a? =

a(l)

a(l) “i2 (1)

aij ij a(l) azj
22

Et

a? (0)
?3) a13 ) (1 -

6 (1)

2x3)=-17 =afy =-17
2x4)=-23 = b’ =-23
1
equ(1)
equ(2)
equ(3)
@) g1 p@

@) (D _ a(zl) €y
l
b;” =\ b ——55b;
a
22

Il faut se rappeler que les coefficients a (p) tel que i < p ou j < p sont nuls donc ce n’est pas la peine

de les calculer. Pour p = 2, il reste seulement a? et b

o _(o_55 —4 @ _
a3 = | dzg —Ea23 :(—17—T3> -5 :>a -5
i=3etj=3 = (22
o _ (o 55 _—4 ) @ _ _
by (b (1)b ) (23 1 1 -1 = by’ =-19
Ainsi le systéme a 1’étape 2 devient :
X1+ 2x, +3x3 =4 equ(l)
Ox; +x,+3x3=1 equ(2)
0x; + 0x; — 5x3 = =19 equ(3)
i 2 - L, 52, %
La solution du systéme est : {x3 =TiXp = oA = 5}
Exemple 3
X1+ +x3+x, =1 1 1 1 1\ /% 1
2x1 + x5 +x3 — x4 =1: 2 1 1 —1|[*)|_(1
x1+2x2+X3+ZX4=1 1 2 1 2 X3 1
xl_xz_.X3+X4 =1 1 -1 -1 1 X4 1

C’est un systéeme 4 X 4. On a besoin de 3 étapes en générale pour triangulariser le systeme en

procédant de la méme maniére que les exemples précédents.

En générale, la forme finale (triangulaire) du systéme qui nous permettra de le résoudre est :

X1+ X +x3+ x4

=1

0xq + a(l)xz + a(l)x3 + a(l)x4 = b(l)

0x; + Ox, + a§3)x3 + agi)

0x; + Ox, + O0x3 + a,,

e A létape 1, le systéme s’écrite avec les coefficients :

Xg = béZ)
Oy, = b
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a® = [ 4@ a(l) NO) @ _ 50 _ a(l (0)
L i P
a; =\ — @y Ay et b; b; (0) by i,j=2,..4
a4 a1
xl+x2+x3+X4 :1
Oxl_xZ_x3 _3X4 = _1

0x1+xZ+OX3+X4:0
0x1 —2x, —2x3 +0x, =0

e Alétape?2:
a® = [ 4@ _ aiy) e @) _ afy’ (1)
i i ..
l] l] (1) 2] et bi = bi (1)b i,j=3,4
22 22
xl+x2+x3+X4 :1
Oxl_xZ_x3 _3X4 = _1
0x1 + Oxz _X3 - 2x4, = _1

Oxl + OxZ + OX3 + 6X4 = 2

Ici encore on n’a pas besoin de passer par 1’étape 3 car au terme de 1’étape 2 le systeme est déja

. . . N 1 1 1 2
triangulaire. La solution du systéme est : {x4 =3iX3 TS0 = X = 5}.

2.2.4 Programme de la méthode « Elimination de Gauss »

2.2.4.1 Systtmea3 x 3

implicit nons
integer : 1.31.P

dDublEprEClSan dimen=sioni 3. 3.0:2%:: a
doubleprecizion.dimen=icon(3.0:23:: b
dDublEprEGlSan dimen=siont 3l =

do i=1.3 IEntré=s de= CDEfflClEntS =217

do j=1,3

write(*®, #*®) ' donner l1''element af'.i1.3.".03"
readi* *®) addi_ 5. 0)

enddo

=enddo

do 1=1.3 IEntre= de= big

write(* %) ' donner l1''element b{'.4i. . O3y’
read(* 3 hbhii, 0)

enddo

do p=1.2 ICalcul des cosfficient=s de chagus &tape p
do j=1.3

do i=1.23

1ifii . gt .p.and.j.gt . pithen
afi.J.pl=a(i1.3.p—1l)—(ali1.p.p—1l)7"ai{p.p.p—1ll)*ai{p.J1.p—1)
endif

ernddo

enddo

enddo

do i=1.3

do p=1.2
bii.pi=bii.p—1)—fai(i.p.p 1) alp.p.p—1))=b{p.p—-11

IZCalcul et atfichage de la =olution H={={1l). ={(Z2). ={(21}
=(31=bh{3,. 2% a(23,.3.2)

H(Z}—(b(Z 1i—aif 2. 3 1= {310 al2. 2.1

=(1l)y=[{b{1l. D} —afl.2.0)y*={2)—a(l. 3. D}*H(S}}/a{l 1.0

ertE(*,*) 'la snlutlan =1 . =2 . x3 e=t:
write(#*® 3 ‘ml1=' _={13). " 32=',H(2},' =3="_=({3)
=nd

Figure 2.1 : Programme de la méthode Elimination de Gauss pour un systéme 3 x 3
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2242 Systtmea N X N

implicit none

integer :: i.j.p. n=10 lle nombre d'égu. n peut &tre modifié ici
doublepreci=szion.dimension{l0,10,.0:10-13:: a
doubleprecision.dimen=sioni{l0d. 0:2%:: b

doubleprecision. dimension{l10) @ =

doubleprecision: [ =

do 1=1.n IlEntrese des coefficient=s aig

do j=1.n

write(*x, %) ' donner 1''=lemsent &' .1i.3.°'.0})°
readi*,. %) a{1,3.0)

enddo

enddo

do 1=1.n IEntree des big

write(*®, *®) ' donner 1''element bL{'.4i."',. O3

readi*,*) bii,0)

enddo

do p=1.n—-1 ICalcul des coefficinet=s de chague &tape p
do j=1.n

do i=1.n

iff{i . gt . p.and.j. gt _ pithen
afi.j.pi=aii.j.p-1)—(a{i.p.p-1l)~a(p.p.p—1l)ix*ai(p.i.p—11
endif

enddo

enddo

enddo

do 1i=1.n

do p=1.n—-1
bBii.pl=bii.p-1l)—(a{i.p.p—1l)-a(p.p.p-1))*b(p.p-1)

enddo

enddo

==0 ICalocul et afficheage de la =olution X={=(i): i=1.....n}t
do p=n—1.1

do i=n.1

===+a(i.i+l.pl=x(1+1)

m(i1)={bii1,pl-=)r-a(1.1.p}

write(s* %y "m=", i, "="_ =(i)}

=enddo

Figure 2.2 :Programme de la méthode Elimination de Gauss pour un systeme N X N
Exercice
Soient les systemes d’équations linéaires suivantes :

X1 +txy+x3+x,=1
2%+ %, +x3—x4 =1
X1+ 2%y +x3+2x4 =1
X1 — Xy —X3+tx4=1
Réécrire ces systeme linéaires sous forme matricielle AX = B puis trouver leurs solutions en utilisant
la méthode d’élimination de Gauss en écrivant la nouvelle forme du systeme a chaque étape.

0.x1+x2+3X3=1
x1+2x2+3X3=4
6x1+8xZ+X3:1

x1+x2+X3=6
x1+3x2+2.X3:13
x1+x2—X3=0

2.3 Decomposition LU (factorisation)

2.3.1 Définition

Pour un systéme d’équations linéaires de la forme AX=B, il existe une matrice triangulaire inférieure
L avec L; =1 (i=1,...,n) et une matrice triangulaire supérieure U telles que A=LU. En particulier,
toute matrice inversible admet une factorisation LU.

2.3.2 Théoréme

Soit A une matrice inversible d’ordre n dont les mineurs principaux sont non nuls (condition
nécessaire et suffisante). Alors il existe une unique matrice L triangulaire inférieure avec des 1 sur la
diagonale, et une unique matrice U triangulaire supérieure tellesque A = LU.
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Rappelons que le mineur principal d’ordre i de A est le déterminant des i premicres lignes et i
iy v Ay

premiéres colonnes tel que : (det(4)); =

Qip o Qg
2.3.3 L’algorithme

On calcule les matrices L et U telles que A=LU par les formules déduites de la maniére suivante :

U =1 Ly =bgii=1..n
1 =aysij=1.n a=—Lsii=1..
Lii =1 U]
ULJZOSljzll—l Ll]=OSl]=l+1TL
i-1 i-1
Uj=a;— Z LUy Lij=|a;- z Lii Ug; /Uii
k=1 k=1

En remplacant A par LU,le systeme AX =B devient L(UX)=B on remarque que si on pose Y=UX le
systéme s’écrit alors LY = B, le systéme est alors facilement résolu pour déterminer Y. Puis on résout
le system UX=Y ce qui donne les valeurs de X.

Exemple
Résoudre, en utilisant la méthode de décomposition LU, le systeme d’équations linéaires suivant :
9x1 + 6x2 + 3x3 =1 9 6 3 X1 1
6x1+3x, +x3=2 = AX=B = (6 3 1) <x2> = (2)
Xy +x3 =3 1 0 1/ \x3 3

La décomposition LU consiste a résoudre le systéme apres avoir transformé la matrice A sous la forme
d’un produit de deux matrices triangulaires tel que : A = L X U

Avec L : une matrice inférieure (Lower) et U : une matrice supérieure (Upper)

LY =B
UxX=Y
(trouver les y;) pour enfin déterminer les x; & partir du systeme UX =Y

Le nouveau systéme devient : { Il suffit alors de résoudre le systtme LY = B en premier

i. Détermination des U;; et L;;

On applique les relations posees précédemment dans 1’algorithme. Nous avons un systéme 3 X 3 c.a.d.
ietjvarientdel1la3.

Pourvj=1,..,3etquandi=1 = Uyj =aq;cequidonne:Uyy =9 ; Uy =6; Uj3=3
Pourvi=1,..,3
Pourj <i = U;; = Oce qui implique : Uy = U3y = U3z, =0

POUI’]' > = Ll] = OCe qUI donne . le = L13 = L23 = 0

(-3
2
3

i — = % { — (%21 _6_2_
Quandj=1 = Ly =3’ = {ln (Uu) : 0,667
asq 1 _
l Ly = (_U11) =1_0,111

Pouri=j = L; =1ceciimpliqueque:Liq =Ly; =L3z3=1
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Il mangue un élément pour la matrice L (L3,) et trois éléments de la matrice U (U, ; U,3 et Us3) on
les détermine a partir des formules de L;; et U;; citées plus haut.

2-1=1
2
Uy, = Ay — z LoUyp = Ayy — Ly Uy =3 — (§> X6 = Uzp=-1
k=1

3-1=2

=

Ly, = (A32 — L3kUk2)/U22 = (A32 — (L31Upp + L32U22))/U22

=

=1

(A32 - L31U12)/U22 - L32

1 2 1
= 2Ly, = (4s = Lss U2/ Uz = <0 - <(§) x 6))/(—1) =5 = Lp=3=0667

2
U23=A23—L21U13=1—§X3 = Uyp=-1

3—-1=2
U33 = A33 - L3kUk3 = A33 - L31U13 - L32U23 =1- 0,111 X3 — 0,667 X (_1)
k=1
- U33 = 1,333

On regroupe les résultats et on obtient les matrices triangulaires requises pour la résolution du

systéme :
9 6 3 1 0 0
U= (0 -1 -1 ) et L= (0,667 1 0)
0 0 1,333 0,111 0,667 1

ii. Résolution du systéeme LY=B

1 0 0\ /Y1 1
LY=B = (0,667 1 0) (}’2) = (2)
0,111 0,667 1/ \Y3 3

Pour résoudre ce systeme il suffit de déterminer les y; par descente comme suit :

( by 1
= —_—= —— et }’1 = 1
V1 it 1
by =Ly, 2—0667x1 4

{y, = = = - =y, =1,333

2 Lo 1 3 z

bs — L31y; — Layy, 3 —0,111x 1 — 0,667 x 1,333

Y3 = = = y3=2

\ L33 1

iii. Détermination de la solution X du systéme linéaire AX=B a partir de UX=Y

9 6 3 Xq 1
UxX=Y = (0 -1 -1 )(xz) = (1,333)
0 0 1,333/ \x3 2

Dans ce cas, on détermine les x; par remontée comme suit :
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r

\

1,50
Enfin la solution du systéme linéaire est x = (—2,83)

D B = x5 = 1,50
7 Uz 1,333 3T
gy =227 Upsxs _ 1,333 — (=1) x 1,50 %, = 2,83
x_y1—012x2—013x3_1—6><(—2,83)—3><1,50 oy 150
1~ U11 - 9 11— 4

1,50

Pour faciliter ces étapes et avoir le résultat en moins de temps, on utilise le programme FORTRAN.
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2.3.4 Programme de la méthode de « Décomposition LU »

FProgram LU_decomp
Imnplicit Hone

integer:: i. J. k. p. n=3

double preciz=ion, dimension(l:3,1:332:: a. 1. u, =1 =2
double preci=sion, dimension(l:3):: =. b, w

double precision =x=0. =wv=0

do i=1.n
do j=1.n

write(*®,%)] "donnhez l1l'=lement a(". i. . ") de la matrice A"
read(®, ®) aii.3)

enddo

enddo

do j=1.n

write(*®, %) "donnez l'element b{(". j. ") de la matrice B"
read(=x, %) bBi{j)
=enddo

ICalcu des uii.j) =t 1(i.F) N "F\Software betups\FortranQ)\fqﬂ\LU decompl.exe”
do i=1.n - 1

do 9=1.n
1f(1——j}then

t
a2
o donnez 1°¢
o [}
enddo donnez 1°¢

.1
iffixl. and.jx>{i—11)then
do k=1,i-1
=1¢i.33==1(3i.33+(1{i. . ki=ull, 333
enddo
ufi.Jr=afi.J)—=1(1.3)
=rndi f
1ifij>1l . and.j<{i+l) and.i.n=e.jithen
do p=1.3—-1
S2¢i.33==2(i.32+(l{i. pi=uip.31)
=enddo
l¢i.d)=(ali.Jj)—=2(1.32)~uld.3}
=ndi f
enddo

lzalocul de=s (i) par descente
w(11=b{131-1¢{1._17)

write(#* =) "w("_ 1. "3i="_ w({1l)
do 1=2.n

=w=0.0

do j=1.i-1

sy==sv+l{i.Jr*vi{J

=nddo

Fiil=(bi{ij—=yi-1{i. .3} )
write(#* =) "w("_ 1. "i="_ w{i)}
enddo

lzalcul des =(1) par remontes
=(fnl=vin)-uin.nl

write(*®, %) "={", n, ")=". =(n)
do i=1.n-1
=x=0.0

do 9=1.n-1
sE=s=E+uln—1i. n—j+li%e={n—G+1)

enddo

=(n—1J1={ywi{n—1) SH)Xu(n 1i.1m—1i)
write(*® %) "=m({", n—i. }=" =i{n—i)
=nddo

=nd

Figure 2.3 :Programme de la méthode de Décomposition LU avec la solution de [’exemple
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2.4 Meéthode Itérative de Jacobi

2.4.1 Définition

L’idée des méthodes itératives est de construire une suite de vecteurs X ) qui converge vers le vecteur
X, solution du systeme AX = B. On s'arréte au bout d'un nombre fini d'itérations n choisi pour que
X ™ soit suffisamment voisin de X.

Un systeme initial d’équations linéaires est transformé de tel sorte que chaque composante x; est écrite
en fonction des autres et du b; comme démontré dans ce qui suit :

X, = bl - a12x2 - a13X3 T e e _alnxn
L =
— a
(G11%1 + Q12X + Ag3X3 + oo + ai1nXn = by b —ax —a ;1 aox
— 2 7 U141 T U242 T e — Uz
QAp1X1 + QAppXy + Ax3Xz + ... ... + aypxy, = b, X, = " non
22
R omEE omEE owEE owww www : WEw mew wEs wws wEw www
Ap1X1 + ApaXy + ApzXxz + .. + apnxn = by X = b; — aj X, — QjzXy — v .. — A Xy,
Ap1X1 + ApaXy + Apzxz + ... + ApnXn = by o by — ApyXy — GpXy — oo — Gy Xy
" aTlTl
En généralisant, on obtient :
(x _ b, — Zj #1 a1 jX;
1=
aiq
_ b, — Zj #1A2jXj
xZ —_ n
i (11.9)
2 = xi= (b= Y ayy /e |
b =Y ai5%; e 7
= j=1;i#j
aij
_ bn - Zj #1 AnjX;j
=

aTLTL
2.4.2 L’algorithme

Cette méthode est basée sur le méme principe de la méthode du point fixe x=g(x). A partir de la valeur
initiale X° on calcul la nouvelle valeur de X et on répéte le méme procédé itératif.

xk = /bi —iaijxk‘l\/aii = X=gX (11. 10)

j=1
i#j

En notant X(¥) le vecteur de composantes X = (x¥, x¥, xX, .. .., xK) :
_ Py . « e, « 4 . . (0) _ 0 0 0 0
L’algorithme est initialisé par un vecteur arbitraire x'*’ = (x7,x3,x3, ... ... , Xn

o . B n
- Il effectue ses itérations suivant la formulex; = (b; + X7_; .1, @ij%;)/ay
- Ils’arréte quand |xf — x| < &; Vi = 1..n ol ¢ est une valeur de précision donnée

Lorsque la suite X ¥ converge, i.e. lim X =X®) fini, on dit que la méthode converge.

41 |Page



CHAPITRE 2 Systéme d’Equations Linéaires

2.4.3 Théoréme
La méthode ne converge pas toujours. Si A est une matrice a diagonale strictement dominante :

n

Iau|>2|ai1‘|(1ﬁi$") (I1. 11)

J=1
JE!

alors la méthode itérative de Jacobi appliquée au systeme AX=B est convergente pour tout
X© Exemple

4.x1 - xZ = 6
On considére le systéme d’équations linéaires suivant :{—xl +4x, —x3 =4
_xZ + 4‘X3 = 6

a) Montrer que la méthode de Jacobi est convergente dans ce cas

b) Sachant que la solution exacte de ce systéme est X = (2,2,2) et en utilisant la méthode
itérative de Jacobi avec X(® = (0,0,0), calculer les cing premiéres itérations et déterminer la
solution X du systeme et comparer les résultats avec la solution exacte.

Solution

a) Convergence

On remargue que A est une matrice a diagonale strictement dominante car ces éléments diagonaux
sont supérieurs a la somme des éléments non diagonaux : |a;;| = Z}l=1|aij| = |[(-1-1+0)| =
Jj#i
2 <layl
Ceci implique que la méthode de Jacobi est convergente.
b) Application de la méthode itérative de Jacobi

Effectuons cing itérations avec cette méthode c.a.d. k = 1,2, ...,5. On calcule X & partir de X(® en

procédant de la maniére suivante : x = <bi -¥i, al-jxj(o))/aii

i
(e )
0" = kbl - Z aljxj(O))/all = (bl - (alz x 13 + ag3 X xa(’O)))/an = V=15

i#j

[
x§1) = |\b2 - Z azjxj(o) |/ az, = (bz - (a21 X xfo) + a3 X x?EO)))/azz = x§1) =

3
x§1) =| b3 — z a3jxj(0) |/ ass = (bs - (a31 X xio) + az; X xéo)))/a% = x§1) =15
=1
i#j

On continue de cette maniére pour calculer X & partir de X, puis X®) & ~partir de X, ainsi de
suite jusqu’a atteindre la cinquiéme itération X (voir le tableau ci-dessous).
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Tableau 2.1 : Résultats de calcul en appliquant la Méthode Itérative de Jacobi

a;q a;; a3 b; x0 xV x x3 x® x®
4 -1 0 6 0 1,5 1,75 1,9375 1,96875 1,9921875
-1 4 -1 4 0 1 1,75 1,875 1,96875 1,984375
0 -1 4 6 0 1,5 1,75 1,9375 1,96875 1,9921875

On remarque que la solution obtenue par la méthode de Jacobi converge bien vers la solution exacte.Si
on augmente le nombre d’itérations, la solution numérique s’approchera d’autant plus a la solution
exacte. Pour cela on utilise le programme FORTRAN pour imposer un nombre assez grand
d’itérations et avoir le résultat en un seul click.

2.4.4 Programme de la « Méthode Itérative de Jacobi »

Program Iterative Method

inplicit none

real, dimension (1000):: b, =. = =0
real, dimension (1000,1000%:: a
integer:: i, j. n., k., p. L.m

IEntrée des données
write(*® %) "donnez la dimension du systéme n'
read(*,.%#) n

write(*, %) "entrer les coefficients afi.j)"

do k=1, n
do p=1. n
write(*, *#) "entrez 1 element”., k.p [ "F\Software Setups\Fortran90\f90\lterative_Method1.exe"
readi*, *) a(k.p) donnez la dimension du systbme n
enddo 3
enddo
write(* %) "entrez les données b(i)"
do l=1. n
write(*® %) "entrez l'element b", 1 entrez 1 element
read(*,%*) hi{l)
enddo entrez 1 element
write(#® %) "entrez les données initiales XK(0)" ZNdg auEaitiis
do k=1, n
read(*, *) =z0({k) entrez 1 element
enddo
element
m=0
4 do i=1. n entrez element
=(1)=0
do 1=1.n

if{i-=9) then
s(i)==s(1)+a(1l.7;%=0{]}
elze
s{i)==(1)
endif
enddo
lprint#*,1,.=(1)
E(i)=(b{i)-=(i))raii.1i)
enddo

do i=1. n
E0(i)==(1)
enddo

m=m+1

ifi{m<5) goto 4
do i=1. n
Write(*®, *®)
enddo
End

(", 1, "i=", =(i} y to contin

Figure 2.4 :Programme de la méthode Itérative de Jacobi avec solution de [’exemple a 5 itérations
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Remarque : Si on augmente le nombre d’itérations a 100, par exemple, la solution numérique
coincide avec la solution exacte comme il est illustré sur la figure suivante.

2.0080000

2 .608600

to continue

Figure 2.5 : Méthode de Jacobi - Solution de [’exemple aprés 100 itérations
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Chapitre 3 INTEGRATIONS NUMERIQUES

3.1 Introduction

Considérée comme un passage du discret au continu, I’intégrale en physique est utilisée pour sommer
les contributions d'éléments que I'on ne peut pas compter car leur distribution est continue (le long
d'une ligne, sur un plan ou une nappe, ou méme dans un volume) et non discrete (ensemble de points
indénombrable).

3.2 Definition « Intégrale »

Soit une fonction f continue sur un intervalle [a, b]. L’intégrale de f sur cet intervalle [a, b] est définie
comme €tant 1’aire compris entre la courbe de (C f), les droites x = a et x = b et I’axe des abscisses X.

b
I = ff(x)dx = Surface (. 1)

Comme illustré sur le schéma de la figure 3.1

¥4

=

(¢r)

L*aire sous la section de
C¢ comprise entre [a, b]
etl'axe des x

= [y
4

Figure 3.1 :Schéma de la surface entre Cy, ['axe des x et I'intervalle [a, b]

Les méthodes numériques d’intégration interviennent alors lorsque le calcul analytique devient trop
complexe. On les appels les « Intégrales Numériques ».

3.3 Meéthode des Rectangles
3.3.1 Définition

La méthode des rectangles consiste a diviser I’intervalle [a, b] en sous-intervalles de largeurs égales
(h =Ax = b_Ta) Le calcul de I’intégrale est approché par la sommation de rectangles fins de largeur

Ax et de hauteur f(x). Le résultat de cette approximation est d’autant meilleur que la largeur Ax des
rectangles tend vers zéro, c.a.d. }Er% Lect = I. Le schéma de la figure 3.2 illustre bien cette méthode.
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—

[
M
M
n
[

—!
N

Figure 3.2 :Schéma représentant la méthode des rectangles

3.3.2 Théoréme

On considéere une fonction f continue sur I’intervalle [a, b] et dérivable sur I’intervalle ouvert ]a, b|.
On divise cet intervalle en x; points équidistants (avec i = 0,...,n). On note h le pas de cette
subdivision.

La méthode des rectangles est une méthode d’ordre 0 car la fonction f est remplacée par une fonction
constante par morceaux (constante dans ’intervalle [x; ; x;41]).

b n-1 n-1 (b )
—a
[ reax =3 faoax =y o= (i1.2)
a i=0 i=0
h=Ax =22
Avec n le nombre de points de discrétisationet =~ n

x;=a+ixXh
L’intégrale de la fonction f sur I’intervalle [a, b] se calcul alors comme suit :

n—-1

I=hx2f(a+i><h) (111, 3)
i=0

Lorsque la subdivision s réduit & sa plus simple expression x, = a; x; = b,ona:

b
ff(x)dx:(b—a)f(a) (1. 4)

Lorsque la premiére dérivée de f est bornée par une constante M, I’erreur &€ dans la méthode des
rectangles est estimée par la formule qui suivante :

1(b—a)? ,
€= I = Irect| < 2 n supf' (%) xefap] (11.5)

I: intégrale de f calculée analytiqguement et I,.... : intégrale de f calculée avec la méthode des
rectangles.

Remarque Importante***

On remarque que I’erreur estimée est de 1’ordre de 1/n. Pour assurer une bonne convergence du
calcul, il faut prendre le plus grand nombre de sous-intervalles n.

47 |Page



CHAPITRE 3 Intégrations Numeriques

3.3.3 L’algorithme

Les étapes de résolution par la méthode des rectangles sont trés simples, telles que :
e Le choix du nombre de discrétisation n et ainsi le pas h
e [’initialisation de la somme, qui représente le résultat de 1’intégrale, a zéro s = 0
e Lancement d’une boucle allant de 0 an — 1 pour faire :
e Le calcul des points de discrétisation x; dans I’intervalle [a, b]
e Leproduitde f(x;) X h
e Ajouter le résultat du produit a la somme s

e Tester si la précision est atteinte (en utilisant la formule de &) : si oui => sortir de la
boucle, si non => continuer la boucle

e Affichage du dernier résultat de la somme s (résultat de I’intégrale).
Exemple

Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = cosx. N.B. On cherche a déterminer 1’intégrale
analytique (la valeur) de la fonction, pas I’intégrale graphique (sa surface).

1. Calculer, a I’aide de la méthode des rectangles, une valeur approchée de |
(1 = f_”Tf 2 f(x) dx) en utilisant n = 10 sous-intervalles.

2. Sachant que la valeur exacte de ’intégrale est (I = f_n; 2 f(x)dx = 1), calculer I’erreur ¢
commise dans cette méthode. Commenter.

3. Donner une valeur de n pour laquelle ’erreur commise soit de I’ordre 107> (c.a.d. la précision
soit plus grande).

Solution 7 T
1. Application de la méthode des rectangles
Le nombre de sous-intervalles imposé est n = 10

b—a mn/2-(-m) 3
= ﬁh=—1l’

= h=Ax= 10 20

On calcul alors les points de discrétisation :

xi=a+iXh i '
i=0,..,10 = { ! Par exemple : o
f(x) = cos(x;) P
{ Xo=a+0Xxh =Xy =-T !
f(xO) = COS(xO) = COS(_TE) = f(x()) = _1 i I 25 25 I
ot ixhe— +i ey = 17 Figure 3.3 :Graphe de la fonction
*1=4a Xh=-m 20" X1=750" f(x) = cos x schématisant l'aire
17 estimée par l’'intégrale
f(x1) = cos(x;) = cos (_ﬁ"> = f(x;) = —-0,891 P &

Ainsi de suite jusqu’a atteindre i = 10. Le tableau suivant regroupe les résultats obtenus pour chaque
itération.
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Tableau 3.1 : Résultats de calcul en appliquant la Méthode des Rectangles

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg X9 X10
i 17 14 11 2 1 1 1 1 7 1
—7T — — — — — — — — —_—— — — R — — —
20" T20" T20" "5 2" T10" 200 5" 20 27
f(x) -1 0891 -0588

-0,156 0,309 0,707 0,951

0,988 0,809 0,454 0
On procede maintenant & la sommation (formule 111.3) :

9

i=0

Loet = h X Z Fla+ixh)=hx[fxo) +fO) + F(xp) + -+ F(x)] = I oer = 0,74580619

1. Calcul de ’erreur commise

€=l — Lol =1 —0,74580619 = & = 0,2541981

Commenter : On remarque que I’erreur commise est assez importante. Pour y remédier, il faudra
augmenter le nombre de sous-intervalles n.

2. Déduire le nombre n de sous-intervalles pour un g,,4, ~ 107°
On utilise la formule de I’erreur commise (II1.5) :
1(b —a)? ,
5 sup|f @lrefa; o

On sait que la premiere dérivée de f(x) est

<

f(x) =cosx & f'(x)=-sinx

La fonction de sinus est une fonction bornée par M = 1 c.a.d.

suplf' ()| = sup|-sin(x)| = 1
On se restreint & ’intervalle [a, b] imposé :

Supl_Sin(x)|xE[—1‘t;11'/2]= 1
2 2 2 2
T T T Vs
& = EM X 1= 10_5 =n= 1(5 ~ (_n)) — (E B (_n)) — (E -~ (_T[)) X 105
max = 9 n B T2 1075 T 2x1075 2
=k x 10°

k : une constante négligeable devant 10°. Ceci implique que I’erreur maximale est aux environs de :

~ -5
Emax = 10

Par conséquent, le nombre de sous-intervalles n doit étre de 1’ordre de 10°

£ x1l/n = n=10°
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3.3.4 Programme de la « Méthode des Rectangles »

FProgram Rectangle
Inplicit none [ "F:\Software Setups\Fort...

Integer:: 1. n

doublepreci=zion, dimensionil:1000000%:: =
doublepreci=ion:: =, h., a.
real:: f

| ——Entrée dez Données
write(#® *®) "L'intervalle d'itegration [a.b]=
read{*®,.%) a. b

write(*®, *) "Sous—intervalles n="
read(* %) n

h={b—alisn

=(0)=a

==0

| ——Calcul

do 1=0. n

Z{1)=m{0)+{1%®h)

===+{f{={i))1%h)

enddo]

|——Affichage du résultat

write(*® *®) "l résultat de l'intéegrale de £ =ur [a.b] est"., =
End

| ——Ta Fonction
Function fi{=x)
doublepreci=sion: : =
f=co=({x)

Return

Endfunction

Figure 3.4 :Programme de la méthode des rectangles avec solution pour n = 10 etn = 10°
Remarque

On voit bien qu’en augmentant le nombre de sous-intervalle, le résultat est d’autant plus proche de la
valeur exacte Iec;(n = 10°) = 0,999976 ~ 1 = I

N.B. : Les fonctions trigonométriques (cosinus, sinus et tangente) sont prédéfinies en radiants sur le
FORTRAN, c’est pourquoi les valeurs de ’intervalle [a, b] sont entrées en radiants.

3.4 Meéthode des Trapezes
3.4.1 Définition

La méthode des trapézes, comme celle des rectangles, consiste a diviser I’intervalle [a, b] en sous-
intervalles de longueurs égales. Mais pour approcher d’autant plus la courbe de la fonction f, cette
méthode assimile le calcul de I’intégrale a la sommation de trapézes trés fins avec Ax comme base
(illustré sur le schéma de la figure 3.5).

Ax

Figure 3.5 :Schéma représentant la méthode des Trapézes
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3.4.2 Théoréme

Soit une fonction f continue sur I’intervalle [a, b] et dérivable sur ’intervalle ouvert ]a, b[. On divise
cet intervalle en x; points équidistants (avec i = 0,...,n). On note h le pas de cette subdivision.
Prenons chaque intervalle [x; ; x;.1], la fonction f comprise dans cet intervalle est remplacée par une
fonction droite qui joint les points (x; , f(x;)) et (xi+1, f(xi+1)). De ce fait, la méthode des trapézes
est une méthode d’ordre 1.

Le calcul de I’intégrale de f est deduite par :

b n—-1 . .
[rax=y G- () + /i) (111 6)
a 0

: 2
l=
b—a

Avec (xi+1 — Xl') =Ax=h= W

Lorsque la subdivision se réduit a sa plus simple expression x, = a et x; = b, on obtient :

b
1
[ reax =50 - o (r@+ 7 ®) (1. 7)
a
L’intégrale de la fonction f sur I’intervalle [a, b] se déduit a partir de la formule suivante :
h n—1
Lap = 5 £@ + FB) + ) f(x) (1. g)
i=1

L’erreur € dans la méthode des trapézes est estimée par la formule suivante :

1 (b-a) .,
&= |I - Itrapl < ETsuplf (x)lxe[a,b] (“I' 9)

I: intégrale de f calculée analytiquement et I.q, : intégrale de f calculée avec la méthode des
trapézes.

Remarque

On remarque bien que la précision dans la méthode des trapéezes est plus poussée que dans la méthode
des rectangles car &.o¢; X (1/n) €t €4y X (1/n?). Ce qui veut dire que 100 sous-intervalles
considérés dans la méthode des trapézes équivaut a 10000 sous-intervalles dans celle des rectangles.
Mais tout dépend aussi de la fonction et de I’amplitude de I’intervalle étudié.

3.4.3 L’algorithme

Les étapes de résolution par la méthode des trapézes sont similaires a celles des rectangles :

e Le choix du nombre de discrétisation n et ainsi le pas h
e L’initialisation de la somme, qui représente le résultat de I’intégrale, a s = % (f(a) + f (b))
e Lancement d’une boucle allant de 1 a n — 1 pour faire :
e Le calcul des points de discrétisation x; dans I’intervalle [a, b]
e Le produit de (E) X f(x;)
2
e Ajouter le résultat du produit a la somme s
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e Tester si la précision est atteinte (en utilisant la formule de €) : si oui => sortir de la
boucle, si non => continuer la boucle

e Affichage du dernier résultat de la somme s (résultat de I’intégrale).
Exemple
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = sinx

1. Calculer, a I’aide de la méthode des trapézes, une valeur approchée de 1
(1 = J”_f(x) dx) en utilisant n = 10 sous-intervalles.

2. Sachant que la valeur exacte de 1’intégrale est (I = f_nn f(x)dx = 0), calculer I’erreur €
commise dans cette méthode. Commenter.

3. Comparer ce résultat avec celui obtenu dans la méthode précédente

Solution
1. Application de la méthode des trapezes
Le nombre de sous-intervalles imposé est n = 10

b—a m—(—m) 1

— h=Ax= - —h==
T 10 57
On calcul alors les points de discrétisation \ At
=a+ix
i=0,..,10 = { Par exemple : (I
f(x;) = sin(x l) e i 11
{x0=a+0><h = Xg=—T 4 .
f(xo) = Sin(xo) = Sln(_ﬂ') = f(xO) =0 25 25
a4 iXh=—min e Figure 3.6 :Graphe de la fonction
f=¢a T TrTgn f1="gh f(x) = sinx schématisant [ 'aire
4 estimée par l'intégrale
f(x1) = sin(x;) = sin (—gn) = f(x,) = —0,5878 p &

Le tableau suivant regroupe les résultats obtenus pour chaque itération.

Tableau 3.2 : Résultats de calcul en appliquant la Méthode des Trapézes

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg X9 X10

Xi 4 3 2T s s 21T 3n 4
-7 I — ——= 0 - — — — T

5 5 5 5 5 5 5 5
f(xp) 0 -0.588 -0.951 -0951 -0588 0 0588 0.951 0.951 0.588 0

On procede maintenant & la sommation (formule 111.6)

Itrap = (f(xo)+f(xw)+2f(xl)) (0+0+(f(x1)+f(x2)+ -+ f(x9)))

= Itrqp = 3,61049 x 10713

1. Calcul de ’erreur commise
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€= —Iyap| =10 —3,61049 x 107¥| = £ = 3,61049 x 1018
Ce qui est pratiquement zero

2. Comparaison entre les deux méthodes Trapeéze et Rectangle

Avec un petit nombre de sous-intervalle (n = 10), la méthode des trapezes est arrivée a une précision
assez poussee. Quant a la méthode des rectangles, il a fallu augmenter considérablement le nombre de
sous-intervalle (n = 10%) pour atteindre une précision qui reste encore inférieure a celle des trapézes.

De ce fait, on conclut que la méthode des trapézes est beaucoup plus précise que la méthode des
rectangles.

Frogram Trapeze

Inplicit none

Integer:: i. n=10

doubleprecision, dimension(0:10):: =

doublepreci=zion:: =. h. a. b

real:: f

| —Entrée desz Données

write(*, %) "L'intervalle d'itegration [a.b]=" Bl Sélection "EA\SoftwareS... — 0O %
read(* %) 2. b
h={b-a}-n ‘i le d'itegra
®(01=a

s=({h-2)=%f{=x(0))

| ———Calcul

do 1=1. n

E{1)=a+({1%xh)
s==+iho2 0% (f(=(1)))

enddo

|——Affichage du résultat
write(*, %] "le részultat de l'intégrale de f =sur [a.b] e=t", =
End

|——ILa Fonction

Function fi=)

doubleprecision: . =

f==in(=)

Feturn

Endfunction

Figure 3.7 :Programme de la méthode des trapézes avec solution pour n = 10

N.B. : Comme on le voit sur le résultat obtenu par programme, il n’est pas exactement égal a celui
calculé manuellement. Ceci est due majoritairement a deux raisons: (1) Le Fortran effectue des
arrondissements lors de ses calculs c.a.d. qu’il ne prenne pas tous les chiffres aprés la virgule et se
résume a arrondir le nombre pour effectuer ses calculs. (2) Sur Fortran, les fonctions trigonométriques
sont calculées a partir de leur développement de Taylor c.a.d. en faisant des approximations et non pas
des calculs analytiques exactes. Le cumule de ses approximations et arrondissements conduit a un
cumule des erreurs, ce qui fait que le résultat est Iégérement différent de celui calculé manuellement.

3.5 Meéthode de Simpson
3.5.1 Définition

Dans la méthode de Simpson, la fonction f est remplacée par une fonction de second ordre définissant
un arc parabolique passant par les points d’ordonnées f(x;); f(m;) et f(x;41) (ou m; est le milieu du
sous-intervalle [x; ; x;,1]). Le schéma de la figure I11.4 illustre bien cette méthode.
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Figure 3.8 :Schéma représentant la méthode de Simpson

3.5.2 Théoréme

Soit une fonction f continue sur I’intervalle [a, b] et dérivable sur I’intervalle ouvert Ja, b[. On divise
cet intervalle en x; points équidistants (avec i = 0,...,n). On note h le pas de cette subdivision.
Prenons chaque intervalle [x; ; x;;+1], la fonction f dans cet intervalle est remplacée par un polynéme
de second ordrequi passe par les trois points (x; , f(x;)) ; (m;, f(my)) et (x;41, f (xix1)).

L’intégrale de f est calculée par la relation suivante :

b n-1
[r@ar=y 2 - <f(xi+1) )+ 4f (ﬂ)) (. 10)
a i=0

2
Xg = Qa
Lorsque la subdivision de [a, b] se réduit & sa plus simple expression {xl = (a+b)/2, la formule
x2 = b
précédente devient :
‘ 1 - +b
a
[rwar=z0-ay (f(a) vaf(20) + f(b)> (1.11)
a i=0
La somme finale qui permet d’évaluer I’intégrale est :
h— h
Isim = Ez (f(a +ih) + fla+ (i + Dh) + 4f (a +ih+ E)) (1. 12)
i=0
L’erreur € dans la méthode de Simpson est estimée par la formule suivante :
1 (b—a)®
=] — [ - ¥ () 1. 13
e=|I —Igim| < 5880 1t sup|f (x)|x€[a'b] ( )

I: intégrale de f calculée analytiquement et Ig;,, : intégrale de f calculée avec la méthode de
Simpson.

3.5.3 L’algorithme

Les étapes de I’algorithme de Simpson sont trés similaires a celles des rectangles et trapézes.
Commengant par un choix du nombre de sous-intervalles n, passant par le calcul de la somme
discrétisée jusqu’a atteindre la précision voulu puis I’affichage du résultat final.
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Exemple
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = 8x* — 8x% + 1
1. Calculer, a I’aide de la méthode de Simpson, une valeur approchée de I

(1 = f_llf(x) dx) en utilisant n = 10 ; 100puis1000 sous-intervalles.

2. Sachant que la valeur exacte de 1’intégrale est (I = f_ll f(x)dx =— % = —0,13333),
calculer I’erreur € commise pour chaque nombre de sous-intervalles. Commenter.

Solution = W
1. Application de la méthode de Simpson
Premier cas :n = 10

Le nombre de sous-intervalles imposé est n = 10

h = A b—a_1-(-1) o 2 1
—1 = = - — = —
S 10 10 5 [ =
On calcul alors les points de discrétisation : y
a + l 0.5 | -0.5]
i=0,..,10 = { Par exemple : ‘
f ) = sin(x l> P

1 I 1.5 - -0.5 0,5 1 15

Figure 3.9 :Graphe de la fonction
f(x) = 8x* — 8x2 + 1 schématisant
["aire estimée par l'intégrale

{x0=a+0><h = x5 =—
flx)) =8xg—8x2+1 = f(xo) =1

1
x1=a+1><h:—1+§ = x; =-08
flx) =8xt —8x2+1 = f(x;) = —0,8432

On suit les étapes citées dans 1’algorithme pour résoudre les trois cas. Pour faciliter le processus, on
utilise directement le programme congu pour la méthode de Simpson.

1.1. Programme FORTRAN de la « méthode de Simpson »
Le tableau suivant résume les résultats obtenus pour chaque nombre de sous-intervalles :

Tableau 3.3 : Résultats obtenus par le prgramme FORTRAN de la Métjode de Simpson (pourn =
10;100;1000)

n=10 n =100 n =1000
Igim —0,027520026 —0.132266747 —0,133322668
€ 0,105813314 1,06659 x 1073 1,06721 x 1075

Remarque

On constate, d’aprés les résultats obtenus pour chaque n, que la valeur de I’intégrale calculée par la
méthode de Simpson tend de plus en plus vers la valeur exacte de I’intégrale quand le nombre de sous-
intervalles n augmente.
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Pngram Si mp=0n Software Setups\Fortran90\f30\Simpson. exe"
Inplicit none ntrez 1'in 1le [a,b]
integer: 1, n o
doublepreci=ion: =, h., a. b, int., ep=silon
real

doubleprecision. dimensioni(0:100000%: =
| ———Le=z donnés

Write(* *) "Entrez 1'intervalle [a.b]"
Rezdi* %) a, b

Write(=.=) " Entrez n"

Fead(*_ %) n

int=-0.1333333333333332

2{0)=a

h={b—-al)-n

l———Tnitialization de la =zommne S

==

|———Calcul de 1'intégrale

Do i=1. n

2(i)==(0)+1i=h
s=s+(hob)®(f(x(i-1))+Ei=x(1))+d=f(=x(1-(1-22)))
enddo

|l ——Estimation de l'errsur comnmnlizes
epsilon=ab=(int-=s)

| ———Affichage du Eée=sultat

write(* *#) "l'integrale de fi{x) =ur [a.bh] e=t =", =
write(*.%) "]'erreur estimnee est de l'odre de". epsilon
end

|——TLa fonction
Function f({=)
doublepreci=ion: =
f=(Rexsesed ) —( Qe +]
Return

Endfunction

Figure 3.10 :Programme de la méthode de Simpson montrant les résultats otenus pour /’exemple
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Chapitre 4 PROBLEME AUX VALEURS PROPRES

4.1 Introduction

Le probléme aux valeurs propres consiste a résoudre le systéme d’équations AX = AX ou Aest un
parameétre qui peut prendre des valeurs complexes en générale. En termes d’équations :

(allxl + A12Xy + ai3X3 + + A1 nXn = /1x1
a21x1 + azzxz + a23X3 + + aann = }lxz
Ap1X1 + ApaXy + ApzXz + .. + apnxn = Axy

kanlxl + ApaXy + Apzxs + o + appx, = Ax,

Pour la résolution de ce systéme d’équations, il faut déterminer les valeurs du paramétre A4 appelées
«valeurs propres» qui Vérifient le systtme et la solution X* appelé «vecteur propre »
correspondant a chaque valeur.

Quand on écrit le systeme sous la forme équivalente en transposant le terme de droite Ax; a gauche, on
aura:

(a11 = Dxq + agpx, + ag3x3 + ... + ajnx, =0
( az1X1 + (azz - A)xz + a23x3 + + aann =0
ap1 X1 + Apaxy + ot (app — )y + ot appx, =0 (V. 2)
An1X1 + paXe + Apzxs + .. + (apn —A)x, =0
On obtient alors un systéme d’équations homogénes. Ecrit sous le forme matricielle A’X = 0 comme
suit.

a1 — ), aip aq3 A1n X1 0
/ ay; Q2 —AQzz . i dgp \ X3 0
= V.3
ap1 Ap2 - App — )»; Apn Xp 0 ( )
N : 0
anl anZ an3 Sann - A xn 0
Ou la matrice A’ = A — A et I est la matrice identité N x N
ajp—A Q12 Az - P Qg
/ A1 G2z —Adz; . 1 Qo \
\ fu Gz o A/ (IV. 4)
Q11012013 - (Q1pn 1000
Q21022023 - Sagnw 010--0
~ | aprapz - Appiapn 00..1:0
Ap1Qn2an3 - Sann/ \000'"51/
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Le systéme d’équations (IV. 2) est un systéme linéaire homogéne, donc si det(A’) = 0 on a un
systeme de Cramer et la solution est unique X5 = 0. Par conséquent, pour avoir des solutions non
nulles il faut que :

det(A") =det(A— A) =0 (IV.5)

4.2 Meéthode Polynomiale

La relation det(A— Al) =0 donne en général un polynébme de degrés n appelé « polynéme
caractéristique » de la forme :

p(AD) = (D" A"+ P AT+ PAV 2+ L+ P, A+ P, (IV. 6)
Les valeurs propres A sont les racines de ce polyndme.
Exemple 1 (systéme a 2 x 2)

Soit le probléme suivant :

=1 En notation matricielle
5);11124)22 = /1);12 — (é i) (2) - (2)
Dans ce cas
A:(é i) Donc A’=A—/U=(é i)—a(é 2):(1;’l 431)

Donc le polyndme caractéristique de ce systéme d’apres la forme générale (IV. 6) est de la forme
p(A) =det(A—Al) = (=1)?22+PiA+P, =22+ PA+ P, Par identification {pl B
dettA—AD=pD)=Q-Dx4-1)-10=22-51-6 Ona= P, =—6

Maintenant les valeurs propres s’obtiennent en calculant les racines p(4) = 0 qui sont A; = —1 et

1) (2
x x o
A, = —6. Les vecteurs propres X = ( }1)) et X = < %2)> associés a ces deux valeurs se
X2 X2
calculent a partir de I’équation aux valeurs propres
{AX(l) = 2,Xx®

AX®@) = 1, x@ (Iv.7)

On commence par la premiére équation :

xil) + 2x§1) = —xil)

5x£1) + 4x§1) = —xél)

xfl) + 2x§1) = llxil)

AX®D = 1, x® =
! 5x£1) + 4x§1) = Alxgl)

avec Ay =-1 = {

= 2D = 4
e 1
Donc la forme générale du vecteur propre associé a A, est X( = 21) = x(ll) ( 1)
X, -

Pour déterminer le x, on utilise alors la condition de normalisation : |X®|* = 1 = x{ = 1/v2

1
= X = ﬁ(-ﬂ)
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Méme chose pour la deuxieme équation :

xfz) + 2x§2) = 6x§2)
5x§2) + 4x§2) = 6x£2)

xiz) + 2x£2) = /’sziz)

AX@ = 2,x?) =
5x§2) + 4x§2) = Azxéz)

avec/12=6:>{

5
= 5x§2) = 2x§2) = xgz) = Ex(12)
)
Loz -z ) _ x1 ) 1
Donc la forme générale du vecteur propre associé a A, est X\<) = @ | = %1 5,2
X2
Et la normalisation donne [X®|* = 1 = @ = 2/vZ9
2 1
2 — —_
= X m(1)
Exemple 2 (systeme a 3 x 3)
1 1 0\ /% X1
0 2 0](x2])=A[*
0 -1 3/\%X3 X3
1 1 0 1-2 1 0
A=(0 2 0 Donc A=A-2U=| 0 2—-1 0
0 -1 3 0 -1 3-12

Pour un systéme 3 x 3, le polyndme caractéristique s’écrit :

pD) = (1323 + P22 +P,A+P; = p(Ad)=—-23+PA>+ P,A+ Py

D’un autre c6té det(A— AI) = —23+612-111+6
Pi=6

Par identification, on obtient : {Pz =-11
Py =6

Remarque

Dans le cas d’un systéme générale N X N, la méthode usuelle du déterminant det(4 — AI)pour le
calcul du polyndme caractéristique devient difficile pour «n» grand. Dans ce cas, on doit faire
recours a d’autres moyens plus adaptés qui peuvent étre automatisés par un programme. Parmi ces
moyens de calculs, on a celle de « Fadéev — Leverrier ».

4.3 La Méthode de FADEEV - LEVERRIER

4.3.1 Définition

La méthode de Fadéev — Leverrier permet de calculer les coefficients du polynéme caractéristique
(Py; Py ; Py ;...; By) sans utiliser la méthode du déterminant.

Elle est basée sur le calcul d’une suite de matrice par 1’algorithme suivant :

{ A =4 k=2.n (IV. 8)

A = (A1 + (=1)"P,_1 1A

Ou [ est la matrice identité¢ N X N en générale. On note By_1 = Ag_1 + (—1)"Py_41
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Les coefficients P, = (—1)("“)@ ol tr(A,,) est la trace de la matrice A, et n la dimension de la
matrice.

4.3.2 L’algorithme
Les étapes principales de cette méthode se résume comme suit :
a) ldentifier les éléments de la matrice A

b) Calcul du premier coefficient P;
c) Alterner les calculs entre A, et P, jusqu’a obtenir les n coefficients

Pour terminer la résolution de du systéme (résolution de I’équation linéaire), il faudra procéder a
I’utilisation de I’'une des méthodes déja employée dans le chapitre 1.

Exemple 1

1 1 0
On applique cette méthode a I’exemple 3 X 3 précédent : A = <0 2 0)
0 -1 3
__tr(4A) _

o P = (—1)(3“)@ D’apres I’algorithme (IV.8) onad; =4 = P4 = n 6

e P, = (—1)(3“)# On peut calculer le A, & partir de I’algorithme (IV. 8)
1 1 0 1 0 O 1 1 0 -5 -3 0
A=A+ =3eDAa=([o 2 o —6(0 1 ol]fo 2 o)]=(0 -8 o
0 -1 3 0 0 1 0 -1 3 0 1 -9

_tr(4)

-11
2 2

e DemémeP; = (—1)G+D # On doit calculer A,

-5 -3 0 1 0 0 1 1 0 6 0 0
As = (A, + (-1)3P,NDA = <0 -8 0>+11<0 1 0) (0 2 0)=10 6 0

0o 1 -9 00 1//\o -1 3 \o 0 6
_tr(4s) 18 _
T3 T3

Le polyndme caractéristique du systéme s’écrit alors comme suit :
p(A)=-23+622-111+6

Exemple 2

X1+ 2x, +x3 = Axy 2 2 1\ /X1 X1
Le systeme 3 x 3 suivant: {xl +3x, +x3=Ax, = (1 3 1) <x2> =2 <X2>avec la matrice
X1 + 2%y + 2x3 = Ax3 X3
2 21
A= (1 3 1)
1 2 2

La forme générale du polynéme caractéristique dans ce cas est :

(/1)= -1 313+P1/12+P21+P3=_AS+P112+P2/1+P3
p
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Les coefficients P, se détermine par la formule suivante : P, = (—1)™*D @

Tel que les matrices Ay, se calculent a partir I’algorithme de Fadeev-Leverrier, formule(IV. 8)

Onan=3

e P =(-1)® Lfl) D’apres I’algorithme (IV.8) ona 4, = A = Py = triA) =7

e P,=(-1)® W(Z—AZ) On peut calculer A, a partir de 1’algorithme (IV. 8)

2 2 1 1 0 0\\/2 2 1 -7 -2 -1
A=A+ =03eDAa=(1 3 1)-7{0 1 of|l1 3 1)=(-1 -8 -1
1 2 2 00 1//\1 2 2 -1 -2 -7

_tr(4)

2

2

-11

e DemémeP; = (—1)G+D @ On doit calculer A,

-7 -2 -1 100 1\ (5 0 0
Ay = (A, + (-1)PPDA = <—1 -8 —1>+11<0 1 o) ( 1>=<0 5 0)
-1 -2 -7 00 1//\1 22/ o 05

T3 T 37

Le polynéme caractéristique du systéme s’écrit alors comme suit :

p(A)=-23+722-111+5

1 1 -1
A= <O 4 1
0 -2 1

p(A) = - +612-111+6

Un autre exemple

On suit les mémes étapes et on obtient :

N.B.

Cette méthode permet seulement de calculer ’expression du polynéme caractéristique p(A) et non pas
les valeurs propres qu’on calcule aprés en résolvant 1’équationp(4) = 0. Si le polyndéme est de degré n
grand n >4 ou les méthodes d’algébres usuelles sont inapplicables, on fait recours aux méthodes
numériques comme la méthode de Newton-Raphson, de bissection ou de point fixe.

4.3.3 Programme de la « Méthode de Fadeev — Leverrier »
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implizit nones

integer :: 1.3.lk.m

integer, paranster: ;. n=3

double precision.dimsn=ioni{tn.n.nl:: a.b
double precision.dimensioni{n):: p

IlEntrée desz &léments de la matrice A

do i=1.n

do j=1.n

write(#* *#] ' donner 1''element af'.i1.3.'.11°
read(*, *®) al{i1,3.1)

enddo

enddo

ICalcul du cosfficient F1

p(ly=0.d0

do 1=1.n

pili=p{l)+i{-1)*=(n+l))*®al1.1.1)

enddo

write(#®,®) 'le cosefficient pl e=t=', pil)

ICalcul de la =uite des matrices Alk)
do k=2.n

do i=1.n

do j=1.n

1fi{1.eq.j)then

Bli.7.k)= a(i.].k-1) +{{-1)=*=*n)*p(l-1)
elze

bii.j.ki=aii.j.k-11

endif

write(=*,%) 'b', 1.7.k, '=', B{(i.7.k)
enddo

enddo

ICalcul du produit Afk)= B{i,j.ki=A{i.7.1)
do i=1.n

do j=1.n

afi.j.k)i=0.40

do m=1.n
afi.j.ki=aii.j.ki+bi{i. m.k)*aim. 3.1}

enddo

enddo

enddo

ICalcul des coefficients restants P2 et P3
plky=0

do i=1.n

plli=p{li+({{-Ll)i==®(n+l))*®ali, i, k)

enddo

plky=pilklisk

write(*,*®) 'le cosefficient p'.lk, 'est=", pil
enddo

end

ey to continue

Figure 4.1 :Programme de la méthode de « Fadeev — Leverrier » avec solution de [’exemple
Exercice 1

a) Déterminer le polyndéme caractéristique puis en déduire les valeurs propres de la matrice A en
utilisant 1’algorithme de Fadeev-Leverrier

100
A=1004
010
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A=A tr(Am)
— (_1\n+1 m
{Ak = (Ag-1 + (D"P_1DA Fn=(=1) m )
Ou B, sont les coefficients du polyndme caractéristique.
Ondonne: x3 —x%2 —4x +4 = (x — 1)(x? — 4)

b) En supposant que les matrices 4,,, sont données, écrire un programme Fortran qui calcule les
coefficients B,, avec la relation () donnée ci-dessus.

Exercice 2

Utiliser la méthode de Fadeev-Leverrier pour obtenir le polyndme caractéristique p(A) du probléme
aux valeurs propres suivant :

2x1 + 2x5 + x3 = Axyq
X1+ 3x, + x3 = Ax,
X1 + 2x2 + 2x3 = Ax3

Méme question pour un probleme aux valeurs propres avec une matrice :

11-1
A=104 1
0-21

4.4 Meéthode de Jacobi
4.4.1 Définition

La méthode de Jacobi est une méthode itérative applicable a une matrice A symétrique. Elle consiste a
faire opérer le groupe des rotations planes sur A, c’est-a-dire a multiplier A par des transformations
orthogonales afin de la mettre sous forme diagonale, les éléments diagonaux étant les valeurs propres
de la matrice A. A la premiére étape, on calcule la matriceA; = HtA H. En itérant ce processus, on
obtient :

Appr = (HEHE . HDA(H{Hy ... Hy) (V. 9)

La suite des matrices Aiconverge vers une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les
valeurs propres de la matrice initiale A. La suite des matrices P, = H,H, ... H; converge vers la
matrice dont les colonnes sont constituées de vecteurs propres.

Considérons une matrice réelle symétrique A, qu’on désire diagonaliser. Commengons par le cas
tréssimple d’une matrice d’ordre 2.

Exemple

. . aj; Qg2
Soit une matrice 2x2
a1 Q2

La diagonalisation se fera via I’application d’une matrice orthogonale,dans ce cas une simple matrice
de rotation dans le plan :

_(cos(8) sin(0)
H_(—Sin(Q) cos(@))

H-1AH = (cos(@) —sin(H)) (a11 a12) ( cos(6) sin(@)) _ (/11 0)

sin(@) cos(@) /\@21 QAz2/\—sin(@) cos(0) 0 A,
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Remarque
L’angle fest determiné par I’annulation des composantes hors diagonale
—sin(8) cos(8) (a;; — ayy) + a12(sin(8)? — cos(6)?) =0

Ce qui donne :

1
Esin(ZH) (ay, —aq1) = aq, cos(26)

1 aq
= 0 = —arctan (—)
2 az; — Ay
Dans le cas générale (n > 2),La méthode de Jacobi consiste a appliquer une suite de transformation
du type cité ci-dessus,cette fois a I’aide de matrices de rotation généraleH (i, j, 0) qui effectuent une
rotation dans le plan x; — x;en utilisant une matrice de la forme :

10 . .- ...0
/ 0: P 0\
0:cos(8)—sin(8) i

.. |
H(i,j,0) = 0:sin(8) cos(8) ig (V. 10)
oo O 0 .1
Dans ce cas, I’angle 6 est donné par :
1 al-j
6 = —arctan| —— (V. 11)
Z jj — Qi

A la base de cet algorithme, deux subroutines connues « JACCOBI » et « EIGENSTATE » ont été
construites permettant ainsi de calculer les valeurs et vecteurs propres pour des matrices allant jusqu’a
de grande dimension. Pour les utiliser, il suffit de les appeler a I’intérieur du programme principal avec
les arguments appropriés (voir programme ci-dessous).
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4.4.2 Programme de la « Méthode de Jacobi »

|Programme PEINCIFAL
implizit none

integer:: i1.n.m,.nrot ,jJ

integer, parameter:: np=1000

double precision, dimensioninp):: d

double precision.dimensioninp.np):: a.w

write(*,*®) " donner l'ordre de la matrice A"
read(*, %1 n

write(#* *#)] " donner les coeficients de la matrice A"
do 1=1.n

do j=1.n

write(*,*®) " donner le cosficient", 1.3." de la matrice A"
read(*, %) a(i,.J)

enddo

enddo

zall jacobif{a.n.np.d.w,. nrot)
zall eig=rt(d.v.n.npl

do j=1.n

write(* %) "la waleur propre".7J.
write(*, *) diq)

write(%*, *) "son wvecteur propre correspondant est
do 1=1.n

write(® *®) wii,6])

enddo

enddo

END

A

ezt

Figure 4.2 : Programme PRINCIPAL de la « Méthode de Jacobi »

IEIGENSTATE SUBROUTINE
SUEROUTINE eigsrti{d.v.n.np)
INTEGER n.np

DOTBLE PREECISICN dinp).w(np.np)

INTEGER i.7.k
DOUBLE PRECISIOH p
do i=1.n-1

k=1

p=dii)

do j=i+l.n
1fi{di{j).ge.pithen

=1
p=d{3j}
endif
enddo
1fi{lk . ne.1)then
dili=dii)
diij=p
do j=1.n
p=vii 1)
w(3.1)=v(3.k)
v(j.kl=p
enddo
endif
enddo
return

END
Figure 4.3 : La subroutine de « EIGENSTATE »

66 | Page



CHAPITRE 4 Probleme Aux Valeurs Propres

| JACOBI SUBROUTIHE

SUTBROUTINE jacobifa.n.np.d.w. nrot)
INTEGER n.np.nrot,HMAX

DOUBLE PRECISION ainp.unp).dinp).wi{np.np)
FPARAMETER (HMAXK=2000)

DOUBLE PRECISION c.g.h.=s.=m.t,.tau, theta, tresh, b(HHAL) = (HMAX)
do ip=l.n ITnitialize to the identity matriz.

do 1g=1l.n

viip,igy=0.

enddo

wiip,ip1=1.

enddo

do 1p=1l.n

biipi=aiip.ip) IInitialize b and d to the diagonal of a.
diipy=b{ip}

=iipi=0. I'Thi= wector will accunulate terms of the form tapg
enddo laz in equation (11.1.143%.

nrot=0

do 1i=1.50

=m=0.

do 1p=1l.n-1 ISun ol-diagonal slement=.

do ig=ip+l.n

smn=smt+abs{alip.iqg))

enddo

enddo

ifi{=sm.eq.0.) then

return I The normal return. which relies

tresh=0. 2%®=n-n**? lon quadratic converif(i.lt.4)then gence

el=e lto machine underflow on the first thres swvesp=.
tresh=0. I thereafter.

endif

do ip=1.n-1
do  ig=ip+l.n
g=100.*ab={ai{ip.1iq))
ldfter four sweep=, =kip the rotation
lif the cl-diagonal element iz s=mall.
1f({i.gt. 4} . and. (ab=(d{ip)i+g.eqg.abz(d{ip))).and. (ab=(d(ig))+g.eg.ab=(d(ig)))ithen
afip,ig)=0.
Else_if{absﬁa{ip,iq)}.gt.tresh}then
h=d{ig)-d{ip}
if {ab=(hi+g.eg.ab=(h)ithen

t=aiip.ig)-h

el=e

theta=0. 5=h-a{ip, iq) I[Equation (11.1.10%.
t=1.7{ab=z{thetal+=grt{l. +theta*=x2})

if{theta. lt 0. )t=-t

endif

c=1. /sgrt{l+t®e?)

S=L¥EC

tau==-(1.+c)

h=t#*z{ip.iqg)

ziipi=z(ip)-h

ziigl=z(igli+h
d(ipj=d(ip)-h
diigli=d{igi+h
alip.ig)=0.

do 3=1.ip-1 ICa=ze of rotation=z 1 . 71 ¢ p.
g=aij.ip)

h=a{3j.1iq}

a(j.ip)=g-=*{h+g*tau)

aij.ig)=h+=*{g-h#*tau)

enddo

do Jj=ip+1l.ig-1 ICa=ze of rotation=z p < j < g.
g=aiip.])

h=a(3j.1iq)

aiip,j)=g—=*{h+g*tau)

aij.ig)=h+=*{g-h#*tau)

enddo
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do Jj=ig+l.n
g=alip.])

h=afig.J)
alip.])=g—=%{h+g%tau)
aiig.jl=h+=*{g-h*tau)
enddo

do J=1.n

g=vi{j.ip)

h=w{3j.1iqg)
vi].1ip)=g-—s*{h+g*tau)
vij,ig)=h+=*{g-h=*tau)
enddo

nrot=nrot+l

endif

enddo

enddo

do 1ip=1l.n
biipj=bi{ip}+z({ip)

diipi=b{ip) !Update d with the =um of tapg.
Ziipi=0. land reinitialize =.

enddo
enddo

pau=e 'too many iterations in jacobi!

return

END

ICa=ze of rotations g < 7 . n.

Figure 4.4 : La subroutine de « JACOBI »

68 |Page



Chapitre 5
INTERPOLATION POLYNOMIALE




Chapitre5 INTERPOLATION POLYNOMIALE

5.1 Interpolation — Définition

Souvent certaines informations (données expérimentales) concernant une fonction y = f(x)— fonction
d'une variable x — sont données sous forme de tableau de valeurs discréte (x; ; y; = f(x)))

Xo f(xo)
X1 f(x1)
X2 f(x2)
Xn f(xn)

Dans de tel cas a chaque valeurx; corresponds une valeury; = f(x;). mais pour les valeurs
xintermédiairex; < x < x;,, les valeurs y = f(x) ne sont pas connues et on ne peut pas les calculer
car la forme analytique de la fonction f est inconnue aussi.

L'interpolation est la procédure qui permet d'obtenir les valeurs intermédiairesy = f(x)
correspondantes ax; < x < x;;, a partir d'un ensemble discret de point (x;, f(x;)).Il est impossible
de trouver la forme exacte de f & partir des points (xl- ; f(xl-)) ; i=1, ..., n. Pour cela dans le
processus d'interpolation la fonction f est remplacée par une autre fonction g qui coincide avec f aux
pointsx; tel que
Vi=12,...,n | f(x) =g;) (V.1)

Pour les valeurs intermédiaires de x € x; < x < x;,4 le calcul des valeurs f(x) est approché par les
valeurs de la fonction g(x) aprés sa construction,puisquef (x) = g(x).

g est appelée «fonction d'interpolation »et I'ensemble des points (x;,f(x;))les « points
d'interpolation ». Il y'a plusieurs types d'interpolation selon le type de la fonction g (polynomiale
trigonometrique, etc.).

5.2 Interpolation polynomiale

Dans ce cas la fonction d'interpolation est de type est un polynéme de degrés n en générale. Si on a un
ensemble de n + 1 points (x;, f(x;)), il suffit de construire un polyndme p, (x)de degré n dont la
courbe passe par les points d'interpolation tel que :

Pn(x) = ag + a;x + ayx? + - a,x" (V.2)

5.3 Corollaire

Pour n + 1 points d'interpolation on ne peut faire correspondre qu'un seul polyndéme degré n.

5.4 Polyndme de LAGRANGE
On commence par construire des polynémes de degré n | L;(x)avec i = 1,2, ..., n telque:

1 pour i=j

Li(x) = 6, = {0 pour i#j (V.3)




5.4.1 L’expression

Pal0) = Y ) Li() (V.4)
i=1

C’est un polyndme de degré n en plus L;(x;) = f(x;).
Nous avons deux conditions sur L;(x;) :
e "Li(x;) = 0 pour Vi = j" =indique que x; est une racine du polyndme L;(x) d’ou

Li(x) ~(x — x0) (x — x1) (x — x2) .. (X — Xp_1) (X — Xp,) (V.5)
e "Li(x;) =1" =montre que la formule finale de L;(x) est

(x—x0)(x —x)(x —x2) ... (x —xp_1)(x — xy)
(x; — x0) (x; — x0)(x; — x2) ... (X3 — Xp—1) (x; — Xp)

Li(x) = (V. 6)

5.4.2 Théoréme

Etant donné n + 1 points d'interpolation (xl- ,f(xl-)). I'unique polynéme d'interpolation de degré n
passant par tous les points peut s’écrire

n
Pa(0) = ) F) L) (V. 7)
i=1
pn(x) s'appelle polyndme de Lagrange

5.5 Polyndme d’Interpolation de Newton (Interpolation de Newton)

Au lieu de la forme usuelle de p,(x) = ag + a;x + a,x? + --- a,x™, on écrit le polyndme sous forme
différente

Pn(x) = ag + a; (x — x¢) + az(x — x0) (x — x1) + az(x — x0) (x — x1) (x — x3)

(V.8)
+ . +a,(x —xg)(x —x1)(x —x3) ... (x—2x5_71)
On doit avoir p,, (x;) = f(x;). A partir de cette condition, on obtient les données suivantes :
ap = f(xo)
ap + ay (%1 — x0) = f(x1)
ag + a1 (x3 —xg) + a,(x; —x9)(x, —x1) = f(x
0 1( 2 0) 2( 2 0)( 2 1) f( 2) (V 9)

ag + a1 (xn — x0) + az (xy — x0) (xp — x1)
+ an(xn, — x0) (O — X1) won s (ep = xp-1) = f(xp)

Pour déterminer le polyndme d’interpolation de Newton il faut calculerles coefficients a; a partir des
relations (V.9). Ona:

aog = f(xo)
G~ f(xo)
! (x1 — x0)

On note :



f(x1) = f(x0)
(x4 — xo)

Donc a; = f[xg,x1] 0U f[xq,x] est la premiere différence divisée.On montre de méme que

= flxo,x1] (V. 10)

az = f[xo,x1,x2]00:

flx1,x%2] = flxo, x1]

[x0,x1,%x,] = (V.11)
Jho . (1 = %o)
flxo,x1,x,] est la seconde différence divisée. De méme pour un coefficienta; quelconque
a; = f[xo,xl , X2 ...x,-] ou:
X1, X2, . X;| — J|Xg, X1, Xj—
f[xo,xl,xz...xi]=f[ 1 X2, Xi] = flXo, X1, Xia] V. 12)

(x; — x0)
flxo, %1, %5 ... x;] est lai'*™ différence divisées.
5.6 Méthode des Coefficients Indétermineés

Soit le polyndome d’interpolation :p, (x) = ag + a;x + a;x? + -+ a,x™ puisque la fonction coincide
avec le polynéme aux points x; on a p,(x;) = f(x;) aveci =0..nd ou

Pn(x0) = f(xo)

x1) = f(x1)
2 1). [ (V. 13)
pn(xn) = f(xn)
Ce qui donne
ag + a1xg + ayx% + azxp> + . apxe™ = f(x0)
ap + ayx; + ayx;? + azx 3+ - apxy™ = f(xq)
0 T aix; +azx; 3X1 nx1"t = f(x V. 14)

ag + a1 X, + axp% + azx,> + - .apx, = f(xy)

On obtient un systemelinéaire de n + 1 équations dont les inconnus sont les coefficients a;. On peut
écrire ce systéeme sous forme matricielle.

1 xg %% .. x™\ /%0 f (o)
1 x x2 .. xlz\‘/a.l\ )
. .. . .. . " — . V. 15
\1 Xp xpt L xpn/ kap) kf(xp)) ( )

1 oxy x% o X" an f(x)

1 ) sz xon

| 1 X1 x12 xlz\_

e | est appelée la matrice de « VONDERMONDE »

1 % X .. %

1 x, x,2 o x"

Pour obtenir les coefficients a; il faut résoudre le systéme d’équations linéaires en utilisant 1’'une des
méthodes utilisées.



Exemple 1 (Lagrange)

Sachant que la forme générale du polyndéme d’interpolation de Lagrange est
n
P) = ) FGILG)
i=0

tel que Li(xj) = §;;0U (xi, f(xi)) Vi = 0...nsont les points d’interpolation
Montrer que

(x =20) (= x1) (x = X2) v vev v (0 = 21) (X = X341) e (X = X))

L = G ) G = 2D (i — %) o (Gt — X ) O = Xir) o Ot — %)

Calcul le polynéme d’interpolation de Lagrange P, (x) pour les points (1, 2) ; (2,5).
Solution

- Montrer la formule de L;(x) : On démarre de la condition suivante
1sii=j
Li(xj) = 8 = {0 sii#]
Onapouri # j = x; est une racine pour L;(x) ce qui implique
Li(x)~(x —x0)(x — x1) wervue (x—xj) wlx—x,)=0
0

Et pour i = j implique que L;(x;) ait la forme suivante

L)~ (x; = x0)Ox; — x1) venene (x; — xj) v (X — xp) _q
(x; = x0)Ox; — x1) venene (x; — xj) v (X — xp)
En généralisant la formule, on obtient que
L) = (x-x0)(x=2x)(x =%X3) v e (X =x5_1) (X = Xj41) oo . (X =)
! (x; — x0) (x; — ) (%) — X3) e von s (e = xi—1) () = Xjgq) e e (X — X)

- Calcul du polynéme d’interpolation de Lagrange P,,(x)

On a les deux points (x;; f(x;)):{(1,2);(2,5)}. La forme générale du polyndme devient dans ce
cas:

1
P = ) FEILE) = fGx)Lo(x) + f G (6)
i=0

On détermine les L;(x) :

(x=x)x—x) (x-Dkx-2)

Lo(x) = P B c = Lo(x) = —x*+3x—-2
= x)x—x%) (x—1(x—2) 2
Li(x) = T R = Lo(x) =x*—-3x+2

On déduit la formule du polyndéme P; (x)

Pi(x) =2[-x*+4+3x—2]+5[x*—-3x+2] = P;(x)=3x*+3x+6



Exemple 2 (Newton)

Soit une fonction f : [0,6] — R continument différentiable sur cet intervalle. Trouver son polynéme
de Newton sachant que la forme générale du polynéme d’interpolation de Newton est

Pn(x) =ag+a;(x —xp) + ay(x —x)(x —x1) +az(x — xp)(x —x)(x —x3) + ...
+ an(x — x0) (x — x1)(x — x2) .. (X —2x_1)

Chapitre 6 |
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Chapitre 6 METHODES DES ELEMENTS FINIS

6.1 Introduction

Les origines de la méthode des éléments finis remontent aux années 1950lorsque des ingénieurs
I’utilisérent afin de simuler des problémes de mécaniquedes milieux continus déformables. Depuis, le
champ d’applications s’estconsidérablement étendu et les fondements théoriques de la méthode se sont
amplement consolidés. Depuis son introduction au milieu du XXeme siecle, cette méthode est devenue
I’outil de base dans la résolution des équations aux dérivées partielles qui interviennent dans les études
scientifiques ou techniques. Congue initialement comme un procédé de calcul en mécanique des
structures, ¢’est sa formalisation qui a permis de 1’étendre efficacement a des domaines complétement
différentscomme la mécanique des fluides ou I’¢électromagnétisme.

L’objetif de ce chapitre est d’introduire les notions de base de résolution d’un certain type équations
différentielles ordinaires par la méthode des éléments finis. Cette méthode repose sur 3 ingrédients
principaux.

a- Exprimer le probléme sous forme variationelle ou intégrale (rendre le probléme faible)

b- Discrétiser le domaine (maillage) en le divisant en sous domaines par exemple un intervalle
est divisé en sous intervalles

c- Approcher la solution y(x) de notre probléme par une combinaison linéaire de fonction de
forme choisies ¢; (x) :

n
y(x) = z yigi(x) (V1. 1)
i=1
Les fonctions de formes ¢;(x) étant connues, la détermination de la solution revient donc a calculer
les coefficients y;
Exemple

Soit le probléme suivant :Vx € [a, b]

—y"(x) + C()yx) = f(x) (V1.2
Et les conditions aux limites ggg : 8

Cette équation décrit pas mal de problémes et de phénomenes physique. On procéde a la premiere
étape :
6.2 Exprimer le probléme sous forme variationelle ou intégrale

On multiplie 1’équation (V1.2) par une fonction v(x) appelé « fonction test »dont les conditions aux
limites sontv(a) = v(b) = 0. On aura:

—y"()v(x) + C)y()v(x) = fx)v(x) (VI.3)
On utilise la dérivée du produit pour modifier le terme y" (x)v(x).Ona:

[y’ v)] = y"()vE) +y' (Dvx)" = y'()v) = [y (vl -y @)

On remplace alors dans 1’équation (V1.3) :

76 |Page




CHAPITRE 6 Meéthodes des Eléments Finis

y' v — [y ()v)] + C)yx)vx) = fx)v(x) (V1. 4)
Maintenant on intégre cette derniere éguation de part et d’autre sur I’intervalle [a, b] :
b b b b
[y eowy dx - [ aveards + | ceayeveods = [ feaveadx  (V1.5)

Avec
b
f [y’ ()] dx = [y’ ()v()] = [y'(B)v(b) - y'(a)v(a)] = 0

Car v(b) = v(a) = 0. Il nous reste alors :

b b b
f ¥ (0v(x) dx + f )y dx = f FOOv(x)dx (V1. 6)

6.3 Maillage ou discrétisation

On divise I’intervalle[a, b] en sous intervalles en choisissant un ensemble de point a I’intérieur de
I’intervalle xq = a, X1, X5 ..... Xj ... Xp, Xn4q = b ces points sont les nceuds de la discrétisation et les
sous intervalles [xq,x1],[x1,%x2] - [Xi ) Xiz1] - [Xn » Xne1] SONt appelés les éléments géométriques
d’ou le nom méthode éléments finis.

6.4 Choix des fonctions de formes

On construit des fonctions linéairement indépendantes ¢, (x), @, (x), @3 (x) ... ¢, (x)et on approche la
solution y(x) par la combinaison (formule VI1.1) :

y(x) = Zyjqoj(x)
j=1

En plus dans chaque sous intervalle ou élément on prends v(x) = ¢;(x) = v'(x) = ¢;(x)

On aura n équations de la forme (V1.6) :

)

yio)' () 9/ (x) dx + f Cx) z )0 () | @1 () = f f@@@dx (VI.7)

M:

1l
[y

J

Zyj f PP (dx + Zy] f CIp g () = f F@e@dx  (V1.8)

a
Maintenant on pose :

b
f 019 () dx = M

,° (V1. 9)

f C()9, (@ ()dx = Py

a
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b
ff(x)fpi(x)dx = Fj;

En remplacant dans 1’équation précédente, on aura :

n n n

Mijy; + Z Pijyj = Z(M"f +Py)y; = Fi (V1. 10)
: =

j=1
En posant (MU + PU) = Al] .

J=1

n
ZAl]yj = Fi ; i= 1, W, n (Vl 11)
j=1
Si on écrit explicitement ces équations pour chaque i :

A11y1 + Ay, + Agzys + e + Appyn = F4

Apiyr +Ayy, + Azzys + o + Ayn = F,
(V1. 12)

Apiy1 + Anpys + Anzys + e + Apnyn = By
Donc on obtient un systeme de n équations an inconnues (les y;) qui, sous forme matricielle,
s’écrivent :

A11A12':“:'A1n Y1 Fy
Aprday | iAo | V2 |2 F2 | 2 gy =F (VI. 13)
AnlAnZ """ Ann Yn Fn

La résolution de ce systeme linéaire nous permettra de calculer les inconnuesy; (i = 1...n) et d’avoir
par la suite I’expression approchée de la solution y(x) (Formule VI.1)= y(x) = ¥7_; y;@;(x)

Puisque les fonctions de formes sont données la solution est déterminé des que les y; calculées en
résolvant le systeéme, pour cela on a besoin de calculer les coefficients de la matrice A et celle de F &
partir des intégrales définies ci-dessus

o Ay=(My+pP;)= ff @; ()i (x)dx + ffC(x)fpj(X)qoi(x)dx

o F =] f)e(x)dx

Exemple d’application

(VI. 14)

Soit le probléme suivant :
y')+ y(x) =x

y(0) =0
y(1) =0

On met I’équation sous la forme (VI.2) en multipliant par -1 on aura

Tel quex € [0, 1] et dont les conditions aux limites sont {

() = y() = —x

y(0) =0

Tel quex € [0, 1] et dont les conditions aux limites sont{
auex €10, 11 y(1) =0

a. le maillage ou discrétisation de ’intervalle :
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A titre d’exemple, on choisit seulement 2 points dans I’intervalle [0, 1] (c.a.d. n = 2) pour faciliter les
calculs. En réalité le nombre n doit étre plus grand pour obtenir une bonne approximation de notre
solution.

0O—-———x;1———x,———1 = x0=0;x1=§;x

2
Par conséquent on a 3 éléments formant les sous intervalles [xg ,x4]; [x1, x2] et [x3, x3]

b. Fonctions de formes :

On se donne les fonctions de formes suivantes

X = Xi—1 .
—_— Si xj_1 <x < x;
4 Xi = Xj-1
(x)=4 X—Xx;
pi(x) =9 X" % siox < x < %y (VI. 15)
Xi+1 — Xj
0 St x < x5-4 ou  Xj4q <X

Le nombre de points étant n = 2 ,le systéme linéaire final est 2 x 2 et il s’écrit donc comme suit :

Agq A12> Y1\ _ (F1>
(A21 Ayy (}72) - F, (V| 16)
Le but est de déterminer y, et y, pour cela on doit calculer les A;; et F; par les relations (V1.14).

Dans notre exemple C(x) = —1 et f(x) = —x

1 1

Apy = (Myy +Pyy) = j oL ()9 ()dx + f (D1 ()1 (1) dx
0 0

X — Xo ,
SI xg<x<x
jxl—xo
—{x—x
¢1.(%) SR Si x; <x<x,
X2 — X1
0 st x < xg ou x,<x

1 2
Avec x0=0;x1=§;x2=§;X3=1

( ; 1

3x Si 0<x£§

1 2

= @(x) ={3x-1 Si §<XS§
2

lO six<O0 ou §<x

Maintenant on a aussi besoin de ¢,'(x).D’une maniéregénérale, d’aprés I’expression de ¢;(x), sa
dérivée est :

(1 :
U S xg<x<x
Xi = Xi-1

lx: 1

1(x) S Si x1 <x=<xy
Xi+1 — X
0 St x < xg ou x,<x

Donc
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( 1 ) 1
=3 si 0<x< =
X1 — Xp 3
) 1 1 2
= p1(x) = =3 si —<x<-=
2—x1 3 3
) 2
kO six<0 ou §<x

Ou on peut dériver directement ¢4 (x)

On utilise la relation de « Chasles » pour calculer les intégrales en les décomposant sur les sous-
intervalles

1
+ f (VI. 17)

1
1T 3
S
0 0

Mais on remarque que dans I’intervalle E ,1] = p;x)=0etp,(x)=0

WIP—‘\NIN

W N

1 2 1 2
3 3 3 3
A= [ #1000 dx + [ 940 + [ (~Dg1CIp1CIdx + [ (11 s G
0 1 0 1
3 3
En utilisant les données obtenues suivantes :
Intervalle 01(%) p1(x)
1
0,— 3x 3
| 3]
.1 2.
~ = 3x — 1 3
|3 3]
2 1- 0 0
3]
1 2 1 2
3 3 3 3
52
Aqq =f9dx+f9dx—f9x2dx—f(3x—1)2dx=?
0 1 1
3 3
De méme ;
1 1
Azp = (Myy + Py3) = fqoz'(x)(pzl(x) dx + f(—l)(pz(x)(pz(x)dx
0 0
X —Xq i < <
Ixz_x1 St x <x<x,
(p2(x)= ﬂ Si x2<x<x
I X3 —_ xZ =73
kO St x < xq ou x3<x
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1 2
|(3x—1 Si §<xS§
2
:><Pz(x)={3x—2 si §<xS1
1
lO sixS§ ou 1<x
(3 Si l<x£E
| 3 3
' 2
:><Pz(x)={3 si §<xS1
1
LO sixS§ ou 1<x

Dans I’intervalle E ,1] = @,(x) =0etp,’(x) =0

2 2
3 1 3

Ay = f 5 (05 (V) dx + j b (g () dx + f (=D, )z (X)dx + f (D, W)z (X)dx

3 3 3
2 2
3

wl

3 3

De méme pour A;, et A, :

1 1

2
3

1 1
52
Az, :j9dx+f9dx—j(3x—1)2dx —f(Bx—Z)de =5
1 z 1 E
3 3

Ay = Az = (Myp + Prp) = f¢1(x)<pé(x)dx + f(—l)(pl(x)q)z(x)dx
0

0

2 2
3

A =47 = f @1 () Pz (x)dx + f(—l)fm(x)fpz(x)dx

1
3 3

2

2
3 3

26
A12 = A21 = f9dx — f(3x— 1)2dx = ?
1

1
3 3

Maintenant les F; :

1 2

1 3 3
F = f (=x)p1 (¥)dx = f ()1 (D) dx + f (=) @1 (X)dx
0 0 1

3

1 2

Fi=[(—x)(Bx)dx + | (—x)(3x — 1)dx =
Jcopoect]

54
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2

1 3 1
Fy = f (~x) @2 (X)dx = f (=) @2 (X)dx + f (=x) 5 (x)dx
0 1 2

3 3

2

3 1
13
F, = f(—x)(?ax —1dx + f(—x)(?)x —2)dx = ~51
1 2
3 3
Le systéme devient :
52 26 7
9 9 (yl) _[| 54
26 52 [\¥> 13
9 9 54
_7 26 52 7
54 9 9 54
_13 52 26 _13
|l 54 9f _ 1 19 sa) 19
TR I T a8 Y2= sz 260 T 468
9 9 9 9
26 52 26 52
9 9 9 9
La solution est :
2
y() = ) 3000 = 11010 + 7202(0)
j=1
. 1
Yy * 3x si 0<x< §
1 2
y@x) =1y, *Bx—1)+y,*(3x—1) si §<xS§
2
Y2 * (3x —2) si g<x<1

Exercice 1
Avec la méthode des éléments finis (Type Galerkin) transformer en un probléme faible le probléme :
-y +xy+x*=0

Si on exprime y(x) sous la forme d’une combinaison linéaire de fonction de formes ¢;(x), montrez
qu’on peut I’écrire sous la forme matricielle AY = F. Donnez I’expression des coefficients 4;; et F; en

fonction des fonctions de formes ¢; (x).
Exercice 2

Avec la méthode des éléments finis (Type Galerkin) transformer le probléme suivant : y”’ = x en un
probléme faible puis effectuer sa résolution pour x € [0,3];y(0) = y(3) = Oet les fonctions de
formes ¢; (x)qui sont données par :
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X = Xi—1 .
—_— Si X1 <x =< x;
4 Xi = Xi—1
. = x—Xx
pilx) =4 X 7% St ox; <X < Xjyq
Xit1 — Xi
0 Si x < x4 ou  Xjpq1 <X

En utilisant 2 points a I’intérieur de ’intervalle[0, 3]
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Chapitre 7 DERIVATION NUMERIQUE

7.1 Introduction

Parmi les méthodes de résolution des équations différentielle est la « méthode des différences finies »
est la plus facile, elle repose sur I’application du développement en séries de Taylor pour calculer
numériquement les valeurs approchées des dérivées.

7.2 Deéfinition de la méthode des différence finies

7.2.1 Introduction
On considére la fonction y = f(x) définie sur [a, b]. Soit I’ensemble des points {xg ;X1 ;X5 ; .o ; X}
équidistants x; = xq + ih. On note y; = f(x;) la valeur de f au point x; une différence finie est une
expression de la forme df = f(x") — f(x)
7.3 Opérateurs de différences finies
Onnote y; = f(x;)
7.3.1 Opérateur différence avant
Af) =fx+R) = flx) = AFG) = flxie1) = FOx)

(VII. 1)
Ay; = Yiv1 — Vi
7.3.2 Opérateur différence arriére
V@) =f) - fx—h) = Vflx) = fx) —f(x-1) VI 2)
Vyi=Y¥i—Yi1
7.3.3 Opérateur différence centrée
5f(x) =fx+h)—flx—h) = 6&f(x;)=/f(x41) — f(x-1) VL. 3)

8Yi = Yir1— Vi1
Ces opérateurs sont linéaires. Les différences ci-dessus sont la premiére différence. On peut définir
des différences d’ordre supérieur. Par exemple la seconde différence est définie par :

A f(x) = A(Af(X)) = Af (x + h) — Af (x)
A*f(x;) = A(Af(x;)) = Af (xp41) — Af () (VII. 4)

2., —
A%y; = Ayirq — Ay;
De maniere générale, la n®™ différence :

AT f(x) = A" (Af () = A" f(xppq) — AMHF (%)
Aty; = A"y — A"y, (VI11.5)
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7.4 Relation avec la dérivée d’une fonction

7.4.1 Théorémel

e R
Si f:R — R est une fonction deux fois (02) continument dérivable (de classe C?) si {h >0 alors

Ac /

Vif(x o)

(.

VII. 6
Apf(x o) ( )

’f(o)_

7.4.2 Théoréme 2

eER
Si f:R — R est une fonction trois fois (03) continument dérivable (de classeC?) si {h >0 alors

dc /

Snf ()| _

Xxh? ; Yh< hy (VIL. 7)

’f(o)—

7.4.3 Définition

Vif(x0) . Anf(x0)
h )

pour I’approximation de f'(x,). Les différences 6 et 7 sont appelées erreur de troncature d’ordre
of (xo)

h.

On dit que sont des formules de différences finies rétrogrades (resp. progressive)

——est la formule de différence centrée ou 1’erreur de troncature est d’ordre 2.

Si f est une fonction de classe C™*! ou de classe C™*2 alors les quantités (VII. 8) sont des
approximations de la niéme dérivée f ™ (x,) au point x, quand h = 0

Virzlf(xo)_ ﬁf(xo)_ S (xo)

VII. 8
o mn @2 (VI1.8)
On pourrait alors approximer la premiére dérivée par I’'une des formules suivantes :
P LCE 0 Ey o B (O €l B (R Db ()
"~ h—0 h "~ ho0 h "~ h-0 2h
avant arriere centré
fx+h)—f(x) _Af(x)
h " h (VI1. 9)
f={ [@IE=n Ve
|foc+m) - fGa—h) _5f@)
k 2h 2h
En général on peut approcher la nieme dérivée par :
0y = IO B G) | GRS Cxo) I 10)

S T GYA )

On peut aussi utiliser une combinaison de ces operateurs tel que :
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" Vif(x) _A*f(x) _ (AV)f(x)
f(x) = P v el ey (VII.11)

Cas d’une fonction a plusieurs variables
Soit f(x, y) une fonction continue dérivable par rapporta x et y, ona:

af(ny) — hmf(x+h;}’)_f(x'}’)

0x h—-0 h
0 oY) _ . floy+k) = fy)
ay k—0 k

Ces dérivées sont approximées par des différences finies

af(x'y) zf(x +h»}’) _f(xry)

0x h
af(x'y) . f(x'Y'i‘ k) _f(x:y)
ay k

7.5 Programme de la méthode de « Dérivation Numérique »

|Programme pour calculer numeriguement la derives d'une fonction f£0=x)
| aux different= pt= a<xi<bh d'un interwvalle [a.b]

implicit none

integer :: 1i.n

integer. parameter . nmax=1000
double preci=zion :: a.b.h

real @ f

double precision.dimension{l nmax):  =x.{fprime

write(#*® #®) 'Donner l1''interwvale [a.b] =t le nbr de pts n < nmax'
read(*®, *®) 3 . b.n

h={b—al-sn

=[(0)1=a

do i=1.n-1

IDicretization de 1l'itervalle [a.b]

=Z{11=={0)i+1i%h

lzcalcul numerigue de la deriwves en utili=ant

b l'operateur difference finie awvant
fprime{i)=(f{=z{(i+1l3—£f{={i1323-h

write(*® %3 "=(", 1., "3i=", ={i1), " et f£''{(x". i. ")1=". f{prime(i)

enddo
end

function £{x)
double precision =
f=exp(x)

return

=nd

Figure 7.1 :Programme de la méthode de « Dérivation Numérique »

Exercice 1

1- Définir les opérateurs de différence finie avant A et arriereVet centré §respectivement.

2- Calculer Af (x), V£ (x) et 5f(x) au point x = 1 avec un pas h = 0,1 pour f(x) = x?

3- Calculer I’action générale de 1’operateur A§ sur une fonction f(x).

4- Ecrire un programme fortran qui permet d’écrire Af (x) en tout point X; d’un intervalle
[a,b] : (a<x; <Db)

Exercice 2

1- Calculer I’action de 1’opérateur D = VA? sur une fonction f(x) ol A etV sont les opérateurs
différence finie avant et arriére respectivement.
2- Donner I’expression approchée de la dérivée troisiéme f'" (x) en fonction de I’opérateur D.
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3- En déduire la valeur approchée de la dérivée troisieme de f(x) = e* au point x = 1 si le pas
h = 0,1, comparez cette valeur au résultat exacte.
4- Montrer que A™y; = V'V

Exercice 3

1- Calculer I’action de I’opérateur D = VA sur une fonction f(x) ou A etV sont les opérateurs
différence finie avant et arriére respectivement.

2- Donner I’expression approchée de la dérivée seconde f' (x) en fonction de I’opérateur D.

3- En déduire la valeur approchée de la dérivée seconde de f(x) = x2 au point x = 1 si le pas
h=01

Exercice 4

1- Définir les opérateurs de différence finie avant A et arriéreV respectivement.
2- Montrer que AV= VA
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Chapitre 8 RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

8.1 Définition

En mathématique, les équations différentielles sont des équations qui lient une fonction ou plus a leurs
dérivées. En application physique ou chimique, ces fonctions représentent des grandeurs physique
(telle que la masse, la distance, I’énergie, etc.) et leurs dérivées représentent le changement ou
I’évolution de ces grandeurs par rapport a un parametre précis (temps, température, etc.). Dans ce
chapitre, on s’intéresse a la résolution des équations différentielles par la méthode des différences
finies.

8.1.1 Equation différentielle ordinaire

Plusieurs problémes en physique nécessitent la résolution d’équation différenticlle dont la solution
analytique exacte est difficile ou impossible a calculer. On fait alors recours aux méthodes numériques
pour trouver les solutions a cette équation :

F (v ¥/ 003 7003 e y™(0)) = 0 (VIIL1)
Ona en générale 2 approches pour la résolution :

a) La premiére consiste a chercher une fonction approchée de la solution et calculer sa valeur aux
points {xg, X1, X2, X3, e .. X0 .

b) La deuxieme consiste a calculer les valeurs numériques de la solution y(x) aux points
{x0, %1, %2, %3, ... Xy} €SPacéSparh = x;,1 = x; +h

Equation du premier (1*") ordre — « Probleme de Cauchy » :

dy
a:;g(x'” (V111.2)
Y{Xo) = Yo

8.1.2 Existence et Unicité de la solution
Soit le probléme de Cauchy (VIII. 13) tel que :

a) g(x,y) estune fonction a valeur réelle définie continue sur I’intervalle [x, , b] et —co< y<+oo
b) Juneconstante k \Vx € [xo,b] etVy,ety, ER: [[gx,y1) —gxy2)l <

kllys — y.ll

Alors V y, le probleme (VIII. 13) admet une solution unique y(x) \ Vx € [x,,b] (condition de
Lipchitz). Il y’a plusieurs méthodes pour la résolution numérique de ce probléme on peut citer :

8.2 Meéthode de Série de Taylor

8.2.1 Formulation

Basée sur le développement de Taylor :

y(x) = L5 an(x = xo)"
_ Y™ (VIIL.3)

n n!
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e ™ (.
yi+1=yi+h><y’(xi)+h2x%+---+h"xyT(lx‘) (VI11.4)
8.3 Meéthode de Piccard
8.3.1 Formulation
y x
Yy =gkxy = f dy = f g, y)dx' (VIIL5)

Yo X0
Y00 = o) + [ g yG))ax

Xo
x

y' () = y0o) + [ gy

X0
x

Y@ =0+ [ gy )

X0

8.4 Application de la « Méthode des Différences Finies »

8.4.1 L’algorithme

Les étapes principales de la résolution numérique d’équations différentielles passent par le biais de
différents opérateurs de différences finies :

a) Discrétisation du domaine= choix d’un ensemble de point {x; ;i = 1...n}

b) Ecrire I’équation différentielle en chaque point x; en remplacant la dérivée par la valeur
approchée calculée par A,V et § ou leur combinaison.

c) Déduire le schéma récursif (itératif)qui permet de calculer les valeurs y; de la solution y(x) en
chaque point x;

Soit une équation différentielle munie d’une certaine condition initiale y(x,) = yytel que: g:R X
R — R une application continue, une solution de cette équation est par définition une application
différentiable :

y(x):[a,b] — R Vvérifiant :

y'(x)=gkxy)
y(xo0) = ¥o

Ce probléeme admet comme on I’a déja souligné plus haut une solution unique si la condition de
Lipchitz de rapport k est veérifiée :

(VII1.6)

Vx€la,bletVy ety, ER: [lglx,y1) — gx,y)Il < kllys — y2ll

Alors le probléme admet une solution unique donnée par :

b

y(x) =y(xo) + j g(x y(x"))dx' (VILT7)

Xo
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CHAPITRE 8 Résolution Numériques des Equations Différentielles

8.4.2 Méthoded’Euler

8.4.2.1 Définition

La méthode consiste a trouver une solution approchée de 1’équation sur un intervalle [a, b] Vérifiant
N, - . e o dy A

les conditions initiale y (xo) = ¥, en utilisant la méthode des différences finies =~ ~ =~

On découpe lintervalle [a,b] a l’aide des points{x, =a;x;;x,;x3;..;x, = b}en n sous

intervallesAx = h = 22¢

en utilisant I’operateur différence avant on note

Af(x) = fxie) = f(x) = Ayi=Yip1 — Wi (VI1.8)

En chaque point x; on remplace la dérivée y’ par le rapport des differences finies % = g(x,y) par

Ay Ay
A glx,y) = El(x'y) =g(x,y) (VIL9)
En utilisant les opérateurs différence finie Z—i’ ~ A%
Av:
% = g(x0y0) (VI11.10)

8.5 Equation Différentielle du 1°" Ordre

La forme générale d’une équation différentielle d’ordre 1 : (Méthode Euler)

y'(x) + a(x)y(x) = b(x)

_ (VI11.11)
Ecrite sous forme normale :
, _ ~y(0) =y e
y'x)=gky) ; % € [a,b] condition initiale (VIN.12)
On procéde comme sulit :
yi = g(x, i)
Ay;
= T =90y (V111.13)
= === g%, )
Schéma récursif
Yit1 = hXx glx,y) +y; (VIII. 14)

Ce schéma permet de connaitre la valeur approchée de la solution y; en chaque point x;.Connaissant
Yo on calcule y; puis y, et ainsi de suite... On calcul ainsi les valeurs approchées aux points en
réunissant les pointssur le plan xOy par des segments de droites, nous obtenons une ligne brisée qui
est la représentation approchée de la courbe de la solution. Cette ligne s’appelle « Ligne brisée
d’Euler ».Soit y;, (x) la solution approchée, on a alors },ilr(}ly”(x) — Vexa(X)| = 0 0U y,pq(x) est la

solution exacte.
Exercice
Résoudre numériquement par la méthode des différences finies 1’équation différentielle suivante avec

les conditions citées
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x €[0,1]
y' () =yx)+x avec {y(0)=y,=1
h=0,1

Ecrire un programme Fortran pour la résolution d’équation de type générale : y' = g(x,y) avec la
condition initiale y, et x € [a, b]

8.5.1 Programme correspondant a une Equation Différentielle du ler Ordre -
« Méthode d’Euler »

IProgrammne pour resoudre une equation differentielle du ler ordre de la forme:
I v'(®)=f(x,v) par la methode D'Euler
inplicit none

integer :: i.n
integer, parameter . nmax=1000
double precision :: a.b.h.f

double precizion,dinension(0: nnax): ®.v
yrite(*, %) 'Donner 1''intervale [a.b] e
read(*, %) a,b.n

t le nbr de pts de discretisation n ¢ nmax'

};é];::)/n I result - Bloc-notes = ad X
v(0)=0.0 -~ " , ,

IOuverture d'un fichier pour stocker les résultats Fichier _Edition Format _ Affichage _ Aide

open(2 . file='result.txzt'. status='New') | f.00APEEOOPAONORAE+EBE  B.0APEBOAAEEOOREOE+BOE
mitelZ, s =0yl S 1.000000000000000E-061  ©.060000000000000E+000
ICalcul des =({1) et v(i) par le schéma récurssif

do i=1.n 2.006000000000000E-001  1.00020000000000RE-002
m(1)=x{0]+i%h 1.000000000000000E-081  3.100R00CPEOOGRR1E-002

yii)=h*f(z(i-1) y(i-1])+y(i-1)

Teitel2.®) w1} Bli) 4.000RA0ARARERRARE-PA1  6.41000A00AARAOR2E 02
end do OB "F\Software Set. 5.000000000000000F-001  1.105100P0000ROR0E -001
egém'ﬁ?? : : .000PA00EPEAARATE-PR1  1.7156100P0AGARREE -0A1

ITa fonction
function f{x,v) :
doubleprecizion: (x.v, f £

.00000000000000RE-B01  3.435333100000000E-001
Foytx .000000000000000E-801  4.5794769100068001E -081
return 1.600000000000000  5.937424601000001E-881

end Press any key to continue !

b
7.006000000000001E-081  2.4537171080000600E -001
8
9

Figure 8.1 : Programme de la « méthode d'Euler » pour une équation différentielle du 1° ordre

8.6 Equation Différentielle du 2" Ordre

La forme générale d’une équation différentielle d’ordre 2 est :
y"(®) +a()y' () + b(x)y () = c(x) (VI 15)
8.6.1 Probleme avec Conditions Initiales

€ [a,b] ; y(a)=yo; y'(a) =y,
n n Azy
y (xi) =y/' = hzl (Vl” 12)

e Premiére possibilité (double utilisation de 1’opérateur avant — ou bien opérateur arriere) :

A%y; = AWY)) = AW — Vi) = AYigr — Ay; = Givz — YVier) — Dier — Y1)
= A%y = Yir2 — 2Vi1 + Vi (V1. 13)

e Deuxiéme possibilité (opérateur mixte) :

A(Vy) = Ay — yi-1) = Ay — Dyic1 = i1 — Vi) — i — Yi-1)
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= A(VY;) = Yiy1 — 2Yi + ¥ia (V1. 14)
8.6.1.1 Recherche du schéma récursif

¥ (x) +a()y’ (x) + b(x)y(x) = c(x)
On cherche lesy; en tous les points : x; = [xg = a; X1 ; X3 ; X3; .} Xy = b]

e Premiéere possibilité :

A%y, Ay;
?l + a(xi)Tl + b(x)y(x;) = c(x;)
o — 2V .ty Ly
Yoz T2 T4 aGe) P by () = e
Schéma Récursif
Yi+2= hZCi + [2 - hai]yi+1 + [hal- - hzbi — l]yl (Vl” 15)

Remarque

On remarque que le premier terme qu’on peut calculer a partir du schéma récursif est y,. On aura alors
besoin de la valeur de y; pour effectuer ce calcul. On peut déterminer y, a partir des conditions

initiales : y(a) = v, ; y'(a) = y§

, _Aye  y1i—Yo /

o Deuxiéme possibilité :

A(Vy; 1 — 2V + Yie +1~ Vi
i = (hzyl) _, Yin h};l Yict yl+1h it biy(e) = ¢,
= [1+ ha;lyiy1 = h%c; + [2 + ha; — h®*bily; — yioq
Schéma Récursif

[h%c; + [2 + ha; — h?b;|y; — yi_1 |
. = VIII. 17

Remarque

Le premier terme a calculer a partir du schéma récursif est y, mais pour le calculer il faudra
déterminer y_,a partir des conditions initiales : y(a) =y, ; y'(a) = y;

, VYo Yo— Yo '
yoszT = y_1=—hy0-|-y0 (V|||.18)

Exemple

Déterminer a I’aide de la méthode des différences finies le schéma récursif qui permet de résoudre
numériquement 1’équation différentielle suivante

y'(x) —4y'(x) +yx) =x

. (h=0,1 ) . .
Si {h 0 Calculer la valeur approchée de la solution aux points x = 0,1 et x = 0,2

y(0)=0ety'(0) =1
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Solution
- Schéma récursif

On part d’un point « i » quelconque de I’intervalle et on introduit les opérateurs de différence finie, on
obtient I’équation suivante :

A%yl — 4Ay] +y; = x;

A partir de la, on détermine facilement le schéma récursif suivant :

Visz = h?x; + (4h + 2)y;4q — (h* + 4h + 1)y,
- Calcul de y(0,1) et y(0,2)

On a les conditions initiales suivantes : {5(3)0’210 ety'(0) = 1
D’aprés le schéma récursif, quand i = 0
y, = h?xy + (4h + 2)y; — (h® + 4h + 1)y,
Avec y, = y(0,2);y1 = y(0,1) ;50 = y(0) et xo = 0
- Déterminer y; = y(0,1)

On sait que y'(0) = y, = 1. On utilise alors I’opérateur avant pour déterminer le y;

, Ay 1 ,
}’0=TO=E(J/1—3’0) = y1=y01)=hys+y,=01x1+0 =y, =y(0,1) =0,1

- Déterminer y, = y(0,2)

yz = hsz + (4h + 2)3’1 - (h2 + 4h + 1)y0
=(0,1)?%x0+(4x01+2)%x01-(0124+4x%x0,1+1)x0

y, =y(0,2) =0,24
Exercice

a) Quelles sont les étapes principales de la résolution d’une équation différentielle ordinaire par
la méthode des différences finies ?

b) On considére le probleme aux valeurs initiales suivant : y'' + xy = 0 avec y(0) =
lety’(0) = 0. En utilisant les opérateurs de différence finie arriére et avant, déterminer le
schéma récursif adéquat qui permet de calculer les valeurs numériques approchées de la
solution y(x)

c) En déduire y(0,2) et y(0,4)

95| Page



CHAPITRE 8 Résolution Numériques des Equations Différentielles

8.6.2 Programme correspondant a une Equation du 2" Ordre avec Conditions

Initiales

|Programmse pour resoudre une equation differentielle du 2nd ordre de la forme:
b vhiEIHE (= y (®i+g{xivig)=di{x) par la methode des difference=s finie=s

implicit none

integer :: 1i.n
integer, paranster :: nmax=1000
double preci=ion :: a.b.h.vpl
real :: f£.g9.d

double preciszion.dimension(l: nmna=x): =Z.v
write(*® %) 'Donner 1''intervale [a.b] et le nbr n < nnax'

readi* %) a. b.n

write(*® %) 'Donner les condions initiales vwia) et v''{a)’
read(*, *) w(0) yp0 Donner 1'in va
h=({b-a}-n nbr n < nmax
2il)=a :
vi(1ly=h*ypl+yw(0)
E(1)=={0)+h
openid . file='result? t=t'. status='Hew')
write(2.#*) =(0) ., w0}
write(2.#%) =(1) ., wi(l)
do i=1.n

E(i)=={0)+i%*h

ISchéna récurssif
wiil+2)=hesded(=(1))+(2. —hef (m(1)) ey (i+l +(h*f(=(i))-heedegi=z{1))-1)*y (1)
write(2,%®) =(1) ., wi{i)

enddo

closze(2)

end

I Sous programmes assoclés aux differentes fonctions fi(x).gi=) et di=x)
I Tzi 1l'exemple de 1 o=cillateur harmonigue e=t utilises

function f{x)

?Egbég precision X B result2 - Bloc-notes — | X
return ) Fichier Edition Format Affichage Aide
sndfunction | 8.800008000000088E+000 2. 800000000000080E+000

3.140008000800080E-801 -3.140000000800088E-001

funct i
unction gix) 3.140000000000000E-001 -3.1400000000G0000E-001

double preciszion =

g=1.d0 6.25000000000POPRE-BE1  O.PPOAPREBEBEOOROE 008
return 9.420000000000000E-BE1  3.449591440000000F 001
endfunction 1.2560000000000008 6.89915255000PPPOE-001
; _ 4 1.570060000000000 1.008865846238176
d;ﬂﬁ’i;“greéﬂmn « 1.534000000000000 1.243799208952704
d=0_d0n 2.193060000000000 1.388033289283109
return 2.512060000000000 1.409643470171614
endfunction 2.826000600000000 1.294399288757641

3.148060000000000 1.048169739758628

Figure 8.2 : Programme de la méthode des « Différences Finies » pour une équation différentielle du
2" ordre

Remarque

Dans ce programme, nous avons utilis¢ un exemple de 1’oscillateur harmonique en appliquant le
schéma récursif (V1I1. 30).

8.6.3 Probléme aux limites

y" (x) + a(x)y' (x) + b(x)y(x) = c(x) (VII1. 19)
Avec x € [a, b] { ;],(((;)) == (;1
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v Yier = 2Yi t Vi

Vi = hz
J = AYi _ Yir1 — Vi)
Y'h h y _ Yiv1 — Vi1
YT TR
Vi _Yi—Yia
yl h h
En remplagant ces deux formules dans (VI1I. 15)
Yie1 = 2Yi t Vi1 Yi+1 — Vi-1 _ VIIL. 20
= W2 +a; [T] + biy(x;) = ¢; (VIll. 20)
En rassemblant les termes :
9iYi-1 T PiYit TiYis1 = (vin. 21)
q; = 2 — ha;
pi = thbi —4

Avec v =2 + ha, et yo = y(x0) =y(a) =6,

G1Yotpiyitny,=di = pys +ny, =dy —q16;
q2Y1 + P2y2 +12y3 = d;
q3Y2 + D3Y3 +13Ys = d3

(VIIL. 22)
n-1Yn—2 T Pn-1Yn-1 t -1 Yn = dn_1
n-1Yn-2 + Pn-1Yn-1 = dp—1 — Th—1 0,
On écrit ce systeme (V11.26) sous forme matricielle : [A][Y] = [F]
/ D1 ™ 0 0 \ V1 / Fl \
2 D2 T 0o .. Y2 F,
0 g3 p3 13 - Y3 |=]| Fs (VIII. 23)
: : yn.—l Fn'—l
AVECF1=d1—q151 5 F2=d2 ,F3=d3 5 ey Fn_1=dn_1—7"n_15n
On recherche lasolution"y" en résolvant le systéme linéaire par les différentes méthodes
(VIII. 24)

8.6.3.1 Théoréme

On suppose que f(x,y,y") est continue sur la région R={(x,y,y):a<x<b; —o<y<
+00; —0 <y’ < +oo} et f, et fy sont continues si 3 M > 0 tel que f;,;f,» >0V x,y,y' €R et

lfC,y,y)<MVx,yy €R alors y' = f(x,y,y") avec y(a) =vy,; y(b) =y,. Dans ce cas,
f(x,y,y") possede une solution unique y(x) poura < x < b

8.6.3.2 Meéthode du Tir (probléme avec conditions aux limites)

Cette méthode est constituée de trois (03) étapes :

a. Transformation du probléme avec conditions aux limites en 2 problemes aux valeurs initiales.
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b. Détermination des solutions de ces 2 problémes.
c. Recombinaison de ces 2 solutions pour obtenir la solution du probléme initiale.

Exemple

y(a) =a

Soit le probléme aux limites :y" (x) + a(x)y'(x) + b(x)y(x) = c(x) avec x € [a, b]et {y(b) y

e Soit u(x) une solution du probléme

" ! _ ‘I,L(Cl) =a
u” (x) + a(x)u'(x) + b(x)u(x) = c(x) tel que w(@) = 0
e Soit v(x)aussi une solution du probléme
17 12 _ U(a) = 0
v"(x) +alx)v'(x) + b(x)v(x) =0 tel que V(@) =1
e Lacombinaison des deux solutions
y(x) = ciu(x) + cv(x) (V1. 25)
Avec
a = cu(a) + cyv(a) B =culb)+ cyv(b)
_, _B—ud) (VI111. 26)
A=l @Gy
On résout les systémes d’équations :
u'(x) = wx)
w(a) =u'(a) =0 (VIII. 27)
w'(x) = —a(x)w(x) — b(x)u(x) + c(x)
v'(x) = z(x)
z(a)=v'(a) =1 (VIII. 28)
z'(x) = —a(x)z(x) — b(x)v(x)
Exemple
y'x)=yx)—x avec y(0)=y'(1)=0
8.7 Equations aux Derivées Partielles
Soit f(x,y) une fonction continue dérivable par rapporta x et y, on a:
af(x'}’)_l f(x+h'}’)_f(x’}’)
ox =0 h (VIIL. 29)
af(ny)_l f(xJ’"‘k)_f(x:J/) .
= lim
ay k—0 k
Ces deérivées sont approximées par des différences finies
af(xJ’) ~ f(x + h:J/) _f(xJ’)
(VI111. 30)

Ox h
f(xy) floy+k)—fxy)
ay k
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8.7.1 Résolution d’Equations aux Dérivées Partielles

La forme générale d’une équation aux dérivées partielles est :

( ) ou du 9%u 9%u _ 0 VIl 31)
Flubaxz, "0x, 0xy 0x,2 0x,2" ) '
Une équation d’ordre 2 est de la forme générale suivante :
0*U(x,y) 0*U(x,y) 0*U(x,y) aU(x,y)
A(X.Y)T + B(X;Y)Tay + C(x,}’)a—yz +D(x,y) ———
(V1. 32)
aUu(x,y)
+ E(x!y)T + F(x;}’)u(x:}’) = G(x:J’)
On a 3 types selon le signe de A= B% — 4AC
A> 0 = équation elliptique
A= 0 = équation parabolique (VIII. 33)
A< 0 = équation hyperbolique
Exemples
Exemple 1

Résoudre dans le domaine D = [a, b] X [c,d] avec x € [a,b] et y € [c,d] I’équation différentielle
; .0f of _
suivante o (x,y) + o (x,y) = xy
e On commence par discrétiser le domaine D = [a, b] X [c,d] c.a.d. les intervalles des deux
variables. On obtient :

{xE[a,b] =x=xo+ih [/ xp=a
yeledl =y =yo+jk [/ yo=c

e  On écrit I’équation en un noeud quelconque (xi, yj)

of af
I (xi,y;) + @(xvyj) = XiYj

e Onremplace les dérivées par leurs expressions approchées en utilisant les opérateurs
différences finies :

of (xi,v)) o A f(xi, /) _ f(xi+hy) = f(x9)) _ f(xiv1,5;) — f(x1,9))

0x h h h
of (xi,y;) - Ayf(xoy;)  flroy+k) = fxy)  f(xuyjen) = f(x0y))
y k - k - k

Avec la notation simplificatrice f(x;,y;) = f;; on aura:

f xu,y)) _ firrj = fij ot of (xi,y5) o fij+1— fij
dx h dy k

L’équation différentielle s’écrit alors comme Suit :

fi+1,jh_ fij N ﬁ',j+1k— fij —xy ()
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- L’équation de Laplace est une équation elliptique= A(u(x,y,z)) = 0
Exemple 2

- L’équation de la chaleurest une équation parabolique :
ou(x,y)  ,0%u(x;,y))
= qQc—
oy 0x?

On dérive par rapport ax et y tel que x € [a,b] ety € [c,d]
e Premiére dérivée :

du _ulx+hy)—ulx,y)
ox

h
ou _u(xy +k) — u(xy) (VIIL. 34
dy k
e Seconde dérivée :
d d
9%u 0 (6u> o athy) =2 ()
ax2  0x\ox/ h
Quand on utilise la dérivée arriere, on trouve :
2 — —
0%u _ u(x + h,y) — 2(ulx,y)) + ul(x — h,y) (VIIl. 35)

d0x? h?
Si on discrétise I’intervalle des x € [a,b]lenx; : xo =a, x; =Xg+h, ..., x; =xg +ih, ..., X, = Db

Si on discrétise I'intervalle des y € [c,d]eny;: yo=c, y1 =Yo t k, ..., yj =Yo +jk, ... ym =d

Doncona:
02u u(xl- + h,yj) -2 (u(xi,yj)) +ulx; — h,y))
F) (x,y5) = 2
*u u(xi41,¥5) — 2 (u(xi'yi)) +u(xi-1,¥j) (VIII. 36)
Y3 (x3,¥5) = hZ

X; = xo tih h=22
Ona _ o
Yi =Yotjk k=—

%y Uir1j — 22U+ Uiy (VIII. 37)
0x2 h?

Méme chose pour y
02wy Wijyg — 2Uy + Ui g (VII1. 38)
ay? k?
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Uitz j+3

U1

Wi-qj U

-
Uitq j

Uijq|

%
N i &

2 “

Q"]“
L J

Figure 8.3: Schéma démonstratif des points de discrétisation dans le plan (x0y)

Exemple

Equation de la propagation de chaleur : On chauffe I’extrémité d’une barre métallique
t=0 L
du(x,t) _ ,0%u(xt) (VI11. 39)

a
ot d0x?
Avec a? : coefficient de propagation correspondant au métal utilisé

Aprés application des opérateurs des différences finies, on obtient :

Wijsr — Wij o Uivtj — 2u; + Ui
k h?
u(x,0) = ¢(x)
Les conditions aux limites sont : u(L,t) = ¥, (x)
u(0,t) = ¥,(x)
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t=1tf

Uit

Ui-qj U

| Wit j

Tyq

Figure 8.4 :Schéma démonstratif des points de discrétisation pour ['exemple de [ ’équation de chaleur
Donc le terme qu’on peut déterminer & partir des précédents est

ka? 1 2a?
Ujy1 = 5 [Wiprj + Uimgy] + [E - ﬁ] u;j (VII1. 40)
N.B.
La connaissance des valeurs de u(x, t)aux points (1), (#i—1;), (u; ;) permet de calculer la valeur
deu(x, t)au point (i + 1 j)

Exemple 2

WEy) | 0PUCy) _

Soit I’équation aux dérivées partielles " ox0y 3%

1. En utilisant les opérateurs de différence finie montrer qu’on a :

?°U(x,y) Ulx+hy+k)-Ul,y+k)—Ulx+hy)+U(xy)
dxdy - hk

2. Discrétiser, trouver le schéma récursif puis résoudre numériquement 1’équation (calculer la
valeur numérique approchée de U(x, y) aux différents nceuds)si 0 <x <1let0< y < 1let
h =k = 0,5 avec les conditions aux limites suivantes : U(0,y) = U(1,y) = U(x,0) =
1Faire un schéma.

Solution

1. On utilise I’opérateur avant et on obtient :

aZU(x, Y) AxAy U(x: y) Ay Ay
Tage ™ - = E(AyU(x, y)) =7 UGy +k) = U, y))
A UGGy + k) —AU(x, y)
- hk

PU(xy) _ Ulxt+hy+k)—U(xy+k)-U(x+hy)+U(x,y)

On aura alors le résultat voulu axoy o
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2. a. Discrétisation du domaine D = [0, 1] x [0, 1] (voir figure 7.3)

Xi=xg+ih = x=0;x=05;x=1
Yi=Ytjk = yo=0;y,=05;y,=1

2. b. Résolution numérique de 1’équation : On doit définir le schéma récursif & partir de
I’équation différentielle exprimée en un nceud quelconque (xi, yj)

oUu(x;,y;) N 02U (x;,y7) v
ox 0xdy )

En utilisant les opérateurs de différence finie, on obtient I’expression approchées des dérivées :

oU(x;, ) A U(xy5) _ U(x; + hy;) — U(xy5) _ Uit1j — Uyj
Ox h h h
02U(x;,y)  Uisrjer = Uijer — Uiggj + Uy

~
=~

dxdy hk

(d'apres question 1)

L’équation discrétisée devient :

Uiv1j = Ui | Uis1je1 = Uijer = Uisgj + Uy
i Jh ij | Jit1) Uhk DU T sy (54)

Les nceuds mis en jeu sont ceux schématisé dans la figure suivante.

(ij+1)|

f+1.j+1)

|Gd) |.;T+ 1))

Figure 8.5 : Disposition des différents nceuds qui figurent dans l'expression (**)

y

(2,0) (1,2) (2,2)
(1,0) (1,1) (2,1)
(0,0) (1,0) (2,0) X

Figure 8.6 : Discrétisation du domaine D= [0, 1] x[0, 1]

Maintenant on doit trouver quel nceud il faut exprimer en fonction des autres. D’aprés la figure 7.2 et
les conditions aux limites du problemes, il est clair qu’on exprime soit U;1qj41 ou U;j44 €n fonction

des autres : Ui+1j+1 = hk(xlyj) + (k — 1)(UU — Ul'+1]') + Uij+1

Les conditions aux limites U(x,0) =0V x € [0, 1]donne les valeurs de U(x,y) aux nceuds de la
premiére rangée des x :(i,j) = {(0,0), (1,0)(2,0)}
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Il faut se rappeler que U(x;,y;) = Uy; lavaleur de U(x,y) au neeud (i, )

U(xyg,V9) =Upo =U(x=0,y=0)=1 Lavaleurde U(x,y) au noeud (0,0)
U(x1,y0) = U =U(x =05,y = 0) =1La valeur de U(x,y) au noeud (1,0)
U(xz,¥0) =Uyo=U(x=1,y= 0)=1 Lavaleurde U(x,y) au noeud (2,0)

Cad. Ug=1pouri=0, 1, 2

De méme les conditions aux limites U(0,y) = 0V y € [0, 1]donne les valeurs de U(x,y) aux nceuds
de la premiere rangée des y :(i,j) = {(0,0), (0,1), (0,2)}

U(xg,y0) =Ugo =U(x =0,y = 0) =1 Lawvaleurde U(x,y) au noeud (0,0)
U(xg,y1) = Uy =U(x =0,y = 0,5) = 1La valeur de U(x,y) au noeud (0, 1)
U(xg,y:) =Uyp =U(x =0,y = 1) =1 Lavaleur de U(x,y) au noeud (0, 2)

Cad Up=1pourj=0,1,2

De méme les conditions aux limites U(1,y) =0V y € [0, 1]donne les valeurs de U(x,y) aux nceuds
de la rangée verticale des y :(i,j) = {(2,0), (2,1), (2,2)}

U(xy,v9) =Uyo=U(x=1,y= 0) =1 Lavaleurde U(x,y) aunoeud (2,0)
U(xy,y,) =Uy; =U(x =1,y = 0,5) = 1La valeur de U(x,y) au noeud (2,1)
U(xy,y,) =Uyp =U(x=1,y= 1) =1 Lavaleurde U(x,y) aunoeud (2,2)

Cad. Uy=1pourj=0,1,2

Il reste maintenant les valeurs de U aux nceuds (1, 1) et (2, 1) on les calcule a partir du schéma récursif
Uir1jr1 = hk(xy;) + (k = D(Usj = Upsaj) + Ugjaa

Ondonnei=0¢etj=0onauralU;;puisi =1etj=0onauralU,,

Ui = hk(xoyo) + (k = 1)(Ugo —U19) tUp1 =1 = Uy =1
Uzp = hk(x1y0) + (k = 1)(Uyg —Uzo) + U1 =1 = Uz =1

Exemple 3

92U(xt) _ 0%U(x,t)
a2z~ 9x?

Soit I’équation suivante

1- Si0<x<1et0<t<0,5discrétiser le domaine (x, t) en calculant les valeurs des nceuds
(x;,t;) tel que x; = xo + thett; =t + jk avech = 0,2 etk = 0,1

2- En utilisant les opérateurs de différence finie arriére et avant montrer que pour une fonction
f(x,y)ona

azf(x:}’) ~f(x + h:)’) - zf(x:J/) +f(x - h:J/)
ax2 h2

3- Déterminer le schéma récursif qui relie la valeur inconnue de U(x, t) en un nceud en fonction
de ses valeurs connues aux autres nceuds. Faire un schéma.

4- Résoudre numériquement 1’équation (calculer la valeur numérique approchée de U(x, t) aux
différents nceuds) avec les conditions aux limites suivantes :

1
U(O, t) = U(ll t) = 0' U(x) 0) = ESln(T[x)l U(xi' tl) = U(xir t—l) < Uil = Ui—l

Solution
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1- Discrétisation du domaine D = [0; 1] x [0; 0,5]

xi=xo+ih = {xg=0;x=02;x,=04;x3=06; x,=08; x5 =1}
ti=totjk = {t,,=0; t; =01; t, =02; t3=0,3; t, =04; ts =0,5}

2- Voir le cours pour les détails pour la démonstration de la formule suivante :

*f(6,y) AYVf(xy) flx+hy)—2f(x,y)+f(x—hy)
9xz h2 B h2

3- Schéma récursif : On doit utiliser la formule de la question précédente

OZU(xi,yj) N AXVXU(Xl,y]) _ U(Xi + h,y]) — ZU(xi,yj) + U(xi - h,y]) Ui+1j — ZUU + Ui—lj

oxz R n? B n?
62U(xi,yj) - AtVtU(xi,yj) _ U(xl-,yj + k) — ZU(xL,y]) + U(xl-,yj - k) _ Uij+1 - ZUU + Uij—l
otz k2 B k2 B k2

L’équation différentielle s’écrit alors comme suit :

Uij41 = 2Ujj + Ujj_1 Uiyqj — 20U + Uj_qj

(i.j+1)

(i—1.j) (Lj) |d+1j)

(i,j—1)

Figure 8.7 :Disposition des différents neeuds qui figurent dans [’expression (*)

©0.5) @ @ (3.5) (5.5)
0.0 (60 (4,4) 5.4
(0.3) E 22 (5.3)
(0.2) : 2.2) : (5.2)
.1 TN B T .
(0.0) (1.0) (z0) (3.0) (4.0) (5.0) i

Figure 8.8 : Discrétisation du domaine D =[0; 1] x[0; 0,5]
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Maintenant, exactement comme 1’exemple précédent, on doit trouver quel nceud il faut exprimer en
fonction des autres. D’apres la figure 7.4 et les conditions aux limites du probléme, il est clair qu’on
exprime soit U; ;.1 en fonction des autres.

k? k?
Uijy1 = ﬁ(UHlj +Ui_gj) +2 (1 - ﬁ) Uij — Uij—

Ce schéma récursif nous permet de calculer les valeurs de U(x, t) aux différents nceuds (i, j)

Les conditions aux limites U(x,0) =0V x € [0, 1]donne les valeurs de U(x,y) aux nceuds de la
premiere rangee des x :(i,j) = {(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (5,0)}

Il faut se rappeler que U(x;,t;) = U;; lavaleur de U(x, t) au neeud (i, j)

1 1
U(x,0) = Esin(nx) = U(x;,ty) =Ujp = Esin(nxi)

U(xg, tg) = Uyp = U =0,t =0) = 0,5sin(rxy,) =0 La valeur de U(x,y) au noeud (0, 0)
U(xy,ty) =Ujp=Ux =0,2,t = 0) =0,5sin(mx;) = 0,5877 Lavaleur de U(x,y) au noeud (1,0)
U(xy,ty) =Uyo=U(x =04,t = 0) =0,5sin(mx,) = 0,9510 La valeur de U(x,y) au noeud (2,0)
U(xs, tg) =Uzp =U(x =0,6,t = 0) =0,5sin(wx3) = 0,9510 La valeur de U(x,y) au noeud (3,0)
U(xy, tg) =Uy=UXx=08,t = 0) =0,5sin(rx,) = 0,5877 La valeur de U(x,y) au noeud (4,0)

U(xs, tg) =Ugg=U(x=1,t= 0) =0,5sin(mxs) =0 La valeur de U(x,y) au noeud (5, 0)

De méme les conditions aux limites U(0,t) = 0V t € [0; 0,5]donne les valeurs de U(x, t) aux nceuds
de la premiere rangée des t :(i,j) = {(0; 0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5)}

U(0,t)) =U(x =0,t;) = U(xo,t;) = Ug; = 0 pour tout (0,j) vj € [0,5]

La conditionU(1,t) =0V t € [0; 0,5]donne les valeurs de U(x,t) aux nceuds de la derniére rangée
dest:(i,)) = {(5; 0), (5,1), (52), (53), (5,4), (5,5}

U(1,t;) = U(x = 1,t;) = U(xs,t;) = Us; = 0 pour tout (0,j) Vj € [0,5]
La derniéere rangée des t carx = 1 correspond & xg

Il reste maintenant les valeurs de U aux nceuds Uy 1, U5, Usg, ..., Uss, ..., Uss. On les calcule a partir du
schéma récursif

k? k?
Uijs1 = ﬁ(UHlj +Uj_qj) +2 (1 - ﬁ) Uij = Uij-a
Ondonnei = 1etj = 0onauraU,
k? k?
Upr = ﬁ(Uzo + Upo) + 2 <1 - ﬁ) Uio = Up-1

o D’apreés les conditions aux limites, ona Uyg = Uqg = Uge = 0
e Pour U;_; on utilise la condition U;_; = U;;d'ou Uq_1 = Uqq

k2 k2
201 = ﬁ(Uzo + Upo) + 2 <1 - ﬁ) Uio

Avec Uyy = 0; U, = %sin(nxz) = %sin(O,Zn) ;Ug = %sin(nxl) = %Sin(O,ln)
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De méme pour les autres valeurs :

k2 k2
Uy = F(Um + Upp) +2 <1 - ﬁ) Uzo — Uz

Et on procede ainsi pour calculer U, ..., Uys, ..., Uss jusqu’a la fin.

Exemple 4
2 2
Résoudre numériquement 1’équation de Poisson 9 g;’;'y ) 2 Zi’g’y ) = —2x2 + y?avec les conditions
suivantes :
0<x<?2 UW,y)=UQR,y)=Ux,0)=U(x,2)=0

h=k=05

0< y <2 U(xl',yl) = U(xi,y_l)c.\a.d. Uil = Ui—l

Pour cet exemple, le probléme est le méme que 1’exemple précédent sauf que la variable t est
remplacée par y et le second membre n’est pas nul, il est égal & —2x2 + y2. Ca n’empéche pas de
suivre les mémes étapes de résolution suivies dans I’exemple précédent.

Exemple 5
Appliguer ce que vous avez appris dans ce chapitre aux cas physique concrets suivants :

La radioactivité

Mouvement d’un projectile avec et sans résistance de 1’air.

Probleme Képlérien (2 masses soumise a un potentiel central de la forme 1/r)
Oscillateur harmonique classique a 1 dimension

Oscillateur harmonique quantique a 1 dimension

Propagation de la chaleur le long d’une barre de longueur L

g. Propagation d’une onde le long d’une corde avec des extrémités fixes.

o o0 o

Solution

Il suffit de trouver les équations différentielles qui régissent ou qui gouvernent les phénomeénes cités
dans la liste et procéder a la résolution numérique de chaque équation en utilisant les méthodes
employées dans ce chapitre.

a. Prenons I’exemple de la radioactivité. L’équation différentielle de la radioactivité décrit la
variation du nombre de noyaux radioactif dans le temps c.a.d.
dN(t)
dt

= —AN(t) avec N(ty) = N,

C’est une équation du premier ordre avec condition initiale.

b. Propagation de la chaleur le long d’une barre de longueur L

oT(x,t)  0°T(x,t)
ac ¢ ox2

On remarque bien que c’est une équation différentielle du second ordre.
C. Sion prend I’exemple de I’oscillateur harmonique classique a 1 D :
y"(x) + w?y(x) = 0
Avec les condition initiales y(xy) = yo et y'(xg) = vg
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On remarque que c’est une équation du second ordre avec condition initiales.

On continue de la méme maniére pour les autres phénoménes. Trouvant chaque équation
correspondante et appliquant la résolution numérique de la méthode étudiée dans ce chapitre.
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Chapitre 9 METHODES DE MONTE - CARLO

9.1 Définition
Le véritable développement des méthodes de Monte-Carlo s'est produit pendant de la deuxieme guerre

mondiale lors des recherches sur la fabrication de la bombe atomique, ce sont Von Neumann, Ulam et
Meétropolies qui ont largement contribué a I’essor de cette méthode.

Les méthodes de Monte Carlo permettent d’estimer des quantités en utilisant la simulation de variables
aléatoires comme le calcul d’intégrales, la résolution de systemes linéaires, résolution d’équations
différentielles et des équations aux dérivées partielles. Son application s’est étendue aprés au domaine
de la physique. Actuellement les méthodes de Monte Carlo forment la classe la plus grande et la plus
importante de méthodes numériques utilisées pour résoudre des problémes de physique statistique.

Les méthodes de Monte-Carlo permettent de calculer une valeur numérique en utilisant des procédés
aléatoires, c'est-a-dire des techniques probabilistes. C’est pour cela que le nom de ces méthodes fait
allusion aux jeux de hasard pratiqués au Casino de Monte-Carlo a Monaco.

9.2 Rappel sur les notions de base de probabilité des variables aléatoires

9.2.1 Définition

On appelle une variable aléatoire une grandeur x associée a une expérience aléatoire. Une expérience
est dite « aléatoire » lorsqu’elle a plusieurs résultats possibles et qu’on ne peut pas prévoir celui qui
sera obtenu. Le résultat est uniqguement dd au hasard.

9.2.2 Variables aléatoires discrétes

Les valeurs sont discontinues et dénombrables x = {x;, x,, X3, ..., X, }. Par exemple, la valeur de la
face obtenue apres le jet d’un dé.

\
\\‘:
\ S 0

Figure 9.1 : image d'un dé

Avec x ={x; =1,x, = 2,x3 =3,x, = 4,x5 = 5,x4 = 6}. A chaque valeur x; est attribuée une
probabilité p(x = x;) = p;
Dans I’exemple dudé on a :

1 1 1

(x=x1)=p1 =8;P(X=x2)=l’2 =gi---i p(x=x6)=P6=g

Autre exemple est la loi de Bernoulli ou on a une variable aléatoire x qui prend 2 valeurs: x =
{0; 1}




Cette loi décrit des situations avec deux possibilités ou réalisations (échec ou succés), (pile ou face —
pour une piéce de monnaie).

Figure 9.2 : Schématisation du jet d'une piéce de monnaie (pile ou face)
Si pg et p; sont les probabilités d’avoir les événements x = 0 et x = 1 respectivement, on a alors
Potpi=1 & p1=1-pg (IX. 1)

. . . 1
Par exemple quand on jette une piece de monnaie ona p, = p; = >

9.2.2.1 L’espérance

L’espérance de la variable aléatoire x qu’on note E[x] ou X est :

Elx] = ) pix; (1X. 2
i=1

Dans le cas du dé par exemple

6

E[x] = Z PiXi = P1X1 + P2X2 + P3X3 + P4Xs + P5Xs + PeXe
i=1

Eltl sl 4s 24t 34t a4l sl g2
e T 6 6 676%™ 6

9.2.2.1.1 Définition

L'espérance sert donc a prévoir la valeur moyenne obtenue pour la variable que I'on mesure si
I'expérience est renouvelée un trés grand nombre de fois.

Si x est une variable aléatoire alors toute fonction g(x) est aussi une variable aléatoire et on a

Elg@)] = ) pig(x) (1X. 3
i=1

Moment d’ordre k : g(x) = x*



E[x*] = z pl-xll‘ (IX. 4)
i=1

Moment centré d’ordre k : g(x) = (x —E (x))k

E[(x—E)"]= Z pi(x — E())" (IX. 5)
i=1

9.2.2.2 Lavariance

Le cas le plus important est le moment central d’ordre 2 qui est la « Variance V(x) ».Elle exprime la
moyenne des carrés des écarts a la moyenne.

k=2 = V() =E|(x-E®)’| (IX. 6)
On montre que
V() =E|(x- E(x))z] = E[x?] - E[x]? (IX. 7)

On comprend alors que la variance est aussi égale a la différence entre la moyenne des carrés des
valeurs de la variable et le carré de la moyenne. Elle est d’autant plus grande que les valeurs sont
étalées. C’est un indicateur de « dispersion des valeurs » et leur distribution autour de la moyenne.

On définit aussi I’écart type & = /V(x) = E[x%] — E[x]?

9.2.3 Variables aléatoires continues

Dans ce cas la variable x prends des valeurs continues, comme exemple on peut citer le temps de
désintégration d’un atome radioactif et la température d’une région ou d’une ville pendant une certaine
période de I’année. La probabilité d’avoir une valeur de x comprise entre [x; x + dx] est

p(x) = f(x) dx (1X. 8)
Ou f(x) est la densité de probabilité vérifiant les propriétés suivantes :

a. f(x)=0
b. f(x) est continue sauf peut-étre en un nombre fini de point

C. f::o fdx =1

La probabilité d’avoir la valeur x comprise dans un intervallea < x < best :

b
pla<x<b)= ff(x)dx (1X.9)
a
9.2.3.1 L’espérance
De méme on définit ’espérance
( 400
E[x] = f xf (x)dx
Cheo (I1X. 10)
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E|(x- E(x))z] = f (x — E(x))*f(x)dx (IX. 11)

Il existe des exemples types pour la densité de distribution comme :

9.2.3.2 Ladistribution uniforme

1
£(x) :{ b_asixe [a,b]

0 ailleurs
oo b : : " (IX. 12)
a+
E[x] = fxf(x)dx—fxb_adx— 5
e .

9.2.3.3 Laloi de Poisson
Une variable suit la distribution de Poisson sif (x)est de la forme

n

fx=n)= %e‘ﬂ (IX. 13)

OuA=E[x]=V(x)

9.2.3.4 Laloi normale ou la loi de Laplace-Gauss

Dans ce cas la densité de probabilité est de la forme

fl) =

exp

(x — %)*
— —%] (IX. 14)

9.2.3.5 Cas de plusieurs variables aléatoires

La densité de probabilité est f(x;,xy,.....x,) appelée «densité de probabilité jointe ». Si les
variables x; = {x;, x5, ..., x, }sont indépendantes alorsf (x, x5, ..., x,) se factorise et on aura :

f(x1,%2, . xp) = f1(x)f2(x2) ... fr(x3) (I1X. 15)

9.3 Principe de la méthode Monte — Carlo

L'une des procédures pour calculer une quantité par la méthode de Monte — Carlo est de la mettre tout
d’abord sous la forme d’une espérance. A I’issu de cette étape, il reste a calculer cette quantité par une
espérance E(x) de la variable aléatoire x. Pour ce calcul, il convient de savoir simuler une variable
aléatoire selon une certaine loi. On dispose alors d’une suitex;(i = 1, ..., N)de N réalisations de la
variable aléatoire x. On approxime alors E (x)par :

X1 + Xy + X3, eens +xN
N
Cette approximation est garantie par la loi des grands nombres et le théoréeme de la limite centrale.

E(x) ~ (IX. 16)

9.3.1 Laloidesgrands nombres

Soit une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de distribution tel que E[x] = m fini
en posant

X1 +x2 +X3,....+XN
SN = N

Alors la probabilité queIaNlirP (E(x) —Sy) = 0 estégalea 1:

(IX. 17)



. X1+ Xy + X3, Xy
1 E(x) =
N—1>Too (x) N

9.3.2 Théoréme de la limite centrale

Soitx,, x,, ...une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
suivant la méme loi. Supposons que l'espéranceE[x] = m et I’écart — type o existent et soient finis
aveco # 0.

Considérons la somme (1X. 17) :

Xyt Xp X3t oLt Xy

N N
Alors l'espérance de S,, est m etson écart-type vaut \/iﬁ

De plus, quand N est assez grand, la loi normale est une bonne approximation de la loi de S,,. Ce
théoréme garanti que 1’erreur commise par 1’approximation :

E(x) ~ X1+ x; + J]c; + ot xy (IX. 18)
Peut étre rendue aussi petite qu’on veut en diminuant 1’écart type % en augmentant N ou en réduisant
la variance V(x) = o2 c.a.d.
NN
Ex)=S, © VN (IX.19)
N 1T
V(x) = g% \\

9.4 Intégration par la Méthode Monte — Carlo

Soit I = f: g(x)dx ’intégrale d’une fonction continue sur [a, b]. Supposons qu’on a une variable

aléatoire x avec une densité de probabilité f(x) sur [a, b] tel que f(x) =0 si x & [a, b]. Donc pour
une fonction h(x) de la variable aléatoire x :

b
E[h(x)] =f h(x)f (x)dx (IX. 20)
Maintenant on peut écrire notre intégrale I en introduisant f(x) :
b b ( ) b
_ — [ 9 _ :
I = Zlfg(x)dx = J i) f(x)dx afh(x)f(x)dx (IX. 21)

ol h(x) = %

Donc I = E[h(x)] = E [%] Mais d’aprés la loi des grands nombres, on peut approcher E[h(x)]

par :

N
EIhGol = > N apecn 35 (1X. 22)

i=1
D’ou


https://fr.wikipedia.org/wiki/Suite_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Esp%C3%A9rance_math%C3%A9matique

b N

1= [geoar=y 22 (1X. 23)

a i=1
Dans le cas particulier ou la loi de distribution est uniforme :

1
f(x):{m six€la,b] h(x):g(x)

0 ailleurs b—a
b N
1 g(x)
= ~— ) — 2 IX.24
I fg(x)dx P aZ N ( )
a 1=

9.4.1 Génération de variables aléatoires

Il existe plusieurs méthodes pour générer (produire) des variables aléatoires en utilisant certains
algorithmes. Elles sont dites « pseudo-aléatoires » pour pouvoir les différencier des variables
aléatoires réelles qui sont des processus naturels comme la radioactivité par exemple. Parmi les
algorithmes qui générent ces variables, il y a ceux qui sont basés sur la « Relation Congruence ».

Xp41 = Axp[m] (IX. 25)
Ou a et m sont deux entiers positifs. Cette relation montre que x,,,1€st le reste de la division :
ax,/m

Exemple

Sia=10etm = 7et x, = 1 les 3 premiéres valeurs de la liste des variables aléatoires produit avec
cette relation sont :

x; = 10xy[7] = 10[7] =3
x, = 10x,[7] = 30[7] = 2
x3 = 10x,[7] = 20[7] = 6

... et ainsi de suite

(IX. 26)

Généralement on génere les variables aléatoires dans un intervalle donné qui est [0, 1] pour cela on
divise x,,; par m on aura0 < x,,1/m < 1. Dans I’exemple précédent, les nouvelles variables

. 3
deviennentx; = S Xy X3 = o

Ainsi toute intégrale sur un intervalle [a,b] doit étre transformée sur un intervalle [0;1] par un
changement de variable :

b 1
fg(x)dx =(b- a)fg(x’)dx’ (IX. 27)
a 0
Apres le changement de variable
xX—a dx
= ‘= IX. 28
X=p—o = dx - ( )

Chaque générateur d’événement a une période. Par définition, la période c’est la séquence ou la liste
des nombres apres laquelle le premier nombre est reproduit (se répéte) une deuxieme fois. Dans
I’exemple si dessus :

Sia=10etm =7 et x, = 1 les 6 premieres valeurs de la liste des variables aléatoires produit avec
cette relation sont :



x; = 10%,[7] = 10[7] = 3 xy = 10x3[7] = 60[7] = 4
x, = 10x,[7] = 30[7] = 2 xs = 10x,[7] = 40[7] = 5 (IX. 29)
x5 = 10x,[7] = 20[7] = 6 xg = 10x<[7] = 50[7] = 1

Donc on retrouve la valeur x, = 1 en calculant x, ce qui veut dire que la période est jusqu'a x, . Pour
cela un générateur de nombre aléatoire posséde « Une Graine Aléatoire (ou état de graine) ».C’est un
numéro (ouunvecteur) utilisé pourinitialiser le générateur et avoir une nouvelle séquence ou liste de
nombre aléatoire.

9.5 Algorithme « Génération de Nombres Aléatoires » dans I’Intervalle

[0, 1] — « Algorithme de Congruence »

Ecrire un programme Fortran permettant de générer des nombres aléatoires (100 nombres par
exemple) dans lintervalle [0, 1] par D’algorithme de congruence x,.; = ax,[m]. Les étapes
principales de I’algorithme se résument comme suit :

Lecture des données (a ; x, et m)

A partir de x,, on calcul la suite des x,,,4 par la relation x,,,; = ax,/m
Xns1 = Xpg1/mpour avoir 0 < x, ., <1

d. Affichage du résultat

oo

9.5.1 Fonction et Subroutine de génération de nombre aléatoire en Fortran

Les langages de programmation contiennent des fonctions et des subroutines spéciales qui permettent
de générer des nombres aléatoires. Par exemple en Fortran, on a la fonction

e Lafonction « random »
rand( ) (1X. 30)
Elle produit des nombres aléatoires suivant une distribution uniforme dans I’intervalle [0, 1]
e Lasubroutine
random_number( ) (IX. 31)

9.5.1.1 Syntaxe

e «random » : La ligne dans le programme (syntaxe)
x =rand() (IX.32)
Donne un nombre aléatoire entre 0 et 1 qui est attribué a x.
e Lasubroutine :

call random_number(x) (IX. 33)

Donne un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 qui est attribué a la variable x.

Donc pour produire plusieurs nombres aléatoires il faut mettre la fonctionrand( )ou la subroutine
random_number( )dans une boucle Do.

e Initialisation d’un générateur de nombres aléatoires

call random_seed( ) (IX. 34)



Effectue une initialisation du générateur des nombres aléatoires pour avoir une nouvelle séquence de
nombres aléatoires.

9.5.2 Programme de la méthode « Génération des nombres aléatoires » dans [0 ; 1]

lprogramme de generation de nombres aleatoire
implicit none

real v . rand

integer :: 1. n

write(#*® %) "Donnez le nombre de wvaleurs & generer n'
readi*,*) n

Cpenid,. file="nbr_ aleat t=t". =tatu=s="new")
do 1=1.n
irfig?éf-i} v 4 W "F\Software.. —
Erllg§2(4} Fichier Edition Format [_.]r.r”-..E—- le nombre de v
end 2.845492E-83 O erer n
2.867978E-83 -
2.098448E-23
2.112926E-23
2.135484E-83
2.157882E-83
2.188368E-83
2.202838E-23
2.225316E-83
2.247794E-83 ~

1 00%  Windows (CRLF) UTF-8

Figure 9.3: Programme de la méthode "Génération des Nombres Aléatoires" avec résultats stockés
dans un fichier texte (N.B. le fichier contient bien les 100 nombres demandés)
9.5.3 Programme de « I’Algorithme de Congruence »

lprogramme de generation de nombres aleatoire par 1'algorithme congruentionnel
| Zin+lli=axin)[m]

inplicit none

real v .rand

integer . a.m.n .1

integer , dimen=sion(0:1000):: =

print#*®, 'donner la waleur de a. =0 le diwvseur m et le nombre de waleur a generer n'
readi*®,*®¥) a, =z{(0).m.n

do 1=1.5

v=rand(i)

print*

enddo

Open(?2. file="Congruence. txt", status="new")
write(2,*) =({0)

do i=0.n jj

Z{i+li=mod{a%=z{i).m}

write(2,*) =(i+l)] Fichier Edition Format Affichald
enddo 1686
Close(2)

end

o continue

[l = T NS Y W

00%  Windows (CRLF)  UTF-8

Figure 9.4 : Programme de I'algorithme de Congruence avec affichage de résultat



9.6 Algorithme « Calcul d’une Intégrale »

Ecrire un programme Fortran permettant de calculer I’intégrale d’une fonction en utilisant la fonction
rand( ) Ou la subroutine random_number( ). Les étapes principales de cet algorithme sont citées
ci-dessous :

a. La lecture des bornes de I’intégrale et le nombre N des nombres qu’on veut produire dans
I’intervalle [0, 1]
b. Générer (produire) des nombres aléatoires par la fonction du Fortran rand( )

h(x) . h(x)
c. Calcul de lasomme YL, == puis I = (b — a) TiL; —=

d. Affichage du résultat

9.6.1 Programme de la méthode « Monte — Carlo » pour le calcul d’intégrale

lprogramme pour lintegration de fonction entre 0 et 1
implicit none
real v .rand.f.integrale
integer:: i.m.n
print*, 'donner le nbr ''m'' de waleur de la wariable aleatoirse a generer'
read(*®, %) m
n=0
do 1i=1.m

w=rand()

integrale=integrale+i(v)

n=n+1
enddo

integrale=integrale-n
write(*®,%) 'l''integrale de la fonction £(x) entre 0 et 1 e=t' ., integrale
end

function f (=) W "F\Software Setups\Fortran90\f30\integration_M... — —
f=exp(x) - - 'm' de valeur de la variabl
return ]

endfunction

fonction F(

y to continue

Figure 9.5 : Programme de la méthode "Monte — Carlo” pour le calcul de I'intégrale de la fonction
(expx)entreOet 1

Exercice 1

1) Calculer les 3 premiers nombres aléatoires par 1’algorithme x,,,; = ax,[m]sia=5;m =
3etxyg=1
2) Montrer que les valeurs de la nouvelle variable aléatoire définie par y,, = % sont comprises
entre0etl(0<y,<1)
f)

3) Montrer qu’avec la méthode Monte-Carlo on a fba f(x)dx =E @] ou x est une variable
aléatoire générée suivant la densité de probabilité p(x) et E désigne I’espérance (la moyenne).
. fOI] 1N &)
4) Avec la loi des grands nombres (N — o) on a [p(x)] ~ NZO )
Ecrire dans ce cas un programme Fortran qui calcule folf(x)dx si la densité P(x) = 1 dans

[0, 1] et nulle ailleurs et en supposant qu’on a généré N valeurs aléatoire y; dans [0, 1]

Exercice 2

On considére le générateur de nombres aléatoires basé sur le calcul de congruence x,, ., = ax,[m]



1) Calculer les 3 premiers nombres aléatoires x; puis y; = %par I’algorithme si
a=7;m=5etx, =3
2) Utiliser ces 3 nombres genérés pour estimer la valeur de fol x dx sachant que la densité de
probabilité p(x) = 1 dans [0, 1]
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