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In this paper, we present several existence results for certain classes of differential
equations of fractional order via the Hilfer or Riemann-Liouville derivatives under
certain conditions . These results used to prove existence is based on the fixed point
theory ( Darbo combined with the mesure of non-compactness of Kuratowski and
Banach contraction).

Key words and phrases: fractional differential equations, existence of solutions,
Hilfer and Riemann-Liouville fractional derivatives, the fractional order integral, fixed
point, Banach space,measure of non-compactness of Kuratowski .

Recme

Dans ce mémoire, nous présentons |’existence pour certaines classes d'équations
differentielles d’ordre fractionnaire au sens de la dérivé de Hilfer ou Reimann-
Liouville avec des conditions particuliéres.La méthode utilisée pour prouver
lexistence aépend de la thé orie de point fixe (Darbo combiné avec la mesure de non
compacité de Kuratowski et la contraction de Banach).

Phrases et mots clés : Equations différentielles fractionnaires, existence des
solutions, dérivée fractionnaire de type Hilfer ou Riemann-Liouville, intégrale
fractionnaire, point fixe, espaces de Banach, mesure de non compacité de
Kuratowski.
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wlndex des notationsyk

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail :

R : Ensemble des nombres réels.

Ry : Ensemble des nombres réels positifes.

R : Ensemble des nombres réels strictement positifs.

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

N* : Ensemble des nombres naturels a I’exclusion zéro.

C : Ensemble des nombres complexes.

C%la,b) =C(a,b]) : Espace des fonctions f continues sur[a, b]a valeur réels.
AC(la, b)) : Espace de fonctions absolument continues sur [a, b]

X
feAC(la, b)) < 3pe L' ([a,b]) telleque f(x)= c+f ¢(t)dt, pour p. p. x€ [a, b].
a

Fonctions :
Ir'e) : La fonction Gamma.
I : Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a.
B(,.) : La fonction Béta.
RLpa : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a.
Cpe : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a.

Abréviations :
R-L : Riemann-Liouville
M-L : Mittag-Leffler.
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Introduction général

Le calcul fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel que nous le
connaissons aujourd’hui. Ses origines remontent a la fin du 17™¢ siecle, I'époque o1 Isaac New-

ton et Gottfried Wihelm Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral.
n

En particulier, Leibniz présenté le symbole pour désigne la n®™¢ dérivée d'une fonction

f. Quand il a annoncé dans une lettre a 'Hopital (apparemment avec 'hypotheése implicite que
n

) 1

sin=-7?

" . RN N . t . 2 . 2 . "
Cela conduirait a un paradoxe a partir duquel un jour, on pourra tirer des conséquences utiles

[Oldham et Spanier, 1974 [18]. Cette lettre de 'Hopital, écrite en 1695 , est aujourd’hui admise
comme le premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que

neN), I'Hopital a répondu : Que signifie

I'Hopital a demandé spécifiquement pour n = 2 c’est-a-dire une fraction (nombre rationnel) a

en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Récemment, il y a nombreuses de dérivée fractionnaires qui ont été introduites. On cite par
exemple les dérivations fractionnaires suivantes : dérivée de Riemann-Liouville, de Caputo et
de Hilfer [22] 13} 25].

Les théoremes du point fixe sont les outils mathématiques de base, montrant I’existence des
solutions dans divers types d’équations, la théorie de point fixe est le coeur de ’analyse non li-
néaire puisqu’elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théoremes d’existence dans nom-
breux problemes non linéaires [3, 2}, [10].

Il'y a deux mesures qui sont les plus importantes. la mesure de non-compacité de Kuratowski
et celle de Hausdorff. Plusieurs auteurs ont utilisé la technique de la mesure de non-compacité
dans les espaces de Banach pour prouver le résultat d’existence de certains problemes différen-
tiels, voir, par exemple, les livres [6,[11] et leurs références.

Les équations différentielles fractionnaires apparaissent comme une description naturelle
de nombreux phénomenes d’évolution dans le monde réel. La majorité des processus dans les
divers sciences appliquées (la biologie, la biophysique et le génie biologique) sont représentés
par des équations différentielles fractionnaires [19,[14].
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Organisation et présentation du mémoire

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le chapitre 1 regroupe les définitions des concepts utilisés tout au long de ce mémoires, nous
introduisons quelques notions importantes pour le calcul fractionnaire, la mesure de noncom-
pacité et la théorie du point fixe.

Le chapitre 2 présente 'existence et 'unicité de solution d'une équation différentielle avec
condition initiale passant par la dérivée de Hilfer de la forme suivante :

D%y = flx,y), x>a,
I;:Yy(cﬁ) =Yao Y=a+p—ap.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude le résultat d’existence du probleme différentiel fraction-
naire sur un intervalle non borné dans un espace de Banach qui est de la forme suivante :

Dg.u(t) = f(t,u(r)), te]=[0,00), l<as2,
u(0) =0, DF; ' u(00) = Ueo.
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CHAPITRE 1

Outils de base

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés que
nous utiliserons dans la suite de ce travail [20] [22] [23] [17] [25].

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Lafonction Gamma

La fonction Gamma (ou fonction d’Euler de deuxieme espece) est une fonc-
tion prolonge la factorielle aux nombre réelles.

Définition 1.1.1. La fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante :

+00
F:a—»[ e 't drt, (1.1.1)
0

tel que a € R}.

Proposition 1.1.2. Une propriété importante de la fonction Gamma est la rela-
tion de récurrence suivante :

I'Na+1)=cal(a), a>0, (1.1.2)

M. IMANE 2021/2022




1.1 Fonctions spéciales 11

en effet, T(a +1) = f0+°° e trati-lqy .
Pour 0 < a < b et en intégrant par parties, on a:

b b
f e_tt““_ldt:f e 't%dt,
a a

= (—t“e‘t]b + a:fbe_tt“_ldt
- ] ,

a

Sia— 0*et b — +o0 on trouve :
I'a+1)=0-0+al(a).

Proposition 1.1.3. La fonction gamma d’Euler généralise la factorielle car, on a
pour tout n € N

I'n+1)=nl (1.1.3)
Raisonnons le par récurrence si n = 0 alors :
ro+1n)=ra)=1=0.
Supposons que la formule est vrai pour n—1 i.e
I'n=-1D+1)=I'(n)=m-1),
et montrons qu’elle est vrai pour n . D’apres I'équation (1.1.2), on trouve
I'n+1)=nl'(n)=n(n-1)!=nl

On peut calculer aussi

+00
r() :f e 'drt,
= (3e‘f]g°°=0+1 =1,
et selon le dernier résultat, on a
rey=1,1a)=1, 1r3 =2, I'(4) =6.

Démontrons maintenant que

T(1/2)=+m.

M. IMANE 2021/2022




1.1 Fonctions spéciales 12

Par définitions, nous avons
+0o0 +00
r(1/2):f e_tt(l/z)_ldt:f e 't71%dzt.
0 0

Soient 0 < a < b, d’aprés un changement de variable

b vb )
f e"tt‘llzdt:f e “ 2dx,
a va

x=fl/2
{ dx=1/2)t7V2dzt.

Si a — 0%et b — +00, alors nous obtenons

+00 +o00o 5
f e"tt"mdt:2f e " dx.
0 0
+00 5
I= f e “dx,
0
il est clair que

) +00 2 +00 ) +00 +00 (o4 )2
I = e " dx eV dyl|= e "V dxdy.
0 0 o Jo

En utilisant les coordonnées polaires, on trouve

+00 /2 T +00 T e_rz
IZ:[ f e"rzrder:—f e rdr==-2—
0 0 2 Jo 2 2

Comme [ > 0 et ceci est vrai tout simplement parce que e @’ >0, alors I =
Donc,

Calculons 'intégrale

0

T

S

+00 T
f e_tt_l/zdt:2§:\/f.
0

En se servant de ce important résultat et la relation fonctionnelle (1.1.2) , on voit
facilement que pour tout n € N
F( 1)_1><3><5><...x(2n—1)

n+=
2 2"

V.

M. IMANE 2021/2022




1.1 Fonctions spéciales 13

Remarques 1.1.4. D’apres le résultat (1.1.2) et en utilisant le raisonnement par
récurrence, on déduit facilement que pour tout n € N
I'x+n)

I'(x) = ,
x-(x+1...(x+n-1)

cette relation permet de définir I'(x) pour x réel négatif tel que -n<x<-n+1.
On a ainsi défini I'(x) pour tout nombre réel x.

Dans notre cas pour n = [a] + 1, nous avons, 0 < n— a < 1, ce qui signifie que
—n<—-a < —n+1 etselon la convention ci-dessus, on aura

I'in—a)

I'(—a) = .
(—a)-(—a+1)...(—a+n-1)

1.1.2 Lafonction Béta

La fonction Béta(ou fonction d’Euler de premier espece) est définie par :

1
B:(p,q) —»f P71 -1 dr, (1.1.4)
0

telsque: p>0etg>0.
Proposition 1.1.5. La fonction Béta satisfait les propriétés suivantes :

1. B(p,q) =B(q,p).
2. pB(p,q+1)=qB(p+1,q) et B(p,1) = %

1.1.3 Larelation entre la fonction Gamma et la fonction Béta

Proposition 1.1.6. La fonction Béta est relié a la fonction Gamma par :

I'(p)'(q)
T'(p+q)

T'(p)T(g) = (f Ooe_xx”_ldx) (f ooe_yy"_ldy)

0 0
+00 +00
:f f xP Lyt e dxdy.
o Jo

Utilisons le changement de coordonnées suivant :

u=x+y, - X=uv,
v=x/(x+y), y=ul-"v),

B(p,q) = (1.1.5)

Preuve.
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1.1 Fonctions spéciales 14

Donc,
v u
‘ =—uv—u(l-v)=-u,
1-v —-u

alors,
1 +00
F(P)F(q)=f f (W) (ud-v) e™| - uldudv
01 0+oo
:ff uPTI P (1 — )i te v dudy
0 0

+00 1
= (f e‘”up“’_ldu) (f vP 11 - )9 dy
0 0

=I'(p+q)B(p,q).

Ce qui entraine que B(p, q) = % oul'(p+q) #0.Si p,q sont des entiers
naturels, on obtient :
(p—Dl(g-1)!
B(p,q)=-L—9~ 2

(p+qg-1)

1.1.4 Fonction de Mittag-Leffler
Définition 1.1.7. La fonction de Mittag-Leffler généralisée de deux parametres
est définie pour tout z € C par le développement en série entiere :

+00 k

E, = _ >0,6>0). 1.1.6
5(2) ;)mhm (@>0,6>0) (1.1.6)

Pour =1, on obtient la fonction de M — L dite d'un parametre :

+00 k
Ea(z)::%m, (a > 0). (1.1.7)

1.1.5 Regle de Leibniz

Soient f, g: D — R sont n fois dérivables en un point d’accumulation x € D.

ar ") s (n—k)
dtn(f(t)g(t))_,;)(k)f (g™ ().

M. IMANE 2021/2022




1.1 Fonctions spéciales 15

La généralisation de cette formule nous donne

DP(f(ng) =Y ( Z ) FO@WDP Pg()+RL(1D),
k=0

oun=p+1et

1 ¢ t
— 1) P71 (n+1) _\n
n!r(—p)fa (t-7) g(T)deT fEPQOE -0,

RV (p) =

avec lim,,_., R, (t) = 0. Si f et g sont continues dans [a, f] ansi que toutes leurs
dérivées, la formule devient :

DP(f(Hgm)=)_ ( ’IZ )f(k)(t)D(p_k)g(t).
k=0

Définition 1.1.8. regle de dérivation de Leibniz définie par :

d [ b b g
_[ f(t,x)dx :f(t,b(t))b/(t)+f Ef(t,x)dx.
0 0

dt

Remarque 1.1.9. pour une fonction f qui ne dépend que de la seconde variable,
on retrouve bien le théoréme fondamental de d’analyse en posant b(t) = t

1.1.6 Espaces fonctionnels

[15]
Soit 0 <y <1, On introduit les espace fonctionnels suivants

Cyla,b] = {f(x):(a,b] = R| (x—a)" f(x) € Cla, bl}.
qui est un espace de Banach avec la norme,

Ifllc, = sup [(x—a) f(2)l,

x€la,b]

Clla,bl={f€C" '[a,b]: f™ € C,la,bl}

qui est également un espace de Banach avec la norme

n-1
1fllee =D 11f Flloo +11f™llc,, nEN.
i=0

En outre, Cg[a, b) = C,la, b].

M. IMANE 2021/2022




1.2 Outils d’analyse fonctionnelle 16

1.2 OQOutils d’analyse fonctionnelle

Soient E, F deux espaces de Banach, on désigne par C(E, F) 'espace de toutes
les fonctions f : E — F continues.

1.2.1 Théoreme d’Arzela-Ascoli

Définition 1.2.1. Soit M un sous ensemble de C(E, F).

1.0n dit que M est équicontinue en u € E, si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel
que:

If(w) - fWF<e,
et ceci pour tout f € M et pour tout v € E vérifiant :
lu—vllg <.

2. On dit que M est équicontinue sur E, si M est équicontinue en tout u € E.
En particulier, si E = [a, b] et F =R. On dit que M € C(E, F) est équicontinue sur
E si et seulement si:

Ye>0,In>0,Vfe M,Vx,y€la,b]l:|x—yl<n=>1f(x)— f(y)l<e.

Définition 1.2.2. Soit M un sous ensemble de C(E, F).
On dit que M est uniformément borné, s’il existe une constante C > 0 tel que :

Ifl<C VYfeM.

Théoreme 1.2.3. Soit M une partie de C([a, b]) muni de la norme de la conver-
gence uniforme.

M est relativement compact dans C(|a, b]) si et seulement si M est équicontinue
et uniformément borné.

Définition 1.2.4. Soit A: E — F un opérateur. On dit que :

1. Aestcompactsil'image par A de tout borné de E estrelativement compact
(c’est-a-dire que son adhérence est compact) dans F.

2. Aest completement continu s’il est continu et compact.

Théoreme 1.2.5. (Théoreme d’Arzela-Ascoli généralisé) Dans l'espace de Banach.
Soient E un espace de Banach compacte et F un espace de Banach quelconque.
Une partie M de C(E, F) est relativement compact si et seulement si :

M. IMANE 2021/2022




1.3 Intégrale et dérivée fractionnaire 17

— M est équicontinue sur E.
— M uniformément bornée.
— M(x) ={f(x)/ f € M} est relativement compacte dans F,

1.2.2 Principe des applications contractantes

Définition 1.2.6. Soit E un espace Banach. On dit qu'une application.
T : E — E est contractante, s'il existe 0 < K < 1 tel que :

VX, EEXE: N TX)-TWYIe<Klx—-ylg.

1.3 Intégrale et dérivée fractionnaire

nous utiliserons dans la suite de ce travail les résultat de [19].

1.3.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b], on considere I'intégrale
r
v :f f(rdr (1.3.1)
a

t 13}
19f() = f dt f f(@)dr. (1.3.2)
D’apres le théoreme du Fubini, on trouve;
1 t
I9f () = Ff (t-71)* ' f(r)dr. (1.3.3)
Ja

En répétant la méme opération 7 fois, on obtient

t h [} In-1
I(”)f(t):f dtlf dtgf f t-7)" ' f(ndr

1 t
.- 1)!fa (t-1)"' f(n)dr,

pour tout entier 7.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et comme nous avons (n —1)! =
['(n). Riemann rendu compte que la derniere expression pourrait avoir un sens
méme quand n prenant des valeurs non-entiers, alors c’était naturel de définir
I'opérateur d’intégration fractionnaire comme suit :

M. IMANE 2021/2022




1.3 Intégrale et dérivée fractionnaire 18

Définition 1.3.1. Soit f € L'[a,+oo,acR eta e R’, I'intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre a de la fonction f a droite de a est définie par

a _ 1 ! a—1
IZ f(1) = %fa (t-1)* ' f(r)dT, a< t < +oo, (1.3.4)

etona:I) f(1)=f(1) (ie. I, estl'opérateur identité).

Remarque 1.3.2. Par un changement de variable s = ¢ — 7, on remarque que I
peut étre écrite sous la forme suivante :

a _ 1 a a-1 _
I‘”fm_l“(a)fo s f(E—-s)ds, (1.3.5)

Intégrales fractionnaires au sens de R-L de quelques fonctions usuelles

1.0npose f(t)=(t—a)’,t>aavecacRet f>—1:

IZif(t)—r( )f (t-1)* (- a)ldr.

En utilisant le changement de variable 7 = a+ (f—a)s ou s variede 0 a 1 et la
fonction Béta, on obtient

1
Iffj(t):ﬁfo [t—a—(t—a)s]* [s(t—a)P(t—a)ds
1
—L(t a)“ﬁf sPA-9)*"ds
0

I'(a)
L(t a)**"PBB+1,a)

I'(a)
_ DD
_F(a+,6+1)(t @
Donc,
rp+1)
a N ,6:— o a+p
Ia+(t a) T +,6+1)(t a)” ", (1.3.6)

Poura=0,0ona

PB+D_ ap

I P =1 =
0 Ta+B+1)

(1.3.7)

M. IMANE 2021/2022




1.3 Intégrale et dérivée fractionnaire 19

2. La fonction constante f(f) = C, t € [a, +o0]

1
I'(a)

t
:Lf (t—-1)* 'dr
['(a) Ja
_C (—(t—r)“ :
a a

t
Ij C= f (t-7)*'Cdr
a

a

a _ C _ (04
I, C=Fap =" (1.3.8)

Propriétés de I'intégrale fractionnaire au sens de R-L

Théoréme 1.3.3. Si f € L'[a, b] et « > 0 alors I3, f (1) existe pour presque tout
tela,bletona:

IS fel'la,bl.

Preuve . Soit f € L'[a,b];ona:

a B 1 t a1 B +00 _
I"*f(t)_l“(a)fa (t—1) f(r)dr—f_oo gt—-1)h(r)dr,

avec —os<sa<t<+oo

tel que:
a—1
o) = Llﬁ(a), O<u<b-a
0, ueR-0,b—a)
et
| fw), a<u<b
h(u)_{O, ueR-—[a,b)
comme g, h € L'(R), alors I fe L'[a,b]. n
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Théoreme 1.3.4. Pour f € L'[a,b], lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
possede la propriété de semi-groupe suivant :

12 (1) =127 foo),
poura >0etf>0.

Preuve . Soit f € L'[a,b],a>0et f >0, on aalors
a (B _ 1 : _ya-1[1B
12 (14, F) (0 = i fa (-0 (14, f) @dr

L (e[ L [T e
_r(a)fa(t - [r(ﬁ)fa(r 951 f(s)ds| dr
—7)%! [f (T—s)ﬂ_lf(s)ds dt

1 t
=——| (t
F(a)l“(ﬁ)fa (

|

Remarque 1.3.5. Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment

. . . . . a-1
s’écrire sous forme de produit de convolution de la fonction puissance h,(t) = ?m
et f(1t)

t
Ig+f(t)=f ho(t—1) f(0)dT = (he * f) (1).

Proposition 1.3.6. L'opérateur I;_est linéaire.

Preuve. En effet, si f et g sont deux fonctions telles que I, f et I, g existent,
alors pour ¢ et ¢, deux réels arbitraires, on a

1 t
I (aif +c28) () = ﬁfa (t—1)* (o f + c8) (T)dT

t
:r((:;)fa (t—7)% 1f(T)dr+mf t-1)*'gndr

=al, f(0)+cI; gt).

Proposition 1.3.7. Soit f € C([a, b)). Alorson a
LE(I8 f)o=I51 )@, a>1.
2. limg_o4 (IS, f) () = f(1), a>0.
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Preuve . : Appliquons la définition de la régle de dérivation de Leibniz[1.1.§]
nous obtenons

d a _i L g _ a—1
E(Imf)(t)—dt(r(a)fa (t—1) f(T)dT)
a—1

t
- m (t-7)* V1 f(ndr

(a—1)-1
“T@- 1+1)f(t e mdr

B a—1
 (a- I)F(a 1)

f(t T)(a 1)- lf(T)dT_(Ia 1f)(t)

f -1V fdr

F(a 1)

2. Pour la derniére identité, comme f € C([a, b)), nous avons

Igj(t)_r( )f t-1*'f(n)dr

D’apres la relation (1.3.8) on peut écrire :
o -a)f
a I'a+1)

quand ¢ — 0*. Donc pour un certain § > 0, on aura

R

r

L a-1 _L _a-1
F(a)f(t )" f(n)dr (t )" f(r)dr

a _(t-a)"
la. (D r(a+1)fm

I'(a)
(1.3.9)
*Ta )f -1 Yf@) - fldr (1.3.10)
- _ a1 _
= F(a)_[ (=) If(r) - f(Dldr (1.3.11)
1 a-1
F(a:) (t )" f(r) - f(o)ldr. (1.3.12)
D’une part, on a f est continue sur [a, b] alors,
Ve>0,36 >0,Vt,tela,bl:|t—t|<d=>|f(1)- f(D)|<e.
Ce qui entraine :
t t 66(1
f (t—r)“‘1|f(r)—f(t)|drsef (t-7)*'dr = —. (1.3.13)
-6 -6 a
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D’autre part,

t—0 1 t—6
f -0 Nf@) - f(O)ldT < — -0 Nf@I+If(O)hdTr  (1.3.14)

I'(a)
<2 sup |f(f)|ft_6(r—r)“—1dr,we (a, b]
o i (1.3.15)
=2M((t_“)a —ﬁ),‘v’te la, b], (1.3.16)
a a

olt M = supeeq, 41 f (1.
Une combinaison de (1.3.9) et (1.3.13) et (1.3.14) nous donne :

(—)“

I f( )— f( )‘ €5“+2M((t—a)“—5“)]

=) [e6%+2M ((t - @)® - 6)],

faisons tendre «a vers 0", on obtient :

IFRAGESVIGIE , Ve>0,

+1)
ce qui montre que
lim I7 f(H)—f(1) =
a—0t

|
Les lemmes suivants fournissent quelques propriétés de I7, . Les preuves peuvent
étre trouvées dans [16].

Lemme 1.3.8. Pour a >0, I, envoie Cla, b] dans Cla, b].
Lemme 1.3.9. Soita >0 er0 <7y <1. Alors I, est borné de Cyla, b] dans Cy|a, b].

Lemme 1.3.10. Soita >0et0<y<1.Siy < a, Alors IZ‘+ estbornéde Cy[a, b] dans
Cla,b].

Lemme 1.3.11. Soit0<y<1etfeC,la,b].Alors

Ig+f(a):)}£r£1+12‘+f(x) =0,0<y<a.

M. IMANE 2021/2022
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Preuve . Notez que d’apres le lemme (1.3.10 IZ‘+ f € C,la, bl. Puisque f €
Cyla, b] Alors (x — a)" f (x) est continue sur [a, b], il existe M > 0 telle que

(x—a)f(x)| <M, x€la,b].

Donc
|15 f0] < MG (£ = a) 7]
Et
I'(l-y) -
I, M——x-a)*".
Puisque a >y, le membre de droite — 0 quand x — a*. n

1.3.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.3.12. Soit f € L'[a,+oo,acR eta e R, n €N, la dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville d’ordre a de f de borne inférieure a est définie par :

a _ 1 dn g n-a—1
Da+f(t)—r(n_a)dtnfa(t T) f(@)dr, (1.3.17)

=D"I; “f(1), (1.3.18)

n

ouD" = % est la dérivée d’ordre entier n = [a] + 1.

On a en particulier

1.D) f(t)=D'I} f(t) = f(2) (D), estl'opérateur identité ).

2. Pour a = n ol n est un entier, I'opérateur donne le méme résultat que la diffé-
rentiation classique d’ordre n.

D} f()=D" ' I;7" f(1)=D"'I, f(1)=D"f(1).
Lemme 1.3.13. Soit @ € R, et soitn €N tel que n > a, alors
D% =D"I' "
Preuve . Lhypothese sur n implique que n = [a] + 1. Ainsi,

nra—a _ [a]l+]1 yn—[a]l-1 n—lal-1 rlal+1-a
D Iﬂ+ - (D D ) (Ia+ Id+ )
= plal+l (Dn—[a]—llg—[a]—l) Jlal+i-a
+

at
_ nlal+l rlal+1-a _ na
= plHifla+ize - pa |
car D=ttt - n
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Théoreme 1.3.14. Soit [ et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de
Riemann- Liouville existent, pour c; et ¢, € R, alors

Df (af(1) +c28(0) = c1 DY f(8) + ¢, DY g(1).
Lemme 1.3.15. Soit0< a <1, onaalors
[D%.(t—a)* 1 (x) =

Lemme 1.3.16. Soienta >0, > 0et f € L'(a, b), pour x € [a, b], on a les proprié-
tés suivantes

1o 1’ ) = Us’ H),
et
D% 1% f)(x) = f(x).

En particulier, si f € C,[a, b] ou f € Cla, b], alors ces égalités restent valable.

1.3.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.3.17. La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a € R* d'une fonc-
tion f € L'([a, +00)) est donnée par

1 t
‘DUf(t)=1""" (")t:—f t—x)" 7 fM(x)dx, 1.3.19
f@ 7w P(n—a:)o( X) P x)dx ( )
avecn—-1<a<n,neN".

Propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo

Notation 1.3.18. On note que l'operateur D", n € N est la différentiabilité d'ordre

entierni.e:
dl’l

dr
Lemme 1.3.19. Soitn—1<a<n,neN,a €R etsoit f(t) telle que D f () existe,
alors :

D" =

‘DEf()=I""“D"f(1). (1.3.20)
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Lemme 1.3.20. Soitn—1 < a < n,n € N,a € R et soit f une fonction telle que
‘D f(t) existe, on alors

im “D*f (1) = 8, et
limchaf(t) — f(n—l)(t) —f(n_l)(()).

a—n—

Preuve . On utilise I'intégration par partie on trouve

R ARE)

IT'n-—a)Jy (t—x)atl-n

(t_ x) n—-a
_ rm
( f (X) n—ao

cDaf(t) —

n—ao

r t _ y\h—a
_f _f”+1(x)wdx)
x=0 0

- I'n—a)

t
— (n) n-a (n+1) __\ha
= Tor—asD (f 0)¢ +f0 f (x)(t—x) dx).

En prenant la limite pour @« — n et @ — n — 1, respectivement, on a
lim cDaf(t) — f(n) (0) + f(n) (x)|;_0 — f(n)(t),
a—n -

et

t
lim ‘D*f(1)= (f(")(O)Hf(")(x)(t—x))|;:0—f —f"xdx
a—n— 0

= ")
=" P - 70,

Remarques 1.3.21. Pour la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on a
limD® f(£) = f" (1)
a—n
et

lim Df ()= ().

a—n—

1.3.4 Dérivée fractionnaire de Hilfer

Définition 1.3.22. La dérivée fractionnaire de Hilfer d’ordre 0 < a < 1, et de type
0< B <1, delafonction f(.) estdéfinie par :

Dglrﬁf(.?(f) _ (Iffl_“)D(I;_ﬁ)(l_“)f))(x).
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1.4 Mesure de non compacité de Kuratowski (MNC) 26

Ou

_d

T dx

La dérivée fractionnaire de Hilfer est considéré comme un interpolateur entre le

Riemann-Liouville et Caputo, puis les remarques suivantes peuvent étre présen-
tées pour montrer la relation avec les opérateurs Caputo et Riemann-Liouville.

D

Remarque 1.3.23.
voir [12]

o T 2 a,p
(i) Lopérateur D}

récrit également comme suit
DZ;ﬁ _ Ifil—a)DlélJr—ﬁ)(l—a) — Ifil—a)D);H,y —a+ ,3 _ (X,B.
(ii) Si p =0, on aura la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :
DY, = D%’
(iii) Si B =1, on aura la dérivée fractionnaire de Caputo :

C — 7(1-a)
D% =1979D.

1.4 Mesure de non compacité de Kuratowski (MNC)

Dans ce suit on donnera quelques définitions et propriétés concernant la me-
sure de non compacité de Kuratowski, pour plus de détail, voir [6, 11].

Définition 1.4.1. La mesure de non compacité au sens de Kuratowski notée a est
définie pour tout sous-ensemble borné B c E par

m
a(B) :inf{r >0:B< | JM; et Diam(M;) ST}
j=0

ou le diametre de M est défini par Diam(M;) =sup{|x—yl: X,y € M} =12, .m
Il est clair que la MNC au sens de Kuratowski vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.4.2.
1. a(B) =0 ssi B est relativement comparct,

2. a(A) = a(A), oit A est la fermeture de A,
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1.5 Quelques résultats de la théorie du point fixe 27

. a(A+B) <a(A)+ a(B),
. Ac B implique a(A) < a(B),

3

4

5. a(a.A) =|al.a(A) pour tout a € R,

6. a({aju A) = a(A) pour toutac€ E,

7. a(A) = a(Conv(A)), oit Conv(A) l'enveloppe convexe de A,
8

. Soit ] =a,bl,b = a, pour tout W c C(J, E), on définie

t t
f W(s)ds:f u(s)ds:u<cW,t<la,b).
0 0

Nous présentons ci-dessous quelques propriétés bien utiles,

Proposition 1.4.3. Si W < C(J, E) est borné et équi-continue, alorscoW < C(J, E)
est également borne et équi-continue.
e Notons a et a. la mesure de non compacité au sens de Kuratowski dans les
espaces E, C(], E) respectivement

Proposition 1.4.4. si W c C(J, E) est borné et équi-continue , alors t — a(W(t))
est continue sur J, eton a

t t
a.(W)= rrtle}xa(W(t)),a:(f W(s)ds) sf a(W(s))ds, t€ [0, b]
€ 0 0

1.5 Quelques résultats de la théorie du point fixe

1.5.1 Théoreme du point fixe du type Banach

Le théoreme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoreme de
I'application contractante) est un théoreme simple a prouver, qui garantit I’exis-
tence d’'un unique point fixe pour toute application contractante, s’applique aux
espaces complets et qui possede de nombreuses applications. Ces applications
incluent les théorémes d’existence de solution pour les équations différentielles
ou les équations intégrales et I'étude de la convergence de certaines méthodes
numeériques. Voir [10] [2].

Théoréme de I'application contractante

Définition 1.5.1. Soient (M, d) un espace métrique complet et T: M — M une
application, On dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe une constante
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positive k = 0 telle que, pour tout x, y de M, on a
d(Tx), T(y) <kd(x,y). (1.5.1)

Si k <1, 'application T est appelée non expansive.
Si k <1, 'application T est appelée contraction.

Théoreme 1.5.2. Théoreme du point fixe de Banach (1922)

Soit (M, d) un espace métrique complet et soit T : M — M une application contrac-
tante avec la constante de contraction k, alors T a un unique point fixe x € M. De
plus,

sixoe Metx, =T (x,-1), ona (1.5.2)
lim x,=xetd (x,,x) <k"(1-k)'d(x,x) n=1, (1.5.3)
n—o00

x étant le point fixede T

Remarques 1.5.3. Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement
une contractante) mais l'une de ces itérées T” est une contraction, alors T a un
seul point fixe. En effet, soit x l'unique point fixede T? ona TP (T (x)) = T (T (x)) =
T(x) ce qui convient a dire que T (x) est aussi un point fixe de T et grace a l'uni-
cité T(x) = x e résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent
l'unicité du point fixe.

Remarques 1.5.4. Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout l'espace M
mais juste dans le voisinage d’'un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant :
Soit (M, d) un espace métrique completet T : B— M telle que

d(T(x), T(y)<kd(x,y) Vx,yeBetk<], (1.5.4)

B={xeM,d(x,z)<e} zeMete>0. (1.5.5)
Sid(z,T(z)) <e(l—k),alors T possede un unique point fixe x € B.

Théoreme 1.5.5 (Darbo). [6]
Soit Q) un sous ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’'un espace de Banach
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E, T :Q — Q un opérateur continue et | la mesure de non-compacité définie dans
E. Supposons qu'il existe une constante k € [0, 1] telle que :

w(TX) < ku(X)

pour tout sous ensemble non vide X de Q). Alors T admet au moins un point fixe
dans Q.
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CHAPITRE 2

Existence et unicité de solution pour un probleme
comportant la dérivée de Hilfer

2.1 Introduction

Dans ce chapitre [8], on traitera I'existence et I'unicité de solutions d’'une
équation différentielle avec une condition initiale via la dérivée de Hilfer de la
forme suivante :

D%Pyx) = f(x,y), xe(abl, 0<a<l,0<f<], 2.1.1)
I;:Yy(cf) =Y. Y=a+pB-ap, (2.1.2)
ou Dz;ﬁ est la dérivée fractionnaire de Hilfer introduit dans [12], [13], [14], f :

(a, b] xR — R est une fonction continue vérifiant certaines hypotheses qui seront
précisées dans la suite de ce chapitre.

2.2 Préliminaires

Dans cette partie, nous présentons quelques définitions, lemmes, proprié-
tés et notations que nous utiliserons plus tard. Pour plus de détails, veuillez
consulter[14] [15] .
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Nous présentons tout d’abord les espaces suivants :
Cila, bl ={feCiylabl, DI feCiyla,bl},

et
Cl_la,bl={feCiyla,bl, DL f€Ciylabl}.

Comme Dg;ﬁ f=1r0 D!, f, il résulte du Lemme|1.3.10que

Y a,p
Cl_y[a, b] c Cl_y[a, b].
Les lemmes suivants découle directement de la propriété de semi-groupe du
théoreme[1.3.4).
Lemme2.2.1. Soient0<a<1,0<f<let y=a+B-ap.SifeC|_la,bl, alors
Y Y f_ ap
I.D . f=1I.D/f,
et
Y _ nfl-a)
DI I%f=DV7F.
Lemme 2.2.2. Soient0<y <1, a<c<b, ge C,la,bl, g€ Clc, bl et g continue
enc. Alors, g € Cyla, b].
Lemme 2.2.3. Soit f € L' (a, b). Si Dgil_a)f existe est dans L' (a, b), alors

Da,ﬁla f _ Ifil_a)Dgil_a)f-

at “at
Preuve.

Da,ﬁla — Iﬁil_a)DI(l_'__ﬁ)(l_a) Ia+ — Iﬁ_‘(_l_a)DI(l_'__ﬁ)(l_a)
a a a a a

at “a*
_ [PU-@) ppl-o),
a a
|
Lemme 2.2.4. Soient0<a<1,0=sf<let y=a+pf-ap.SifeC_ylab]et

I;lfﬁ)(l_“)f € Cll_y[a, bl, alors DZ;ﬁIZ‘+f existe sur (a, b] et,

DPI% f(x) = f(x), x€(a,bl

at “at

Preuve . D’aprés les lemmes|1.3.11|et [2.2.1|, nous avons

'3(1_ : ‘6(1_ : Il:ﬁ(l—a)f(a) ﬁ(l -
I, "DI. " fx)=f)+ rBa-a) (x—a) = f(x), x¢€(a,b].
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Lemme 2.2.5. [2]] Soient0<a <1et0<y=1.Sif e Cyla,b] etI;:“f € C;[a, b].
Alors

I:%f(a)

_ na-l1
r@ (x—a)" ", Vxe(a,bl].

I;X+Dg+f(x) = f(x) -

Le théoreme suivant donne I’équivalence entre le probleme de type Cauchy
(2.1.1) — (2.1.2) et 'équation d’intégrale du second type

_ Ya _ Na-1a-p) fo a1
y(x) F(a+,6—a,6)(x a) @ a(x " f(t,y®)dt, xe(a,bl.

(2.2.1)

Théoreme 2.2.6. Soient y=a+f—-af ot 0<a<1 et0< <1, soit f:(a,b] x
R — R une fonction telle que f (., y(.)) € Ci_yla, b], pour tout y € C,_y[a,b]. Si y €
Cly_y[a, b]. Alors, y satisfait (2.1.1) — (2.1.2) si et seulement si y satisfait (2.2.1).

Preuve . Nous prouvons d’abord la nécessité. Soit y € CI_Y[a, b] une solution
de (2.1.1)—(2.1.2). On veut montrer que y est une solution de I'’équation intégrale
2.2.1) . Par la définition de Cly_y[a, b], lemme|1.3.10|et définition|(1.3.12, on a

I.."yeCla,bl et D'.y=D(."y) e Ci_,la,b].
Par la remarque(1.3.23), nous avons :
[."yeCiylabl.

En appliquant maintenant le lemme|2.2.5, on obtient

Ya

) (x—a) !, x€(a,bl. (2.2.2)

I,D]. y(x) = y(x) -

Comme DZ+ y € Ci_yla, b], le lemme[2.2.1/donne

Y Y 4, — a,p
I.D . .y=1,D/y

=17, f,dans(a, b]. (2.2.3)
D’apres (2.2.2) et (2.2.3) on obtient :
y(x) = %(x — @)+ % £, y(0](x), x€ (a, b. (2.2.4)
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Réciproquement. Soit y € C! _la, b) satisfait I'eq (2.2.1])) qui peut s’écrire comme

1-y
2.2.4). En appliquant I'opérateur DY aux deux membres de I’équation (2.2.4), il

résulte de lemme([1.3.15), lemme[2.2.1]et de définition[1.3.12]que
Dl,y=D%"Pf. (2.2.5)

A partir de (2.2.5) et de I'hypothese Da+y € Ci_yla,b],on a

DI PV =DV e la,bl. (2.2.6)
Puisque f € C,_y[a, b], d’apres le lemme|1.3.10} on trouve

L fec,la, bl (2.2.7)

Il découle de (2.2.6) et (2.2.7) et de la définition[1.1.6)que,

[P fecl_labl.

Ainsi [ et I;:ﬁ (=) f vérifient les conditions du lemme 2.2.5, maintenant en
appliquant I°1~% aux deux membres de (2.2.6) et en utilisant la définition|1.3.22
etle lemme2.2.5}, on obtient

. P £,y (01 (@)
Dy = flx y(x) - —~ F(ﬁ{l—z:) (x = a@)P =071,

Puisque 1 -y <1- (1 - a), lelemme[1.3.11]implique que,
P f 1 y(0) (@) =

La relation (2.2.8) se réduit donc a,

(2.2.8)

D%y = f(x,y(x)), x€ (a,bl.

Montrons maintenant que la condition initiale (2.1.2) est également vérifiée. On
applique I; ¥ aux deux cotés de (2.2.4) et utilisant les lemmes|1.3.15|et(1.3.16, on
trouve :

L7 y(@ = yo+ LY F (2, y (01 (0. (2.2.9)
En prenant la limite comme x — a, on obtient :

L7 y@ =y + U0 £ (2, y(0)@) = Y.
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Remarque 2.2.7. Remarquons que sous les hypotheses du théoréeme la so-
lution satisfait la relation

DZ;ﬁy(x) =D, y(x) - ﬁ(x —a)r el
Ainsi, d’apres le lemme la solution satisfait le probleme de type Cau-
chy suivant :
D& y= =2 (x—a) "+ flx, ),
I'y—a)
Iclliay(aﬂ =Ya

1

a
avec D,y € Cl_,,,

(2.1.1) - (2.1.2)

[a, b] en général. Ce probleme est une forme plus faible de

2.3 Existence et unicité de la solution

Dans cette partie, nous établissons I'existence et 'unicité de solution du pro-
bleme (2.1.1)—(2.1.2) dans’espace C{xf,[a, b]. Supposons que f (., y) est Lipschit-
zienne par rapport a la seconde variable, c’est-a-dire que, il existe A > 0 telle que

|, p) = Fx )| < Al -2l (2.3.1)
pour tout x € (a, b] et pour tout yy, y, € R.

Théoreme 2.3.1. Soient 0<a<1,0<sf<lety=a+pB—ap, soit f:(a,b]xR—-R
une fonction telle que f(.,y(.)) € Cf_y[a, bl, pour tout y € C,_yla, b] et satisfait la
condition (2.3.1). Alors il existe une solution unique y pour le probleme de type
Cauchy (2.1.1) — (2.1.2) dans l'espace Cly_y[a, b].

Preuve . [8] D’apres le théoreme , il suffit de prouver le résultat pour
I'équation intégrale (2.2.1). On consideére I'opérateur T : C,_,[a, b] — Cy_,[a, b]
définie par

Ty(x) = %(x— @)’ + % F (8 YD1 (0). (2.3.2)

On prouve d’abord I'existence d’'une unique solution y dans l'espace C,_,[a, b].
Notre méthode est basée sur la partition de I'intervalle (a, b] en sous-intervalles
sur lesquels 'opérateur T soit une contraction, puis nous utilisons la théoreme
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du point fixe de Banach. Notons que C;_y[c;,¢;], a < ¢; < ¢; < b est un espace
métrique complet avec la métrique d définie par

Ay y2) = [ =12l 0= max [(x—a) i) - y2(0]].

x€[cy,c2]
On choisit x; € (a, b] tel que

AT(y)

Ta+y) (x;—a)” <1. (2.3.3)

w; =

Ou A > 0 est la constante de Lipschitz définie dans (2.3.1), il est claire que T en-
voie C;_y[a, x;] sur lui-méme. De plus, d’apres q2.3.1p , (]2.3.2[) et le lemme|L.3.9)
et pour tout y;, y» € C1_y[a, x;], on a

“ Tyl - TyZ "Cl—y[a,xl] = “Ingf(t’ yl(t)) - Ingf(t, yz(t)) ”Cl—Y[“’xl]
< |8 F 6@ = F 5y g,

« T
S(xl—a) T(a+ ”[f( J/1(t))—f(t yz(t))]”Cl [a,x1]
< A(x;— a)al“(oc(z)y) “yl(t) —)2(2) ”Cl_y[a,xl]

= w0 =y2(0 ¢, 1

Comme w, < 1, La théoreme de Banach assure l’existence de point fixe y; €
Ci—yla, x1] qui est une solution du Probleme (2 sur l'intervalle (a, x;].
Si x; # b, on choisit x; € (x1, b] tel que

(X —x1)% < 1. (2.3.4)

wy =

al'(y)
On considéré I'opérateur T : C[x;, Xo] — [x1, xp] définie par
Ty(x) = yor + I, f (£, y(£)](x). (2.3.5)

ou

y_ Y- f a-1
Yo1(x) = r()(JC a) F() (x—0"" f(t,y(D)dt. (2.3.6)

Comme la solution est définie de maniere unique sur I'intervalle (a, x;], on peut
considérer y5; comme une fonction connue. Soit y;, ¥, € Clx;, x,], d’apres la
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condition (2.3.1) etle lemme[1.3.8, on a

||TJ/1 - TJ/2||C[x1,x2] = ||I)C:ii-f(t)yl(t)) - If:ii—f(t) yZ(t))”C[xl,)Cz]
< [f (&, y1(8) = £ (2, y2 (D)t o)

= al'(y) (X2 = x1) ||f(f»J/1(t)) _f(t,yz(t))HC[xl,xz]

< aF(Y) (x2 — x1) ||y1(t) _y2(t)||C[x1,X2]

= w2||)’1(t) - yZ(t)||C[X1,XQ]'
Donc T est une contraction. D’apres le théoréeme de Banach, T a un unique

point fixe y; (x) € C[x1, x2] qui est une solution de sur l'intervalle [x;, x,].
De plus, y; (x1) = y, (x1). On définit y* : (a, x,] — (a, x;] comme suit

v | Vo), a<x=x
y(x)_{yf(x) X1 <X< X

Par le lemme[2.2.2) y* € C,_y[a, x,]. Alors y* est'unique solution de (2.2.1) dans
Ci—yla, x3].
Si x, # b, nous répétons la processus jusqu’on trouvra x,,,+1 = b, soit y, I'unique

solution de (2.2.1) dans C[xy, Xi+1], k=1,2,...m,ott a = xy < X; < < X;y+1 = b sa-
chant que

Wiy = ——(x k+1_xk) <l1.

al'(a)
Alors 'unique solution y* € C;_y[a, b] de (2.2.1) est donné par

Y (x) = yp(x), X € (X, X411, £=0,1,2,...,m. (2.3.7)

Il reste 8 montrer qu'une telle solution unique y* € C,_,[a, b] est en fait dans
Cly_y[a, b]. DeI’éq (2.2.1) nous avons,

Y0 = yo(x) + % f (8, y* ()] (x).
Appliquer D!, des deux cotés donne,
D!.y*(x) =D}, [Ig. f(t,y" ()](x) = [DL“ f (£, y* ()](x),
= [D?"" o F@&y ().

puisque y = a. Par hypothese, le second membre est dans C,_,[a, b] et donc
D!, y*(x) € Ci_yla, bl.
d’apres la théoréeme[2.2.6, y* est 'unique solution de (2.1.1) — (2.1.2). n
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CHAPITRE 3

Probleme aux limites d'une équation différentielle
fractionnaire sur un intervalle non borné dans un espace
de Banach

3.1 Introduction

Dans ce chapitre [24], on s’intéresse au résultat d’existence des solutions pour
le probleme aux limites suivant

{D0+u(t)=f(t,u(t)), teJ=[0,00), l<as2 (3.1.1)

u(0)=0, Dg"u(00) = U,

ou Dg‘: I sont des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, (E, ||.||) est un
espace de Banach, f € C(J x E, E), U, € E, D%, et D3 u(o0) = lim,_.o, DS u(2).
Nous établissons I'existence de solutions sur I'intervalle [0,00) pour BVP
dans un spécial espace de Banach. La technique repose sur les propriétés de la
mesure de non-compacité de Kuratowski et du théoréme du point fixe de Darbo.

3.2 Préliminaires

Nous introduisons tout d’abord quelques définitions et lemmes concernant
ce chapitre. Soit I c J un intervalle compact et notons que C(/, E) est un espace
de Banach des fonctions continues:y : I — E avec sanorme || y|| = sup,; [|¥(0].
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Considérons I’espace des fonctions suivant

{ lu(o)ll }
X=1u(t)eC(,E):sup <oog,

tej 1+ el

associé a la norme

lu(D)l]

+ 1!

lull x =sup
tej 1

Il est facile de vérifier que X est un espace de Banach. On note respectivement
que a,ac et ax les mesures de non-compacité de Kuratowski dans les espaces
E,C(I,E) et X.

Lemme 3.2.1. Soit h € C([0,00)) N L' ([0,00)), on a alors
L.D2 h(t)=h()+c(t—a)’ " +e(t—a)’ +.+cu(t—a) ",
pour certains ¢; € E, j=1,2,3,...,n.
Lemme 3.2.2. Soit h une fonction de L'([0,00)), on a les relations suivantes
D2 1% h(t)=h(p), 6>0 et
D21 h(t) ="’ h(1), 0< 8 <7, t€la,00).

3.3 Résultat d’existence

Afin d’utiliser le point fixe de Darbo pour établir le résultat d’existence pour
le probleme (3.1.1), on suppose que les hypotheéses suivantes sont vérifiées :

(H;) 1l existe des fonctions positives af(.), b(.) € C(J) telles que
f(&, )0 <a()llxl|+b(1), te], x€E, et

f(1+t“_1)a(t)dt<r(a), [ b(t)dt < oo.
0 0

(H,) Pour tout r > 0 et tout intervalle compact I < J, f (¢, x) est uniformément
continue sur I x Bg(0,r), ou 0 est ’élément nul de E et Bg(0,r) = {x € E :
||x]| < r}.

(Hs) 1l existe une fonction positive I(.) € L'(J) tel que

a(f(t,B)<l(tHa(B), te],
ou B est tout sous-ensemble borné de E et

f A+ t* Hl(ndt <T(a).
0
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Remarque 3.3.1. On peut déduire de la condition (H1) que:

f ||f(t,u(t))||dt§||u||xf (1+t(“_1))a(t)dt+f b(tydt<oco,  (3.3.1)
0 0 0

Lemme 3.3.2. Supposons que la condition (H;) soit vérifiée. Alors le probleme
(3.1.1) est équivalent a l'équation intégrale

_ha-l_;f a-1_ (f_ ga-1 IR
u(t)—r(a)t r@ Jo [£ (t—=9)""1f(s,u(s)ds r@J, 7 f (s, u(s))ds.
(3.3.2)

Preuve . D’apres les lemmes et en utilisant une méthode similaire
comme la preuve du lemme dans [4], on démontre facilement le lemme[3.3.2] m.
Lelemme précédent[3.3.2]indique que les solutions du probléme (3.1.1) coincide
avec les points fixe de 'opérateur T : X — X défini comme suit

_u;” a—l_ift a-1_ _a-1 _L e a—1
Tu(t) = @ t r@ Jo [t (t=9)""1f(s,u(s)ds r@ ). 7 f (s, uls))ds.
(3.3.3)

Les lemmes suivants présentent quelques propriétés de I'opérateur T qui sont
trés utiles a la preuve de notre résultat.

Lemme 3.3.3. Supposons que les hypotheses (H,) et (H,) sont valides. Alors l'opé-
rateur T : X — X est borné et continu.

Preuve . Soit u € X, d’apres (H,), (3.3.1) et (3.3.3), il est facile de déduire que
Tu(t) € C(J,E). De plus, (H;) garantit que

ITul _ Nucoll ft‘“ (t-9"
F(a)

T+t r(a) T a1 (s uls)llds

T )f [ el suslids,

]
< T +r(a)f0 1F (s, u(o)lldt,

il 1 S foo
< (@) +r(a)[||u||><j(; A+t Ha()dt + 5 b(t)dt] < oo.

Donc, T: X — X estborné. Prouvons ensuite que T est continue. Soient {u,}9> |
X etu e X tels que u, — u quand n — oo. Alors, {u,,}5 , est bornée dans X, c’est-
a-dire qu’il existe M > 0 tel que ||u,||x < M pour n = 1. On a aussi ||u||x < M.
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Selon les hypotheses (H;) et (H,), pour tout € > 0, il existe L > 0 tel que

f 1+t 1)a(t)dt<—e f b(Hdt <%g, (3.3.4)
L
et qu’il existe N >0 tel que pour n> N et t € [0, L],

11f (8, un(0) - f (1, u(t))ll<%8 (3.3.5)

Donc, pour t € [0, L] et n> N, on peut déduire de (3.3.3) — (3.3.5) que

| Tu, (1) — Tu(r)|| 4t (r =)ot
1+ o 1 F(a)f 1+ o 1 ||f(S, un(s)) f(S,U(S))dS

1o 1
+F(a)f 1+ 1o 1||]C(S, u, () — f(s,u(s)llds,

F( )f 1f (& un(0) — f(5, u(D)llde

+f75i£ 1t () = £ (2, u(@)l|dt
+fL 1 (£, un (D) = (&, u(®)lldt

F( )f 1f (& un(0) — f(£, u(D)llde

2M

el a—1
+F(a) (1+t a(t)dt

f b(t)dt< + +—_
F(a) 3 3 3

Sit>Letn>N,dapres (3.3.3) — (3.3.5) on trouve que

_ )a—l

| Tu, (1) — Tu(?)l| o — (¢
1+ ra-1 r(a)f 1+ta 1 ||f(S Up(s)) — f(s u(S))”dS

r(a)f Tt (S, un(s) = f s, ulsNllds,

F( )[f I1f (&, un(0) — f(t, u()lldt

-hLHfUJMUD—fUJMﬂmdﬂ
1 o0
t o | I 0) - fuolid,
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F( )[[ I1f (&, un(0) — f(£, u()lldt

+fL 1 (5, 4 (0)) = £ 8 u(e)lld ),

< )f LF( (D) — (2, ()|t

a—1
F(a)_[ 1+t Na(t)dt

2

+—f b(t)dt<£+£+£:e.
I'la) Ji 3 3 3

On conclut que || Tu, — Tul|x < € lorsque n > N. Donc, T est continue. (]

Lemme 3.3.4. Supposons que (H,) est satisfaite, soit B un sous-ensemble borné
de X. Alors

(a) {17;%?1} est équicontinue sur tout intervalle compact I de J.

(b) Pour € > 0, il existe une constante N > 0 telle que

Preuve.
On réécrit 'opérateur T : X — X de facon équivalente suivante

U Jo ftu@)dt 1 ff -
Tu(t) = @ t +F(a) O(t )" f(s,u(s))ds.

Tu(ty) Tu(t)
1+ 1+687!

<€, pourtout f,5,=Net ueB.

A partir de la condition (H;) et de la bornitude de B, il existe M > 0 tel que
f |f (¢, u(®)|dt <M, pourtout ue B. (3.3.6)
0

Premierement, montrons I’axiome (a), soient R > 0 telle que ||u(?)|lx < R pour
tout u € B et [a, b] < J un intervalle compact et t;, f; € [a, b] avec t; < t,. Ensuite,

. _qa-1
par (3.3.6) et la monotonie de ({+2x—1 en fpour s<f,ona

a—1 a—1
tZ tl

_ oo = o f 5, u@d|

H Tu(t,) B Tu(ty) ‘

1+870 147! T'(a) 1+ 197! 1+ a1
1 f2 (t2 )a 1 j’tl (fz )a 1
¥ 14 el Y d 3 J S d
I'(a) fo 1+ 57! s u(s)ds— o 1+£0 f(s,u(s)ds
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1 h (tz— )a 1 tl( )a 1
+—F(a) fo Tt“lf(s u(s)ds— fo 1—ta1f(5 u(s)dsll,
”uoo”+M tg 1 & 1 f
B B ) d
= F(af) 1+ tza_l 1+ til—l + r(a) " ||f(s u(S))” S
1 n (tz_s)a—l (tl _s)a_l
- ) d
’ F(a)fo 1+ 37! 1+ o] | f (s, u(s)| ds
ol + M| ot pa-1
< | Uooll + e __h f A+ Y a(nds
F(a) 1+t“1 1+ 07! r( )
3| _ a-1 _ aa-1
f b(t)dt f (t S) = (t ) ](1+Sa 1)a(S)dS
r(“) I'(a) I 1+ 27!
I l- _ a-1 _ a-1
f B9 1 UL —1b(s)ds,
F(a) 1+t~ 1+ 07!
ool + M| 257! (!
< —
B F(a) 1+ 1+ 07!
1 a—1 ¢ _f b
R(A1+A1b“ DN+ A ty B t B (l‘z—tl)a]
[a+1) 1+ 1+6%71 1+bpe 17
TB(1)

ol A} = maXyeq p alt), A, = maxc, p b(1), ceci assure que {TaT
nue sur [a, b]. Ensuite, nous vérifions I'assertion (b). Notons que

< oo = J5~ f (£, u()dt]|
a I'a)

} est équiconti-

a—1 a—1
tz tl

H Tu(t,) Tu(ty) )
1+~ 1+t

T'(@) |[Jo 1+1r0‘1 ’ 0 1+tf‘1 ’

1+ t“‘l 1+ 07!

11 suffit de prouver que

fo t — a—-1 5] _aa-1
fo %f(s,u(s))ds—fo %f(s u(s)ds| <
2 1

Larelation (3.3.6) implique qu'’il existe N; > 0 tel que,

f | f(e,ue)|de < g uniformément par rapporta u € B. (3.3.7)
Ny
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(t=ND* 1 _ =1,

’ 3 ]
D’autre part, puisque lim; .., e

t;, =N etse[0,N],

il existe N > N; tel que pour tout

(=91 (-9 (-9 (tp— 9!
Y e B T
1 2 1 2
t; — Np)* 1 t,— N;)e 1 €
s(l—%)ﬂl—(z ;)_1 )<——. (3.3.8)
1+ 1+ 3M

En prenant maintenant #;, &, = N, par (3.3.6) — —(3.3.8) on arrive a

H fotz (tf—)alf(s, u(s))ds— fﬁ Mﬂs, u(s))dsH

ty o 14!
N (tz—S)a_l (tl_s)a_l
Sﬁ 1+ ta_l - 1+ ta—l “f(S, u(s)) ” ds
(tl_ )a 1 (2
o I s u)| ds+ 2y Hf(s u(s)| ds

<ol ||f(t u(t))||dt+2fl ||f(t,u(t))||dtS£.

Lemme 3.3.5. Supposons que (H,) est vérifiée, soit B un sous-ensemble borné de

X. Alors ax(TB) = sup,.; a(£2).

Preuve . Premierement, montrons que ax(TB) < sup,; a( lzlfé’?l

3.3.4} on a, pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que pour ¢, > N,

Notons que T'B | n; est la restriction de T'B sur [0, N]. La proposition etle
lemme3.3.4|assurent que

). Parle lemme

Tu(ty)  Tu(t)
1+ 1+t

< € uniformément par rapporta u € B. (3.3.9)

(TBlo.n) B0y p a2
a = max o SSsupa
X ONV= fcon 1 + ra-1 te}) 1+ el

).

Dong, il existe une partition de B telle que B = U, TB |jg nj= U} TB; | o, €t

r
) )+€E,1=1,2,...,n. (3.3.10)

diam x (T'B; |jo,n7) < sup a( a1

te] 1+t
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ou diam x désigne le diametre du sous-ensemble borné de X. De plus, pour tout
Tuy, Tu, € TB; et t = N, il résulte de (3.3.9) et (3.3.10) que

Tu, (1) Tup(1) - Tu, (1)  Tu,(N) N Tu;(N) — Tup(N)
1+t T4+t [T+t 14+ Nod 1+ No-l 14 Nol
N Tuy(N)  Tup(N)
1+No-l 14 a!
TB(t)
<e+supa( )+E+E,
tE] 1 + l-(?(—l
TB(1) .
< sup a( )+3¢, 1=1,2,...,n. (3.3.11)
te] 1 + ta_l
Dong,(3.3.10) et (3.3.11) impliquent que
diam x(T'B;) < sup a( 2 )+3
X B =S e e
En observant que TB = U’ T B;, on obtient
TB(t)
ax(TB) <=supal( ta_l) + 3€.
te]
Comme ¢ est arbitraire, on a
TB(t)

ax(TB)<supa
x(TB) <supa(——2=

).

Inversement, on prouve que sup ]a(liljf,?l) < ax(TB). Soit € > 0, il existe une
partition TB = U}_, T B; tel que diam x(TB;) < ax(TB) + ¢, donc, pour tout ¢ € ]

et uy, U, € B; , on obtient

Tui(t) Tuy(t)
I+l 14 ¢a!

< ” Tu1 — Tuzll < ax(TB) + €,

puisque TB(t) = U! | TB;(f),ona
TB(1)
1+ ol
Comme ¢ est arbitraire, on trouve
TB(1)

+ 1!

al

)<ax(TB)+e.

sup a( ) <ax(TB).

rej 1
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Théoreme 3.3.6. Supposons que les hypotheses (H;), (H,) et (Hs) sont valides.
Alors, il existe au moins une solution u € X du probleme (3.1.1).

Preuve . Choisissons un nombre réel R > vérifiant

luooll — f5° b()dt
T(@) - [;°A+ e Ya(ndt

Posons
B:{ueX:mmeR}

Alors, on peut en déduire que T : B — B. En effet, pour tout u € B, par (H;), on
obtient

Tu(t) |uoo” e 1 (t—S)a_l
L+ r(a) F(CU) f 1+ a1 ”f(S, u(s)) ” ds
1o 1
" I'(a) ﬁ 1+ o1 “f(S, u(s)) ” ds

| oo |

1 00
= ['(a) +F(a)[) | £t )| dr

| oo l 1 * a1 f"o
< @ +F(a)[”u” xfo A+t“ Nal)drt+ 5 b(t)dt] < R.

Donc, |Tul| x < R. Donc, T défini de B dans lui méme.
On pose D = co(TB), il est clair que D est un sous-ensemble borné, convexe et
fermé de B. En observant que TD < TB < D, par le lemme [3.3.3| nous savons
que T : D — D est borné et continu. Il reste a montrer qu’il existe une constante
0 <A< 1telle que

ax(TS) < Aax(S) pourtout Sc D. (3.3.12)

Soit n >, on définit T, : X — X par

a—l_i\/\t a=-1_ r_ ya-l
T,u(t) = F( )t r@ ) [t (t=9)""1f(s,u(s)ds
b
I'la)
A partir de (H;), on obtient

‘ T,u(t) Tu(t)

1+t 14¢a!
M. IMANE 2021/2022
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SF()f | £t ue) | de

<W[Rf (1+t% 1)a(t)dt+f b(t)dt].
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T,S() TS
1+12-17 14 pa-1

métrique de Hausdorff dans 'espace E. Par les propriétés de la mesure de non-
compacité, on obtient

Cela montre que dH( ) — 0 lorsque n — oo, t € J, ou dy désigne la

i @ 2SO TS
noo 14 el T 4 el

), te]. (3.3.13)

Maintenant, nous estimons a(ﬁfoff)l). Le lemme 3.3.4| implique que {1 f t(cf)_l} est
équicontinue sur tout intervalle compact de J, donc, {22} est équicontinue
sur tout intervalle compact de J. Par I'hypothese (H,), il est facile de savoir que
{f(t,u(?)): u(t) € S} est équicontinue sur(0, n]. De plus, {f (¢, u(z)) : u(r) € S} est
borné sur [0, n] par (H;). En utilisant le proposition[I.4.4, lemme[3.3.5]et I'hypo-

theése (H3), on arrive a

T,S(1)

Q) S r()/‘aﬁﬂtuwn u(r) € St

+f?7j’aaﬂuuunnunesndt

(t) )dt

f(1+t“ HYiva (

F(a)
a—1
F(a)f A+ " ) I(Dax(S).
D’apres (3.3.13),on a
TS(1)
af —) < Aax(S)
1+¢o-!

avec
a—1
F(a)f 1+ Hlde < 1.

D’apres le lemme[3.3.5} il résulte que
Ofx(TS) < A,ax(S)

Par conséquent, le théoreme du point fixe de Darbo affirme que le probleme
(3.1.1) admet au moins une solution dans D. u
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3.4 Exemple

Considérons le probleme d’équations différentielles d’ordre fractionnaire sui-
vant

3 .
{ D2 un(t) — ( un(t) + Slnt+ln(1+|un+1(t)|)

(oo]

10(1+v/1) (1+12) 30nev't 1 tel, J=10,00)

1,(0)=0, D?u,(00)= Uy,

n=

(3.4.1)

Soit E = {u = (wy, ..., Uy,...) : sup, |u,| < oo} avec la norme ||u|| = sup,, |u,l, alors
E est un espace de Banach et le probléeme (3.4.1) peut étre considéré comme le
probleme (3.1.1), o a = %, ft,w) = (fi(t, w),..., fu(t,u),...) avec

u,(t) sint +1In(1+ |u,;.1(1)]
101+ (A + 12 30nevt
Il est clair que f(t,u) € C(J x E,E) et
| w] < : + ull +
T o+ VO +12)  30eVT 30ev?

ATaide d’'un calcul rapide, on trouve

foo(1+\/?)[ P ]dt—1+1~03571
0 1001+vVHA+12) 30evt 20 5 '

Notons que I'(3) = 0.8862 et [; -~ dt < co. Donc, (H1) est satisfaite avec

1

= + tb(t) =
10(1 4+ + 12) :-;Oe\/?e 0

a(t) )
30eV?

Il est facile de voir que la condition (H,) est aussi satisfaite. En suite, nous véri-
fions la condition (Hs). Posons
=Y+ @ avec

U100 +vVDA ) " 30neV?

Alors, on peut obtenir que pour tout ensemble borné B < E, a(f? (¢, B)) = 0.
En effet, soit {u"},,en+ < E une suite bornée, c’est-a-dire que

|| =M, m=1,2,3,.., ou
u™ = @\™,..., ul™,..)

M. IMANE 2021/2022




3.4 Exemple 48

On a alors, pour £ € J fixé.

1+M
| £2 (£, u™)| < 20 nm=1,23,.., (3.4.2)

Donc {f\”(t,u"™)} est bornée, alors il existe une sous-suite {u¥} c {u™)}
telle que

D¢, u"™) - y, quand K—oo, n=1,2,3,... (3.4.3)

Par (3.4.2), on obtient

1+ M
, n=1,2,3,... (3.4.4)
n

|vpl <

Donc v = {vy,...,Vy,,...} € E. Soit € > 0, alors, (3.4.2) et (3.4.4) impliquent qu’il
existe N > 0 tel que

E E
(£ U< 3, vl <5, n>N, k=1,2,3,... (3.4.5)

Par contre, de (3.4.3), on obtient qu’il existe K > 0 tel que

|f}§2)(t, M)y an <e, k>K, n=1,2,3,...N. (3.4.6)

1l découle de (3.4.5) et (3.4.6) que |£,Z(r,u™) - v,| < ¢, pour k > K. Cela
signifie que |£,\? (¢, u"™) — v,| — 0, lorsque k — oo, donc f®(z, B) est relative-
ment compacte pour tout sous ensemble borné B de E, alors, a(f® (¢, B)) = 0.

Par conséquent, on trouve que

a(B)
a(f(t,B) < a(fV(t,B)) = :
/ ! 101+ VO (1 + 1?)
Puisque [ (1+ ﬁ)md t <I'(a), nous concluons que la condition (Hj;)

est satisfaite pour [(#) = 57— L
Finalement, le théoréeme [3.3.6) assure que le probléeme (3.4.1) a au moins une
solution.
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