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أنواع المعادلات التفاضلية ذات  لبعض وجودنظرية الدراسة  إلىفي هذه المذكرة تطرقتا 

ثبات هذا لإالطريقة المستعملة . معينة ليوفيل-ريمان او هيلفر عبر مشتق  كسرية رتبة

و  راوشكيلك عدم التراص قياسب مقترنةبو دار) النقطة الثابتة يةالوجود تعتمد على نظر

.(انكماش بناخ  

مشتق  ،وجودنظرية ال ،معادلات التفاضلية ذات رتبة كسريةال :الكلمات و الجمل الافتتاحية 

ة الثابتة، فضاء بناخ، قياس عدم نقطال، ، التكامل ذو رتبة كسريةليوفيل-او ريمان هيلفر

.راوشكيلك راصت  

 
In this paper, we present several existence results for certain classes of differential 
equations of fractional order via the Hilfer or Riemann-Liouville derivatives under 

certain conditions .These results used to prove existence is based on the fixed point 
theory ( Darbo combined with the mesure of non-compactness of Kuratowski and 
Banach contraction). 
 
Key words and phrases: fractional differential equations, existence of solutions, 
Hilfer and Riemann-Liouville fractional derivatives, the fractional order integral, fixed 

point, Banach space,measure of non-compactness of Kuratowski . 

 
 

Dans ce mémoire, nous présentons l’existence pour certaines classes d’équations 
différentielles d’ordre fractionnaire au sens de la dérivé de Hilfer ou Reimann-

Liouville avec des conditions particulières.La méthode utilisée pour prouver 

l’existence dépend de la théorie de point fixe (Darbo combiné avec la mesure de non 
compacité de Kuratowski et la contraction de Banach). 
 
Phrases et mots clés : Équations différentielles fractionnaires, existence des 
solutions, dérivée fractionnaire de type Hilfer ou Riemann-Liouville, intégrale 
fractionnaire, point fixe, espaces de Banach, mesure de non compacité de 

Kuratowski. 

M. IMANE 2021/2022



Table des matières

1 Outils de base 10
1.1 Fonctions spéciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 La fonction Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.1.2 La fonction Bêta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.1.3 La relation entre la fonction Gamma et la fonction Bêta . . . . . . . . . . . . 13
1.1.4 Fonction de Mittag-Leffler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.1.5 Règle de Leibniz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.1.6 Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2 Outils d’analyse fonctionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.1 Théorème d’Arzela-Ascoli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.2 Principe des applications contractantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 Intégrale et dérivée fractionnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.3.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.3.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.3.3 Dérivée fractionnaire de Caputo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.3.4 Dérivée fractionnaire de Hilfer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.4 Mesure de non compacité de Kuratowski (MNC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.5 Quelques résultats de la théorie du point fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.5.1 Théorème du point fixe du type Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Existence et unicité de solution pour un problème comportant la dérivée de Hilfer 30
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3 Existence et unicité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3 Problème aux limites d’une équation différentielle fractionnaire sur un intervalle non
borné dans un espace de Banach 37
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3 Résultat d’existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

M. IMANE 2021/2022



TABLE DES MATIÈRES 6

3.4 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

M. IMANE 2021/2022



FIndex des notationsF

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail :
R : Ensemble des nombres réels.
R+ : Ensemble des nombres réels positifes.
R∗+ : Ensemble des nombres réels strictement positifs.
N : Ensemble des nombres entiers naturels.
N∗ : Ensemble des nombres naturels à l’exclusion zéro.
C : Ensemble des nombres complexes.
C 0([a,b]) ≡C ([a,b]) : Espace des fonctions f continues sur[a,b]à valeur réels.
AC ([a,b]) : Espace de fonctions absolument continues sur [a,b]

f ∈ AC ([a,b]) ⇐⇒∃φ ∈ L1([a,b])) telle que f (x) = c +
∫ x

a
φ(t )d t , pour p. p. x ∈ [a,b].

Fonctions :

Γ(.) : La fonction Gamma.
Iαa : Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α.
B(., .) : La fonction Bêta.
RLDα

a : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α.
CDα

a : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α.

Abréviations :
R-L : Riemann-Liouville
M-L : Mittag-Leffler.
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Introduction général

Le calcul fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel que nous le
connaissons aujourd’hui. Ses origines remontent à la fin du 17eme siècle, l’époque où Isaac New-
ton et Gottfried Wihelm Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral.

En particulier, Leibniz présenté le symbole
d n f

d t
pour désigne là neme dérivée d’une fonction

f . Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hôpital (apparemment avec l’hypothèse implicite que

n ∈ N ), l’Hôpital a répondu : Que signifie
d n f

d t
si n = 1

2
?

"Cela conduirait à un paradoxe à partir duquel un jour, on pourra tirer des conséquences utiles"
[Oldham et Spanier, 1974 [18]. Cette lettre de l’Hôpital, écrite en 1695 , est aujourd’hui admise
comme le premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que

l’Hôpital a demandé spécifiquement pour n = 1

2
, c’est-à-dire une fraction (nombre rationnel) a

en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.
Récemment, il y a nombreuses de dérivée fractionnaires qui ont été introduites. On cite par

exemple les dérivations fractionnaires suivantes : dérivée de Riemann-Liouville, de Caputo et
de Hilfer [22, 13, 25].

Les théorèmes du point fixe sont les outils mathématiques de base, montrant l’existence des
solutions dans divers types d’équations, la théorie de point fixe est le cœur de l’analyse non li-
néaire puisqu’elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théorèmes d’existence dans nom-
breux problèmes non linéaires [3, 2, 10].

Il y a deux mesures qui sont les plus importantes. la mesure de non-compacité de Kuratowski
et celle de Hausdorff. Plusieurs auteurs ont utilisé la technique de la mesure de non-compacité
dans les espaces de Banach pour prouver le résultat d’existence de certains problèmes différen-
tiels, voir, par exemple, les livres [6, 11] et leurs références.

Les équations différentielles fractionnaires apparaissent comme une description naturelle
de nombreux phénomènes d’évolution dans le monde réel. La majorité des processus dans les
divers sciences appliquées (la biologie, la biophysique et le génie biologique) sont représentés
par des équations différentielles fractionnaires [19, 14].
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Organisation et présentation du mémoire

Ce mémoire est organisé comme suit :
Le chapitre 1 regroupe les définitions des concepts utilisés tout au long de ce mémoires, nous

introduisons quelques notions importantes pour le calcul fractionnaire, la mesure de noncom-
pacité et la théorie du point fixe.

Le chapitre 2 présente l’existence et l’unicité de solution d’une équation différentielle avec
condition initiale passant par la dérivée de Hilfer de la forme suivante :{

Dα, β
a+ y(x) = f (x, y), x > a,

I 1−γ
a+ y(a+) = ya , γ=α+β−αβ.

Le chapitre 3 est consacré à l’étude le résultat d’existence du problème différentiel fraction-
naire sur un intervalle non borné dans un espace de Banach qui est de la forme suivante :{

Dα
0+u(t ) = f (t ,u(t )), t ∈ J = [0,∞), 1 <α≤ 2,

u(0) = 0, Dα−1
0+ u(∞) = u∞.

M. IMANE 2021/2022



CHAPITRE 1

Outils de base

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés que
nous utiliserons dans la suite de ce travail [20] [22] [23] [17] [25].

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma (ou fonction d’Euler de deuxième espèce) est une fonc-
tion prolonge la factorielle aux nombre réelles.

Définition 1.1.1. La fonction Gamma est définie par l’intégrale suivante :

Γ :α−→
∫ +∞

0
e−t tα−1d t , (1.1.1)

tel que α ∈R∗
+.

Proposition 1.1.2. Une propriété importante de la fonction Gamma est la rela-
tion de récurrence suivante :

Γ(α+1) =αΓ(α), α> 0, (1.1.2)

M. IMANE 2021/2022



1.1 Fonctions spéciales 11

en effet, Γ(α+1) = ∫ +∞
0 e−t tα+1−1d t .

Pour 0 < a < b et en intégrant par parties, on a :∫ b

a
e−t tα+1−1d t =

∫ b

a
e−t tαd t ,

= (−tαe−t]b
a +α

∫ b

a
e−t tα−1d t ,

= aα

ea
− bα

eb
+α

∫ b

a
e−t tα−1d t .

Si a → 0+et b →+∞ on trouve :

Γ(α+1) = 0−0+αΓ(α).

Proposition 1.1.3. La fonction gamma d’Euler généralise la factorielle car, on a
pour tout n ∈N

Γ(n +1) = n!. (1.1.3)

Raisonnons le par récurrence si n = 0 alors :

Γ(0+1) = Γ(1) = 1 = 0!.

Supposons que la formule est vrai pour n −1 i.e

Γ((n −1)+1) = Γ(n) = (n −1)!,

et montrons qu’elle est vrai pour n . D’après l’équation (1.1.2), on trouve

Γ(n +1) = nΓ(n) = n(n −1)! = n!.

On peut calculer aussi

Γ(1) =
∫ +∞

0
e−t d t ,

= (−e−t]+∞
0 = 0+1 = 1,

et selon le dernier résultat, on a

Γ(2) = 1, Γ(1) = 1, Γ(3) = 2, Γ(4) = 6.

Démontrons maintenant que

Γ(1/2) =p
π.

M. IMANE 2021/2022



1.1 Fonctions spéciales 12

Par définitions, nous avons

Γ(1/2) =
∫ +∞

0
e−t t (1/2)−1d t =

∫ +∞

0
e−t t−1/2d t .

Soient 0 < a < b, d’après un changement de variable∫ b

a
e−t t−1/2d t =

∫ p
b

p
a

e−z2
2d x,

où {
x = t 1/2

d x = (1/2)t−1/2d t .

Si a −→ 0+et b −→+∞, alors nous obtenons∫ +∞

0
e−t t−1/2d t = 2

∫ +∞

0
e−x2

d x.

Calculons l’intégrale

I =
∫ +∞

0
e−x2

d x,

il est clair que

I 2 =
(∫ +∞

0
e−x2

d x

)(∫ +∞

0
e−y2

d y

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(z+y)2

d xd y.

En utilisant les coordonnées polaires, on trouve

I 2 =
∫ +∞

0

∫ π/2

0
e−r 2

r dθdr = π

2

∫ +∞

0
e−r 2

r dr = π

2

(
−e−r 2

2

]+∞

0

= π

4
.

Comme I > 0 et ceci est vrai tout simplement parce que e−(x)2 > 0, alors I =
p
π

2 .
Donc, ∫ +∞

0
e−t t−1/2d t = 2

p
π

2
=p

π.

En se servant de ce important résultat et la relation fonctionnelle (1.1.2) , on voit
facilement que pour tout n ∈N

Γ

(
n + 1

2

)
= 1×3×5× . . .× (2n −1)

2n

p
π.

M. IMANE 2021/2022



1.1 Fonctions spéciales 13

Remarques 1.1.4. D’après le résultat (1.1.2) et en utilisant le raisonnement par
récurrence, on déduit facilement que pour tout n ∈N

Γ(x) = Γ(x +n)

x · (x +1) . . . (x +n −1)
,

cette relation permet de définir Γ(x) pour x réel négatif tel que −n < x <−n +1.
On a ainsi défini Γ(x) pour tout nombre réel x.

Dans notre cas pour n = [α]+1, nous avons, 0 < n −α< 1, ce qui signifie que
−n <−α< −n +1 et selon la convention ci-dessus, on aura

Γ(−α) = Γ(n −α)

(−α) · (−α+1) . . . (−α+n −1)
.

1.1.2 La fonction Bêta

La fonction Bêta(ou fonction d’Euler de premier espèce) est définie par :

B : (p, q) −→
∫ 1

0
τp−1(1−τ)q−1dτ, (1.1.4)

tels que : p > 0 et q > 0.

Proposition 1.1.5. La fonction Bêta satisfait les propriétés suivantes :

1. B(p, q) = B(q, p).

2. pB(p, q +1) = qB(p +1, q) et B(p,1) = 1
p .

1.1.3 La relation entre la fonction Gamma et la fonction Bêta

Proposition 1.1.6. La fonction Bêta est relié à la fonction Gamma par :

B(p, q) = Γ(p)Γ(q)

Γ(p +q)
. (1.1.5)

Preuve .

Γ(p)Γ(q) =
(∫ +∞

0
e−x xp−1d x

)(∫ +∞

0
e−y y q−1d y

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0
xp−1y q−1e−(x+y)d xd y.

Utilisons le changement de coordonnées suivant :{
u = x + y ,

v = x/(x + y),
⇒

{
x = uv,

y = u(1− v),

M. IMANE 2021/2022



1.1 Fonctions spéciales 14

Donc, ∣∣∣∣ v u
1− v −u

∣∣∣∣=−uv −u(1− v) =−u,

alors,

Γ(p)Γ(q) =
∫ 1

0

∫ +∞

0
(uv)p−1(u(1− v))q−1e−u|−u|dud v

=
∫ 1

0

∫ +∞

0
up+q−1vp−1(1− v)q−1e−udud v

=
(∫ +∞

0
e−uup+q−1du

)(∫ 1

0
v p−1(1− v)q−1d v

)
= Γ(p +q)B(p, q).

Ce qui entraine que B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q) où Γ(p + q) 6= 0. Si p, q sont des entiers

naturels, on obtient :

B(p, q) = (p −1)!(q −1)!

(p +q −1)!
.

1.1.4 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.1.7. La fonction de Mittag-Leffler généralisée de deux paramètres
est définie pour tout z ∈C par le développement en série entière :

Eα,β(z) :=
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk +β)
(α> 0,β> 0). (1.1.6)

Pour β= 1, on obtient la fonction de M −L dite d’un paramètre :

Eα(z) :=
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk +1)
, (α> 0). (1.1.7)

1.1.5 Règle de Leibniz

Soient f , g : D →R sont n fois dérivables en un point d’accumulation x ∈ D .

d n

d t n
( f (t )g (t )) =

n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(t )g (n−k)(t ).

M. IMANE 2021/2022



1.1 Fonctions spéciales 15

La généralisation de cette formule nous donne

D p( f (t )g (t )) =
n∑

k=0

(
p
k

)
f (k)(t )D (p−k)g (t )+Rp

n (t ),

où n ≥ p +1 et

Rp
n (t ) = 1

n!Γ(−p)

∫ t

a
(t −τ)−p−1g (τ)dτ

∫ t

τ
f (n+1)(ζ)(τ−ζ)ndζ,

avec limn→∞ Rp
n (t ) = 0. Si f et g sont continues dans [a, t ] ansi que toutes leurs

dérivées, la formule devient :

D p( f (t )g (t )) =
n∑

k=0

(
p
k

)
f (k)(t )D (p−k)g (t ).

Définition 1.1.8. règle de dérivation de Leibniz définie par :

d

d t

[∫ b(t )

0
f (t , x)d x

]
= f (t ,b(t ))b′(t )+

∫ b(t )

0

d

d t
f (t , x)d x.

Remarque 1.1.9. pour une fonction f qui ne dépend que de la seconde variable,
on retrouve bien le théorème fondamental de d’analyse en posant b(t ) = t

1.1.6 Espaces fonctionnels

[15]
Soit 0 ≤ γ< 1, On introduit les espace fonctionnels suivants

Cγ[a,b] = { f (x) : (a,b] →R | (x −a)γ f (x) ∈C [a,b]}.

qui est un espace de Banach avec la norme,

|| f ||Cγ = sup
x∈[a,b]

|(x −a)γ f (x)|,

C n
γ [a,b] = { f ∈C n−1[a,b] : f (n) ∈Cγ[a,b]}

qui est également un espace de Banach avec la norme

|| f ||C n
γ
=

n−1∑
i=0

|| f (k)||∞+|| f (n)||Cγ, n ∈N.

En outre, C 0
γ[a,b] =Cγ[a,b].

M. IMANE 2021/2022



1.2 Outils d’analyse fonctionnelle 16

1.2 Outils d’analyse fonctionnelle

Soient E ,F deux espaces de Banach, on désigne par C (E ,F ) l’espace de toutes
les fonctions f : E → F continues.

1.2.1 Théorème d’Arzela-Ascoli

Définition 1.2.1. Soit M un sous ensemble de C (E ,F ).

1.On dit que M est équicontinue en u ∈ E , si pour tout ε> 0, il existe η> 0 tel
que :

‖ f (u)− f (v)‖F < ε,

et ceci pour tout f ∈ M et pour tout v ∈ E vérifiant :

‖u − v‖E < η.

2. On dit que M est équicontinue sur E , si M est équicontinue en tout u ∈ E .
En particulier, si E = [a,b] et F =R. On dit que M ∈C (E ,F ) est équicontinue sur
E si et seulement si :

∀ε> 0,∃η> 0,∀ f ∈ M ,∀x, y ∈ [a,b] : |x − y | < η⇒| f (x)− f (y)| < ε.

Définition 1.2.2. Soit M un sous ensemble de C (E ,F ).
On dit que M est uniformément borné, s’il existe une constante C > 0 tel que :

‖ f ‖ ≤C ∀ f ∈ M .

Théorème 1.2.3. Soit M une partie de C ([a,b]) muni de la norme de la conver-
gence uniforme.
M est relativement compact dans C ([a,b]) si et seulement si M est équicontinue
et uniformément borné.

Définition 1.2.4. Soit A : E −→ F un opérateur. On dit que :

1. A est compact si l’image par A de tout borné de E est relativement compact
(c’est-à-dire que son adhérence est compact) dans F .

2. A est complètement continu s’il est continu et compact.

Théorème 1.2.5. (Théorème d’Arzela-Ascoli généralisé) Dans l’espace de Banach.
Soient E un espace de Banach compacte et F un espace de Banach quelconque.
Une partie M de C (E ,F ) est relativement compact si et seulement si :
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— M est équicontinue sur E.
— M uniformément bornée.
— M(x) = { f (x)/ f ∈ M } est relativement compacte dans F ,

1.2.2 Principe des applications contractantes

Définition 1.2.6. Soit E un espace Banach. On dit qu’une application.
T : E −→ E est contractante, s’il existe 0 < K < 1 tel que :

∀(x, y) ∈ E ×E : ‖T (x)−T (y)‖E É K ‖x − y‖E .

1.3 Intégrale et dérivée fractionnaire

nous utiliserons dans la suite de ce travail les résultat de [19].

1.3.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a,b], on considère l’intégrale

I (1) =
∫ t

a
f (τ)dτ (1.3.1)

I (2) f (t ) =
∫ t

a
d t1

∫ t1

a
f (τ)dτ. (1.3.2)

D’après le théorème du Fubini, on trouve ;

I (2) f (t ) = 1

1!

∫ t

a
(t −τ)2−1 f (τ)dτ. (1.3.3)

En répétant la même opération n fois, on obtient

I (n) f (t ) =
∫ t

a
d t1

∫ t1

a
d t2

∫ t2

a
. . . ·

∫ tn−1

a
(t −τ)n−1 f (τ)dτ

= 1

(n −1)!

∫ t

a
(t −τ)n−1 f (τ)dτ,

pour tout entier n.
Cette formule est appelée formule de Cauchy et comme nous avons (n − 1)! =
Γ(n). Riemann rendu compte que la dernière expression pourrait avoir un sens
même quand n prenant des valeurs non-entiers, alors c’était naturel de définir
l’opérateur d’intégration fractionnaire comme suit :
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Définition 1.3.1. Soit f ∈ L1 [a,+∞ [, a ∈R et α ∈ R∗
+, l’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordre α de la fonction f à droite de a est définie par

Iαa+ f (t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ, a < t <+∞, (1.3.4)

et on a : I 0
a+ f (t ) = f (t ) (i.e. I 0

a+ est l’opérateur identité).

Remarque 1.3.2. Par un changement de variable s = t −τ, on remarque que Iαa+
peut être écrite sous la forme suivante :

Iαa+ f (t ) = 1

Γ(α)

∫ t−a

0
sα−1 f (t − s)d s, (1.3.5)

Intégrales fractionnaires au sens de R-L de quelques fonctions usuelles

1. On pose f (t ) = (t −a)β, t > a avec a ∈R et β>−1 :

Iαa+ f (t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1(τ−a)βdτ.

En utilisant le changement de variable τ = a + (t − a)s où s varie de 0 à 1 et la
fonction Bêta, on obtient

Iαa+ f (t ) = 1

Γ(α)

∫ 1

0
[t −a − (t −a)s]α−1[s(t −a)]β(t −a)d s

= 1

Γ(α)
(t −a)α+β

∫ 1

0
sβ(1− s)α−1d s

= 1

Γ(α)
(t −a)α+ββ(B +1,α)

= Γ(β+1)

Γ(α+β+1)
(t −a)α+β.

Donc,

Iαa+(t −a)β = Γ(β+1)

Γ(α+β+1)
(t −a)α+β. (1.3.6)

Pour a = 0, on a

Iα0+tβ = Iαtβ = Γ(β+1)

Γ(α+β+1)
tα+β. (1.3.7)
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2. La fonction constante f (t ) =C , t ∈ [a,+∞[

Iαa+C = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1C dτ

= C

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1dτ

= C

Γ(α)

(−(t −τ)α

α

]t

a

= C

αΓ(α)
(t −a)α

= C

Γ(α+1)
(t −a)α.

D’où,

Iαa+C = C

Γ(α+1)
(t −a)α. (1.3.8)

Propriétés de l’intégrale fractionnaire au sens de R-L

Théorème 1.3.3. Si f ∈ L1[a,b] et α > 0 alors Iαa+ f (t ) existe pour presque tout
t ∈ [a,b] et on a :

Iαa+ f ∈ L1[a,b].

Preuve . Soit f ∈ L1[a,b] ; on a :

Iαa+ f (t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ=

∫ +∞

−∞
g (t −τ)h(τ)dτ,

avec −∞É a < t <+∞
tel que :

g (u) =
{

uα−1

Γ(α) , 0 < u É b −a

0, u ∈R− (0,b −a)

et

h(u) =
{

f (u), a É u É b
0, u ∈R− [a,b]

comme g ,h ∈ L1(R), alors Iαa+ f ∈ L1[a,b].
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Théorème 1.3.4. Pour f ∈ L1[a,b], l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
possède la propriété de semi-groupe suivant :

Iαa+

(
Iβa+ f

)
(t ) = Iα+βa+ f (t ),

pour α> 0 et β> 0.

Preuve . Soit f ∈ L1[a,b],α> 0 et β> 0, on a alors

Iαa+

(
Iβa+ f

)
(t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1

(
Iβa+ f

)
(τ)dτ

= 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1

[
1

Γ(β)

∫ τ

a
(τ− s)β−1 f (s)d s

]
dτ

= 1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
(t −τ)α−1

[∫ τ

a
(τ− s)β−1 f (s)d s

]
dτ.

Remarque 1.3.5. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment
s’écrire sous forme de produit de convolution de la fonction puissance hα(t ) = tα−1

Γ(α)
et f (t )

Iαa+ f (t ) =
∫ t

a
hα(t −τ) f (τ)dτ= (

hα∗ f
)

(t ).

Proposition 1.3.6. L’opérateur Iαa+ est linéaire.

Preuve . En effet, si f et g sont deux fonctions telles que Iαa+ f et Iαa+g existent,
alors pour c1 et c2 deux réels arbitraires, on a

Iαa+
(
c1 f + c2g

)
(t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 (

c1 f + c2g
)

(τ)dτ

= c1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ+ c2

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1g (τ)dτ

= c1Iαa+ f (t )+ c2Iαa+g (t ).

Proposition 1.3.7. Soit f ∈C ([a,b)). Alors on a
1. d

d t

(
Iαa+ f

)
(t ) = (

Iα−1
a+ f

)
(t ), α> 1.

2. limα→0+
(
Iαa+ f

)
(t ) = f (t ), α> 0.
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Preuve . : Appliquons la définition de la règle de dérivation de Leibniz 1.1.8
nous obtenons

d

d t

(
Iαa+ f

)
(t ) = d

d t

(
1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ

)
= α−1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)(α−1)−1 f (τ)dτ

= α−1

Γ(α−1+1)

∫ t

a
(t −τ)(α−1)−1 f (τ)dτ

= α−1

(α−1)Γ(α−1)

∫ t

a
(t −τ)(α−1)−1 f (τ)dτ

= 1

Γ(α−1)

∫ t

a
(t −τ)(α−1)−1 f (τ)dτ= (

Iα−1
a+ f

)
(t ).

2. Pour la dernière identité, comme f ∈C ([a,b)), nous avons

Iαa+ f (t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ

D’après la relation (1.3.8) on peut écrire :

Iαa+1 = (t −a)α

Γ(α+1)
−→ 1.

quand α−→ 0+. Donc pour un certain δ> 0, on aura∣∣∣∣Iαa+ f (t )− (t −a)α

Γ(α+1)
f (t )

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ− 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ

∣∣∣∣
(1.3.9)

≤ 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1| f (τ)− f (t )|dτ (1.3.10)

= 1

Γ(α)

∫ t−δ

a
(t −τ)α−1| f (τ)− f (t )|dτ (1.3.11)

+ 1

Γ(α)

∫ t

t−δ
(t −τ)α−1| f (τ)− f (t )|dτ. (1.3.12)

D’une part, on a f est continue sur [a,b] alors,

∀ε> 0,∃δ> 0,∀t ,τ ∈ [a,b] : |τ− t | < δ⇒| f (τ)− f (t )| < ε.

Ce qui entraine :∫ t

t−δ
(t −τ)α−1| f (τ)− f (t )|dτ≤ ε

∫ t

t−δ
(t −τ)α−1dτ= εδα

α
. (1.3.13)
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D’autre part,∫ t−δ

a
(t −τ)α−1| f (τ)− f (t )|dτ≤ 1

Γ(α)

∫ t−δ

a
(t −τ)α−1(| f (τ)|+ | f (t )|)dτ (1.3.14)

≤ 2 sup
ξ∈[a,t ]

| f (ξ)|
∫ t−δ

a
(t −τ)α−1dτ,∀t ∈ [a,b]

(1.3.15)

= 2M

(
(t −a)α

α
− δα

α

)
,∀t ∈ [a,b], (1.3.16)

où M = supξ∈[a,t ] | f (ξ)|.
Une combinaison de (1.3.9) et (1.3.13) et (1.3.14) nous donne :∣∣∣∣Iαa+ f (t )− (t −a)α

Γ(α+1)
f (t )

∣∣∣∣≤ 1

αΓ(α)

[
εδα+2M

(
(t −a)α−δα)]

= 1

Γ(α+1)

[
εδα+2M

(
(t −a)α−δα)] ,

faisons tendre α vers 0+, on obtient :∣∣Iαa+ f (t )−1 f (t )
∣∣≤ ε

Γ(α+1)
, ∀ε> 0,

ce qui montre que

lim
α→0+

Iαa+ f (t )− f (t ) = 0.

Les lemmes suivants fournissent quelques propriétés de Iαa+. Les preuves peuvent
être trouvées dans [16].

Lemme 1.3.8. Pour α> 0, Iαa+ envoie C [a,b] dans C [a,b].

Lemme 1.3.9. Soit α> 0 et 0 ≤ γ< 1. Alors Iαa+ est borné de Cγ[a,b] dans Cγ[a,b].

Lemme 1.3.10. Soitα> 0 et 0 ≤ γ< 1. Si γ≤α, Alors Iαa+ est borné de Cγ[a,b] dans
C [a,b].

Lemme 1.3.11. Soit 0 ≤ γ< 1 et f ∈Cγ[a,b] . Alors

Iαa+ f (a) = lim
x→a+ Iαa+ f (x) = 0, 0 ≤ γ<α.
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Preuve . Notez que d’après le lemme 1.3.10, Iαa+ f ∈ Cγ[a,b]. Puisque f ∈
Cγ[a,b] Alors (x −a)γ f (x) est continue sur [a,b], il existe M > 0 telle que

|(x −a)γ f (x)| < M , x ∈ [a,b].

Donc ∣∣Iαa+ f (x)
∣∣< M [Iαa+(t −a)−γ].

Et ∣∣Iαa+ f (x)
∣∣< M

Γ(1−γ)

Γ(α+1−γ)
(x −a)α−γ.

Puisque α> γ, le membre de droite → 0 quand x → a+.

1.3.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.3.12. Soit f ∈ L1 [a,+∞ [, a ∈R et α ∈ R∗
+,n ∈N, la dérivée fraction-

naire de Riemann-Liouville d’ordre α de f de borne inférieure a est définie par :

Dα
a+ f (t ) = 1

Γ(n −α)

d n

d t n

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f (τ)dτ, (1.3.17)

= Dn I n−α
a+ f (t ), (1.3.18)

où Dn = dn

d t n est la dérivée d’ordre entier n = [α]+1.
On a en particulier
1. D0

a+ f (t ) = D1I 1
a+ f (t ) = f (t )

(
D0

a+ est l’opérateur identité ).
2. Pour α= n où n est un entier, l’opérateur donne le même résultat que la diffé-
rentiation classique d’ordre n.

Dn
a+ f (t ) = Dn+1I n+1−n

a+ f (t ) = Dn+1I 1
a+ f (t ) = Dn f (t ).

Lemme 1.3.13. Soit α ∈R+et soit n ∈N tel que n >α, alors

Dα
a+ = Dn I n−α

a+ .

Preuve . L’hypothèse sur n implique que n ≥ [α]+1. Ainsi,

Dn I n−α
a+ = (

D [α]+1Dn−[α]−1)(I n−[α]−1
a+ I [α]+1−α

a+
)

= D [α]+1 (
Dn−[α]−1I n−[α]−1

a+
)

I [α]+1−α
a+

= D [α]+1I [α]+1−α
a+ = Dα

a+,

car Dn−[α]−1I n−[α]−1
a+ = I .
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Théorème 1.3.14. Soit f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de
Riemann- Liouville existent, pour c1 et c2 ∈R, alors

Dα
a+

(
c1 f (t )+ c2g (t )

)= c1Dα
a+ f (t )+ c2Dα

a+g (t ).

Lemme 1.3.15. Soit 0 <α< 1, on a alors

[Dα
a+(t −a)α−1](x) = 0.

Lemme 1.3.16. Soient α> 0, β> 0 et f ∈ L1(a,b), pour x ∈ [a,b], on a les proprié-
tés suivantes

(Iαa+ Iβa+ f )(x) = (Iα+βa+ f )(x),

et

(Dα
a+ Iαa+ f )(x) = f (x).

En particulier, si f ∈Cγ[a,b] ou f ∈C [a,b], alors ces égalités restent valable.

1.3.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.3.17. La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordreα ∈R+ d’une fonc-
tion f ∈ L1([a,+∞)) est donnée par

cDα f (t ) = I n−α f (n)(t ) = 1

Γ(n −α)

∫ t

0
(t −x)n−α−1 f (n)(x)d x, (1.3.19)

avec n −1 ≤α≤ n,n ∈N∗.

Propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo

Notation 1.3.18. On note que l’operateur Dn, n ∈N est la différentiabilité d’ordre
entier n i.e :

Dn = d n

d t n
.

Lemme 1.3.19. Soit n−1 <α< n,n ∈N,α ∈R et soit f (t ) telle que cDα f (t ) existe,
alors :

cDα f (t ) = I n−αDn f (t ). (1.3.20)
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Lemme 1.3.20. Soit n − 1 < α < n,n ∈ N,α ∈ R et soit f une fonction telle que
cDα f (t ) existe, on alors

lim
α→n

cD a f (t ) = f (n)(t ), et

lim
α→n−1

cDα f (t ) = f (n−1)(t )− f (n−1)(0).

Preuve . On utilise l’intégration par partie on trouve

cDα f (t ) = 1

Γ(n −α)

∫ t

0

f (n)(x)

(t −x)α+1−n
d x

= 1

Γ(n −α)

(
− f (n)(x)

(t −x)n−α

n −α
∣∣∣∣t

x=0
−

∫ t

0
− f n+1(x)

(t −x)n−α

n −α d x

)
= 1

Γ(n −α+1)

(
f (n)(0)t n−α+

∫ t

0
f (n+1)(x)(t −x)n−αd x

)
.

En prenant la limite pour α→ n et α→ n −1, respectivement, on a

lim
α→n

cDα f (t ) = f (n)(0)+ f (n)(x)
∣∣t

x=0 = f (n)(t ),

et

lim
α→n−1

cDα f (t ) = (
f (n)(0)t + f (n)(x)(t −x)

)∣∣t

x=0 −
∫ t

0
− f (n)(x)d x

= f (n−1)(x)
∣∣t

x=0

= f (n−1)(t )− f (n−1)(0).

Remarques 1.3.21. Pour la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on a

lim
α→n

Dα f (t ) = f (n)(t )

et

lim
α→n−1

Dα f (t ) = f (n−1)(t ).

1.3.4 Dérivée fractionnaire de Hilfer

Définition 1.3.22. La dérivée fractionnaire de Hilfer d’ordre 0 < α < 1, et de type
0 ≤β≤ 1, de la fonction f (.) est définie par :

Dα,β
a+ f (x) = (Iβ(1−α)

a+ D(I (1−β)(1−α)
a+ f ))(x).
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Ou

D = d

d x

La dérivée fractionnaire de Hilfer est considéré comme un interpolateur entre le
Riemann-Liouville et Caputo, puis les remarques suivantes peuvent être présen-
tées pour montrer la relation avec les opérateurs Caputo et Riemann-Liouville.

Remarque 1.3.23.
voir [12]

(i) L’opérateur Dα,β
a+ récrit également comme suit

Dα,β
a+ = Iβ(1−α)

a+ D I (1−β)(1−α)
a+ = Iβ(1−α)

a+ Dγ

a+,γ=α+β−αβ.

(ii) Si β= 0, on aura la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :

Dα
a+ = Dα,0

a+ .

(iii) Si β= 1, on aura la dérivée fractionnaire de Caputo :

C Dα
a+ = I (1−α)

a+ D.

1.4 Mesure de non compacité de Kuratowski (MNC)

Dans ce suit on donnera quelques définitions et propriétés concernant la me-
sure de non compacité de Kuratowski, pour plus de détail, voir [6, 11].

Définition 1.4.1. La mesure de non compacité au sens de Kuratowski notée α est
définie pour tout sous-ensemble borné B ⊂ E par

α(B) = inf
{
τ> 0 : B ⊆

m⋃
j=0

M j et Di am(M j ) ≤ τ
}

ou le diamètre de M j est défini par Di am(M j ) = sup{|x − y | : x, y ∈ M j } j=1,2,...,m

Il est clair que la MNC au sens de Kuratowski vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.4.2.

1. α(B) = 0 ssi B est relativement compact,

2. α(A) =α(A), où A est la fermeture de A,
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3. α(A+B) ≤α(A)+α(B),

4. A ⊂ B implique α(A) ≤α(B),

5. α(a.A) = |a|.α(A) pour tout a ∈R,

6. α({a}∪ A) =α(A) pour tout a ∈ E,

7. α(A) =α(Conv(A)), où Conv(A) l’enveloppe convexe de A,

8. Soit J = [a,b],b ≥ a, pour tout W ⊂C (J ,E), on définie∫ t

0
W (s)d s =

∫ t

0
u(s)d s : u ⊆W, t ⊆ [a,b].

Nous présentons ci-dessous quelques propriétés bien utiles,

Proposition 1.4.3. Si W ⊂C (J ,E) est borné et équi-continue , alors coW ⊂C (J ,E)
est également borne et équi-continue.

• Notons α et αc la mesure de non compacité au sens de Kuratowski dans les
espaces E ,C (J ,E) respectivement

Proposition 1.4.4. si W ⊂ C (J ,E) est borné et équi-continue , alors t → α(W (t ))
est continue sur J , et on a

αc(W ) = max
t∈J

α(W (t )),α(
∫ t

0
W (s)d s) ≤

∫ t

0
α(W (s))d s, t ∈ [0,b]

1.5 Quelques résultats de la théorie du point fixe

1.5.1 Théorème du point fixe du type Banach

Le théorème du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théorème de
l’application contractante) est un théorème simple à prouver, qui garantit l’exis-
tence d’un unique point fixe pour toute application contractante, s’applique aux
espaces complets et qui possède de nombreuses applications. Ces applications
incluent les théorèmes d’existence de solution pour les équations différentielles
ou les équations intégrales et l’étude de la convergence de certaines méthodes
numériques. Voir [10] [2].

Théorème de l’application contractante

Définition 1.5.1. Soient (M ,d) un espace métrique complet et T : M → M une
application, On dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe une constante
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positive k ≥ 0 telle que, pour tout x, y de M , on a

d(T (x),T (y)) ≤ kd(x, y). (1.5.1)

Si k ≤ 1, l’application T est appelée non expansive.
Si k < 1, l’application T est appelée contraction.

Théorème 1.5.2. Théorème du point fixe de Banach (1922)
Soit (M ,d) un espace métrique complet et soit T : M → M une application contrac-
tante avec la constante de contraction k, alors T a un unique point fixe x ∈ M. De
plus,

si x0 ∈ M et xn = T (xn−1) , on a (1.5.2)

lim
n→∞xn = x et d (xn, x) ≤ kn(1−k)−1d (x1, x0) n ≥ 1, (1.5.3)

x étant le point fixe de T .

Remarques 1.5.3. Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement
une contractante) mais l’une de ces itérées T p est une contraction, alors T a un
seul point fixe. En effet, soit x l’unique point fixe de T p on a T p(T (x)) = T (T p(x)) =
T (x) ce qui convient à dire que T (x) est aussi un point fixe de T ? et grâce à l’uni-
cité T (x) = x e résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent
l’unicité du point fixe.

Remarques 1.5.4. Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout l’espace M
mais juste dans le voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant :
Soit (M ,d) un espace métrique complet et T : B → M telle que

d(T (x),T (y)) ≤ kd(x, y) ∀x, y ∈ B et k < 1, (1.5.4)

où

B = {x ∈ M ,d(x, z) < ε} z ∈ M et ε> 0. (1.5.5)

Si d(z,T (z)) < ε(1−k), alors T possède un unique point fixe x ∈ B.

Théorème 1.5.5 (Darbo). [6]
SoitΩ un sous ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’un espace de Banach
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E, T :Ω→Ω un opérateur continue et µ la mesure de non-compacité définie dans
E. Supposons qu’il existe une constante k ∈ [0,1[ telle que :

µ(T X ) ≤ kµ(X )

pour tout sous ensemble non vide X de Ω. Alors T admet au moins un point fixe
dansΩ.
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CHAPITRE 2

Existence et unicité de solution pour un problème
comportant la dérivée de Hilfer

2.1 Introduction

Dans ce chapitre [8], on traitera l’existence et l’unicité de solutions d’une
équation différentielle avec une condition initiale via la dérivée de Hilfer de la
forme suivante :

Dα, β
a+ y(x) = f (x, y), x ∈ (a,b], 0 <α< 1, 0 ≤β≤ 1, (2.1.1)

I 1−γ
a+ y(a+) = ya, γ=α+β−αβ, (2.1.2)

où Dα, β
a+ est la dérivée fractionnaire de Hilfer introduit dans [12], [13], [14], f :

(a,b]×R→R est une fonction continue vérifiant certaines hypothèses qui seront
précisées dans la suite de ce chapitre.

2.2 Préliminaires

Dans cette partie, nous présentons quelques définitions, lemmes, proprié-
tés et notations que nous utiliserons plus tard. Pour plus de détails, veuillez
consulter[14] [15] .
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Nous présentons tout d’abord les espaces suivants :

Cα,β
1−γ[a,b] =

{
f ∈C1−γ[a,b], Dα,β

a+ f ∈C1−γ[a,b]
}

,

et
Cγ

1−γ[a,b] =
{

f ∈C1−γ[a,b], Dγ

a+ f ∈C1−γ[a,b]
}

.

Comme Dα,β
a+ f = Iβ(1−α)

a+ Dγ

a+ f , il résulte du Lemme 1.3.10 que

Cγ
1−γ[a,b] ⊂Cα,β

1−γ[a,b].

Les lemmes suivants découle directement de la propriété de semi-groupe du
théorème 1.3.4 .

Lemme 2.2.1. Soient 0 <α< 1, 0 ≤β≤ 1 et γ=α+β−αβ. Si f ∈Cγ
1−γ[a,b], alors

I γa+Dγ

a+ f = Iαa+Dα,β
a+ f ,

et

Dγ

a+ Iαa+ f = Dβ(1−α)
a+ f .

Lemme 2.2.2. Soient 0 ≤ γ < 1, a < c < b, g ∈ Cγ[a,b], g ∈ C [c,b] et g continue
en c. Alors, g ∈Cγ[a,b].

Lemme 2.2.3. Soit f ∈ L1(a,b). Si Dβ(1−α)
a+ f existe est dans L1(a,b), alors

Dα,β
a+ Iαa+ f = Iβ(1−α)

a+ Dβ(1−α)
a+ f .

Preuve .

Dα,β
a+ Iαa+ = Iβ(1−α)

a+ D I (1−β)(1−α)
a+ Iαa+ = Iβ(1−α)

a+ D I (1−β)(1−α)
a+

= Iβ(1−α)
a+ Dβ(1−α)

a+ .

Lemme 2.2.4. Soient 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1 et γ = α+β−αβ. Si f ∈ C1−γ[a,b] et

I (1−β)(1−α)
a+ f ∈C 1

1−γ[a,b], alors Dα,β
a+ Iαa+ f existe sur (a,b] et,

Dα,β
a+ Iαa+ f (x) = f (x), x ∈ (a,b].

Preuve . D’après les lemmes 1.3.11 et 2.2.1 , nous avons

Iβ(1−α)
a+ D Iβ(1−α)

a+ f (x) = f (x)+ I 1−β(1−α)
a+ f (a)

Γ(β(1−α))
(x −a)β(1−α)−1 = f (x), x ∈ (a,b].
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Lemme 2.2.5. [21] Soient 0 <α< 1 et 0 < γ≤ 1. Si f ∈Cγ[a,b] et I 1−α
a+ f ∈C 1

γ[a,b].
Alors

Iαa+Dα
a+ f (x) = f (x)− I 1−α

a+ f (a)

Γ(a)
(x −a)α−1, ∀x ∈ (a,b].

Le théorème suivant donne l’équivalence entre le problème de type Cauchy
(2.1.1)− (2.1.2) et l’équation d’intégrale du second type

y(x) = ya

Γ(α+β−αβ)
(x −a)(α−1)(1−β) + 1

Γ(α)

∫ x

a
(x − t )α−1 f (t , y(t ))d t , x ∈ (a,b].

(2.2.1)

Théorème 2.2.6. Soient γ=α+β−αβ où 0 <α< 1 et 0 ≤β≤ 1, soit f : (a,b]×
R→ R une fonction telle que f (., y(.)) ∈ C1−γ[a,b], pour tout y ∈ C1−γ[a,b]. Si y ∈
Cγ

1−γ[a,b]. Alors, y satisfait (2.1.1)− (2.1.2) si et seulement si y satisfait (2.2.1).

Preuve . Nous prouvons d’abord la nécessité. Soit y ∈Cγ
1−γ[a,b] une solution

de (2.1.1)−(2.1.2). On veut montrer que y est une solution de l’équation intégrale
(2.2.1) . Par la définition de Cγ

1−γ[a,b], lemme 1.3.10 et définition 1.3.12, on a

I 1−γ
a+ y ∈C [a,b] et Dγ

a+ y = D(I 1−γ
a+ y) ∈C1−γ[a,b].

Par la remarque 1.3.23, nous avons :

I 1−γ
a+ y ∈C1−γ[a,b].

En appliquant maintenant le lemme 2.2.5, on obtient

I γa+Dγ

a+ y(x) = y(x)− ya

Γ(γ)
(x −a)γ−1, x ∈ (a,b]. (2.2.2)

Comme Dγ

a+ y ∈C1−γ[a,b], le lemme 2.2.1 donne

I γa+Dγ

a+ y = Iαa+Dα,β
a+ y

= Iαa+ f ,dans(a,b]. (2.2.3)

D’après (2.2.2) et (2.2.3) on obtient :

y(x) = ya

Γ(γ)
(x −a)γ−1 + [Iαa+ f (t , y(t )](x), x ∈ (a,b]. (2.2.4)

M. IMANE 2021/2022



2.2 Préliminaires 33

Réciproquement. Soit y ∈Cγ
1−γ[a,b] satisfait l’eq (2.2.1]) qui peut s’écrire comme

(2.2.4). En appliquant l’opérateur Dγ

a+ aux deux membres de l’équation (2.2.4), il
résulte de lemme 1.3.15 , lemme 2.2.1 et de définition 1.3.12 que

Dγ

a+ y = Dα(1−β)
a+ f . (2.2.5)

A partir de (2.2.5) et de l’hypothèse Dγ

a+ y ∈C1−γ[a,b], on a

D I 1−β(1−α)
a+ f = Dβ(1−α)

a+ f ∈C1−γ[a,b]. (2.2.6)

Puisque f ∈C1−γ[a,b], d’après le lemme 1.3.10, on trouve

I 1−β(1−α)
a+ f ∈C1−γ[a,b]. (2.2.7)

Il découle de (2.2.6) et (2.2.7) et de la définition 1.1.6 que,

I 1−β(1−α)
a+ f ∈C 1

1−γ[a,b].

Ainsi f et I 1−β(1−α)
a+ f vérifient les conditions du lemme 2.2.5, maintenant en

appliquant Iβ(1−α) aux deux membres de (2.2.6) et en utilisant la définition 1.3.22
et le lemme 2.2.5, on obtient

Dα,β
a+ y = f (x, y(x))− [I 1−β(1−α)

a+ f (t , y(t )](a)

Γ(β(1−α)
(x −a)β(1−α)−1. (2.2.8)

Puisque 1−γ< 1−β(1−α), le lemme 1.3.11 implique que,

[I 1−β(1−α)
a+ f (t , y(t )](a) = 0.

La relation (2.2.8) se réduit donc à,

Dα,β
a+ y = f (x, y(x)), x ∈ (a,b].

Montrons maintenant que la condition initiale (2.1.2) est également vérifiée. On
applique I 1−γ

a+ aux deux côtés de (2.2.4) et utilisant les lemmes 1.3.15 et 1.3.16, on
trouve :

I 1−γ
a+ y(a) = ya + [I 1−β(1−α)

a+ f (t , y(t )](x). (2.2.9)

En prenant la limite comme x → a, on obtient :

I 1−γ
a+ y(a) = ya + [I 1−β(1−α)

a+ f (t , y(t )](a) = ya.
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Remarque 2.2.7. Remarquons que sous les hypothèses du théorème 2.2.6, la so-
lution satisfait la relation

Dα,β
a+ y(x) = Dα

a+ y(x)− ya

Γ(γ−α)
(x −a)γ−α−1.

Ainsi, d’après le lemme 1.3.11, la solution satisfait le problème de type Cau-
chy suivant :

Dα
a+ y = ya

Γ(γ−α)
(x −a)γ−α−1 + f (x, y),

I 1−α
a+ y(a+) = ya

avec Dα
a+ y ∈ C 1

1−γ+α[a,b] en général. Ce problème est une forme plus faible de
(2.1.1)− (2.1.2)

2.3 Existence et unicité de la solution

Dans cette partie, nous établissons l’existence et l’unicité de solution du pro-
blème (2.1.1)−(2.1.2) dans l’espace Cα,β

1−γ[a,b]. Supposons que f (., y) est Lipschit-
zienne par rapport à la seconde variable, c’est-à-dire que, il existe A > 0 telle que∣∣ f (x, y1)− f (x, y2)

∣∣≤ A
∣∣y1 − y2

∣∣ , (2.3.1)

pour tout x ∈ (a,b] et pour tout y1, y2 ∈R.

Théorème 2.3.1. Soient 0 <α< 1, 0 ≤β≤ 1 et γ=α+β−αβ, soit f : (a,b]×R→R

une fonction telle que f (., y(.)) ∈Cβ
1−γ[a,b], pour tout y ∈C1−γ[a,b] et satisfait la

condition (2.3.1). Alors il existe une solution unique y pour le problème de type
Cauchy (2.1.1)− (2.1.2) dans l’espace Cγ

1−γ[a,b].

Preuve . [8] D’après le théorème 2.2.6 , il suffit de prouver le résultat pour
l’équation intégrale (2.2.1). On considère l’opérateur T : C1−γ[a,b] → C1−γ[a,b]
définie par

T y(x) = ya

Γ(γ)
(x −a)γ−1 + [Iαa+ f (t , y(t ))](x). (2.3.2)

On prouve d’abord l’existence d’une unique solution y dans l’espace C1−γ[a,b].
Notre méthode est basée sur la partition de l’intervalle (a,b] en sous-intervalles
sur lesquels l’opérateur T soit une contraction, puis nous utilisons la théorème

M. IMANE 2021/2022



2.3 Existence et unicité de la solution 35

du point fixe de Banach. Notons que C1−γ[c1,c2], a ≤ c1 < c2 ≤ b est un espace
métrique complet avec la métrique d définie par

d(y1, y2) = ∥∥y1 − y2

∥∥
C1−γ[c1,c2] := max

x∈[c1,c2]

∣∣(x −a)1−γ[y1(x)− y2(x)]
∣∣ .

On choisit x1 ∈ (a,b] tel que

w1 = AΓ(γ)

Γ(α+γ)
(x1 −a)α < 1. (2.3.3)

Oú A > 0 est la constante de Lipschitz définie dans (2.3.1), il est claire que T en-
voie C1−γ[a, x1] sur lui-même. De plus, d’après (2.3.1) , (2.3.2) et le lemme 1.3.9,
et pour tout y1, y2 ∈C1−γ[a, x1], on a∥∥T y1 −T y2

∥∥
C1−γ[a,x1] =

∥∥Iαa+ f (t , y1(t ))− Iαa+ f (t , y2(t ))
∥∥

C1−γ[a,x1]

≤ ∥∥Iαa+[ f (t , y1(t ))− f (t , y2(t ))]
∥∥

C1−γ[a,x1]

≤ (x1 −a)α
Γ(γ)

Γ(α+γ)

∥∥[ f (t , y1(t ))− f (t , y2(t ))]
∥∥

C1−γ[a,x1]

≤ A(x1 −a)α
Γ(γ)

Γ(α+γ)

∥∥y1(t )− y2(t )
∥∥

C1−γ[a,x1]

≤ w1

∥∥y1(t )− y2(t )
∥∥

C1−γ[a,x1] .

Comme w1 < 1, La théorème de Banach assure l’existence de point fixe y∗
0 ∈

C1−γ[a, x1] qui est une solution du Problème (2.2.1) sur l’intervalle (a, x1].
Si x1 6= b, on choisit x2 ∈ (x1,b] tel que

w2 = A

αΓ(γ)
(x2 −x1)α < 1. (2.3.4)

On considéré l’opérateur T : C [x1, x2] → [x1, x2] définie par

T y(x) = y01 + [Iαa+ f (t , y(t ))](x). (2.3.5)

où

y01(x) = ya

Γ(γ)
(x −a)γ−1 + 1

Γ(α)

∫ x1

a
(x − t )α−1 f (t , y(t ))d t . (2.3.6)

Comme la solution est définie de manière unique sur l’intervalle (a, x1], on peut
considérer y01 comme une fonction connue. Soit y1, y2 ∈ C [x1, x2], d’après la
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condition (2.3.1) et le lemme 1.3.8, on a

||T y1 −T y2||C [x1,x2] = ||Iαx+
1

f (t , y1(t ))− Iαx+
1

f (t , y2(t ))||C [x1,x2]

≤ ||Iαx+
1

[ f (t , y1(t ))− f (t , y2(t ))]||C [x1,x2]

≤ 1

αΓ(γ)
(x2 −x1)α|| f (t , y1(t ))− f (t , y2(t ))||C [x1,x2]

≤ A

αΓ(γ)
(x2 −x1)α||y1(t )− y2(t )||C [x1,x2]

= w2||y1(t )− y2(t )||C [x1,x2].

Donc T est une contraction. D’après le théorème de Banach, T a un unique
point fixe y∗

0 (x) ∈ C [x1, x2] qui est une solution de (2.2.1) sur l’intervalle [x1, x2].
De plus, y∗

1 (x1) = y∗
0 (x1). On définit y∗ : (a, x2] → (a, x2] comme suit

y∗(x) =
{

y∗
0 (x), a < x ≤ x1

y∗
1 (x), x1 < x ≤ x2

Par le lemme 2.2.2, y∗ ∈C1−γ[a, x1]. Alors y∗ est l’unique solution de (2.2.1) dans
C1−γ[a, x2].

Si x2 6= b, nous répétons la processus jusqu’on trouvra xm+1 = b, soit y∗
k l’unique

solution de (2.2.1) dans C [xk , xk+1], k = 1,2, ...,m, où a = x0 < x1 < < xm+1 = b sa-
chant que

wk+1 = A

αΓ(α)
(xk+1 −xk)α < 1.

Alors l’unique solution y∗ ∈C1−γ[a,b] de (2.2.1) est donné par

y∗(x) = y∗
k (x), x ∈ (xk , xk+1],k = 0,1,2, ...,m. (2.3.7)

Il reste à montrer qu’une telle solution unique y∗ ∈C1−γ[a,b] est en fait dans
Cγ

1−γ[a,b]. De l’éq (2.2.1) nous avons,

y∗(x) = y0(x)+ [Iαa+ f (t , y∗(t ))](x).

Appliquer Dγ

a+ des deux cotés donne,

Dγ

a+ y∗(x) = Dγ

a+[Iαa+ f (t , y∗(t ))](x) = [Dγ−α
a+ f (t , y∗(t ))](x),

= [Dβ(1−α)
a+ f (t , y∗(t ))](x).

puisque γ ≥ α. Par hypothèse, le second membre est dans C1−γ[a,b] et donc
Dγ

a+ y∗(x) ∈C1−γ[a,b].
d’après la théorème 2.2.6, y∗ est l’unique solution de (2.1.1)− (2.1.2).
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CHAPITRE 3

Problème aux limites d’une équation différentielle
fractionnaire sur un intervalle non borné dans un espace

de Banach

3.1 Introduction

Dans ce chapitre [24], on s’intéresse au résultat d’existence des solutions pour
le problème aux limites suivant

{
Dα

0+u(t ) = f (t ,u(t )), t ∈ J = [0,∞), 1 <α≤ 2
u(0) = 0, Dα−1

0+ u(∞) = u∞,
(3.1.1)

oú Dα−1
0+ sont des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, (E ,‖.‖) est un

espace de Banach, f ∈ C (J ×E ,E),u∞ ∈ E ,Dα
0+ et Dα−1

0+ u(∞) = limt→∞ Dα−1
0+ u(t ).

Nous établissons l’existence de solutions sur l’intervalle [0,∞) pour BVP (3.1.1)
dans un spécial espace de Banach. La technique repose sur les propriétés de la
mesure de non-compacité de Kuratowski et du théorème du point fixe de Darbo.

3.2 Préliminaires

Nous introduisons tout d’abord quelques définitions et lemmes concernant
ce chapitre. Soit I ⊂ J un intervalle compact et notons que C (I ,E) est un espace
de Banach des fonctions continues :y : I → E avec sa norme

∥∥y
∥∥
∞ = supt∈I

∥∥y(t )
∥∥.
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Considérons l’espace des fonctions suivant

X =
{

u(t ) ∈C (J ,E) : sup
t∈ j

‖u(t )‖
1+ tα−1

<∞
}

,

associé à la norme

‖u‖X = sup
t∈ j

‖u(t )‖
1+ tα−1

.

Il est facile de vérifier que X est un espace de Banach. On note respectivement
que α,αC et αX les mesures de non-compacité de Kuratowski dans les espaces
E , C (I ,E) et X .

Lemme 3.2.1. Soit h ∈C ([0,∞))∩L1([0,∞)), on a alors

I δa+Dδ
a+h(t ) = h(t )+ c1(t −a)δ−1 + c2(t −a)δ−2 + .....+ cn(t −a)δ−n,

pour certains c j ∈ E, j = 1,2,3, .....,n .

Lemme 3.2.2. Soit h une fonction de L1([0,∞)), on a les relations suivantes

Dδ
a+ I δa+h(t ) = h(t ), δ> 0 et

Dδ
a+ I γa+h(t ) = I γ−δa+ h(t ), 0 < δ< γ, t ∈]a,∞).

3.3 Résultat d’existence

Afin d’utiliser le point fixe de Darbo pour établir le résultat d’existence pour
le problème (3.1.1), on suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

(H1) Il existe des fonctions positives a(.),b(.) ∈C (J ) telles que

|| f (t , x)|| ≤ a(t )||x||+b(t ), t ∈ J , x ∈ E , et∫ ∞

0
(1+ tα−1)a(t )d t < Γ(α),

∫ ∞

0
b(t )d t <∞.

(H2) Pour tout r > 0 et tout intervalle compact I ⊂ J , f (t , x) est uniformément
continue sur I ×BE (θ,r ), où θ est l’élément nul de E et BE (θ,r ) = {x ∈ E :
||x|| ≤ r }.

(H3) Il existe une fonction positive l (.) ∈ L1(J ) tel que

α( f (t ,B)) ≤ l (t )α(B), t ∈ J ,

où B est tout sous-ensemble borné de E et∫ ∞

0
(1+ tα−1)l (t )d t < Γ(α).
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Remarque 3.3.1. On peut déduire de la condition (H1) que :∫ ∞

0
|| f (t ,u(t ))||d t ≤ ||u||x

∫ ∞

0
(1+ t (α−1))a(t )d t +

∫ ∞

0
b(t )d t ≤∞, (3.3.1)

Lemme 3.3.2. Supposons que la condition (H1) soit vérifiée. Alors le problème
(3.1.1) est équivalent à l’équation intégrale

u(t ) = u∞
Γ(α)

tα−1 − 1

Γ(α)

∫ t

0
[tα−1 − (t − s)α−1] f (s,u(s))d s − 1

Γ(α)

∫ ∞

t
tα−1 f (s,u(s))d s.

(3.3.2)

Preuve . D’après les lemmes 3.2.1, 3.2.2 et en utilisant une méthode similaire
comme la preuve du lemme dans [4], on démontre facilement le lemme 3.3.2. .
Le lemme précédent 3.3.2 indique que les solutions du problème (3.1.1) coïncide
avec les points fixe de l’opérateur T : X → X défini comme suit

Tu(t ) = u∞
Γ(α)

tα−1 − 1

Γ(α)

∫ t

0
[tα−1 − (t − s)α−1] f (s,u(s))d s − 1

Γ(α)

∫ ∞

t
tα−1 f (s,u(s))d s.

(3.3.3)

Les lemmes suivants présentent quelques propriétés de l’opérateur T qui sont
très utiles à la preuve de notre résultat.

Lemme 3.3.3. Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont valides. Alors l’opé-
rateur T : X → X est borné et continu.

Preuve . Soit u ∈ X , d’après (H1), (3.3.1) et (3.3.3), il est facile de déduire que
Tu(t ) ∈C (J ,E). De plus, (H1) garantit que

||Tu(t )||
1+ tα−1

≤ ||u∞||
Γ(α)

+ 1

Γ(α)

∫ t

0

tα−1 − (t − s)α−1

1+ tα−1
|| f (s,u(s))||d s

+ 1

Γ(α)

∫ ∞

t

tα−1

1+ tα−1
|| f (s,u(s))||d s,

≤ ||u∞||
Γ(α)

+ 1

Γ(α)

∫ ∞

0
|| f (s,u(t ))||d t ,

≤ ||u∞||
Γ(α)

+ 1

Γ(α)
[||u||×

∫ ∞

0
(1+ tα−1)a(t )d t +

∫ ∞

0
b(t )d t ] <∞.

Donc, T : X → X est borné. Prouvons ensuite que T est continue. Soient {un}∞n=1 ⊂
X et u ∈ X tels que un → u quand n →∞. Alors, {un}∞n=1 est bornée dans X , c’est-
à-dire qu’il existe M > 0 tel que ||un||X ≤ M pour n ≥ 1. On a aussi ||u||X ≤ M .
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Selon les hypothèses (H1) et (H2), pour tout ε> 0, il existe L > 0 tel que∫ ∞

L
(1+ tα−1)a(t )d t < Γ(α)

6M
ε,

∫ ∞

L
b(t )d t < Γ(α)

6
ε, (3.3.4)

et qu’il existe N > 0 tel que pour n > N et t ∈ [0,L],

|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))|| < Γ(α)

3L
ε. (3.3.5)

Donc, pour t ∈ [0,L] et n > N , on peut déduire de (3.3.3)− (3.3.5) que

||Tun(t )−Tu(t )||
1+ tα−1

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

tα−1 − (t − s)α−1

1+ tα−1
|| f (s,un(s))− f (s,u(s))d s

+ 1

Γ(α)

∫ ∞

t

tα−1

1+ tα−1
|| f (s,un(s))− f (s,u(s))||d s,

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t

+ 1

Γ(α)

∫ L

t
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t

+
∫ ∞

L
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t

+ 2M

Γ(α)

∫ ∞

L
(1+ tα−1)a(t )d t

+ 2

Γ(α)

∫ ∞

L
b(t )d t < ε

3
+ ε

3
+ ε

3
= ε.

Si t > L et n > N , d’après (3.3.3)− (3.3.5) on trouve que

||Tun(t )−Tu(t )||
1+ tα−1

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

tα−1 − (t − s)α−1

1+ tα−1
|| f (s,un(s))− f (s,u(s))||d s

+ 1

Γ(α)

∫ ∞

t

tα−1

1+ tα−1
|| f (s,un(s))− f (s,u(s))||d s,

≤ 1

Γ(α)
[
∫ L

0
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t

+
∫ t

L
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t ]

+ 1

Γ(α)

∫ ∞

t
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t ,
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≤ 1

Γ(α)
[
∫ L

0
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t

+
∫ ∞

L
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t ],

≤ 1

Γ(α)

∫ L

0
|| f (t ,un(t ))− f (t ,u(t ))||d t

+ 2M

Γ(α)

∫ ∞

L
(1+ tα−1)a(t )d t

+ 2

Γ(α)

∫ ∞

L
b(t )d t < ε

3
+ ε

3
+ ε

3
= ε.

On conclut que ||Tun −Tu||X ≤ ε lorsque n > N . Donc, T est continue.

Lemme 3.3.4. Supposons que (H1) est satisfaite, soit B un sous-ensemble borné
de X . Alors

(a) { T B(t )
1+tα−1 } est équicontinue sur tout intervalle compact I de J .

(b) Pour ε> 0, il existe une constante N > 0 telle que∥∥∥∥ Tu(t1)

1+ tα−1
1

− Tu(t2)

1+ tα−1
2

∥∥∥∥< ε, pour tout t1, t2 ≥ N et u ∈ B.

Preuve .
On réécrit l’opérateur T : X → X de façon équivalente suivante

Tu(t ) = u∞−∫ ∞
0 f (t ,u(t ))d t

Γ(α)
tα−1 + 1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1 f (s,u(s))d s.

A partir de la condition (H1) et de la bornitude de B , il existe M > 0 tel que∫ ∞

0

∥∥ f (t ,u(t ))
∥∥d t ≤ M , pour tout u ∈ B. (3.3.6)

Premièrement, montrons l’axiome (a), soient R > 0 telle que ‖u(t )‖X ≤ R pour
tout u ∈ B et [a,b] ⊂ J un intervalle compact et t1, t2 ∈ [a,b] avec t1 < t2. Ensuite,
par (3.3.6) et la monotonie de (t−s)α−1

1+tα−1 en t pour s < t , on a

∥∥∥ Tu(t2)

1+ tα−1
2

− Tu(t1)

1+ tα−1
1

∥∥∥≤
∥∥u∞−∫ ∞

0 f (t ,u(t ))d t
∥∥

Γ(α)

∣∣∣∣ tα−1
2

1+ tα−1
2

− tα−1
1

1+ tα−1
1

∣∣∣∣
+ 1

Γ(α)

∥∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

f (s,u(s))d s −
∫ t1

0

(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

f (s,u(s))d s

∥∥∥∥
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+ 1

Γ(α)

∥∥∥∥∫ t1

0

(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

f (s,u(s))d s −
∫ t1

0

(t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

f (s,u(s))d s

∥∥∥∥ ,

≤ ‖u∞‖+M

Γ(α)

∣∣∣∣ tα−1
2

1+ tα−1
2

− tα−1
1

1+ tα−1
1

∣∣∣∣+ 1

Γ(α)

∫ t2

t1

∥∥ f (s,u(s))
∥∥d s

+ 1

Γ(α)

∫ t1

0

∣∣∣∣(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

− (t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

∣∣∣∣∥∥ f (s,u(s))
∥∥d s

≤ ‖u∞‖+M

Γ(α)

∣∣∣∣ tα−1
2

1+ tα−1
2

− tα−1
1

1+ tα−1
1

∣∣∣∣+ R

Γ(α)

∫ t2

t1

(1+ tα−1)a(t )d t

+ 1

Γ(α)

∫ t2

t1

b(t )d t + R

Γ(α)

∫ t1

0
[
(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

− (t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

](1+ sα−1)a(s)d s

+ 1

Γ(α)

∫ t1

0
[
(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

− (t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

]b(s)d s,

≤ ‖u∞‖+M

Γ(α)

∣∣∣∣ tα−1
2

1+ tα−1
2

− tα−1
1

1+ tα−1
1

∣∣∣∣
+ R

Γ(α)

∫ t2

t1

(1+ tα−1)a(t )d t + 1

Γ(α)

∫ t2

t1

b(t )d t

+ R(A1 + A1bα−1)+ A2

Γ(α+1)
[

tα2
1+ tα−1

2

− tα1
1+ tα−1

1

− (t2 − t1)α

1+bα−1
],

où A1 = maxt∈[a,b] a(t ), A2 = maxt∈[a,b] b(t ), ceci assure que { T B(t )
1+tα−1 } est équiconti-

nue sur [a,b]. Ensuite, nous vérifions l’assertion (b). Notons que∥∥∥ Tu(t2)

1+ tα−1
2

− Tu(t1)

1+ tα−1
1

∥∥∥≤
∥∥u∞−∫ ∞

0 f (t ,u(t ))d t
∥∥

Γ(α)

∣∣∣∣ tα−1
2

1+ tα−1
2

− tα−1
1

1+ tα−1
1

∣∣∣∣
+ 1

Γ(α)

∥∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

f (s,u(s))d s −
∫ t1

0

(t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

f (s,u(s))d s

∥∥∥∥ .

Il suffit de prouver que∥∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

f (s,u(s))d s −
∫ t1

0

(t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

f (s,u(s))d s

∥∥∥∥< ε.

La relation (3.3.6) implique qu’il existe N1 > 0 tel que,∫ ∞

N1

∥∥ f (t ,u(t ))
∥∥d t ≤ ε

3
uniformément par rapport à u ∈ B. (3.3.7)
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D’autre part, puisque limt→∞
(t−N1)α−1

1+tα−1 = 1, il existe N > N1 tel que pour tout
t1, t2 ≥ N et s ∈ [0, N1],∣∣∣∣(t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

− (t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

∣∣∣∣≤ (1− (t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

)+ (1− (t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

),

≤ (1− (t1 −N1)α−1

1+ tα−1
1

)+ (1− (t2 −N1)α−1

1+ tα−1
2

) < ε

3M
. (3.3.8)

En prenant maintenant t1, t2 ≥ N , par (3.3.6)−−(3.3.8) on arrive à∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

f (s,u(s))d s −
∫ t1

0

(t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

f (s,u(s))d s
∥∥∥

≤
∫ N1

0

∣∣∣∣(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

− (t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

∣∣∣∣∥∥ f (s,u(s))
∥∥d s

+
∫ t1

N1

(t1 − s)α−1

1+ tα−1
1

∥∥ f (s,u(s))
∥∥d s +

∫ t2

N1

(t2 − s)α−1

1+ tα−1
2

∥∥ f (s,u(s))
∥∥d s

< ε

3M

∫ ∞

0

∥∥ f (t ,u(t ))
∥∥d t +2

∫ ∞

N1

∥∥ f (t ,u(t ))
∥∥d t ≤ ε.

Lemme 3.3.5. Supposons que (H1) est vérifiée, soit B un sous-ensemble borné de
X . Alors αX (T B) = supt∈J α( T B(t )

1+tα−1 ).

Preuve . Premièrement, montrons queαX (T B) ≤ supt∈J α( T B(t )
1+tα−1 ). Par le lemme

3.3.4, on a, pour tout ε> 0, il existe N > 0 tel que pour t1, t2 > N ,∥∥∥∥ Tu(t1)

1+ tα−1
1

− Tu(t2)

1+ tα−1
2

∥∥∥∥< ε uniformément par rapport à u ∈ B. (3.3.9)

Notons que T B |[0,N ] est la restriction de T B sur [0, N ]. La proposition 1.4.4 et le
lemme3.3.4 assurent que

αX (T B |[0,N ]) = max
t∈[0,N ]

α(
T B(t )

1+ tα−1
) ≤ sup

t∈J
α(

T B(t )

1+ tα−1
).

Donc, il existe une partition de B telle que B =∪n
i=1T B |[0,N ]=∪n

i=1T Bi |[0,N ] et

diam X (T Bi |[0,N ]) < sup
t∈J

α(
T B(t )

1+ tα−1
)+ε, i = 1,2, ...,n. (3.3.10)
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où diam X désigne le diamètre du sous-ensemble borné de X . De plus, pour tout
Tu1, Tu2 ∈ T Bi et t ≥ N , il résulte de (3.3.9) et (3.3.10) que∥∥∥∥ Tu1(t )

1+ tα−1
− Tu2(t )

1+ tα−1

∥∥∥∥≤
∥∥∥∥ Tu1(t )

1+ tα−1
− Tu1(N )

1+Nα−1

∥∥∥∥+∥∥∥∥ Tu1(N )

1+Nα−1
− Tu2(N )

1+Nα−1

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ Tu2(N )

1+Nα−1
− Tu2(N )

1+ tα−1

∥∥∥∥
< ε+ sup

t∈J
α(

T B(t )

1+ tα−1
)+ε+ε,

≤ sup
t∈J

α(
T B(t )

1+ tα−1
)+3ε, i = 1,2, ...,n. (3.3.11)

Donc,(3.3.10) et (3.3.11) impliquent que

diam X (T Bi ) ≤ sup
t∈J

α(
T B(t )

1+ tα−1
)+3ε.

En observant que T B =∪n
i=1T Bi , on obtient

αX (T B) ≤ sup
t∈J

α(
T B(t )

1+ tα−1
)+3ε.

Comme ε est arbitraire, on a

αX (T B) ≤ sup
t∈J

α(
T B(t )

1+ tα−1
).

Inversement, on prouve que supt∈J α( T B(t )
1+tα−1 ) ≤ αX (T B). Soit ε > 0, il existe une

partition T B =∪n
i=1T Bi tel que diam X (T Bi ) <αX (T B)+ε, donc, pour tout t ∈ J

et u1,u2 ∈ Bi , on obtient∥∥∥∥ Tu1(t )

1+ tα−1
− Tu2(t )

1+ tα−1

∥∥∥∥≤ ‖Tu1 −Tu2‖ <αX (T B)+ε,

puisque T B(t ) =∪n
i=1T Bi (t ), on a

α(
T B(t )

1+ tα−1
) ≤αX (T B)+ε.

Comme ε est arbitraire, on trouve

sup
t∈J

α(
T B(t )

1+ tα−1
) ≤αX (T B).
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Théorème 3.3.6. Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont valides.
Alors, il existe au moins une solution u ∈ X du problème (3.1.1).

Preuve . Choisissons un nombre réel R > vérifiant

R > ‖u∞‖−∫ ∞
0 b(t )d t

Γ(α)−∫ ∞
0 (1+ tα−1)a(t )d t

.

Posons
B =

{
u ∈ X : ‖u‖X ≤ R

}
.

Alors, on peut en déduire que T : B → B. En effet, pour tout u ∈ B , par (H1), on
obtient∥∥∥∥ Tu(t )

1+ tα−1

∥∥∥∥≤ ‖u∞‖
Γ(α)

+ 1

Γ(α)

∫ t

0

tα−1 − (t − s)α−1

1+ tα−1

∥∥ f (s,u(s))
∥∥d s

+ 1

Γ(α)

∫ ∞

t

tα−1

1+ tα−1

∥∥ f (s,u(s))
∥∥d s

≤ ‖u∞‖
Γ(α)

+ 1

Γ(α)

∫ ∞

0

∥∥ f (t ,u(t ))
∥∥d t

≤ ‖u∞‖
Γ(α)

+ 1

Γ(α)
[‖u‖×

∫ ∞

0
(1+ tα−1)a(t )d t +

∫ ∞

0
b(t )d t ] < R.

Donc, ‖Tu‖X ≤ R. Donc, T défini de B dans lui même.
On pose D = co(T B), il est clair que D est un sous-ensemble borné, convexe et
fermé de B . En observant que T D ⊂ T B ⊂ D , par le lemme 3.3.3 nous savons
que T : D → D est borné et continu. Il reste à montrer qu’il existe une constante
0 ≤λ< 1 telle que

αX (T S) ≤λαX (S) pour tout S ⊂ D. (3.3.12)

Soit n >, on définit Tn : X → X par

Tnu(t ) = u∞
Γ(α)

tα−1 − 1

Γ(α)

∫ t

0
[tα−1 − (t − s)α−1] f (s,u(s))d s

− 1

Γ(α)

∫ n

t
tα−1 f (s,u(s))d s.

A partir de (H1), on obtient∥∥∥∥ Tnu(t )

1+ tα−1
− Tu(t )

1+ tα−1

∥∥∥∥≤ 1

Γ(α)

∫ ∞

n

∥∥ f (t ,u(t ))
∥∥d t

≤ 1

Γ(α)
[R

∫ ∞

n
(1+ tα−1)a(t )d t +

∫ ∞

n
b(t )d t ].
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Cela montre que dH

(
TnS(t )
1+tα−1 , T S(t )

1+tα−1

)
→ 0 lorsque n → ∞, t ∈ J , où dH désigne la

métrique de Hausdorff dans l’espace E . Par les propriétés de la mesure de non-
compacité, on obtient

lim
n→∞α(

TnS(t )

1+ tα−1
) =α(

T S(t )

1+ tα−1
), t ∈ J . (3.3.13)

Maintenant, nous estimons α( TnS(t )
1+tα−1 ). Le lemme 3.3.4 implique que { D(t )

1+tα−1 } est
équicontinue sur tout intervalle compact de J , donc, { S(t )

1+tα−1 } est équicontinue
sur tout intervalle compact de J . Par l’hypothèse (H2), il est facile de savoir que
{ f (t ,u(t )) : u(t ) ∈ S} est équicontinue sur[0,n]. De plus, { f (t ,u(t )) : u(t ) ∈ S} est
borné sur [0,n] par (H1). En utilisant le proposition 1.4.4, lemme 3.3.5 et l’hypo-
thèse (H3), on arrive à

α(
TnS(t )

1+ tα−1
) ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0
α({ f (t ,u(t )) : u(t ) ∈ S})d t

+ 1

Γ(α)

∫ n

t
α({ f (t ,u(t )) : u(t ) ∈ S})d t

≤ 1

Γ(α)

∫ n

0
(1+ tα−1)l (t )α(

S(t )

1+ tα−1
)d t

≤ 1

Γ(α)

∫ n

0
(1+ tα−1)l (t )αX (S).

D’après (3.3.13), on a

α(
T S(t )

1+ tα−1
) ≤λαX (S)

avec

λ= 1

Γ(α)

∫ ∞

0
(1+ tα−1)l (t )d t < 1.

D’après le lemme 3.3.5, il résulte que

αX (T S) ≤λαX (S).

Par conséquent, le théorème du point fixe de Darbo affirme que le problème
(3.1.1) admet au moins une solution dans D .
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3.4 Exemple

Considérons le problème d’équations différentielles d’ordre fractionnaire sui-
vant{

D
3
2 un(t ) =

(
un(t )

10(1+pt )(1+t 2)
+ sin t +ln(1+|un+1(t )|

30ne
p

t

)∞
n=1

, t ∈ J , J = [0,∞)

un(0) = 0, D
1
2 un(∞) = u∞.

(3.4.1)

Soit E = {u = (u1, ...,un, ...) : supn |un| < ∞} avec la norme ||u|| = supn |un|, alors
E est un espace de Banach et le problème (3.4.1) peut être considéré comme le
problème (3.1.1), où α= 3

2 , f (t ,u) = ( f1(t ,u), ..., fn(t ,u), ...) avec

fn(t ,u) = un(t )

10(1+p
t )(1+ t 2)

+ sin t + ln(1+|un+1(t )|
30ne

p
t

.

Il est clair que f (t ,u) ∈C (J ×E ,E) et∥∥ f (t ,u)
∥∥≤

[ 1

10(1+p
t )(1+ t 2)

+ 1

30e
p

t

]
‖u‖+ 1

30e
p

t
.

A l’aide d’un calcul rapide, on trouve∫ ∞

0
(1+p

t )[
1

10(1+p
t )(1+ t 2)

+ 1

30e
p

t
]d t = π

20
+ 1

5
≈ 0.3571.

Notons que Γ(3
2) ≈ 0.8862 et

∫ ∞
0

1
30e

p
t
d t <∞. Donc, (H1) est satisfaite avec

a(t ) = 1

10(1+p
t )(1+ t 2)

+ 1

30e
p

t
et b(t ) = 1

30e
p

t
.

Il est facile de voir que la condition (H2) est aussi satisfaite. En suite, nous véri-
fions la condition (H3). Posons

f = f (1) + f (2) avec

f (1)
n = un(t )

10(1+p
t )(1+ t 2)

et f (2)
n = sin t + ln(1+|un+1(t )|

30ne
p

t
.

Alors, on peut obtenir que pour tout ensemble borné B ⊂ E , α( f (2)(t ,B)) = 0.
En effet, soit {u(m)}m∈N∗ ⊂ E une suite bornée, c’est-à-dire que∥∥u(m)

∥∥≤ M , m = 1,2,3, ..., où

u(m) = (u(m)
1 , ...,u(m)

n , ...)
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On a alors, pour t ∈ J fixé .∣∣ f (2)
n (t ,u(m))

∣∣≤ 1+M

30n
, n,m = 1,2,3, ..., (3.4.2)

Donc
{

f (2)
n (t ,u(m))

}
est bornée, alors il existe une sous-suite {u(mk )} ⊂ {u(m)}

telle que

f (2)
n (t ,u(mk )) → vn quand K →∞, n = 1,2,3, ... (3.4.3)

Par (3.4.2), on obtient

|vn| ≤ 1+M

30n
, n = 1,2,3, ... (3.4.4)

Donc v = {v1, ..., vn, ...} ∈ E . Soit ε > 0, alors, (3.4.2) et (3.4.4) impliquent qu’il
existe N > 0 tel que∣∣ f (2)

n (t ,u(mk ))
∣∣< ε

2
, |vn| < ε

2
, n > N , k = 1,2,3, ... (3.4.5)

Par contre, de (3.4.3), on obtient qu’il existe K > 0 tel que∣∣ f (2)
n (t ,u(mk ))− vn

∣∣< ε, k > K , n = 1,2,3, ...N . (3.4.6)

Il découle de (3.4.5) et (3.4.6) que
∣∣ f (2)

n (t ,u(mk ))− vn

∣∣ ≤ ε, pour k > K . Cela
signifie que

∣∣ f (2)
n (t ,u(mk ))− vn

∣∣ → 0, lorsque k → ∞, donc f (2)(t ,B) est relative-
ment compacte pour tout sous ensemble borné B de E , alors, α( f (2)(t ,B)) = 0.
Par conséquent, on trouve que

α( f (t ,B)) ≤α( f (1)(t ,B)) = α(B)

10(1+p
t )(1+ t 2)

.

Puisque
∫ ∞

0 (1+p
t ) 1

10(1+pt )(1+t 2)
d t < Γ(α), nous concluons que la condition (H3)

est satisfaite pour l (t ) = 1
10(1+pt )(1+t 2)

.
Finalement, le théorème 3.3.6 assure que le problème (3.4.1) a au moins une
solution.
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