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Introduction

Les modèles mathématiques sont considérés comme des outils complémentaires, pour
comprendre le fonctionnement des phénomènes concrets et pour prévoir leurs évolu-
tions. Transformer un phénomène réel en un modèle mathématique revient à le modéli-
ser. Autrement dit, modéliser un phénomène consiste à élaborer une représentation ma-
thématique qui permet de décrire et de prédire son comportement dynamique et perma-
nent lorsqu’il est soumis à des influences externes (entrée de commande, perturbations,
· · · ).

La modélisation mathématiques et la simulation d’un phénomène sont basées sur la
description de ces propriétés en termes de dérivation. Les dérivations peuvent être :

• ordinaire, ainsi, le phénomène sera modélisé, par exemple, par une équation diffé-
rentielle ordinaire de la forme

y (n)(t ) =
n−1∑
i =0

ai y (i )(t )+u(t ),

où t ∈ R+, y est la sortie, y (i ) et ai , pour i = 1, n, sont, respectivement, les dérivées
d’ordre i de la fonction y par rapport à la variable t et les coefficients réels de l’EDO
et u représente le contrôle ;

ou bien
• non entière, ainsi, le phénomène sera modélisé, par exemple, par une équation dif-

férentielle fractionnaire de la forme

n∑
i =0

Dαi ai y(t ) = u(t ),

telle que Dα est la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo, avec n − 1 <
α< n, n ∈N∗ de la fonction y par rapport à la variable t ∈ R+, ai , pour i = 1, n, sont
les coefficients réels de l’EDF et u est la commande ;

ou par d’autres types de dérivations.
Ces équations différentielles peuvent être transformées, sous certains conditions, en

des systèmes différentiels, dit aussi système dynamique. Dans le cas où la dérivée est or-
dinaire, le système dynamique linéaire à temps continue correspondant est décrit par les
équations {

Eẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ),
y(t ) = Cx(t )+Du(t ),

(1)

où x ∈Rn , u ∈Rm , y ∈Rp sont, respectivement, la trajectoire, le vecteur d’entrée et le vec-
teur de sortie. A ∈ Rn×n est appelée la matrice d’état, B ∈ Rn×m est la matrice commande,
C ∈ Rp×n est la matrice d’observation, D ∈ Rp×m la matrice de transmission, E ∈ Rn×n et
t ∈R+.

Par contre, si la dérivée est non entière, le système dynamique devient

1



Introduction

{
EDαx(t ) = Ax(t )+Bu(t ),

y(t ) = Cx(t )+Du(t ),
(2)

où Dα est la dérivée fractionnaire d’ordre α, n − 1 < α < n , n ∈ N∗, au sens de Caputo
de la fonction x par rapport à la variable t , t ∈ R+. x ∈ Rn est la trajectoire, u ∈ Rm est la
commande et y ∈ Rp représente le vecteur de sortie. A, E ∈ Rn×n , B ∈ Rn×m , C ∈ Rp×n et
D ∈Rp×m .

En plus des équations différentielles et des systèmes dynamiques, les phénomènes
réels peuvent être représentés par d’autres modèles mathématiques, parmi eux, nous
trouvons la représentation par la fonction de transfert. Elle permet de donner une des-
cription, en moyennant la transformation de Laplace, entre la sortie y du système dyna-
mique et son contrôle u, i. e. ;

G(s) =
Y(s)

U(s)
,

pour certains s ∈ C, où Y et U sont, respectivement, les transformées de Laplace de la
sortie y et du contrôle u.

L’étude d’un système dynamique quelconque fait partie de la théorie du contrôle.
C’est une science mathématique qui analyse les propriétés d’un système dynamique sur
lequel nous pouvons agir au moyen d’un contrôle dans le but de l’amener d’un état initial
donné à un état final souhaité.

L’une des propriétés de cette théorie est le calcul de l’énergie de la réponse impulsion-
nelle, connue aussi sous le terme la norme H2. Elle permet de calculer la performance du
système dynamique via sa fonction de transfert.

L’objectif de ce travail est de calculer l’énergie de la réponse impulsionnelle d’une
fonction de transfert fractionnaire du premier type à coefficients réels par deux tech-
niques différentes. La première méthode consiste à évaluer cette norme en utilisant des
formulations analytiques et algébriques [14]. Tandis que pour la deuxième méthode [13],
le calcule de la norme H2 se fait en utilisant des techniques de la théorie des matrices et
une transformation intégrale [6].

Ce manuscrit, lequel traite une étude théorique suivit par des simulations numériques,
est composé de trois chapitres

• Le chapitre 1 est consacré aux définitions et aux notions de base dont nous aurons
besoin pour élaborer ce travail. Il s’agit de la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto, suivi par, les transformations intégrales de Laplace et celle de Mellin. La sol-
vabilité et les différentes représentations d’un système dynamique dans le cas où la
dérivée est ordinaire sont, ensuite, étayées. En dernier, la solvabilité d’un système
dynamique et la généralisation des représentations sont présentées dans le cas où
la dérivée du système dynamique est non entière.

• Le chapitre 2 est dédié au calcul de l’énergie de la réponse impulsionnelle d’une
fonction de transfert fractionnaire du premier type à coefficients réels par une mé-
thode analytique [14] et une technique, développer récemment, plus simple à ex-
ploiter [13].

• Dans le chapitre 3, des exemples numériques sont présentés afin de comparer les
deux approches utilisées et de montrer l’efficacité de l’approche proposée dans [13].

Ce manuscrit est clôturé par une conclusion et une bibliographie contenant les diffé-
rents ouvrages et articles utilisés pour l’élaborer ce travail.
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Chapitre 1

Notions de base

1 Introduction

Dans le présent chapitre, nous rappellerons quelques concepts mathématiques. Il s’agit
de définir la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, puis de présenter certaines trans-
formations intégrales. Ensuite, l’étude d’un système dynamique ordinaire, y compris ces
représentations, seront traitées, suivie par la généralisation de la notion du système dy-
namique avec ces représentations dans le cas où les dérivées sont d’ordre fractionnaire.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous présenterons quelques définitions et théorèmes qui vont
nous aider à la compréhension et au développement des autres sections et chapitres.

2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.1 [3] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α, où n −1 < α < n
avec n ∈N∗, de la fonction f ∈C n ([a,b]), [a,b] ⊂R, est donnée par

Dα
a f (t ) =

1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t − s)n−α−1 f (n)(s)d s,

où f (n) représente la dérivée d’ordre n de la fonction f par rapport à la variable s.

Exemple 1.1 Considérons la fonction constante f (t ) = c. Pour tout n −1 < α < n avec n ∈
N∗, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α de la fonction f est

Dα
a f (t ) = Dα

ac,

=
1

Γ(n −α)

∫
a

t

(t − s)n−α−1 d n

d sn
c d s,

= 0.

2.2 Transformations intégrales

2.2.1 Transformation de Laplace

Définition 1.2 [5] Soit f une fonction à temps continu. La transformée de Laplace de la
fonction f est la fonction F de la variable complexe s définie par

F(s) = L [ f (t )](s) =
∫ +∞

0
f (t )e−st d t .

3



2. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.3 [5] Une fonction f est continue par morceaux sur [a,b] si et seulement s’il
existe une subdivision a = a1 < ·· · < aN+1 = b telle que sa restriction à tout intervalle ouvert
]ak , ak+1[ coïncide avec une fonction gi continue sur [ak , ak+1], k = 1, N.

Définition 1.4 [5] La fonction f est dite d’ordre exponentiel, d’ordre a, s’il existe une constante
M > 0, tel que pour un certain T ≤ 0, nous avons

| f (t ) |≤ Meat , t ≤ T.

Théorème 1.1 [5] Soit f : R+ −→ C une fonction continue. L [ f (t )](s) = F(s) est une inté-
grale généralisée bien définie si

• f est une fonction réelle continue par morceaux ;
• ∃β ∈ ]0,1[ tel que lim

t→0
tβ | f (t ) |= 0 ;

• f est une fonction d’ordre exponentiel.

Exemple 1.2 Soit f (t ) = eat . Il est clair que la fonction f vérifiée les conditions du théorème
1.1, ainsi, sa transformée de Laplace existe et est donnée par

F(s) =
∫

0

+∞
eat e−st d t ,

=
∫

0

+∞
e−(s−a)t d t ,

=
1

a − s
lim

B→+∞
e−(s−a)t

∣∣∣∣B

0
, pour Re s > Re a,

=
1

s −a
.

Proposition 1.1 [5] Pour toutes fonctions f et g admettant des transformées de Laplace et
pour tout α, β ∈R, nous avons les propriétés suivantes

• Linéarité :
L [α f (t )+βg (t )](s) = αL [ f (t )](s)+βL [g (t )](s).

La linéarité de la transformation de Laplace découle des propriétés de l’intégrale.
• Dérivation :

L
[

f (n)(t )
]

(s) = snL [ f (t )](s)−
n−1∑
i =0

f (i )(t0)

∣∣∣∣∣
t0=0

.

• Produit de convolution :

L
[(

f ? g
)

(t )
]

(s) = F(s)G(s),

où (
f ? g

)
(t ) =

∫ t

0
f (t −τ)g (τ)dτ.

Proposition 1.2 [2] Soit t ∈R+ et soit a ∈R∗+. Alors,

L
[
t a]

(s) =Γ(a +1) s−(a+1),

où Γ représente la fonction Gamma d’Euler, elle donnée par

Γ(z) =
∫ +∞

0
e−t t z−1d t , Re z > 0.

4



2. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.5 [10] La transformée de Laplace inverse f de la fonction F, notée par L −1,
est donnée par

f (t ) = L −1 [F(s)] (t ) =
∫ c+i∞

c−i∞
e−st F(s)d s, c = Re(s) > c0,

où c0 réside dans le demi plan droit de la convergence absolue de l’intégrale de Laplace.

Exemple 1.3 Pour tout s ∈ C− {−1, 2}, considérons la fonction F(s) =
1

s2 − s −2
. Ainsi, sa

transformée de Laplace inverse est

L −1 [F(s)] (t ) = L −1
[

1

s2 − s −2

]
(t ),

=
1

3
L −1

[
1

s −2
− 1

s +1

]
(t ),

=
1

3

(
e2t −e−t ) ,

vu que L
[
eat ] (s) =

1

s −a
(voir exemple 1.2).

Théorème 1.2 [10] Soit f une fonction vérifiant les conditions du théorème 1.1. La trans-
formée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f ∈C n(R+),
est donnée par

L
[
Dα f (t )

]
(s) = sαF(s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1 f (k)(t0)

∣∣∣∣∣
t0=0

,

où n −1 < α< n, avec n ∈N∗, F est la transformée de Laplace de la fonction f et f (k) est la
dérivée d’ordre k de la fonction f au point t0 = 0.

2.2.2 Transformation de Mellin

Définition 1.6 [4] La transformation de Mellin d’une fonction f définie et continue par
morceaux sur ]0, +∞[ est la fonction notée M [ f ] et définie par l’intégrale généralisée

M [ f (t )](s) =
∫ +∞

0
f (t )t s−1d t ,

où s ∈C.

Théorème 1.3 [4] Supposons que
• f est continue sur ]0, +∞[ ;
• Pour un nombre réel a, f (t ) = O (t−a) quand t → 0 ;
• pour tout β ∈R+, f (t ) = O (t−β) quand t →+∞.
Alors, l’intégrale généralisée ∫ +∞

0
f (t )t s−1d t ,

converge absolument pour Re(s) > a et définit une fonction holomorphe sur le demi-plan
Re(s) > a.

5



3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS CONTINU

Exemple 1.4 Soit f (t ) = e−at où t ∈ [0, +∞[. Il est clair que la fonction f vérifiée les condi-
tions du théorème 1.3 pour Re(a) > 0, ainsi, sa transformée de Mellin existe et est donnée
par

M
[

f (t )
]

(s) = M
[
e−at ] (s),

=
∫ +∞

0
e−at t s−1d t ,

=
Γ(s)

as
, Re(s) > .

Proposition 1.3 [6] La transformation de Mellin de la fonction f (t ) =
1

t +a
est donnée par

M
[

f (t )
]

(s) =
πas−1

sin(πs)
,

avec 0 < Re s < 1 et | arg(a) |<π.

3 Système dynamique à temps continu

Dans cette section, la solvabilité ainsi que les différentes représentations d’un système
dynamique linéaire à temps continu seront traitées.

3.1 Définitions

Soit le système dynamique linéaire à temps continu{
Eẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ),

y(t ) = Cx(t )+Du(t ),
(1.1)

où x ∈ Rn représente la trajectoire, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée, y ∈ Rp est le vecteur
de sortie, A ∈ Rn×n est appelée la matrice d’état, B ∈ Rn×m est la matrice de commande,
C ∈ Rp×n est la matrice d’observation, D ∈ Rp×m la matrice de transmission, E ∈ Rn×n et
t ∈R+.

Définition 1.7 [1] Le système dynamique (1.1) est dit singulier, si et seulement si,

det(E) = 0.

Définition 1.8 [1] Le système dynamique (1.1) est dit standard, si et seulement si,

E = I.

Définition 1.9 [1] Le système dynamique (1.1) est dit régulier, si et seulement si,

det(Es −A) 6= 0,

pour certains s ∈C.

Proposition 1.4 [8] Pour tout système dynamique singulier et régulier de la forme (1.1), la
matrice (Es −A) peut s’écrire comme unique série de Laurent au voisinage de ∞

(Es −A)−1 =
+∞∑

i =−µ
φi s−i−1, (1.2)

où µ = rg E−deg(det(Es −A))+1 est appelé indice de nilpotence du faisceau (Es −A) et φi

est la matrice fondamentale associée au système (1.1).

6



3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS CONTINU

3.2 Solvabilité d’un système dynamique

Considérons le système dynamique linéaire à temps continu de la forme{
Eẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ),

y(t ) = Cx(t )+Du(t ),
(1.3)

où t ∈ R+, x ∈ Rn , u ∈ Rm et y ∈ Rp sont, respectivement, la trajectoire, le vecteur d’entrée
et le vecteur de sortie. E, A ∈Rn×n , B ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m avec detE = 0.

Le condition initial associée au système (1.3) est

x(0) = x0.

Supposons, de plus, que le système (1.3) est régulier, c’est-à-dire, la matrice

(Es −A)

est inversible pour certains s ∈C.
Ainsi, la trajectoire du système (1.3) est donnée par

x(t ) =
+∞∑
i =0

φi

i !

(
B

∫ t

0
(t −τ)i u(τ)dτ+E t i x0

)
+

µ∑
i =1
φ−i

(
Bu(i−1)(t )+Eδ(i−1)(t ) x0

)
,

(1.4)

où φi est la matrice fondamentale, µ est appelé indice de nilpotence du faisceau (Es −A)
avec µ = rg E−deg(det(Es −A))+1 et δ est la fonction Delta de Dirac, elle est donnée par

δ(t ) =

{ ∞ si t = 0,
0 si t 6= 0.

La trajectoire x est obtenue en utilisant la transformation de Laplace. En effet, de la
transformation de Laplace et de la régularité du système (1.3), il découle

X(s) = (Es −A)−1 [BU(s)+Ex0] ,

où X et U sont, respectivement, les transformées de Laplace des fonction x et u.
En remplaçant (Es −A)−1 par l’expression de sa série de Laurant (formule (1.2)), nous

obtenons

X(s) =
+∞∑

i =−µ
φi s−i−1 [BU(s)+Ex0] ,

=
+∞∑
i =0

φi

(
s−i−1BU(s)+ s−i−1Ex0

)
+

µ∑
i =1
φ−i

(
si−1BU(s)+ si−1Ex0

)
.

En dernier, l’expression de la trajectoire (formule (1.4)) est obtenue par l’utilisation de
la transformée de Laplace inverse.

Si detE 6= 0, alors, la trajectoire de système dynamique (1.3) devient

x(t ) =
+∞∑
i =0

(
E−1 A

)i

i !

(
E−1 B

∫ t

0
(t −τ)i u(τ)dτ+ t i x0

)
. (1.5)

7



3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS CONTINU

3.3 Représentations d’un système dynamique

Tout système dynamique peut être représenté par plusieurs manières, lesquelles sont
la représentation d’état (A,B,C,D), la fonction de transfert G, la réponse impulsionnelle
g , l’équation différentielle et enfin la matrice de Schur SG. Dans cette partie, avant de
définir les représentations et faire le lien entre eux, nous présenterons la modélisation du
phénomène de la masse-ressort-amortisseur classique.

3.3.1 Modélisation du phénomène de la masse-ressort-amortisseur classique

La figure 1.1 représente le phénomène de la masse-ressort-amortisseur

FIGURE 1.1 – Modèle de la masse-ressort-amortisseur classique.

Le système étudié consiste en une masse m reliée à un bâti immobile par l’intermé-
diaire d’un ressort de raideur k et d’un amortisseur de constante d’amortissement b. La
masse peut se déplacer dans une seule direction et est, en outre, soumise à une force
u(t ). On suppose que les forces sont appliquées au centre d’inertie de la masse et que les
mouvements et les forces intervenant dans les autres directions sont négligeable. De plus,
l’effet de la gravité n’est pas pris en compte.

L’application du principe fondamental de la dynamique au système masse-ressort-
amortisseur permet d’aboutir à l’équation du mouvement

m ÿ(t )+b ẏ(t )+k y(t ) = u(t ), (1.6)

Si on prend, par exemple, m = 1, b = 3 et k = 2, l’équation du mouvement (1.6) devient

ÿ(t )+3 ẏ(t )+2 y(t ) = u(t ), (1.7)

3.3.2 De l’équation différentielle à la représentation en espace d’état

Principe 1.1 Considérons l’équation différentielle ordinaire linéaire avec second membre
à coefficients constants

y (n)(t ) =
n−1∑
i =0

ai y (i )(t )+u(t ), (1.8)

où y est la fonction de sortie, y (i ) et ai , pour i = 1, n, sont, respectivement, les dérivées
d’ordre i de la fonction y par rapport à la variable t , t ∈R+ et les coefficients réels de l’EDO.
u est considérée comme fonction second membre.
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3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS CONTINU

Les conditions initiales associées à l’équation (1.8) sont

y (i )(0) = y0, i , i = 0, n −1 (1.9)

Pour des raisons de simplification, nous prenons y0, i = 0 pour tout i = 0, · · · , n −1.
L’utilisation d’un changement de fonction adéquat permet de transformer l’équation

(1.8) en un système dynamique. En effet, pour

x1(t ) = y(t )
x2(t ) = ẏ(t )

...
xn−1(t ) = y (n−2)(t )

xn(t ) = y (n−1)(t )

⇒



ẋ1(t ) = ẏ(t )
ẋ2(t ) = ÿ(t )

...
ẋn−1(t ) = y (n−1)(t )

ẋn(t ) = y (n)(t )

,

⇒



ẋ1(t ) = x2(t )
ẋ2(t ) = x3(t )

...
ẋn−1(t ) = xn(t )

ẋn(t ) =
n−1∑
i =0

ai xi+1(t )+u(t )

,

nous obtenons {
ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ),
y(t ) = Cx(t )+Du(t ),

où

ẋ(t ) =


ẋ1(t )
ẋ2(t )

...
ẋn−1(t )

ẋn(t )

 , x(t ) =


x1(t )
x2(t )

...
xn−1(t )

xn(t )

 , A =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
...

... 0
. . . . . .

...

0 0
... · · · 0 1

a0 a1 a2 · · · an−2 an−1

 ,

B =


0
0
...

0
1

 , y(t ) =


y1(t )
y2(t )

...
yn−1(t )

yn(t )

 , C =
(

1 0 · · · 0 0
)

et D = 0Rp .

Les conditions initiales (1.9) deviennent

x(0) = x0 = y0, i = 0, i = 0, n −1.

Exemple 1.5 Considérons l’équation différentielle ordinaire décrivant le phénomène de la
masse-ressort-amortisseur classique

ÿ(t )+3 ẏ(t )+2 y(t ) = u(t ), (1.10)

où y(0) = ẏ(0) = 0 (pour des raisons de simplification).
L’équation (1.10) peut être transformer en un système différentiel. Pour se faire, posons{

x1(t ) = y(t )
x2(t ) = ẏ(t )

⇒
{

ẋ1(t ) = x2(t ),
ẋ2(t ) = −2x1(t )−3x2(t )+u(t ).

(1.11)
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3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS CONTINU

Ainsi, la forme matricielle associée à l’EDO (1.10) est
(

ẋ1(t )
ẋ2(t )

)
=

(
0 1
−2 −3

) (
x1(t )
x2(t )

)
+

(
0
1

)
u(t ),

y(t ) =
(

1 0
) (

x1(t )
x2(t )

)
,

où encore {
ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ),
y(t ) = Cx(t ),

avec

x(t ) =

(
x1(t )
x2(t )

)
, ẋ(t ) =

(
ẋ1(t )
ẋ2(t )

)
, A =

(
0 1
−2 −3

)
, B =

(
0
1

)
, et C =

(
1 0

)
.

Les conditions initiales deviennent(
x1(0)
x2(0)

)
=

(
0
0

)
,

ou tout simplement
x(0) = 0.

3.3.3 De la représentation en espace d’état à la fonction de transfert

Principe 1.2 Considérons le système dynamique suivant
ẋ(t ) = A x(t )+Bu(t ),
y(t ) = C x(t )+Du(t ),
x(0) = x0,

(1.12)

où x ∈ Rn , u ∈ Rm et y ∈ Rp sont, respectivement, le vecteur d’état, d’entrée et de sortie avec
t ∈R+. A ∈Rn×n , B ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m .

x0 représente la condition initiale, cependant, pour des raisons de simplification, nous
prenons x0 = 0, c’est-à-dire,

x(0) = 0.

L’application de la transformation de Laplace au système (1.12) donne{
X(s) = (Is −A)−1BU(s),
Y(s) = CX(s)+DU(s),

où X, U et Y sont les transformations de Laplace des fonctions x, u et y respectivement.
Si nous remplaçons X(s) par (Is −A)−1BU(s) dans Y(s), il découle

Y(s) = C(Is −A)−1BU(s)+DU(s).

Ainsi, par définition, la fonction de transfert est

G(s) =
Y(s)

U(s)
,

= C(Is −A)−1B+D,

pour certains s ∈C.
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3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS CONTINU

Exemple 1.6 Soit le système dynamique décrivant le phénomène de masse-ressort-amortisseur ẋ(t ) =

(
0 1
−2 −3

)
x(t )+

(
0
1

)
u(t ),

y(t ) =
(

1 0
)

x(t ),
(1.13)

avec x ∈R2, y ∈R et u ∈R.
L’application de la transformée de Laplace sur le système (1.13), permet de trouver X(s) =

(
s −1
2 s +3

)−1 (
0
1

)
U(s),

Y(s) =
(

1 0
)

X(s),

où X, Y et U sont, respectivement, les transformées de Laplace de x, y et u, alors,

Y(s) =
(

1 0
)( s −1

2 s +3

)−1 (
0
1

)
U(s).

Ainsi, la fonction de transfert associée au système (1.13) est

G(s) =
Y(s)

U(s)
,

=
(

1 0
)( s −1

2 s +3

)−1 (
0
1

)
,

=
1

s2 +3 s +2
.

Remarque 1.1 La commande ss2tf du logiciel MATLAB permet de transformer des équa-
tions d’état à une fonction de transfert.

3.3.4 De la fonction de transfert à la représentation en espace d’état

Principe 1.3 Considérons la fonction de transfert

G(s) = C (Is −A)−1 B+D,

pour certains s ∈C.

Comme G(s) =
Y(s)

U(s)
, alors,

Y(s) = C(Is −A)−1BU(s)+DU(s).

Ainsi, pour
X(s) = (Is −A)−1BU(s), (1.14)

nous aurons
Y(s) = CX(s)+DU(s). (1.15)

L’application de la transformation inverse de Laplace sur les équations (1.14) et (1.15)
donne 

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ),
y(t ) = Cx(t )+Du(t ),
x(0) = 0.
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3. SYSTÈME DYNAMIQUE À TEMPS CONTINU

Exemple 1.7 Soit la fonction de transfert modélisant le phénomène de la masse-ressort-
amortisseur

G(s) =
1

s2 +3 s +2
,

=
1

s +1
− 1

s +2
.

Comme

G(s) =
Y(s)

U(s)
,

alors,

Y(s) =
1

s +1
U(s)− 1

s +2
U(s).

Posons 
X1(s) =

U(s)

s +1
,

X2(s) =
U(s)

s +2
,

Y(s) = X1(s)−X2(s).

(1.16)

L’application de la transformée inverse de Laplace sur (1.16), nous donne
ẋ1(t ) = −x1(t )+u(t ),
ẋ2(t ) = −x2(t )+u(t ),
y(t ) = x1(t )−x2(t ).

D’où, une autre représentation d’espace en état possible ẋ(t ) =

( −1 0
0 −2

)
x(t )+

(
1
1

)
u(t ),

y(t ) =
(

1 −1
)

x(t ).

Remarque 1.2
1. La commandetf2ssdu logiciel MATLAB permet de transformer la fonction de trans-

fert a des équations en espace d’état.

2. Par l’utilisation de la commande tf2ss, la fonction de transfert G(s) =
1

s2 +3 s +2
,

admet la représentation en espace d’état suivante ẋ(t ) =

( −3 −2
1 0

)
x(t )+

(
1
0

)
u(t ),

y(t ) =
(

0 1
)

x(t ).
(1.17)

3.3.5 De la fonction de transfert à la réponse impulsionnelle

Principe 1.4 La réponse impulsionnelle, notée g , d’un système dynamique est la transfor-
mée de Laplace inverse de sa fonction de transfert G, i. e. ;

En effet,

g (t ) = L −1 [G(s)] (t ),

= L −1 [
C(Is −A)−1B+D

]
(t ),

= CeAt B+Dδ(t ),

où δ est la fonction Delta de Dirac.
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4. SYSTÈME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

Exemple 1.8 Soit la fonction de transfert G modélisant le modèle masse-ressort-amortisseur

G(s) =
1

s2 +3 s +2
.

Comme
g (t ) = L −1 [G(s)] (t ),

alors,

g (t ) = L −1
[

1

s +1
− 1

s +2

]
(t ),

= e−t −e−2t .

3.3.6 De la fonction de transfert à la matrice de Schur

Définition 1.10 [17] Considérons la matrice block M de dimension (n +m)× (n +m)

M =

[
N O
Q R

]
,

avec N, O, Q et R sont des matrices de dimension n ×n, n ×m, p ×n et p ×m respective-
ment.

Le complètement de Schur de la matrice régulière N en M est la matrice SM donnée par

M/N = SM = R−QN−1O.

Principe 1.5 En se basant sur la définition 1.10, la matrice de Schur de la fonction de trans-
fert

G(s) = C (Is −A)−1 B+D,

associée au système dynamique régulier (1.12) est donnée par

SG(s) =

[
sI−A B
−C D

]
.

Exemple 1.9 La matrice de Schur de la fonction de transfert

G(s) =
1

s2 +3 s +2
,

du modèle masse-ressort-amortisseur, est donnée par

SG(s) =

 s −1 0
2 s +3 1
−1 0 0

 .

4 Système dynamique fractionnaire

Dans cette section, nous présenterons la solvabilité et les différentes représentations
d’un système dynamique fractionnaire linéaire à temps continu.
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4. SYSTÈME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

4.1 Définitions

Un système dynamique fractionnaire linéaire à temps continu est défini par{
E Dα x(t ) = A x(t )+Bu(t ),

y(t ) = C x(t )+Du(t ),
(1.18)

où Dα est la dérivée fractionnaire d’ordre α, avec n−1 < α< n , n ∈N∗, au sens de Caputo
de la fonction x par rapport à la variable t , t ∈ R+. x ∈ Rn est la trajectoire, u ∈ Rm est
le vecteur d’entrée et y ∈ Rp est le vecteur de sortie. A, E ∈ Rn×n , B ∈ Rn×m , C ∈ Rp×n et
D ∈Rp×m .

Les conditions initiales associées au système (1.18) sont

x(i )(0) = xi ,0, ∀i = 0, n −1.

Définition 1.11 [1] Le système dynamique (1.18) est dit singulier, si et seulement si,

det(E) = 0.

Définition 1.12 [1] Le système dynamique (1.18) est dit standard, si et seulement si,

E = I.

Définition 1.13 [1] Le système dynamique (1.18) est dit régulier, si et seulement si,

det(Esα−A) 6= 0,

pour certains s ∈C.

Proposition 1.5 [8] Pour tout système dynamique régulier de la forme (1.18), la matrice
(Esα−A) peut s’écrire comme unique série de Laurent au voisinage de ∞ comme

(Esα−A)−1 =
+∞∑

i =−µ
φi s−(i+1)α, (1.19)

où µ = rg E−deg(det(Esα−A))+1 est appelé indice de nilpotence du couple (E, A) et φi est
la matrice fondamentale associée au système (1.18).

4.2 Solvabilité d’un système dynamique fractionnaire

Considérons le système dynamique linéaire d’ordre fractionnaire singulier à temps
continu {

EDα x(t ) = A x(t )+Bu(t ),
y(t ) = C x(t )+Du(t ),

(1.20)

où Dα est la dérivée fractionnaire d’ordre α, n −1 < α < n, n ∈ N∗, au sens de Caputo de
la fonction x par rapport à la variable t , t ∈ R+. x ∈ Rn , u ∈ Rm et y ∈ Rp . A, E ∈ Rn×n ,
B ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m avec detE = 0.

Les conditions initiales associées au système (1.20) sont

x(k)(0) = xk,0, ∀k = 0, n −1.

Supposons que le système (1.20) est régulier, i. e. ;

det(Esα−A) 6= 0,

pour certains s ∈C.
La solution x du système (1.20) est sans impulsion, ce qui est équivalent aux condi-

tions de compatibilités suivantes [2]
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4. SYSTÈME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

• sα−1−k E x(k)(0) existe pour tout s ∈ [0,+∞[, n−1 < α< n, avec n ∈N∗ et 0 ≤ k ≤ n−1 ;
• u(t ) existe, u(k)(0) est nulle, ∀k ≥ 0.
L’application de la transformation de Laplace sur la première équation du système

(1.20), donne

EsαX(s)−E
n−1∑
k=0

sα−k−1x(k)(0) = AX(s)+BU(s),

ce qui est équivalent à

(Esα−A)X(s) = BU(s)+E
n−1∑
k=0

sα−k−1xk,0,

où xk,0 = x(k)(0) pour tout k = 0, n −1.
Comme le système est régulier, alors,

X(s) = (Esα−A)−1BU(s)+ (Esα−A)−1E
n−1∑
k=0

sα−k−1xk,0,

ainsi, par l’utilisation de la série de Laurant (formule (1.19)), il découle

X(s) =
+∞∑

i =−µ
φi s−(i+1)αBU(s)+

+∞∑
i =−µ

φi s−(i+1)αE
n−1∑
k=0

sα−k−1 xk,0.

Par la transformation inverse de Laplace, nous obtenons

x(t ) =
+∞∑
i =0

φi

(∫ t

0

(t −τ)αi+α−1

Γ(αi +α)
Bu(τ)dτ+E

n−1∑
k=0

tαi+k

Γ(αi +k +1)
xk,0

)

+
µ∑

i =1
φ−i

(
BD(i−1)αu(t )+E

n−1∑
k=0

Diα−k−1δ(t )xk,0

)
.

Si E = I, la trajectoire du système dynamique fractionnaire (1.20), devient

x(t ) =
+∞∑
i =0

Ai
∫

0

t (t −τ)αi+α−1

Γ(αi +α)
Bu(τ)dτ+

+∞∑
i =0

Ai
n−1∑
k=0

tαi+k

Γ(αi +k +1)
xk,0. (1.21)

Remarque 1.3 La trajectoire du système dynamique fractionnaire (1.20) peut être obtenue
par d’autres transformations intégrales. Par exemple, dans [11] et dans [12], l’état a été ob-
tenue en utilisant la transformation de Sumudu.

4.3 Généralisation des représentations d’un système dynamique

Avant de passer aux différentes représentations d’un système dynamique fraction-
naire, rappelons la définition d’un système dynamique fractionnaire commensurable.

Définition 1.14 [15] Un système dynamique fractionnaire est dit commensurable si tous
les ordres de dérivation de l’équation différentielle d’ordre non entier qui le régit sont des
multiples entiers d’un ordre de base α ∈R+.

Considérons le système dynamique standard fractionnaire commensurable d’ordre α
suivant

Dαx(t ) = Ax(t )+Bu(t ),
y(t ) = Cx(t )+Du(t ),

(1.22)
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où Dα est la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo de la fonction x par rapport
à la variable t , t ∈ R+, avec n − 1 < α < n , n ∈ N∗. x ∈ Rn , u ∈ Rm et y ∈ Rp sont, respec-
tivement, la trajectoire, le vecteur d’entrée et le vecteur de sortie. A, B, C et D sont des
matrices de dimensions appropriées.

Les conditions initiales associées au système dynamique fractionnaire (1.22) sont

x(i )(0) = xi ,0,

pour tout i = 0, · · · ,n −1. Toutefois, pour des raisons de simplifications, nous prenons

x(i )(0) = xi ,0 = 0,

pour tout i = 0, · · · ,n −1.
Le système dynamique (1.22) peut être représenté par différentes représentations, les-

quelles sont
• Équation différentielle fractionnaire : L’équation différentielle fractionnaire asso-

ciée au système (1.22) est donnée par

n∑
i =0

ai Dαi y(t ) = u(t ),

où les conditions initiales sont
y (i )(0) = 0,

pour 0 ≤ i ≤ n ;
• Fonction de transfert : Par l’utilisation de la transformation de Laplace sur le sys-

tème (1.22), nous obtenons la fonction de transfert

G(s) = C(Isα−A)−1B+D;

• Réponse impulsionnelle : La réponse impulsionnelle, notée g , est la transforma-
tion inverse de Laplace de la fonction de transfert G, c’est-à-dire,

g (t ) = L −1 [G(s)] (t ),

= L −1 [
C(Isα−A)−1B+D

]
(t ).

Il est simple de montrer que

DL −1[1](t ) = Dδ(t ),

où δ est la fonction Delta de Dirac.
Cependant, il est difficile de trouver la transformée inverse de Laplace de (Isα−A)−1.
En effet, dans le cas réel, i. e. ; A ∈R, nous avons

1

sα+ (−A)
=

1

sα
− −A

s2α
+ (−A)2

s3α
+·· · ,

et comme

L

[
tα−1

Γ(α)

]
(s) =

1

sα
, (1.23)

alors,

L −1
[

1

sα−A

]
(t ) = L −1

[
1

sα
− −A

s2α
+ (−A)2

s3α
+·· ·

]
(t ),

=
tα−1

Γ(α)
− −At 2α−1

Γ(2α)
+ A2t 3α−1

Γ(3α)
+·· · ,

= tα−1
∞∑

n=0
(−1)n An t nα

Γ(nα+α)
.
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4. SYSTÈME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

Ainsi, la réponse impulsionnelle g associée au système (1.22) est

g (t ) = Ctα−1
∞∑

n=0
(−1)n An t nα

Γ(nα+α)
B+Dδ(t )

• Matrice de Schur : La matrice de Schur est, aussi, considérée comme une représen-
tation du système (1.22). Elle est donnée par

SG(s) =

[
Isα−A B
−C D

]
.

Le schéma ci-dessous regroupe les différentes représentations possible d’un phéno-
mène réel

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Système physique Entrée  

u 
Sortie 
y 

𝐹 𝑡; 𝑦 𝑡 ,𝐃𝛼𝑦 𝑡 ,𝐃2𝛼𝑦 𝑡 ,⋯  = 0  
Equation différentielle 

𝐺 𝑠  
Fonction de transfert  

(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝛼) 
Espace d’état  

𝑆𝐺(𝑠) 
Matrice de Schur 

𝑔(𝑡) 
Réponse impulsionnelle 

FIGURE 1.2 – Les différentes formes de modélisation

Exemple 1.10 La figure 1.3 représente le modèle de suspension des voitures de degré 1

FIGURE 1.3 – Modèle de suspension des voitures de degré 1 [7]

M représente la masse de la voiture, z0 est le profil de la roue, f0 est l’effort appliqué lors
de la suspension et z1, f1 sont la force générée par la suspension et le mouvement vertical
de la masse respectivement.
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4. SYSTÈME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

L’équation différentielle fractionnaire

D3α y(t )+ω1.5
h D2α y(t )−u(t ) = 0, (1.24)

où Dα est la dérivée fractionnaire d’ordre α = 3
2 au sens de Caputo de la fonction x par

rapport à la variable t , t ∈R+, etωh = 20, modélise le phénomène de suspension des voitures
de degré 1.

Pour des raisons de simplification, nous supposons que les conditions initiales associées
à l’équation (1.24) sont nulles, i. e. ;

y (i )(0) = 0, pour i = 0, 2.

Le phénomène de suspension des voitures de degré 1 admet d’autres représentations les-
quelles sont

• La représentation en espace d’état : Pour passer de l’équation différentielle frac-
tionnaire (1.24) au système dynamique fractionnaire, il suffit de poser

x1(t ) = y(t )
x2(t ) = Dαy(t )
x3(t ) = D2αy(t )

⇒


Dαx1(t ) = Dαy(t )
Dαx2(t ) = D2αy(t )
Dαx3(t ) = D3αy(t )

,

⇒


Dαx1(t ) = x2(t )
Dαx2(t ) = x3(t )
Dαx3(t ) = −ω1.5

h x3(t )+u(t )
.

Ainsi, la représentation en espace d’état de l’équation différentielle fractionnaire (1.24)
est {

D
3
2 x(t ) = A x(t )+Bu(t ),

y(t ) = C x(t ),
(1.25)

où t ∈R+, x ∈R3, u ∈R, y ∈R, ωh = 20 et

A =

 0 1 0
0 0 1
0 0 −ω1.5

h

 , B =

 0
0
1

 et C =
(

1 0 0
)

,

et les conditions initiales deviennent x1(0)
x2(0)
x3(0)

 =

 0
0
0


• La fonction de transfert : La fonction de transfert fractionnaire associée à l’équation

(1.24) est obtenu par l’application de la transformée de Laplace au système dyna-
mique (1.25), i. e. ;

Y(s) = C (Isα−A)−1BU(s),
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5. CONCLUSION

ainsi,

G(s) =
Y(s)

U(s)
,

= C(Isα−A)−1B,

=
(

1 0 0
)


1

sα
1

s2α

1

s2α(sα+ω1.5
h )

0
1

sα
1

sα(sα+ω1.5
h )

0 0
1

sα+ω1.5
h


 0

0
1

 ,

=
1

s2α(sα+ω1.5
h )

.

• La réponse impulsionnelle : La réponse impulsionnelle associée à l’équation diffé-
rentielle fractionnaire (1.24) est

g (t ) = Ctα−1
∞∑

n=0
(−1)n t nα

Γ(nα+α)
An B,

=
(

1 0 0
)

tα−1
∞∑

n=0
(−1)n t nα

Γ(nα+α)

 0 1 0
0 0 1
0 0 −ω1.5

h

n  0
0
1

 ;

• La matrice de Schur : La matrice de Schur associée à l’équation (1.24) est

SG(s) =

[
I sα−A B
−C D

]
,

=


sα −1 0 0
0 sα −1 0
0 0 sα+ω1.5

h 1
−1 0 0 0

 .

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé la définition de la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo et quelques transformations intégrales. Ensuite, la solvabilité et les différentes
représentations d’un système dynamique linéaire à temps continu à la fois dans le cas
ordinaire et fractionnaire ont été présentées. Ces notions nous seront d’une grande utilité
pour le développement du second chapitre.
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Chapitre 2

Énergie de la réponse impulsionnelle
d’une fonction de transfert fractionnaire
du premier type

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons essentiellement au calcul de l’énergie de la
réponse impulsionnelle, dite aussi la norme H2, d’une fonction de transfert du premier
type associée à un système dynamique fractionnaire. Cette norme est utilisée pour mesu-
rer la performance et la précision d’une fonction de transfert stable, causale et propre.

Dans un premier temps, nous allons rappeler quelques notions sur la norme H2, puis,
nous reproduirons les calculs déjà établit dans [14] où des formulations analytiques et al-
gébriques seront utilisées. Ensuite, nous nous focaliserons sur une approche développée
récemment [13]. L’idée principale de cette dernière est l’utilisation des outils de la théorie
des matrices et des transformations intégrales.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous présenterons les différents outils utilisés pour le calcul de la
norme H2. Il s’agit de la forme générale d’un système dynamique fractionnaire du pre-
mier type à temps continu, sa matrice de Schur correspondante et les différentes défini-
tions de la norme H2.

2.1 Système dynamique fractionnaire associé à une fonction de trans-
fert du premier type

Considérons le système dynamique fractionnaire du premier type propre
Dαx(t ) = −ax(t )+bu(t ),

y(t ) = cx(t ),
x(0) = 0,
ẋ(0) = 0,

(2.1)

où x ∈ R∗ est l’état, u ∈ R∗ est l’entrée, y ∈ R∗ est la sortie, a ∈ R∗+ et b, c ∈ R∗. Dα est la
dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x par rapport à la variable t , t ∈R+,
avec n −1 < α< n, n ∈N∗.
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2. PRÉLIMINAIRES

Supposons, de plus, que le système est régulier, c’est-à-dire,

(sα+a) 6= 0,

pour certains s ∈C.
L’utilisation de la transformée de Laplace permet de transformer le système (2.1) de

l’espace d’état à la fonction de transfert, cette dernière est donnée par

G(s) = c
1

sα+a
b,

pour certains s ∈C. Elle représente aussi le complément de Schur de la matrice

SG(s) =

[
sα+a b
−c 0

]
.

D’autre part, la fonction de transfert complexe conjuguée associée au système (2.1)
est

G∗(s) = b
1

sα+a
c,

pour certains s ∈C, elle est le complément de Schur de la matrice

SG∗(s) =

[
sα+a c
−b 0

]
.

Par des manipulations algébriques sur les matrices de Schur SG et SG∗ , nous obtenons
la matrice parahermitienne. Elle est exprimée par

Sφ(s) =

 0 sα+a c
sα+a −b2 0
−c 0 0

 ,

de plus, elle correspond à la fonction de transfert parahermitienne suivante

φ(s) = c(sα+a)−1b2(sα+a)c.

2.2 Énergie de la réponse impulsionnelle : norme H2

Définition 2.1 [16] On appelle norme H2 d’une fonction de transfert G d’un système dy-
namique entre la commande u et la sortie y le réel positif définit par

||G||2H2
=

1

2π

∫ +∞

−∞
tr

[
G∗(− jω)G( jω)

]
dω. (2.2)

Définition 2.2 [16] Soit G une fonction de transfert associée à un système dynamique, si
G(− jω) = G∗( jω), alors, la norme H2 est définie par

||G||2H2
=

1

π

∫ +∞

0
tr

[
G∗(− jω)G( jω)

]
dω. (2.3)

Le théorème suivant montre les variations de α pour qu’un système dynamique frac-
tionnaire soit stable.

Théorème 2.1 [14] La fonction de transfert commensurable G(s) =
Y(s)

U(s)
, d’ordreα est stable

au sens bounded input, bounded output (i. e. ; d’entrée bornée et de sortie bornée) si
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• 0 < α< 2 ;
• ∀s ∈C, telle que U(s) = 0

|arg(s)| > απ
2

.

Théorème 2.2 [14] Soient G et g , la fonction de transfert et la réponse impulsionnelle, res-
pectivement, associées au système dynamique (2.1), alors,

lim
t→0

g (t ) = lim
s→+∞ s G(s). (2.4)

Remarque 2.1 [14] Il est à noter que dans le cas où le système dynamique est d’ordre frac-
tionnaire, sa norme H2 peut être égal à l’infinie pour une certaine valeur de α. En effet,
l’utilisation du théorème 2.2 et le comportement de la réponse impulsionnelle au voisinage
de 0 permet d’en déduire que la fonction de transfert G a une réponse impulsionnelle infinie
en t = 0, par conséquent, une norme H2 infinie lorsque α≤ 1

2 .

3 Énergie de la réponse impulsionnelle de la fonction de
transfert fractionnaire du premier type : État de l’art

Dans cette section, nous présenterons la méthode proposée par Malti et al. dans [14]
pour calculer la norme H2 d’une fonction de transfert fractionnaire du premier type où
des formulations algébriques et analytiques seront utilisées.

Théorème 2.3 [14] La norme H2 de la fonction de transfert fractionnaire du premier type

G(s) = c
1

sα+a
b,

où a ∈R∗+, b, c ∈R∗ et 0 < α< 2 est donnée selon les variations de α par

‖G‖2
H2

=



∞ si 0 < α≤ 1
2 ;

−c2b2 a
1
α−2

αsin
(
π
α

) cot
(απ

2

)
si 1

2 < α< 2 et α 6= 1;

c2b2

2a
si α = 1.

Preuve. Considérons la fonction de transfert du premier type

G(s) = c
1

sα+a
b, (2.5)

pour certains s ∈C, où a ∈R∗+, b et c ∈R∗.
Un passage au domaine fréquentiel nécessite le changement de variable suivant

s = jω ⇒ sα = ( jω)α,

⇒ sα = jαω̃, avec ωα = ω̃ et j = e j π2 .

Ainsi, la fonction de transfert (2.5) devient

G(ω̃) = c
1

jαω̃+a
b,
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FRACTIONNAIRE DU PREMIER TYPE : ÉTAT DE L’ART

et son conjugue devient

G∗(ω̃) = b
1

(− j )αω̃+a
c.

Comme
ω̃ =ωα,

alors,

dω =
1

α
ω̃

1
α−1dω̃.

Ainsi, la norme H2 de la fonction de transfert (2.5) est

||G||2H2
=

1

2π

∫ +∞

−∞
G( jω)G∗( jω)dω,

=
1

2απ

∫ +∞

−∞
G

(
j ω̃

)
G∗ (

j ω̃
)
ω̃

1
α−1dω̃,

=
1

απ

∫ +∞

0

c b(
jαω̃+a

) b c(
(− j )αω̃+a

) ω̃ 1
α−1dω̃,

=
c2 b2

απ

∫ +∞

0

ω̃
1
α−1(

ω̃+ae− jαπ2
)(
ω̃+ae jαπ2

) dω̃.

Nous distinguons trois cas :
• Pour α = 1, nous avons

||G||2H2
=

c2 b2

π

∫ +∞

0

1

ω+ae− j π2

1

ω+ae j π2
dω,

=
c2 b2

π

∫ +∞

0

1

ω2 +a2
dω,

=
c2 b2

π a
arctan(ω)

∣∣∣∣A

0
, avec A →+∞,

=
c2 b2

2 a
;

• Pour
1

2
< α< 2 et α 6= 1, nous aurons

||G||2H2
=

c2 b2

απ

∫ +∞

0

ω̃
1
α−1(

ω̃+ae− jαπ2
)(
ω̃+ae jαπ2

) dω̃,

=
c2 b2

2 α π a j sin
(
απ2

) [∫ +∞

0

ω̃
1
α−1

ω̃+ae− j απ2
dω̃−

∫ +∞

0

ω̃
1
α−1

ω̃+ae j α π
2

dω̃

]
.

Or, d’après la proposition 1.3, nous avons

∫ +∞

0

1

ω̃+a e− j απ2
ω̃

1
α−1 dω̃ =

π
(
a e− j απ2

) 1
α−1

sin
(
π
α

)
et ∫ +∞

0

1

ω̃+a e j απ2
ω̃

1
α−1 dω̃ =

π
(
a e j απ2

) 1
α−1

sin
(
π
α

)
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D’où,

‖G‖2
H2

=
c2 b2

2απa j sin(απ2 )

π
(
ae− jαπ2

) 1
α−1 −π

(
ae jαπ2

) 1
α−1

sin(πα )

 ,

=
− c2 b2 a

1
α−2

αsin
(
π
α

) cot
(απ

2

)
;

• Pour 0 < α≤ 1

2

‖G‖2
H2

= ∞,

d’après la remarque 2.1, ce qui achève la démonstration du théorème 2.3.

4 Énergie de la réponse impulsionnelle de la fonction de
transfert fractionnaire du premier type : Une nouvelle ap-
proche

Dans cette section, nous allons calculer l’énergie de la réponse impulsionnelle de
la fonction de transfert fractionnaire du premier type par une approche développer ré-
cemment [13]. L’idée clé de cette nouvelle technique est l’utilisation de la représentation
en espace d’état, la matrice parahermitienne et des transformations matricielles et inté-
grales.

Pour cela, considérons le système dynamique fractionnaire linéaire régulier et propre
suivant {

Dαx(t ) = −ax(t )+bu(t ),
y(t ) = cx(t ),

(2.6)

où Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x par rapport à la

variable t , t ∈ R+, avec
1

2
< α < 2, x, u, y ∈ R∗ sont, respectivement, l’état, l’entrée, et la

sortie et a ∈R∗− et b, c ∈R∗.
Les conditions initiales associées au système dynamique (2.6) sont

• x(0) = 0 si
1

2
< α≤ 1

• x(0) = 0 et ẋ(0) = 0 si 1 ≤ α< 2
De plus, le système (2.6) est régulier, ce qui est équivalent à

(sα+a) 6= 0,

pour certains s ∈C.
Les matrices de Schur SG et son conjuguée SG∗ associées au système (2.6), dans un

domaine fréquentiel, sont exprimées par

SG (ω̃) =

[
jαω̃+a b
−c 0

]
,

et

SG∗ (ω̃) =

[ (− j
)α
ω̃+a c

−b 0

]
.
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Par des manipulations algébriques entre la matrice de Schur SG et son conjugue SG∗ ,
nous obtenons la matrice parahermitienne Sφ. Elle est donnée par

Sφ(ω̃) = SG(ω̃)×SG∗(ω̃),

=

[
jαω̃+a b
−c 0

]
×

[ (− j
)α
ω̃+a c

−b 0

]
,

=

 0
(− j

)α
ω̃+a c

jαω̃+a −b2 0
−c 0 0

 .

Il est très connu dans la littérature [9], que la matrice parahermitienne Sφ reste inva-
riante par des transformations colonnes et lignes. En effet, la multiplication de la matrice
Sφ par des matrices de transformations M1 et M2 donne

Sφ̃(ω̃) = M1(ω̃)×Sφ(ω̃)×M2(ω̃),

=

 1 0 0
p 1 0
0 0 1

×
 0

(− j
)α
ω̃+a c

jαω̃+a −b2 0
−c 0 0

×
 1 p 0

0 1 0
0 0 1

 ,

=

 0
(− j

)α
ω̃+a c

jαω̃+a
(

jαω̃+a
)

p +p
((− j

)α
ω̃+a

)−b2 pc
−c −cp 0

 .

Les matrices de transformation dépendent du paramètre p, lequel est la solution de
l’équation (

jαω̃+a
)

p +p
((− j

)α
ω̃+a

)−b2 = 0,

d’où

p =
b2

2
(
cos

(απ
2

)
ω̃+a

) .

Ainsi, la matrice parahermitienne Sφ̃ devient

Sφ̃(ω̃) =


0

(− j
)α
ω̃+a c

jαω̃+a 0
c b2

2
(
cos

(
απ
2

)
ω̃+a

)
−c − c b2

2
(
cos

(
απ
2

)
ω̃+a

) 0

 ,

où sa fonction de transfert parahermitienne est

φ̃(ω̃) = −
(
−c − c b2

2
(
cos

(
απ
2

)
ω̃+a

) ) 0
(− j

)α
ω̃+a

jαω̃+a 0

−1


c

c b2

2
(
cos

(
απ
2

)
ω̃+a

)
 ,

= c2 b2
(
ω̃+ j

1
α a

)−1 (
ω̃+ (− j

) 1
α a

)−1
,

=
c2 b2

2 a j sin
(
απ
2

) (
1

ω̃+a e− j απ2
− 1

ω̃+a e j απ2

)
.

En dernier,

25
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||G||2H2
=

1

π

∫ +∞

0
G

(
jω

)
G∗ (

jω
)

dω,

=
1

απ

∫ +∞

0
G

(
j ω̃

)
G∗ (

j ω̃
)
ω̃

1
α−1dω̃,

=
1

απ

∫ +∞

0
φ̃ (ω̃)ω̃

1
α−1dω̃,

=
c2b2

2aαπ j sin
(
απ
2

) ∫ +∞

0

(
1

ω̃+ae− j απ2
− 1

ω̃+ae j απ2

)
ω̃

1
α−1dω̃.

Nous distinguons deux cas

1. Pour
1

α
∈N∗, c’est-à-dire, α = 1, nous obtenons

||G||2H2
=

1

π

∫ +∞

0
φ̃(ω)dω,

=
c2b2

2aπ j

[∫ +∞

0

1

ω+ae− j π2
dω−

∫ +∞

0

1

ω+ae j π2
dω

]
,

=
c2b2

2aπ j
lim

λ→+∞

[
ln

(
ω̃+ae− j π2

)∣∣∣λ
0
− ln

(
ω̃+ae j π2

)∣∣∣λ
0

]
,

=
c2b2

2aπ j
lim

λ→+∞
ln

(
ω̃+ae− j π2

ω̃+ae j π2

)∣∣∣∣∣
λ

0

,

=
c2b2

2a
.

2. Pour
1

α
∉N∗, c’est-à-dire, α ∈ ]1

2 ,2
[

et α 6= 1, nous aurons

||G||2H2
=

c2b2

2aαπ j sin
(
απ
2

) ∫ +∞

0

(
1

ω̃+ae− j απ2
− 1

ω̃+ae j απ2

)
ω̃

1
α−1dω̃,

par l’utilisation de la transformation de Mellin, il découle

||G||2H2
=

c2 b2

2απa j sin
(
απ
2

)
π

(
ae− jαπ2

) 1
α−1 −π

(
ae jαπ2

) 1
α−1

sin(πα )

 ,

=
c2 b2 a

1
α−2

2α j sin
(
απ
2

) −2 j sin
(
π
2 − απ

2

)
sin

(
π
α

) ,

= −c2b2 a
1
α−2

αsin
(
π
α

) cot
(απ

2

)
.

d’où le théorème

Théorème 2.4 [13] La norme H2 de la fonction de transfert du premier type associée à la

représentation en espace d’état {a, b ,c, α}, où a ∈ R∗+, b, c ∈ R∗,
1

2
< α < 2 et (sα+a) 6= 0

pour certains s ∈C, est donnée, selon les variation de α , par

26



5. CONCLUSION

• Si 1
2 < α< 2 et α 6= 1, alors,

||G||2H2
= −b2c2a

1
α−2 cot

(
απ2

)
αsin

(
π
α

) . (2.7)

• Si α = 1, alors,

||G||2H2
=

b2c2

2a
. (2.8)

La technique présentée précédemment peut être appliquer, sans gêne, pour tout sys-
tème dynamique décrit par la représentation en espace d’état {A,B,C} pour α = 1.

Corollaire 2.1 [13] La norme H2 du système dynamique
ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ),
y(t ) = Cx(t ),
x(0) = 0,

où x ∈ Rn , u ∈ Rm et y ∈ Rp sont, respectivement, la trajectoire, le vecteur d’entrée et le
vecteur de sortie, pour t ∈R+ et A ∈Rn×n , B ∈Rn×m et C ∈Rp×n , est donnée par

||G||2H2
= tr

(
CPCT)

,

telle que la matrice P est la solution de l’équation de Lyapunov

AP+PAT +BBT = 0, (2.9)

où AT,BT et CT sont, respectivement, les matrices transposées des matrices A,B, et C.

5 Conclusion

Ce chapitre avait pour but de faire une synthèse sur les méthodes existantes pour le
calcul de l’énergie de la réponse impulsionnelle de la fonction de transfert fractionnaire
du premier type. Nous avons commencé par rappeler quelques définitions et théorèmes
essentiels, puis nous avons présenté deux méthodes de calcul de la norme H2. La pre-
mière méthode est basée sur l’utilisation des formulations algébriques et analytique, or,
des outils de la théorie des matrices ainsi que des transformations intégrales sont utili-
sés pour établir la deuxième approche. La validation numérique des deux approches sera
traitée dans le troisième chapitre.
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Chapitre 3

Validation numérique

1 Introduction

Dans ce chapitre, la validation numérique des approches proposées précédemment
sera présentée aussi bien pour un système dynamique d’ordre fractionnaire que d’ordre
ordinaire. De plus, la solvabilité des systèmes dynamiques envisagés sera, également,
considérée.

2 Système dynamique d’ordre fractionnaire

Dans cette section, la solvabilité et le calcul de l’énergie de la réponse impulsionnelle
d’un système dynamique d’ordre fractionnaire seront présentés.

2.1 Exemple

Considérons le système dynamique fractionnaire à temps continu{
Dαx(t ) = −2x(t )+u(t ),

y(t ) = x(t ),
(3.1)

où Dα, avec 1
2 < α< 2, est la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo de la fonc-

tion x par rapport à la variable t , t ∈ R+, x ∈ R est l’état, u ∈ R est le contrôle et y ∈ R
représente la sortie.

Les conditions initiales associées au système dynamique (3.1) sont

• x(0) = 0 si
1

2
< α≤ 1

• x(0) = 0 et ẋ(0) = 0 si 1 ≤ α< 2
Supposons, de plus, que le système (3.1) est régulier, c’est-à-dire,

sα+2 6= 0,

pour certains s ∈C, et qu’il vérifie les conditions suivantes
(C.1) sα−1−k x(k)(0) est nulle pour tout s ∈ [0,+∞[, 1

2 < α< 2, et k = 0, 1 ;
(C.2) u(t ) existe, u(k)(0) est nulle, ∀k ≥ 0.
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2. SYSTÈME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

2.2 Solvabilité du système dynamique fractionnaire (3.1)

Le système dynamique d’ordre fractionnaire (3.1) est un système régulier, de plus,
suite aux conditions (C.1) et (C.2), sa trajectoire et sans impulsion, ainsi, d’après la for-
mule (1.21), sa solution est donnée par

x(t ) =
+∞∑
i =0

(−2)i

Γ ((i +1)α)

∫ t

0
(t −τ)(i+1)α−1u(τ)dτ.

2.3 Norme H2 du système (3.1)

Le système dynamique fractionnaire (3.1) vérifie les conditions des théorèmes 2.1, 2.3
et 2.4, ainsi, sa norme H2 est donnée par

||G||2H2
= =



1

4
si α = 1

−
2

1
α−2 cot

(απ
2

)
αsin

(π
α

) si 1
2 < α< 2 et α 6= 1.

.

En utilisant un code MATLAB, une comparaison entre les approches proposées par [13]

et [14] a été faite par rapport aux différentes valeurs de α ∈
]

1

2
,2

[
. Les résultats obtenus

sont présentés dans la figure 3.1.
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s
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Méthode de Lakeb et al.
Méthode de Malti et al.

FIGURE 3.1 – Comparaison entre les valeurs de la norme H2 entre les méthodes proposées dans

[13] et [14] pour G(s) =
1

sα+2
avec

1

2
< α< 2.

Les deux courbes coïncident, ce qui confirme que les deux approches sont identiques.
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3. SYSTÈME DYNAMIQUE D’ORDRE ORDINAIRE

3 Système dynamique d’ordre ordinaire

La solvabilité et le calcul de la norme H2 du système dynamique modélisant le phé-
nomène de la masse-ressort-amortisseur seront traités dans cette section.

3.1 Exemple

Le phénomène de la masse-ressort-amortisseur représenté par la figure 1.1 est décrit
pas les équations suivante ẋ(t ) =

(
0 1
−2 −3

)
x(t )+

(
0
1

)
u(t ),

y(t ) =
(

1 0
)

x(t ),
(3.2)

où x ∈R2 est la trajectoire, u ∈R est la commande et y ∈R représente la sortie.
Les conditions initiales associées au système dynamique (3.2) sont

x(0) = 0.

Supposons, de plus, que le système (3.2) est régulier, i. e. ;

s2 +3 s +2 6= 0,

pour certains s ∈C.

3.2 Solvabilité du système dynamique (3.2)

Comme le système dynamique (3.2) est régulier pour certains s ∈ C, alors, d’après la
formule (1.5), sa trajectoire est exprimée par

x(t ) =
+∞∑
i =0

1

i !

[
0 1
−2 −3

]i [
0
1

]∫ t

0
(t −τ)i u(τ)dτ.

3.3 Norme H2 du système dynamique (3.2)

Il est claire que le système dynamique (3.2) vérifie les conditions du corollaire 2.1,
ainsi, l’utilisation de la commande lyap du logiciel MATLAB permet de déterminer les
valeurs de la matrice P. Cette dernière est donnée par

P =

 1

12
0

0
1

6

 .

Ensuite, par un code MATLAB nous pouvons calculer la valeur de la norme H2 du
système dynamique (3.2), elle est estimée à

||G||2H2
= CPCT,

=

p
3

6
.
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4. CONCLUSION

4 Conclusion

Le présent chapitre a été consacré à la validation numérique des deux approches.
Nous avons, dans un premier temps, traité la solvabilité des systèmes dynamiques propo-
sés, puis nous avons calculé la norme H2 de chaque système dynamique. Par un exemple
numérique nous avons montré que les approches proposées par [13] et [14] sont iden-
tique.
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Conclusion

L’objectif principal de ce travail est de calculer l’énergie la réponse impulsionnelle
d’une fonction de transfert fractionnaire du premier type en utilisant deux manières dif-
férentes.

La première méthode, introduite par Malti et al. [14], est basée sur l’utilisation des
formulations algébriques et analytiques sur la fonction de transfert fractionnaire. Tandis
que l’idée clé de la deuxième méthode est l’utilisation des outils de la théorie des matrices
comme la matrice de Schur, la matrice parahermitienne, les matrices de transformation
et des transformations intégrales. Cette approche a été développée par Lakeb et al. dans
[13].

Pour ce faire, nous avons, dans un premier temps, défini quelques notions de base sur
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et les transformations intégrales. L’étude de la
solvabilité d’un système dynamique linéaire à temps continu dans le cas ou les dérivées
sont ordinaire et fractionnaire a été étayée suivit par les différentes représentations d’un
système dynamique.

Ensuite, nous avons rappelé les définitions de l’énergie de la réponse impulsionnelle,
dite norme H2, suivit par quelque résultat sur la stabilité d’un système dynamique frac-
tionnaire. Le calcul de la norme H2 par deux techniques différentes a été ensuite consi-
déré.

L’efficacité de l’approche proposée par Lakeb et al. dans [13] a été confirmée via des
exemples numériques.

Comme perspective, nous envisageons d’étendre l’approche proposée par Lakeb et
al. dans [13] aux différents types de systèmes dynamiques fractionnaires où les matrices
{A, B, C} sont de tailles quelconques.
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Calcul de l’énergie de la réponse impulsionnelle d’une fonction de
transfert fractionnaire du premier type

Résumé : L’objectif principal de ce manuscrit est de calculer l’énergie de la réponse
impulsionnelle, dite aussi norme H2, d’une fonction de transfert fractionnaire du pre-
mier type par deux méthodes différentes. La première approche, introduite par Malti et
al. dans [14], est basée sur l’utilisation de quelques formulations algébriques et analy-
tiques sur la fonction de transfert. Par contre, la deuxième méthode, proposée par Lakeb
et al. dans [13], utilise essentiellement des outils et techniques de la théorie des matrices
et des transformations intégrales.

L’efficacité et la performance de la deuxième approche ont été prouvées via des exemples
numériques en moyennant des programmes MATLAB.

Comme perspective, nous envisageons d’étendre l’approche proposée par Lakeb et al.
dans [13] aux différents types de systèmes dynamiques fractionnaires où les matrices sont
de tailles quelconques.

Mots-Clés. Complément de Schur, Dérivée fractionnaire au sens de Caputo, Énergie de
la réponse impulsionnelle, Norme H2, Matrices de transformations, Matrice parahermi-
tienne, Représentation en espace d’état.

Calculation of the impulse response energy of a fractional transfer
function of the first kind

Abstract : The main objective of this work is to calculate the impulse response energy,
known also as the H2-norm, of a fractional transfer function of the first kind using dif-
ferent methods. The first approach, introduced by Malti et al. in [14], is based on the use
of some algebraic and analytical formulations on the transfer function. However, the se-
cond method, proposed by Lakeb et al. in [13], uses tools and techniques from matrix
theory and some integral transformations.

The effectiveness and the performance of the second approach have been illustrated
using numerical examples.

Through the promising result, we plan to extend the approach proposed by Lakeb et
al. in [13] to different types of fractional dynamical systems.

Key Words. Schur complement, Caputo fractional derivative, Impulse response energy,
H2-norm, Matrix transformation, Parahermitienne matrix, State-space model.
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