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Index des notations

N :  Ensemble des nombres entiers naturels.

N* :  Ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

R :  Corps des nombres réels.

R* :  Corps des nombres réels non nuls.

Ry :  Corps des nombres réels positifs ou nuls.
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R™*™ . Espaces des matrices réelles de dimension n x m.
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c* :  Corps des nombres complexes non nuls.

[a,b] : Intervalle fermé de R d’extrémités aet b, a< b.

€" :  Espace des fonctions n fois continument différentiable.
I.l.e, : Norme F.

1) :  Fonction Gamma d’Euler.

fm . Dérivée n-ieme de la fonction f.

D¢ : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’'ordrecxoin—1<a < n, ne€N*.
< : Transformation de Laplace.

%' . Transformation de Laplace inverse.

M :  Transformation de Mellin.

tr : Trace d’'une matrice.

arg :  Argument d'un nombre complexe.

Re : Partie réelle d'un nombre complexe.

det :  Déterminant d'une matrice.

) :  Fonction Delta de Dirac.

I :  Matrice Identité.

* . Produit de convolution.

! Factorielle d'un entier naturel.

BIBO : bounded-input, bounded-output, i. e.; Entrée bornée, sortie bornée.
EDO : Equation différentielle ordinaire.

EDF :  Equation différentielle fractionnaire.
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Introduction

Les modeles mathématiques sont considérés comme des outils complémentaires, pour
comprendre le fonctionnement des phénomeénes concrets et pour prévoir leurs évolu-
tions. Transformer un phénomene réel en un modele mathématique revient a le modéli-
ser. Autrement dit, modéliser un phénomene consiste a élaborer une représentation ma-
thématique qui permet de décrire et de prédire son comportement dynamique et perma-
nent lorsqu’il est soumis a des influences externes (entrée de commande, perturbations,

).

La modélisation mathématiques et la simulation d'un phénomeéne sont basées sur la
description de ces propriétés en termes de dérivation. Les dérivations peuvent étre :

 ordinaire, ainsi, le phénomene sera modélisé, par exemple, par une équation diffé-

rentielle ordinaire de la forme

n—1 .
y(”)(t) = Z a,-y(”(t) + u(n),
i=0

ou t € Ry, y est la sortie, y(i) et a;, pour i = 1, n, sont, respectivement, les dérivées
d’ordre i de la fonction y par rapport a la variable et les coefficients réels de 'TEDO
et u représente le controle;

ou bien

e non entiere, ainsi, le phénomene sera modélisé, par exemple, par une équation dif-
férentielle fractionnaire de la forme

n

Y D% a;y(t) = u(®),

i=0

telle que D est la dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo, avec n—1 <
a < n, ne€N* dela fonction y par rapport a la variable ¢ € R, a;, pour i =1, n, sont
les coefficients réels de 'EDF et u est la commande;

ou par d’autres types de dérivations.

Ces équations différentielles peuvent étre transformées, sous certains conditions, en
des systemes différentiels, dit aussi systeme dynamique. Dans le cas ou la dérivée est or-
dinaire, le systtme dynamique linéaire a temps continue correspondant est décrit par les
équations
Ax(t) +Bu(1),

Cx (%) + Du(1),

{ Ex(1) W

y(1)
ou x e R", ue R™, y € RP sont, respectivement, la trajectoire, le vecteur d’entrée et le vec-
teur de sortie. A € R"*" est appelée la matrice d’état, B € R”*" est la matrice commande,
C € RP*" est la matrice d’observation, D € RP*™ ]a matrice de transmission, E € R™"*" et
reR,.

Par contre, si la dérivée est non entiere, le systeme dynamique devient



Introduction

2)

ED%x(t) = Ax(t)+Bu(p),
(1) Cx(t)+Du(p),

ot D® est la dérivée fractionnaire d’ordre o, n—1 < a < n, n € N*, au sens de Caputo
de la fonction x par rapport a la variable ¢, t € R,. x € R” est la trajectoire, u € R est la
commande et y € RP représente le vecteur de sortie. A, E € R"*", Be R"*™, C € RP*" et
D e RP*™,

En plus des équations différentielles et des systemes dynamiques, les phénomenes
réels peuvent étre représentés par d’autres modeles mathématiques, parmi eux, nous
trouvons la représentation par la fonction de transfert. Elle permet de donner une des-
cription, en moyennant la transformation de Laplace, entre la sortie y du systéeme dyna-
mique et son controdle u, i. e.;

)

G(s) U’

pour certains s € C, ou Y et U sont, respectivement, les transformées de Laplace de la
sortie y et du controle u.

L'étude d’'un systeme dynamique quelconque fait partie de la théorie du controle.
C’est une science mathématique qui analyse les propriétés d'un systeme dynamique sur
lequel nous pouvons agir au moyen d’'un contrdle dans le but de 'amener d'un état initial
donné a un état final souhaité.

L'une des propriétés de cette théorie est le calcul de I'énergie de la réponse impulsion-
nelle, connue aussi sous le terme la norme #5. Elle permet de calculer la performance du
systeme dynamique via sa fonction de transfert.

Lobjectif de ce travail est de calculer I'énergie de la réponse impulsionnelle d'une
fonction de transfert fractionnaire du premier type a coefficients réels par deux tech-
niques différentes. La premiére méthode consiste a évaluer cette norme en utilisant des
formulations analytiques et algébriques [14]. Tandis que pour la deuxieme méthode [13],
le calcule de la norme # se fait en utilisant des techniques de la théorie des matrices et
une transformation intégrale [6].

Ce manuscrit, lequel traite une étude théorique suivit par des simulations numériques,
est composé de trois chapitres

» Le chapitre 1 est consacré aux définitions et aux notions de base dont nous aurons
besoin pour élaborer ce travail. Il s’agit de la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto, suivi par, les transformations intégrales de Laplace et celle de Mellin. La sol-
vabilité et les différentes représentations d'un systeme dynamique dans le cas ot la
dérivée est ordinaire sont, ensuite, étayées. En dernier, la solvabilité d'un systeme
dynamique et la généralisation des représentations sont présentées dans le cas ou
la dérivée du systeme dynamique est non entiere.

e Le chapitre 2 est dédié au calcul de I'énergie de la réponse impulsionnelle d'une
fonction de transfert fractionnaire du premier type a coefficients réels par une mé-
thode analytique [14] et une technique, développer récemment, plus simple a ex-
ploiter [13].

e Dans le chapitre 3, des exemples numériques sont présentés afin de comparer les
deux approches utilisées et de montrer I'efficacité de I'approche proposée dans [13].

Ce manuscrit est cloturé par une conclusion et une bibliographie contenant les diffé-
rents ouvrages et articles utilisés pour I'élaborer ce travail.



Chapitre 1

Notions de base

1 Introduction

Dans le présent chapitre, nous rappellerons quelques concepts mathématiques. Il s’agit
de définir la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, puis de présenter certaines trans-
formations intégrales. Ensuite, I'étude d'un systéme dynamique ordinaire, y compris ces
représentations, seront traitées, suivie par la généralisation de la notion du systeme dy-
namique avec ces représentations dans le cas ou les dérivées sont d’ordre fractionnaire.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous présenterons quelques définitions et théoremes qui vont
nous aider a la compréhension et au développement des autres sections et chapitres.

2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.1 [3] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'ordrea, ot n—1<a < n
avec n € N*, de la fonction f € €" ([a, b)), [a, b] R, est donnée par

[0 _ 1 ! n—a—1 p(n)
Daf(t)—nn_a)fa(t s) freds,

oir f' représente la dérivée d'ordre n de la fonction f par rapport a la variable s.

Exemple 1.1 Considérons la fonction constante f(t) = c. Pour toutn—1<a < n avec n €
N*, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a de la fonction f est

DSf(n) = DS

n

1 ¢ d
[— n-o—-1_" d,
F(n—(x)fa( ) ds"c s
0.

2.2 Transformations intégrales
2.2.1 Transformation de Laplace

Définition 1.2 [5] Soit f une fonction a temps continu. La transformée de Laplace de la
fonction f est la fonction F de la variable complexe s définie par

+00
F(s) = Z[f(1)1(s) :fo f(tye *tdt.

3



2. PRELIMINAIRES

Définition 1.3 [5] Une fonction f est continue par morceaux sur [a, b] si et seulement s’il
existe une subdivision a=a; < --- < an+1 = b telle que sa restriction a tout intervalle ouvert
lay, ax+11 coincide avec une fonction g; continue sur [ay, ar+11, k=1, N.

Définition 1.4 [5] La fonction f estdite d’ordre exponentiel, d’ordre a, s'il existe une constante
M > 0, tel que pour un certain T <0, nous avons

| f(H)|=Me®, t<T.

Théoréme 1.1 [5] Soit f : R — C une fonction continue. £L[f(t)1(s) = F(s) est une inté-
grale généralisée bien définie si

o [ estune fonction réelle continue par morceaux;

» 3]0, 1 tel quelim P f1=0;

e f est une fonction d’ordre exponentiel.

Exemple 1.2 Soit f(t) = e%". Il est clair que la fonction f vérifiée les conditions du théoréme
1.1, ainsi, sa transformée de Laplace existe et est donnée par

+00
f eate_Stdt,
0

+00
— f e (s—a) td f,
0

1 B
lim e 9! | pour Res>Rea,

a— S B—+oco 0
1
s—a

F(s)

Proposition 1.1 [5] Pour toutes fonctions f et g admettant des transformées de Laplace et
pour tout o, p € R, nous avons les propriétés suivantes
o Linéarité:
Llaf(t) +pgOI(s) =aZf(D](s) +PZLIg(D](s).
La linéarité de la transformation de Laplace découle des propriétés de l'intégrale.
e Dérivation:

n-1 .
L[ 0] () =" LI - ¥ FOt0)
i=0

1p=0

e Produit de convolution :

2L(f*g) (1] (s) =F(s)G(s),

t
(F+g) (0= fo Flt-ng@dr.

Proposition 1.2 [2] Soit t € R, et soit a € R:. Alors,
L[t (s)=a+1) s

ou I' représente la fonction Gamma d’Euler, elle donnée par

+00
F(z):f e 't*'dt, Rez>0.
0
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Définition 1.5 [10] La transformée de Laplace inverse f de la fonction F, notée par £,
est donnée par

c+ioco
f(t)::f_l[F(s)](t):f e S'E(s)ds, c=Re(s)> ¢y,

c—ioo

ol ¢y réside dans le demi plan droit de la convergence absolue de l'intégrale de Laplace.

Exemple 1.3 Pour tout s € C —{—1, 2}, considérons la fonction F(s) = . Ainsi, sa

2
§c—s-—-2
transformée de Laplace inverse est

-1 _ -1 1
LESI@0 = 27 5—— ),
_ L L1 (1)
3 s=2 s+1] 7
_ %(QZt_e—t)’

vu que £ [e*'] (s) = (voir exemple 1.2).

S—a

Théoréme 1.2 [10] Soit f une fonction vérifiant les conditions du théoreme 1.1. La trans-
formée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f € €" (R,),
est donnée par

n-1
2L [DF(D] (5)=s"E(s) = Y s* By
k=0 =0

oitn—1<a< n, avec n € N*, F est la transformée de Laplace de la fonction f et f* est la
dérivée d'ordre k de la fonction f au point ty = 0.

2.2.2 Transformation de Mellin

Définition 1.6 [4] La transformation de Mellin d’'une fonction f définie et continue par
morceaux sur]0, +ool est la fonction notée A [ f] et définie par l'intégrale généralisée

+00
A (D](s) :fo frldt,

oitseC.

Théoreme 1.3 [4] Supposons que
e f estcontinue sur]0, +oo[;
e Pour un nombreréela, f(t)=0(t*) quandt—0;
o pourtoutPeR,, f(t)=0(t™P) quand t — +oo.
Alors, l'intégrale généralisée

+00
f fne e,
0

converge absolument pour Re(s) > a et définit une fonction holomorphe sur le demi-plan
Re(s) > a.



3. SYSTEME DYNAMIQUE A TEMPS CONTINU

Exemple 1.4 Soit f(t) = e oir t € [0, +ool. Il est clair que la fonction f vérifiée les condi-
tions du théoreme 1.3 pour Re(a) > 0, ainsi, sa transformée de Mellin existe et est donnée
par

MFD] () = M]e™](s),
— f+ooe—atts—1dt
0 )
if), Re(s) >.

1
Proposition 1.3 [6] La transformation de Mellin de la fonction f(t) = T a est donnée par

T[(,ls_l

M f(D)] (5) =

sin(ms)’

avecO <Re s<1 ef|arg(a) |< m.

3 Systéme dynamique a temps continu

Dans cette section, la solvabilité ainsi que les différentes représentations d'un systéme
dynamique linéaire a temps continu seront traitées.

3.1 Définitions
Soit le systeme dynamique linéaire a temps continu

Ex(t) = Ax(t)+Bu(p),
y(8) Cx(t)+Dul(p),

ou x € R” représente la trajectoire, u € R™ est le vecteur d’entrée, y € R” est le vecteur
de sortie, A € R™*" est appelée la matrice d’état, B € R"*" est la matrice de commande,
C € RP*" est la matrice d’observation, D € RP*™ ]la matrice de transmission, E € R™*" et
rteR,.

(1.1)

Définition 1.7 [1] Le systeme dynamique (1.1) est dit singulier, si et seulement si,
det(E) =0.
Définition 1.8 [1] Le systeme dynamique (1.1) est dit standard, si et seulement si,
E=L
Définition 1.9 [1] Le systeme dynamique (1.1) est dit régulier, si et seulement si,
det(Es—A) #0,
pour certains s € C.
Proposition 1.4 [8] Pour tout systeme dynamique singulier et régulier de la forme (1.1), la
matrice (Es — A) peut s'écrire comme unique série de Laurent au voisinage de oo

+00 .
Es-A) 1= ¢;s (1.2)
i==p

oup=rg E—deg(det(Es—A))+ 1 est appelé indice de nilpotence du faisceau (Es — A) et ¢;
est la matrice fondamentale associée au systeme (1.1).
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3.2 Solvabilité d’'un systeme dynamique

Considérons le systéeme dynamique linéaire a temps continu de la forme

{Ex(t) = Ax(f) +Bul(p), (1.3)

y() = Cx(¥)+Dul(p),
outeR,, xeR", ueR™ et y € RP sont, respectivement, la trajectoire, le vecteur d’entrée

et le vecteur de sortie. E, A€ R™" BeR"™™ CeRP*" etD e RP*™ avec detE =0.
Le condition initial associée au systéeme (1.3) est

x(0) = xp.
Supposons, de plus, que le systeme (1.3) est régulier, c’est-a-dire, la matrice
(Es—A)

est inversible pour certains s € C.
Ainsi, la trajectoire du systeme (1.3) est donnée par

= i ! i i
x(t):z_—'(Bf (t—-1)'u(t)dt+Et xo)
i=0 U 0 (1.4)

! . .
+3 b (Bul V(0 + B8V (1) xo)
i=1

ou ¢; est la matrice fondamentale, p est appelé indice de nilpotence du faisceau (Es—A)
avec p=rg E—deg(det(Es—A)) + 1 et § est la fonction Delta de Dirac, elle est donnée par

oo si t=0,

8(”:{ 0 si r#0.

La trajectoire x est obtenue en utilisant la transformation de Laplace. En effet, de la
transformation de Laplace et de la régularité du systeme (1.3), il découle

X(s)=(Es—A)"' [BU(s) + Exo],

ou X et U sont, respectivement, les transformées de Laplace des fonction x et u.
En remplagant (Es—A)~! par I'expression de sa série de Laurant (formule (1.2)), nous
obtenons

+00

Y @i s BU(s) + Exol,
i=—jt

X(9)

. (p_i(si_lBU(s)+si_1Exo).

+oo . ‘ b
= Y ¢i(sTTIBU@ + 5T By +
i=0 i=1
En dernier, I'expression de la trajectoire (formule (1.4)) est obtenue par I'utilisation de
la transformée de Laplace inverse.

SidetE #0, alors, la trajectoire de systeme dynamique (1.3) devient

+oo (B17)’ t . .
x(t)=) %(E_IB]; (t—-D'u(mdt+1t xo). (1.5)

i=0
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3.3 Représentations d’un systeme dynamique

Tout systeme dynamique peut étre représenté par plusieurs manieres, lesquelles sont
la représentation d’état (A, B,C, D), la fonction de transfert G, la réponse impulsionnelle
g, 'équation différentielle et enfin la matrice de Schur Sg. Dans cette partie, avant de
définir les représentations et faire le lien entre eux, nous présenterons la modélisation du
phénomene de la masse-ressort-amortisseur classique.

3.3.1 Modélisation du phénomeéne de la masse-ressort-amortisseur classique

La figure 1.1 représente le phénomeéne de la masse-ressort-amortisseur

LLL L s
I
T uy
m
¥
, yit)
|

P iy

FIGURE 1.1 — Modele de la masse-ressort-amortisseur classique.

Le systéeme étudié consiste en une masse m reliée a un bati immobile par I'intermé-
diaire d'un ressort de raideur k et d'un amortisseur de constante d’amortissement b. La
masse peut se déplacer dans une seule direction et est, en outre, soumise a une force
u(t). On suppose que les forces sont appliquées au centre d’'inertie de la masse et que les
mouvements et les forces intervenant dans les autres directions sont négligeable. De plus,
I'effet de la gravité n’est pas pris en compte.

Lapplication du principe fondamental de la dynamique au systéeme masse-ressort-
amortisseur permet d’aboutir a I'équation du mouvement

myj(t)+by(t)+ky(t) =u(t), (1.6)
Si on prend, par exemple, m=1, b=3 et k=2, 1’équation du mouvement (1.6) devient

@O +3y@) +2y(t) = u(t), (1.7)

3.3.2 Del'équation différentielle a la représentation en espace d’état

Principe 1.1 Considérons l'équation différentielle ordinaire linéaire avec second membre
a coefficients constants

n-1 .
Y=Y aiy? ) +u(®), (1.8)
=0

oiL y est la fonction de sortie, yV et a;, pour i = 1, n, sont, respectivement, les dérivées
d'ordrei de la fonction y par rapport a la variable t, t € Ry et les coefficients réels de 'EDO.
u est considérée comme fonction second membre.
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Les conditions initiales associées a l'équation (1.8) sont

¥ =y, i=0,n-1 (1.9)

Pour des raisons de simplification, nous prenons yp ; =0 pour touti=0,---, n—1.
Lutilisation d'un changement de fonction adéquat permet de transformer l'équation
(1.8) en un systeme dynamique. En effet, pour

x1() = y@) x1() = y
x2(8) = y(©) X2(1) = y(©)
4 : => A : )
Xn-1(0) =y 3@ gno1(®) =y @)
xn(0) = Yy U@ In(0) = Yy (@)
x1(8) = x2(1)
X2() = x3(1)
= ,
Xp_1() = xu(0)
n—-1
Xn(f) = ) aixis (0 +u(o)
i=0
nous obtenons
x(t) =Ax(t) + Bu(n),
y(1) =Cx(1) + Du(n),
ol
1) x1(8) 0 1 0 0
X2 (1) X2 (1) o o0 1 0 - 0
x(t) = : , x(f)= : , A= 0 . e : ],
Xp-1(1) Xp-1(8) 0O 0 : 0 1
Xn (1) Xn (1) apg ay ay -+ dp-2 dp-1
0 y1(8)
0 y2(1)
B=| : |, y-= : , C=(1 0 --- 0 0) et D=0gr.
0 Yn-1(2)
1 Yn (1)

Les conditions initiales (1.9) deviennent

x(0)=x0=y0,;=0, i=0,n-1.

Exemple 1.5 Considérons l'équation différentielle ordinaire décrivant le phénomene de la
masse-ressort-amortisseur classique

@) +3y(0) +2y(1) = u(D), (1.10)

ot y(0) = y(0) =0 (pour des raisons de simplification).
Léquation (1.10) peut étre transformer en un systeme différentiel. Pour se faire, posons

{ x1(8)
X2(1)

yao {xl(t) = x2(0), (L11)

y(1) () = —2x1(0) —3x2(0) + u(p).



3. SYSTEME DYNAMIQUE A TEMPS CONTINU

Ainsi, la forme matricielle associée a 'EDO (1.10) est

W) (0 1 \(xm@) (0
(xzm) - (—2 —3)(xz(r))+(1)”(”’

_ x1 (1)
v = (1 0)(xz(t>)’
oll encore
{)'c(t) = Ax(t)+Bu(y),
y() = Cx(v),
avec
_[ @ o[ (D (0 1 (o ~
x(t)—(xz(t)), x(t)-(xzm), A_(_z _3), B_(l), et C=(1 0).

Les conditions initiales deviennent
x10 ) (0
X2 (0) a 0/

x(0)=0.

ou tout simplement

3.3.3 Delareprésentation en espace d’état a la fonction de transfert

Principe 1.2 Considérons le systeme dynamique suivant

x(t) = Ax(®)+Bu(n,
y(@) = Cx(®)+Du(s), (1.12)
x(0) = xp,

ot x € R", u e R™ et y € R” sont, respectivement, le vecteur d’état, d’entrée et de sortie avec
teR,. AcR™" BeR™™ CeRP*" etD e RP*'™,
Xo représente la condition initiale, cependant, pour des raisons de simplification, nous
prenons xg =0, c’est-a-dire,
x(0) =0.

Lapplication de la transformation de Laplace au systeme (1.12) donne

(Is—A)"1BU(s),

{ X(s)
CX(s) +DU(s),

Y(s)

ouX, U etY sont les transformations de Laplace des fonctions x, u et y respectivement.
Si nous remplacons X(s) par (Is—A)"'BU(s) dansY(s), il découle

Y(s)=C(Is—A)"'BU(s) + DU(s).

Ainsi, par définition, la fonction de transfert est

Y(s)
U(s)’
CIs—-A)"'B+D,

G(s)

pour certains s € C.
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3. SYSTEME DYNAMIQUE A TEMPS CONTINU

Exemple 1.6 Soit le systeme dynamique décrivant le phénomene de masse-ressort-amortisseur
. 0 1
{ x(1) ( _o _3 )x(t)+
y()

(1 0)x(),
avecx€R?, yeRetueR.
Lapplication de la transformée de Laplace sur le systéeme (1.13), permet de trouver

-1
s -1 0
(2 s+3) (1)U(s)’

(1 0)X(s),

0
1 ) u(e), (1.13)

X(s)

Y(s)

ouX,Y etU sont, respectivement, les transformées de Laplace de x, y et u, alors,

-1
-1 0
Y(s)=( 1 0)(; S+3) (I)U(s).

Ainsi, la fonction de transfert associée au systeme (1.13) est
Y(s)
U’
-1
s -1 0

(o) s ) (V)

1
s2+3s5+2

G(s)

Remarque 1.1 La commande ss2tf du logiciel MATLAB permet de transformer des équa-
tions d’état a une fonction de transfert.

3.3.4 Delafonction de transfert a la représentation en espace d’état
Principe 1.3 Considérons la fonction de transfert
G(s) = Cs—A)'B+D,

pour certains s € C.

Y(s)
Comme G(s) = ——, alors,
U(s)

Y(s) = C(Is—A)"'BU(s) + DU(s).

Ainsi, pour
X(s) = (Is— A)'BU(s), (1.14)
nous aurons
Y(s) = CX(s) + DU(s). (1.15)
Lapplication de la transformation inverse de Laplace sur les équations (1.14) et (1.15)
donne
x() = Ax(®)+Bu(p),
y() = Cx(t)+Dul(p),
x(0) = 0.

11



3. SYSTEME DYNAMIQUE A TEMPS CONTINU

Exemple 1.7 Soit la fonction de transfert modélisant le phénomene de la masse-ressort-
amortisseur

1
G = —-—,
(s) s2+3s+2
_ 1 1
T os+1 s+2°
Comme
Y(s)
G($)=—,
u(s)
alors,
1 1
Y(s)=——U(s) ———U(s).
s+1 s+2
Posons
u(s)
X]. (S) =)
s+1
XZ(S) =)
s+2

Y(s) =X;(s) —Xz($).

Lapplication de la transformée inverse de Laplace sur (1.16), nous donne

x1(8)
X2(1)

(1)

—x1(8) +u(p),
—x2(8) + u(D),
x1(8) — x2(1).

D’oui, une autre représentation d’espace en état possible

{ (1) (_1 0 )x(t)+ 1)u(t),
y(®)
Remarque 1.2

0 -2
(1 -1)x(.

1. Lacommande t f2ss du logiciel MATLAB permet de transformer la fonction de trans-

fert a des équations en espace d’état.

2. Par l'utilisation de la commande tf2ss, la fonction de transfert G(s) =

s2+3s+2’
admet la représentation en espace d'état suivante
. -3 -2 1
{x(” - ( 10 )x(t”(o)“m’ (1.17)
y@® = (0 1)x(®.

3.3.5 Delafonction de transfert a la réponse impulsionnelle

Principe 1.4 La réponse impulsionnelle, notée g, d’'un systeme dynamique est la transfor-
mée de Laplace inverse de sa fonction de transfertG, i. e.;
En effet,

L7NGH) (),
£ [Ccis-A"'B+D] (0,
Ce B +Dd(1),

g(1)

ot § est la fonction Delta de Dirac.

12



4. SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

Exemple 1.8 Soit la fonction de transfert G modélisant le modele masse-ressort-amortisseur

1
CO= sz
Comme
g(t)=2L71G(s) (),
alors,
1
_ -1 -
81 = s+1 s+2 (0,

-t _ -2t

3.3.6 Delafonction de transfert a la matrice de Schur

Définition 1.10 [17] Considérons la matrice block M de dimension (n+ m) x (n+ m)

N|O
Q
avec N, O, Q et R sont des matrices de dimension nx n, nx m, p x n et p x m respective-

ment.
Le completement de Schur de la matrice réguliere N en M est la matrice Sy donnée par

M=

’

M/N =Sy =R-QN"!0.

Principe 1.5 Ensebasant sur la définition 1.10, la matrice de Schur de la fonction de trans-
fert

G(s) = Cs—A)'B+D,
associée au systeme dynamique régulier (1.12) est donnée par

sI-A|B

Sc(s) = —C D

Exemple 1.9 La matrice de Schur de la fonction de transfert

G§)=———,
(s) s24+3s5+2

du modele masse-ressort-amortisseur, est donnée par

s -1
Sg(s)=| 2 s+3]|1
-1 0 |

4 Systéeme dynamique fractionnaire

Dans cette section, nous présenterons la solvabilité et les différentes représentations
d’'un systeme dynamique fractionnaire linéaire a temps continu.

13



4. SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

4.1 Définitions
Un systeme dynamique fractionnaire linéaire a temps continu est défini par

ED%x(1) Ax(t)+Bu(p),
y() = Cx(®)+Dul(r),

(1.18)

ot D est la dérivée fractionnaire d’ordre a, avec n—1 < a < n, n € N*, au sens de Caputo
de la fonction x par rapport a la variable ¢, t € R;. x € R" est la trajectoire, u € R™ est
le vecteur d’entrée et y € R” est le vecteur de sortie. A, E € R"™" B e R"*™, C e RP*" et
D e RP*™

Les conditions initiales associées au systeme (1.18) sont

xD0)=x;9, Vi=0,n-1.
Définition 1.11 [1] Le systeme dynamique (1.18) est dit singulier, si et seulement si,
det(E) =0.
Définition 1.12 [1] Le systeme dynamique (1.18) est dit standard, si et seulement si,
E=1
Définition 1.13 [1] Le systeme dynamique (1.18) est dit régulier, si et seulement si,
det(Es*—A) #0,
pour certains s € C.
Proposition 1.5 [8] Pour tout systeme dynamique régulier de la forme (1.18), la matrice

(Es* — A) peut s'écrire comme unique série de Laurent au voisinage de oo comme

o -1 _ = o (+Da
(Es“-A)"'= ) ¢;s , (1.19)
i=—p

ot p=r1g E —deg(det(Es* — A)) + 1 est appelé indice de nilpotence du couple (E, A) et b; est
la matrice fondamentale associée au systeme (1.18).

4.2 Solvabilité d’'un systéme dynamique fractionnaire

Considérons le systeme dynamique linéaire d’ordre fractionnaire singulier a temps
continu

(1.20)

ED% x(1) Ax(t)+Bu(p),
(1) Cx(t) +Dulr),

ou D% est la dérivée fractionnaire d’ordre o, n—1 < a < n, n € N*, au sens de Caputo de
la fonction x par rapport a la variable ¢, t e R;. x e R”, u e R™ et y € RP. A, E € R™",
BeR™™M CeRP*"etD e RP*™ avec detE =0.

Les conditions initiales associées au systeme (1.20) sont

Pl (0)=xr0, Vk=0,n-1.
Supposons que le systeme (1.20) est régulier, i. e. ;
det(Es*—A) #0,

pour certains s € C.
La solution x du systéme (1.20) est sans impulsion, ce qui est équivalent aux condi-
tions de compatibilités suivantes [2]

14



4. SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

o s%1-FE x®)(0) existe pour tout s € [0, +oco[, n—1<a<n,avecneN*et0<k<n-1;

o u(r) existe, u®(0) est nulle, Vi = 0.

L'application de la transformation de Laplace sur la premiere équation du systeme
(1.20), donne

n-1
Es*X(s)—E Y s*F1x®(0) = AX(s) + BU(s),
k=0

ce qui est équivalent a
n-1
(Es*~A)X(s) =BU(s) +E )_ s* % xp o,
k=0

ol X, 0= x®(0) pour tout k=0, n—1.
Comme le systéme est régulier, alors,

n—1
X(s) = (Bs“~A)'BU(S) + (Es“~A)'E Y s%F i,
k=0
ainsi, par 'utilisation de la série de Laurant (formule (1.19)), il découle
+00 . +00 . n-1
X(s) = Y s TVBUG + Y s VR Y sF .
i=—p i=—p k=0

Par la transformation inverse de Laplace, nous obtenons

= E(t—T)xitesl n-1 itk
b= i|| ———Bu(@dt+E) —————
o ;Jq) (j(; INoi + ) ufmydr + ;;,F(ai+k+1)xk’0)

n . n-l
+Y ¢ |BDU D) +E Y Dl“‘k‘lﬁ(t)xk,o).
i=1

k=0

Si E =1, la trajectoire du systéme dynamique fractionnaire (1.20), devient

+oo t(t_.r)ai+0(—1 +oo n-1 to(i+k
1) = A’f —— B dt+) A —_— . 1.21
() ;) 0 Taira DAt ;0 ,;)F(ai+k+1)xk’0 121

Remarque 1.3 La trajectoire du systeme dynamique fractionnaire (1.20) peut étre obtenue
par d’autres transformations intégrales. Par exemple, dans [11] et dans [12], l'état a été ob-
tenue en utilisant la transformation de Sumudu.

4.3 Généralisation des représentations d’'un systeme dynamique

Avant de passer aux différentes représentations d'un systéme dynamique fraction-
naire, rappelons la définition d'un systeme dynamique fractionnaire commensurable.

Définition 1.14 [15] Un systeme dynamique fractionnaire est dit commensurable si tous
les ordres de dérivation de I'équation différentielle d’'ordre non entier qui le régit sont des
multiples entiers d’'un ordre de base a € R,

Considérons le systeme dynamique standard fractionnaire commensurable d’ordre o

suivant
D%x (1)

(1)

Ax(t) +Bu(r),

Cx(t) +Du(t), (1.22)
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4. SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

ou D est la dérivée fractionnaire d’ordre  au sens de Caputo de la fonction x par rapport
alavariable t, te R;,avec n—1<a<n,neN* xeR" ueR" et y € RPsont, respec-
tivement, la trajectoire, le vecteur d’entrée et le vecteur de sortie. A, B, C et D sont des
matrices de dimensions appropriées.

Les conditions initiales associées au systeme dynamique fractionnaire (1.22) sont

x(l) (0) — xi,Or
pour tout i =0, ---, n — 1. Toutefois, pour des raisons de simplifications, nous prenons
x0(0) = x1,0=0,

pourtouti=0,---,n—1.
Le systeme dynamique (1.22) peut étre représenté par différentes représentations, les-
quelles sont
 Equation différentielle fractionnaire : I, équation différentielle fractionnaire asso-
ciée au systeme (1.22) est donnée par

Y aD¥y(1) = u(p),
i=0

ol les conditions initiales sont
Y=o,
pour0<i<n;
o Fonction de transfert : Par |'utilisation de la transformation de Laplace sur le sys-
teme (1.22), nous obtenons la fonction de transfert

G(s)=C(Is*—A)"'B+D;

» Réponse impulsionnelle : La réponse impulsionnelle, notée g, est la transforma-
tion inverse de Laplace de la fonction de transfert G, c’est-a-dire,

LG9 (),

£ [Cus*-A)"'B+D] (0.

g(1)

Il est simple de montrer que
D7 [11(1) =D8(1),

ou d est la fonction Delta de Dirac.
Cependant, il est difficile de trouver la transformée inverse de Laplace de (Is*—A) L.
En effet, dans le cas réel, i. e.; A € R, nous avons

1 1 A (AP
s%+ (=A) - s g2 s3a ’
et comme
1 1
— 1.23
T (s) S ( )
alors,
_ 1 1 -A (-A)?
1 _ 1
e G i L

t(x—l _Atz(x—l A2 t?)(x—l
- +
oy T2 I'Bw)

(e8] Antn(x
= t(x_l L
n;)( ) I'na+a)

LN
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4. SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

Ainsi, la réponse impulsionnelle g associée au systeme (1.22) est

1 [e.°] Al’l t”l()(
H = Ct*” -1)"——B+Dd(¢
g(1) n;)( ) Tt o (1)
e Matrice de Schur : La matrice de Schur est, aussi, considérée comme une représen-
tation du systéme (1.22). Elle est donnée par

Is“-A|B

Sg(s) = —C D

Le schéma ci-dessous regroupe les différentes représentations possible d'un phéno-
mene réel

Entrée —|  Systéeme physique |—— Sortie

. y
v
Fonction de transfert Espace d’état
G(s) (A,B,C,D,E,a)
\ 4 /
Réponse impulsionnelle Matrice de Schur
9@ S¢(5)
\ ‘ /v

Equation différentielle
F(t;y(£),D*y(t), D**y(t),+) = 0

FIGURE 1.2 - Les différentes formes de modélisation

Exemple 1.10 La figure 1.3 représente le modele de suspension des voitures de degré 1

lm(t)

Systeme isolé M zi(h)

Suspension <) lﬁ(t) zo(t)

a4

FIGURE 1.3 — Modele de suspension des voitures de degré 1 [7]

M représente la masse de la voiture, z est le profil de la roue, fy est Ueffort appliqué lors
de la suspension et z,, fi sont la force générée par la suspension et le mouvement vertical
de la masse respectivement.
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4. SYSTEME DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE

L'équation différentielle fractionnaire

D** y(1) + 0, °D** y(1) — u(r) =0, (1.24)

ot D% est la dérivée fractionnaire d'ordre o = % au sens de Caputo de la fonction x par

rapportalavariablet, t € R., et wy, = 20, modélise le phénomene de suspension des voitures
dedegrél.

Pour des raisons de simplification, nous supposons que les conditions initiales associées
a l'équation (1.24) sont nulles, i. e.;

y(i) (0)=0, pour i=0,2.

Le phénomeéne de suspension des voitures de degré 1 admet d’autres représentations les-
quelles sont
» La représentation en espace d’état : Pour passer de l'équation différentielle frac-
tionnaire (1.24) au systeme dynamique fractionnaire, il suffit de poser

x1(6) = y() D%x1(r) = D%y(1)
x(1) = D%(¥) = D%x, (1) = D**y(p) ,
x3(1) = D*y(1) D%x3() = D3y(r)
D% () = x2(0)
= DY, (1) = x3(2)
Dx3(f) = —w,°x3(8)+u(0)

Ainsi, la représentation en espace d’'état de l'équation différentielle fractionnaire (1.24)

est ,
{sz(z) = Ax()+Bu(, (1.25)
y) = Cx(v),
oitteR,, xeR3, ueR, yeR, wy =20 et
010 0
A= 0 0 1 , B=| 0 etC:(lOO),
15
00 —w, 1
et les conditions initiales deviennent
x1(0) 0
x20) |=( 0
x3(0) 0

o Lafonction de transfert: La fonction de transfert fractionnaire associée a l'équation
(1.24) est obtenu par Uapplication de la transformée de Laplace au systeme dyna-
mique (1.25),1. e.;

Y(s) = C@s*-A)"'BU(),
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5. CONCLUSION

ainsi,
Y
G(S) = ﬁy
U(s)
= CIs*-A)"'B,
1 1
o 20 w2 15
sX g2 s“(s“—i—wh) 0
0 1 1
= (1 0 0) s S(x(s(x_i_w}lﬁ) 0 ’
1 1
0 0 _
s°‘+m}l'5

1
SZ(X(SO( + w}lﬁ) :

e Laréponse impulsionnelle : La réponse impulsionnelle associée a l'équation diffé-
rentielle fractionnaire (1.24) est

o 1oo n " n
) = Ct -1) — ,
8) nZ:O( ) I'(na+a)
( )ali _— 01 0 \'[(o0
= 1 0 0)¢t -N)"—1 0 0 1 0 [;
=0 I (na+ o) 0 0 _wllf 1

o Lamatrice de Schur: La matrice de Schur associée a I'équation (1.24) est

[ Is"-A|B
S6l) = ﬁ
[ s -1 0 0
o s -1 0
T ]0 0 s+l
| -1 0 0 0

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé la définition de la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo et quelques transformations intégrales. Ensuite, la solvabilité et les différentes
représentations d'un systéme dynamique linéaire a temps continu a la fois dans le cas
ordinaire et fractionnaire ont été présentées. Ces notions nous seront d'une grande utilité
pour le développement du second chapitre.
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Chapitre 2

Energie de la réponse impulsionnelle
d’'une fonction de transfert fractionnaire
du premier type

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons essentiellement au calcul de I'énergie de la
réponse impulsionnelle, dite aussi la norme .#%, d'une fonction de transfert du premier
type associée a un systeme dynamique fractionnaire. Cette norme est utilisée pour mesu-
rer la performance et la précision d'une fonction de transfert stable, causale et propre.

Dans un premier temps, nous allons rappeler quelques notions sur la norme ./, puis,
nous reproduirons les calculs déja établit dans [14] ou des formulations analytiques et al-
gébriques seront utilisées. Ensuite, nous nous focaliserons sur une approche développée
récemment [13]. L'idée principale de cette derniere est I'utilisation des outils de la théorie
des matrices et des transformations intégrales.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous présenterons les différents outils utilisés pour le calcul de la
norme /5. Il s’agit de la forme générale d'un systéme dynamique fractionnaire du pre-
mier type a temps continu, sa matrice de Schur correspondante et les différentes défini-
tions de la norme #5.

2.1 Systeme dynamique fractionnaire associé a une fonction de trans-
fert du premier type

Considérons le systeme dynamique fractionnaire du premier type propre

D%x(t) = —ax(t)+bu(p),
y@) = cx(1),
X0 = o, (2.1)
x(0) = 0,

ou x € R* est 'état, u € R* est I'entrée, y € R* est la sortie, a € R} et b, c € R*. D est la
dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x par rapport a la variable ¢, r € R,
avecn—1l<a<n, neN*.
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2. PRELIMINAIRES

Supposons, de plus, que le systéme est régulier, c’est-a-dire,
(s"+a) #0,

pour certains s € C.
Lutilisation de la transformée de Laplace permet de transformer le systeme (2.1) de
I'espace d’état a la fonction de transfert, cette derniere est donnée par

G(s)=c b,

s“+a
pour certains s € C. Elle représente aussi le complément de Schur de la matrice

s“+al|b

Sc(8)=|—; 0

D’autre part, la fonction de transfert complexe conjuguée associée au systeme (2.1)
est

1
G*(s)=b—c,
s+ a

pour certains s € C, elle est le complément de Schur de la matrice

s+alc

SG*(S)Z[ 5 0

Par des manipulations algébriques sur les matrices de Schur Sg et Sg+, nous obtenons
la matrice parahermitienne. Elle est exprimée par

0 s%+alc
Sep(s) = s“+a -b* |0 |,
-c 0 |0

de plus, elle correspond a la fonction de transfert parahermitienne suivante

G(s) = c(s*+ a) b (s* + a)c.

2.2 Energie de la réponse impulsionnelle : norme ./

Définition 2.1 [16] On appelle norme #» d’'une fonction de transfert G d'un systeme dy-
namique entre la commande u et la sortie y le réel positif définit par

1 +00
”G”i%:ﬂf_oo tr[G*(—jw) G(jw)]| dw. (2.2)

Définition 2.2 [16] Soit G une fonction de transfert associée a un systeme dynamique, si
G(—jw) =G*(jw), alors, la norme #, est définie par

1 +00
||G||2J£2:;f0 tr[G*(—jw) G(jw)]| dw. (2.3)

Le théoréme suivant montre les variations de a pour qu'un systéeme dynamique frac-
tionnaire soit stable.

Y
Théoreme 2.1 [14] La fonction de transfert commensurable G(s) = %, d’ordrea est stable

au sens bounded input, bounded output (i. e. ; d’entrée bornée et de sortie bornée) si
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3. ENERGIE DE LA REPONSE IMPULSIONNELLE DE LA FONCTION DE TRANSFERT
FRACTIONNAIRE DU PREMIER TYPE : ETAT DE LART

e O<a<2;
e VseC,tellequeU(s)=0

T
>—.
larg(s)| > 2

Théoreme 2.2 [14] Soient G et g, la fonction de transfert et la réponse impulsionnelle, res-
pectivement, associées au systeme dynamique (2.1), alors,

limg(t)= lim sG(s). (2.4)
t—0 §—+00

Remarque 2.1 [14] Il est a noter que dans le cas ot le systeme dynamique est d’ordre frac-
tionnaire, sa norme J¢, peut étre égal a l'infinie pour une certaine valeur de «. En effet,
l'utilisation du théoréme 2.2 et le comportement de la réponse impulsionnelle au voisinage
de0 permet d’en déduire que la fonction de transfert G a une réponse impulsionnelle infinie

en t =0, par conséquent, une norme #» infinie lorsque o < %

3 Energie de la réponse impulsionnelle de la fonction de
transfert fractionnaire du premier type : Etat de 'art

Dans cette section, nous présenterons la méthode proposée par Malti et al. dans [14]

pour calculer la norme /%, d'une fonction de transfert fractionnaire du premier type ou

des formulations algébriques et analytiques seront utilisées.

Théoreme 2.3 [14] La norme #, de la fonction de transfert fractionnaire du premier type

G(s)=c b,

s%+a

otacRy, b, ceR* et0 < a < 2 est donnée selon les variations de o par

o0 si 0< as%;
1_
ax ot
||G||2 _ —czbz.—ncot( ) si %<(x<2 et a#l;
0= asin (2)
c?b?
—_— si a=1
2a

Preuve. Considérons la fonction de transfert du premier type

G(s)=c b, (2.5)

s%+a

pour certains s€ C,ou a e R, bet ceR*.
Un passage au domaine fréquentiel nécessite le changement de variable suivant

s=jo > s%=((w?%

O~ ~ . s
=> s%=j%, avec w*=® et j=e'2.

Ainsi, la fonction de transfert (2.5) devient

G®)=c b,

O+ a
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et son conjugue devient

G* (@) :b%c.
(=) +a

Comme

alors,

1
dow= —(I)é_ld(b.
o

Ainsi, la norme 7% de la fonction de transfert (2.5) est

1 +00
161y, = 5= | GGG oo,
(o,0)

1 +00

_ - .~ * [ o~ ~(lx_] ~

= ) G(jo)G" (jo)os " da,

_ L [m_ch be givge,
anJo  (je@+a) ((-)*® + a)
232 ptoo ~i-1

= = bf - — do.
am Jo ((I)+ae_10‘5)((b+aef°‘5)

Nous distinguons trois cas :
e Pour a=1, nous avons

2 1,2 +00
c“b 1 1
IGIE,, | 1,
T Jo w+ae’2w+ael2

b [t 1
= ——— dw,
bl s 0 w-+a
A
c? b?
= arctan (w)| , avec A — +oo,
ma 0

2 b?

2a

)

1
e Pour E <a<2eta#l, nousaurons

I
2

~1_
) 62 b2 +00 Y 1 _
G, = , —_ da,
a7 Jo (G)+ae‘f°‘ )(G)+aef°‘§)
~1_1

+0o0 +00
O« _ O« _
f - + QT d(k)—f ~ R ao|.
0 ®+ae 2 0 ®+aelz

Or, d’apres la proposition 1.3, nous avons

c? b?

2ama jsin(af)

et
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D’ot,
N | . i-1
2 12 n(ae_]"‘%)a —n(ae]"‘g)a
IGI2, = ‘
7 2amajsin(%) sin(%) ’
1

—c2 b aa? (om).

(xsin(g) ’
1
e PourO<ac=< 5

2
1GI%, = oo,

d’apres la remarque 2.1, ce qui achéve la démonstration du théoréeme 2.3.

4 Energie de la réponse impulsionnelle de la fonction de
transfert fractionnaire du premier type : Une nouvelle ap-
proche

Dans cette section, nous allons calculer I'énergie de la réponse impulsionnelle de
la fonction de transfert fractionnaire du premier type par une approche développer ré-
cemment [13]. L'idée clé de cette nouvelle technique est I'utilisation de la représentation
en espace d’état, la matrice parahermitienne et des transformations matricielles et inté-
grales.

Pour cela, considérons le systeme dynamique fractionnaire linéaire régulier et propre
suivant

{ D%x(1) —ax(t) + bu(p), 2.6)

y) = cx(1),
ot D est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction x par rapport a la
1

variable t, t € R, avec 3 <a <2 x, u, y€R" sont, respectivement, I'état, I'entrée, et la
sortieet a € R* et b, c € R*.

Les conditions initiales associées au systeme dynamique (2.6) sont

1

e x(0)=0si—-<a=<1

e x(0)=0etx(0)=0sil<sa<?2

De plus, le systeme (2.6) est régulier, ce qui est équivalent a

(s"+a) £0,

pour certains s € C.
Les matrices de Schur Sg et son conjuguée Sg+ associées au systéme (2.6), dans un
domaine fréquentiel, sont exprimées par

- [ jfo+a|b
Sc(@)=|-—" 0 ]

et ( .)(x ‘
| =j) ®+a]c
SG*((D)—[ A ‘0
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Par des manipulations algébriques entre la matrice de Schur Sg et son conjugue Sg+,
nous obtenons la matrice parahermitienne S. Elle est donnée par

Sep(®) = Sg(®) xS+ (®),
r .o ~ )\~
_ [ Jjo+a b]x[ (-j)@+a]c
-c |0 -b o]’
[ 0 (-j)®+alc
= | j*o+a -b* 0
| —c 0 0

Il est trés connu dans la littérature [9], que la matrice parahermitienne Sy, reste inva-
riante par des transformations colonnes et lignes. En effet, la multiplication de la matrice
S¢ par des matrices de transformations M; et M, donne

Sp(@) = Mi(®) xS¢(®) x Ma(®),
[1 00 0 (-j) o+alc 1 p|o
= p 10 X jO‘G)+a _b2 0 X 0 1 0 ’
[0 01 —c 0 0 001
[0 (/) ®+a c
= | j*o+a (j*@+a)p+p((-j) ®+a)-b*| pc
[ -cp 0

Les matrices de transformation dépendent du parametre p, lequel est la solution de
I’équation
(j*@+a)p+p((-j)*®+a)-b*=0,
d’ou
b2

2(cos(Z]o+a]

Ainsi, la matrice parahermitienne S devient

p:

0 (-j) ®+a ¢
i“O+a 0 cb’
Sp(®) = ! 2(cos(F)w+a) |,
. j cb? 0
2(cos (%)@ +a)

ol sa fonction de transfert parahermitienne est

- c
) o 0 () ®+a )"
d@) = —(—C - - ) 2
2(cos($) @+ a) 6+ a 0 Cal;: _
2(cos (%)@ +a)
-1 -1
= czb2(®+jéa) (GH—(—j)éa) :
_ ¢ b* ( 1 1 )
- 2a]sm(°%) (I)+ae_ja2_" (_I)—|—6lejo(2_ﬂ )
En dernier,
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1

+o0
IGIE, = ;fo G(jo) G* (jo) do,

1 +OOG('~)G*('~)~l_ld~
= — w wW)mw« w,
peg A J J
1 +Oo~ 1 1
= — ®) O db,
omfo ¢ (@)
272 +
cb © 1 1
= —(xnf ( oan o (bé_ld(b'
2aanjsin(F)Jo  \@+ae’? @+ael?

Nous distinguons deux cas

1 .
1. Pour — € N*, c’est-a-dire, a = 1, nous obtenons
o

1 +00 -
2
IGIZ, = — fo pw)dow,

c2b? [ oo 1 too ]
- —,ndw— —nd(x) ,
2anj lJo w+ael2 0 w+aelz
A A

272
~ i
—ln(w+a612) .

b
S - lim

2amj A—+oo

ln((b+ae_jg)

2amj \—+oo
c’b?
2a

1
2. Pour — ¢ N, c’est-a-dire, a € | 3,2[ et a#1, nous aurons
«

G2 c?b? f“’"( 1 1 ) -
= — - — | ®
7 2aanjsin(%F)Jo  \@+ae 7 ®+ael?

Q=

ldo,

par 'utilisation de la transformation de Mellin, il découle

1_ 1

R ok
, 2 b2 n(ae‘f"‘i) —n(aef"‘i)
Gl = — . ;
72 2amajsin (%) sin(%)
1 ..
AP ac? -2jsin(3-%F)
2ajsin (4F) sin(Z)

1

1
|
9
™o
Sy
™

d’ou le théoreme

Théoreme 2.4 [13] La norme ¢, de la fonction de transfert du premier type associée a la
représentation en espace d'état {a, b ,c, o}, oit a € R}, b, c € R*, > <a<2et(s“+a)#0

pour certains s € C, est donnée, selon les variation de o , par
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e Sii<a<2era#l,alors,

b2c2as—2cot ((xg)

G, =- 2.7

Il ||,,7g2 cxsin(g) (2.7)
e Sia=1, alors, )
b=c

Gl2, = ——. 2.8

Gy, = = (2.8)

La technique présentée précédemment peut étre appliquer, sans géne, pour tout sys-
teme dynamique décrit par la représentation en espace d’état {A, B, C} pour a = 1.

Corollaire 2.1 [13] La norme /&, du systeme dynamique

x() = Ax(t)+Bu(p),
y() = Cx(v),
x(0) = 0,

oit x € R", u € R™ et y € R” sont, respectivement, la trajectoire, le vecteur d’entrée et le
vecteur de sortie, pour t e Ry et A€ R, Be R et C € RP*", est donnée par

IGII%,, =tr (CPC'),
telle que la matrice P est la solution de l'équation de Lyapunov
AP+PAT +BB' =0, (2.9)

ot AT, BT et CT sont, respectivement, les matrices transposées des matrices A, B, et C.

5 Conclusion

Ce chapitre avait pour but de faire une synthese sur les méthodes existantes pour le
calcul de I'énergie de la réponse impulsionnelle de la fonction de transfert fractionnaire
du premier type. Nous avons commencé par rappeler quelques définitions et théoréemes
essentiels, puis nous avons présenté deux méthodes de calcul de la norme #%. La pre-
miere méthode est basée sur |'utilisation des formulations algébriques et analytique, or,
des outils de la théorie des matrices ainsi que des transformations intégrales sont utili-
sés pour établir la deuxieme approche. La validation numérique des deux approches sera
traitée dans le troisieme chapitre.
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Chapitre 3

Validation numérique

1 Introduction

Dans ce chapitre, la validation numérique des approches proposées précédemment
sera présentée aussi bien pour un systeme dynamique d’ordre fractionnaire que d’ordre
ordinaire. De plus, la solvabilité des systéemes dynamiques envisagés sera, également,
considérée.

2 Systeme dynamique d’ordre fractionnaire

Dans cette section, la solvabilité et le calcul de I'énergie de la réponse impulsionnelle
d’'un systeme dynamique d’ordre fractionnaire seront présentés.

2.1 Exemple

Considérons le systéeme dynamique fractionnaire a temps continu

=2x(8) + u(r),

D%x(t)
{ (), (3.1

y(t)

ou D%, avec % <a< 2, estla dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo de la fonc-
tion x par rapport a la variable t, r € R}, x € R est I'état, u € R est le controle et y € R
représente la sortie.

Les conditions initiales associées au systeme dynamique (3.1) sont

. x(O):Osi%<asl

e x(0)=0etx(0)=0sil<sa<2

Supposons, de plus, que le systéeme (3.1) est régulier, c’est-a-dire,

s¥+2#£0,

pour certains s € C, et qu’il vérifie les conditions suivantes
(C.1) s* 17k x®) Q) est nulle pour tout s € [0, +o0, % <a<2,etk=0,1;
(C.2) u(t) existe, u®(0) est nulle, Vi = 0.
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2. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

2.2 Solvabilité du systeme dynamique fractionnaire (3.1)

Le systeme dynamique d’ordre fractionnaire (3.1) est un systéme régulier, de plus,
suite aux conditions (C.1) et (C.2), sa trajectoire et sans impulsion, ainsi, d’apres la for-
mule (1.21), sa solution est donnée par

+00 (_z)i

t
_ = _ (+Da-1
x() = ;:0 ((i+1)(x)](; (t—1 u(tdr.

2.3 Norme ./ du systeme (3.1)

Le systeme dynamique fractionnaire (3.1) vérifie les conditions des théoremes 2.1, 2.3
et 2.4, ainsi, sa norme /" est donnée par

1 .
- si a=1
) 4 1, T
||G||,]L0 = = 2« COt(—) .
2 27 lca<2et #1
) T S1 2 (04 el .
wsin(Z)
x

En utilisant un code MATLAB, une comparaison entre les approches proposées par [13]
et [14] a été faite par rapport aux différentes valeurs de o € 5,2 . Les résultats obtenus

sont présentés dans la figure 3.1.

*  Méthode de Lakeb et al.
Méthode de Malti et al.

3.5

25}

HGHHz
N
T
1

FIGURE 3.1 — Comparaison entre les valeurs de la norme #5 entre les méthodes proposées dans

[13] et [14] pour G(s) =

1
avec — <a<2.
sX+2 2

Les deux courbes coincident, ce qui confirme que les deux approches sont identiques.
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3 Systeme dynamique d’ordre ordinaire

La solvabilité et le calcul de la norme %, du systéme dynamique modélisant le phé-
nomene de la masse-ressort-amortisseur seront traités dans cette section.

3.1 Exemple

Le phénomene de la masse-ressort-amortisseur représenté par la figure 1.1 est décrit
pas les équations suivante

(0 1
{x(t) = (_2 _3)x(l‘)+

y@ = (1 0)x(,

0
1 ) u(t), (3.2)

oil x € R? est la trajectoire, u € R est la commande et y € R représente la sortie.
Les conditions initiales associées au systeme dynamique (3.2) sont

x(0) = 0.
Supposons, de plus, que le systéeme (3.2) est régulier, i. e. ;
s2+35+2#0,

pour certains s € C.

3.2 Solvabilité du systeme dynamique (3.2)

Comme le systeme dynamique (3.2) est régulier pour certains s € C, alors, d’apres la
formule (1.5), sa trajectoire est exprimée par

+00 i 4 .
x(t):Z%[ _02 _13 ] [ (1) ]fo (t—-1'ult)dr.

i=0 °*

3.3 Norme ./, du systeme dynamique (3.2)

Il est claire que le systeme dynamique (3.2) vérifie les conditions du corollaire 2.1,
ainsi, l'utilisation de la commande lyap du logiciel MATLAB permet de déterminer les
valeurs de la matrice P. Cette derniere est donnée par

1

12 0
P: 1
0 —
6

Ensuite, par un code MATLAB nous pouvons calculer la valeur de la norme #% du
systeme dynamique (3.2), elle est estimée a

IGII%, = CPpC,
V3

5
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4. CONCLUSION

4 Conclusion

Le présent chapitre a été consacré a la validation numérique des deux approches.
Nous avons, dans un premier temps, traité la solvabilité des systémes dynamiques propo-
sés, puis nous avons calculé la norme %, de chaque systeme dynamique. Par un exemple
numérique nous avons montré que les approches proposées par [13] et [14] sont iden-
tique.
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Conclusion

Lobjectif principal de ce travail est de calculer I'énergie la réponse impulsionnelle
d’une fonction de transfert fractionnaire du premier type en utilisant deux manieres dif-
férentes.

La premiere méthode, introduite par Malti et al. [14], est basée sur l'utilisation des
formulations algébriques et analytiques sur la fonction de transfert fractionnaire. Tandis
que I'idée clé de la deuxieme méthode est I'utilisation des outils de la théorie des matrices
comme la matrice de Schur, la matrice parahermitienne, les matrices de transformation
et des transformations intégrales. Cette approche a été développée par Lakeb et al. dans
[13].

Pour ce faire, nous avons, dans un premier temps, défini quelques notions de base sur
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et les transformations intégrales. L'étude de la
solvabilité d'un systeme dynamique linéaire a temps continu dans le cas ou les dérivées
sont ordinaire et fractionnaire a été étayée suivit par les différentes représentations d'un
systeme dynamique.

Ensuite, nous avons rappelé les définitions de I"énergie de la réponse impulsionnelle,
dite norme /%, suivit par quelque résultat sur la stabilité d'un systeme dynamique frac-
tionnaire. Le calcul de la norme #, par deux techniques différentes a été ensuite consi-
déré.

Lefficacité de I'approche proposée par Lakeb et al. dans [13] a été confirmée via des
exemples numériques.

Comme perspective, nous envisageons d’étendre I’approche proposée par Lakeb et
al. dans [13] aux différents types de systemes dynamiques fractionnaires ol les matrices
{A, B, C} sont de tailles quelconques.
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Calcul de I'énergie de la réponse impulsionnelle d'une fonction de
transfert fractionnaire du premier type

Résumé : Lobjectif principal de ce manuscrit est de calculer I'énergie de la réponse
impulsionnelle, dite aussi norme #%, d'une fonction de transfert fractionnaire du pre-
mier type par deux méthodes différentes. La premiére approche, introduite par Malti et
al. dans [14], est basée sur l'utilisation de quelques formulations algébriques et analy-
tiques sur la fonction de transfert. Par contre, la deuxieme méthode, proposée par Lakeb
et al. dans [13], utilise essentiellement des outils et techniques de la théorie des matrices
et des transformations intégrales.

Lefficacité et la performance de la deuxieme approche ont été prouvées via des exemples
numériques en moyennant des programmes MATLAB.

Comme perspective, nous envisageons d’étendre 'approche proposée par Lakeb et al.
dans [13] aux différents types de systemes dynamiques fractionnaires o1 les matrices sont
de tailles quelconques.

Mots-Clés. Complément de Schur, Dérivée fractionnaire au sens de Caputo, Energie de
la réponse impulsionnelle, Norme %%, Matrices de transformations, Matrice parahermi-
tienne, Représentation en espace d’état.

Calculation of the impulse response energy of a fractional transfer
function of the first kind

Abstract: The main objective of this work is to calculate the impulse response energy,
known also as the /% -norm, of a fractional transfer function of the first kind using dif-
ferent methods. The first approach, introduced by Malti et al. in [14], is based on the use
of some algebraic and analytical formulations on the transfer function. However, the se-
cond method, proposed by Lakeb et al. in [13], uses tools and techniques from matrix
theory and some integral transformations.

The effectiveness and the performance of the second approach have been illustrated
using numerical examples.

Through the promising result, we plan to extend the approach proposed by Lakeb et
al. in [13] to different types of fractional dynamical systems.

Key Words. Schur complement, Caputo fractional derivative, Impulse response energy,
#C>-norm, Matrix transformation, Parahermitienne matrix, State-space model.
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