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Introduction

La dynamique des populations est la science qui explique la variation au cours du
temps, du nombre d’individus dans une population. L'importance de la dynamique des
populations en biologie, et particulierement en écologie, est trés importante aujourd’hui,
elle peut en effet décrire les variations d'une ou plusieurs populations occupant un milieu
et interagissant entre elles [10] .

Le modele de Lotka Volterra est I'un des premiers modeles qui décrit I'interaction
entre populations, il s’appuie sur une ou plusieurs équation différentielle ou sur plusieurs
équations différentielles couplées, il est utilisé dans I’analyse de la dynamique des popu-
lations. La construction et I'’étude d'un modele prédateur-proie est restée un domaine
important de I"écologie théorique depuis les fameuses équations de Lotka (1924) et de
Volterra (1926). Ce modele permet de prendre en compte chaque individu d’'une popula-
tion et de simuler son comportement et son interaction avec d’autres individus.

Le phénomeéne du cannibalisme des proies est lorsque les adultes ne trouvent pas de
nourriture, ils mangent les plus faibles et les plus jeunes de leurs espéces[10], ce phé-
nomeéne arrive généralement chez les poissons. Les premiers scientifiques commencé a
étudier le cannibalisme dans les années 1970. En 1981, une étude publiée dans I’Annual
Journal of Ecology and Systematics a examiné les données de centaines études liées au
cannibalisme, des chercheurs de I'Université de Jyvdskyld en Finlande étaient curieux de
savoir si la grenouille venimeuse colorée (Dendrobates tinctorius) présentait un compor-
tement cannibale.

Dans ce mémoire, on propose le modele proie-prédateur avec comportement canni-
balisme chez les proies et croissance logistique des proies dans le but d’étudier les effets
du cannibalisme sur I'interaction entre les prédateurs et proies.

Le mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le chapitre 1, on décrit les définitions de quelques structures biologiques essen-
tielles en écologie et on identifie aussi les interactions essentielles, qui sont les bases de
nombreux systémes écologiques et I'historique de modele proie-prédateur.

Dans le chapitre 2, on calcule les points d’équilibres de quelques variantes du modele
proie-prédateur et on étudie leurs stabilités. On calcule les points d’équilibre du modele
proies-prédateurs avec comportement cannibalisme chez les proies avec croissance lo-
gistique des proies et on étudie la stabilité de ces points.

Dans le dernier chapitre, on rappelle la méthode de Raunge Kutta d’ordre 4, et on
termine avec des simulations numériques de notre modele.



Chapitre 1

Notions de bases en écologie des
populations

Dans ce chapitre, on décrit les définitions de quelques structures biologiques essen-
tielles en écologie et on identifie aussi les interactions essentielles, qui sont les bases de
nombreux systémes écologiques.

1 Définitions

1.1 Lindividu

Lindividu est une entité indivisible et unique, quels que soient son espece et son age
[1]. Lindividu est également séparé de son milieu par une barriere physique, ce qui ne
I’empéche pas d’interagir avec son environnement. L'individu peut étre représenté par un
systeme dynamique ouvert a part entiere [2]. La vie d'un individu est caractérisée par des
étapes, appelées traits d’histoire de vie : il grandit, se développe, se reproduit puis meurt.
Tout au long de sa vie, I'individu interagit avec son environnement qui, en retour, 'in-
fluence profondément et peut induire une certaine variabilité. De plus, I'individu puise
’énergie nécessaire a son développement dans |’environnement.

1.2 Lapopulation

La population est un ensemble d’individus d'une méme espece qui vivent sur un méme
territoire, qui sont en interaction entre eux, et qui se reproduisent entre eux [3]. Une po-
pulation est dite fermée si les individus ne peuvent ni immigrer ni émigrer dans ou en
dehors de I'habitat [7]. La notion de population est un concept tres utilisé en écologie et
a fait 'objet de trées nombreuses investigations au cours du siecle dernier [8].

1.3 Lécosystéeme

Un écosysteme est un ensemble de populations, qui vivent dans un méme lieu et in-
teragissent entre elles [4].

1.4 Ladynamique des populations

La dynamique des populations est la science qui explique la variation au cours du
temps, du nombre d’individus dans une population. La dynamique des populations est

7



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES EN ECOLOGIE DES POPULATIONS

tres importante en biologie, et en écologie, elle peut en effet décrire les variations d'une
ou plusieurs populations vivant dans un milieu et interagissant entre elles [10].

2 Types d’'interactions entre population

Dans I'écosysteme, on distingue essentiellement trois types d’interaction :

— la compétition (concurrence),
— le mutualisme (harmonie),
— la prédation.

D’autres interactions existent comme la coopération et le parasitisme.

2.1 Lacompétition (concurrence)

La compétition est la recherche simultanée, par deux ou plusieurs étres vivants, de la
maitrise des ressources du milieu dans lequel ils vivent. La compétition existe lorsque :

— Desindividus de la méme espéce ou d’espéces différentes, recherchent et exploitent
la méme ressource présente en quantité limitée.

— Lesressources ne sont pas limitées mais que les individus en concurrence se nuisent.
Il'y a deux types de compétition :

— Intraspécifique : la compétition entre les membres d'une méme espéce, exemple :
Deux chiens sauvages d’Asie (Cuon alpinus) se livrent un combat, une compéti-
tion alimentaire entre deux individus de la méme espéce pour une proie, comme le
montre la figure 1.1.

— Interspécifique :
La compétition entre les individus de déffirentes espéces, exemple : conccurence
interspecifque entre lion et Zebre, voir figure 1.2.

2.2 Le mutualisme

Le mutualisme est une interaction biologique dans laquelle les deux partenaires trouvent
un avantage, qui peut étre la protection, 'apport de nutriments, la pollinisation, la disper-
sion, voir figure 1.3.

2.3 Laprédation

Dans toutes les communautés, la prédation constitue la plus évidente des relations
entre populations, exprime I’acte d'un animal ou d’une plante, un prédateur capturant ou
se nourrissant d'un autre organisme, la proie, appartenant a une espéce différente et en
général moins forte. La prédation est une interaction biologique naturelle, dans laquelle
un prédateur individuel se nourrit d’autres individus la proie. La prédation joue un role
important dans la régulation du nombre de proies et de prédateurs, exemple : prédation
entre Leopard et Gazelle, voir figure 1.4.
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FIGURE 1.1 — Compétition entre deux chiens sauvages.

FIGURE 1.2 — La conccurence interspécifique entre lion et Zébre.
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FIGURE 1.3 — La pollinisation.

S
n|c||||'_.' -A

FIGURE 1.4 — Predation entre leopard et gazelle.



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES EN ECOLOGIE DES POPULATIONS

3 Historique du modéle Lotka Volterra (proies-prédateurs)

L'écologie mathématique est née des travaux du mathématicien Americain Alfred James
Lotka (1880-1949) et de le mathématicien italien Vito Volterra (1860-1940), dans les an-
nées 1920 [12]. Ils ont proposé de maniére indépendante et presque en méme temps le
premier modele mathématique pour tenter de décrire I'interaction entre une population
proie et une population prédatrice. Lhistoire de ces équations débute par une histoire
de péche. Apres la premiere guerre mondiale, le zoologiste italien Umberto d’Anconna
(1896-1964) étudié les effets de la guerre sur la péche de la sardine dans les ports de la
mer Adriatique. Le résultat de cette étude a été surprenant, car pendant la guerre, malgré
que la péche de la sardine a diminué, la population des sardines a baissé, et ceci due a la
prédation des requins. Les résultats de cette étude sont présentés dans le tableau 1.1 [6].

Une étude similaire a été faite par Volterra, et son objectif était de décrire les fonc-
tions S(f) et R(#) représentant respectivement les populations de sardines et de requins
au temps f.

La population de sardines

S'(5)=aS (1) —BS (H)R (D).
La population de requins
R' (1) =-yR(D) +8S (1) R(D).
ol
o représente le taux de croissance des Sardines en absence des Requins.

Y représente le taux de croissance des Requins.
P et 6 représentent les taux d’interaction entre population.

Année 1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

Prédateurs 119 214 221 21.2 364 273 16 15.9 14.8 10.7

Proies 88.1 786 779 788 63.6 727 84 84.1 85.2 893

TABLEAU 1.1 — L'étude des effets de la guerre sur la péche de la sardine dans les ports de la mer
Adriatique du zoologiste italien Umberto d’Anconna (1896-1964)

11



Chapitre 2

Modélisation Mathématique

Dans ce chapitre, on va présenter plusieurs variantes du modele proie-prédateur, ainsi
que leur analyse de stabilité.

1 Le modele proie-prédateur classique

Un modéle proie-prédateur est un modele dans lequel deux especes sont considérées,
ol on a deux espece dont 'une est la nourriture de I'autre, par exemple le lynx et le lievre,
le requin et la sardine, le hibou et le campagnol,...etc.

L'objectif est de pouvoir prédire l’évolution du nombre de proie et de prédateur dans le
temps. Afin de décrire la dynamique des populations. On pose les hypotheses suivantes :

— Les proies sont la seule nourriture des prédateurs.

— Les proies x(¢) disposent de nouriture en quantité illimitée, seuls les prédateurs y(t)
s’opposent a leur croissance et en I’absence de prédateurs la population des proies
a une croissance exponentielle (modéle malthusien),

ax x(1).

— Le nombre de prédateurs est limité par la quantité des proies, dont ils disposent
pour se nourir et en I'absence des proies, la population des prédateurs a une dé-
croissance exponentielle (modele malthusien),

-y x y(1).

— Le nombre de rencontres entre proies et prédateurs est a la fois proportionnel a x(t)
et y(t) donc proportionnel au produit x(z) x y(#).

— Le taux de disparition des proies ainsi que le taux de croissance des prédateurs dues
a ces rencontres sont I'un et 'autre proportionnels au nombre de rencontres entres
les deux populations.

Ceci conduit au modele suivant :
{ X' (1) =ax(t) - Px(D)y(1)

2.1)
Yy (1) =—yy(®) +dx()y(1),

ou

«a est le taux de croissance des proies en absence des prédateurs.
Y le taux de croissance des prédateurs.

B, 8 sont les taux d’interactions entre les deux populations.

Ces parametres sont positifs[9].

12



CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE

1.1 Les points d’equillibre

Pour calculer les points d’equillibre, on résout le systeme algébique suivant,

{ ax—Pxy=0

—-Yy+0xy=0 2.2)

D’apres la premiere équation du systeme (2.2), on a

x(a-Py)=0,

alors, on distingue 2 cas :

— 1% cas: si x =0, alors la deuxieme équation donne :

y=0.

o
— 2°™MCcas:siy= B, la deuxieme équation du systeme (2.2) donne :

-y+6x=0,
— et Y
xX= 5
Finalement, on a deux points d’équilibre
Ep=(0,0)",
et o7
==(35) -

existent quelque soit les données du modéele.

1.2 Létude de la stabilité des points d’équilibre

Pour étudier la stabilité des points d’équilibre, on calcule la matrice jacobienne,

e 5 )" )

— La matrice jacobienne au premier point d’équilibre E est

a 0
IaC(Eo)z(O —Y)'

Le polynome caractéristique de Jac (Eg) est donné par :
PX)=X*+(y-o)X-ay,

et les valeurs propres de la jacobienne au point E sont,

{ Al =
Ag =-Y.
Alors, le poins Ej est instable.

13



CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE

— Lajacobienne au deuxieme point d’équilibre E, est

Jac () = ( 60% _g% ) .
Le polynome caractéristique de Jac (E;) est donné par :
P(X)=X*+ay
Enfin, les valeurs propres de la jacobienne au point E; sont,
{ A =iy
Ao =—iay

Alors, le point E; est instable.

1.3 Conclusion

Le modele proies-prédateurs classique a un serieux probléemes, les deux points d’équi-
libre sont instables et le modele n’est pas réaliste. Pour régler ce probleme, on propose
trois variantes du modele.

2 Lemodele proie-prédateur (variante 1)

Le modele proie-prédateur avec croissance logistique des proies est construit sous les
hypotheses suivantes :

— Les proies sont la seuel nourriture des prédateurs.
— Les proies x(f) disposent de nourriture en quantité limitée, seuls les prédateurs

y(t) s'opposent a leur croissance et en 'absence de prédateurs la population des
proies a une croissance logistique (modéle de Verhulst)

o X (1— x(?)
K

) x x(t)

X
K, représente la capacité de charge des proies.

— Le nombre de prédateurs est limité par la quantité des proies, dont ils disposent
pour se nourir et en I'absence des proies, la population des prédateurs a une dé-
croissance exponentielle (modele malthusien).

Yy xy(@
— Le nombre de rencontres entre proies est prédateurs est a la fois proportionnel a
x(t) et y(t) donc proportionnel au produit x(f) x y(f).
— Letaux de disparition des proies ainsi que le taux de croissance des prédateurs dues
a ces rencontres sont I'un et I’autre proportionnels au nombre de rencontres entres
les deux populations.

Ceci conduit au modele suivant :

{ x:(t):(X(l—%)x(t)—ﬁx(t)y(t) 03
y'(0) =-yy(®) +dx(0) y(1)

ou

«a est le taux de croissance des proies en absence des prédateurs.

Y le taux de croissance des prédateurs.

B, sont les taux d’'interactions entre les deux populations.

Tous les parameétres du modele sont positifs[9].

14



CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE

2.1 Les points d’equillibre

Pour calculer les points d’equillibres, on résout le systeme algébrique suivant :
{ a(l—Kix)x—ﬁxy:O (2.4)
-yy+dxy=0.
La deuxiéme équation du systeme (2.4) donne :
y(-y+8x)=0,
alors, on distingue 2 cas :

— 1'Tcas:si ¥ =0, la premiere équation du systeme (2.4) donne :

X
a(l——)x:O,
Kx

La aussi, on distingue deux cas : x =0 ou x =K.
Alors, on a deux points d’équilibre

Ep=(0,0)",
et
E1=(K.,0)".
— 2%™€cas:six= %, donc la premieére équation du systeme (2.4) donne :
(15 ) (3)-8(3)r=0
alors,
5= 2B )

POK
— On a, le troisieme point d’équilibre

=6 )

T

2.2 Létude de la stabilité des points d’équilibre

Pour étudier la stabilité des points d’équilibre, on calcule la matrice jacobienne,
X _gE _
jac( ¥ |-[ @li-#) et opr 7 )
y oy -y +0x

— La matrice jacobienne au premier point d’équilibre E est

a 0
IaC(Eo)z(O —Y)'

Le polynome caractéristique de Jac (Eq) est donné par :
P(X)=X?+ (Y-—o)X-ay,
et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point Eq sont,

{ )\120(
)\ZZ_Y-

Alors, le point E instable.

15



CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE

— La matrice jacobienne au deuxiéme point d’équilibre E; est

- —BK,
]“C(El):( oa —YESK

Le polynome caractéristique de Jac (E;) est donné par :
P(X)=X*+ (o +y—8Ky) X+ (y—08Ky),

et les valeurs propres de la jacobienne au point E; sont,

A =-
)\2 = 6Kx - Y. ’
Alors, le point E; est stable si
0K, <.
— La matrice jacobienne au troisieme point d’équilibre E; est
oy Y
e B3
Jac (Ez) = ( a(8K.—y) 0 ) .
PKx

16

Le polynome caractéristique de Jac (E,) est donné par :

P(X):X2+0(61Y<X chY (Y- 8Ky),

et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point E; sont,
A= 25K ((xy \/(xzyz +4aydK, (Y—SKX))
A2 =55 ((xy + \/cxzyz +4aySKy (Y - 6Kx))

— Siy—-08K, >0, alors A\; >0 et A, <0, donc le points E, est instable.

— Siy—-08K, <0, alors

A= 26le (ay + \/azyz —4aySKy (8K — Y))
Ao = 25K, ((xy \/0(2 —4aySKy (8K — Y))

— Si (o®y* — 48K, (8K — y)) > 0,alors

)\1<0
)\2<0.

— Si (o*y* - 4ay8K (8K — y)) <0, alors

{ ReA; <0
ReA, <0
Finalement, le point E; est stable si
y— 0K, <0.
Récapitulatif :
Eg E; E;

Y—0K, <0 instable instable stable
Y—0K,>0 instable stable instable
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3 Lemodele proie-prédateur (variante 2)

Le modele proie-prédateur avec croissance logistique des prédateurs est construit
sous les hypotheéses suivantes :

— Les proies sont la seule nourriture des prédateurs.

— Les proies x(f) disposent de nourriture en quantité illimitée, seuls les prédateurs
y(t) s‘opposent a leur croissance et en 'absence de prédateurs la population des
proies a une croissance exponentielle (modele malthusien)

ax x(1).

— La nourriture des prédateurs est limitée, en I’absence des proies, la population des
prédateurs a une décroissance logistique (modéle de Verhulst).

t
—Y(l— %)y(t),
y

K, représente la capacité de charge des prédateurs.

— Le nombre de rencontres entre proies et prédateurs est a la fois proportionnel a x()
et y(t) donc proportionnel au produit x(t) x y(#).

— Letaux de disparition des proies ainsi que le taux de croissance des prédateurs dues
a ces rencontres sont I'un et I'autre proportionnels au nombre de rencontres entres
les deux populations.

Ceci conduit au modele suivant :
X' (1) = ax(t) —Px(t)y(r)

t
Y () =-y (1 - M) y(1) +8x (D) y(D),
KJ’

(2.5)

ou

«a est le taux de croissance des proies en absence des prédateurs.
Y le taux de croissance des prédateurs.

B,d sont les taux d’interactions entre les deux populations.

Tous les parametres du modele sont positifs[9].

3.1 Les points d’equillibre
Pour calculer les points d’equillibre, on résout le systeme algébrique suivant,

{ ax—Pxy=0

—Y(I—Kly)y+6xy:0. 2.6)

D’apres la premiere équation du systeme (2.6), on a

x(a-Py)=0,

alors, on distingue 2 cas :

— 1T cas: si x =0, alors la deuxieme équation du systeme donne :
Yy
-v|l-=—]y=0,
(-

La aussi, on distingue deux cas: y=0ou y =K.
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— Alors, on a deux points d’équilibre
Eo=(0,0)",

et
E;=(0,K,)".

— 2M€cas:siy= %, donc la deuxieme équation du systeme donne :

ool

_Y(f’Ky_O‘)
x_ﬁS—Ky

alors,

Le troisieme points d’équilibre

Ep =

Y(ﬁKy ~a) Q)T
BOK, P

3.2 DLétude de la stabilité des points d’équilibre

Pour étudier la stabilité des points d’équilibre, on calcule la matrice jacobienne

x a—Py —px
TN e e

— La matrice jacobienne au premier point d’equilibre E est

a 0
IaC(Eo):(O —Y)'

Le polynome caractéristique de Jac (Eg) est donné par :
PX)=X*+(y-o)X-ay,

et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point Eg sont,
{ )\1 =
)\2 =-Y.

— La matrice jacobienne au deuxiéme point d’équilibre E; est

a-PpK, 0
0K, vy )

Alors, le points Eg est instable.

Jac(E;) = (
Le polynome caractéristique de Jac (E;) est donn é par:
P(X)=X*+(BK, - y—a) X+ Y (a—BK,),
et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point E; sont,

{ )\IZO(—E)K),
)\2=Y ’

Alors, le point E; est instable.

18
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La matrice jacobienne au troisieme point d’equilibre E est

_Y(BKy—o)
Jac(E2)=| 4 o
p PKy
Le polynome caractéristique de Jac (E;) est donné par :
xy xy
PX)=X?-=—X-—-—(a-PK,),
ﬁ Ky ﬁ K)/ ( .V)
et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point E; sont,
1
_ 2y2 —
A= 2K, (O(Y + \/(x Y2 +40pyK, (« [?)Ky))
1 .
_ — Jo2v2 -
Ao = 2K, (ay \/0( Y2 +40ByK, (« ﬁKy))

Alors, les deux valeurs propres sont positives quelque soit les données et le point E,
est instable.

4 Lemodele proie-prédateur (variante 3)

Le modele proie-prédateur avec croissance logistique des proies et des prédateurs est
construit sous les hypotheses suivantes :

Les proies sont la seule nourriture des prédateurs.

Les proies x(f) disposent de nourriture en quantité limitée, seuls les prédateurs y(t)
s’opposent a leur croissance et en I’absence de prédateurs la population des proies
a une croissance logistique (modéle de Verhulst)

(0 (1 — );(t) ) x(1)

X

K, représente la capacité de charge des proies.
La nourriture des prédateurs est limité, en I'absence des proies, la population des
prédateurs a une décroissance logistique (modéle de Verhulst).
Y
-Y (1 - K_) _V(t)
y
K, représente la capacité de charge des prédateurs.
Le nombre de rencontres entre proies et prédateurs est a la fois proportionnel a x ()
et y(#) donc proportionnel au produit x(z) x y(#).
Le taux de disparition des proies ainsi que le taux de croissance des prédateurs dues

a ces rencontres sont I'un et I'autre proportionnels au nombre de rencontres entres
les deux populations.

Ceci conduit au modiéele suivant :

¥ (1) = (1= 58 x(6) - Bx(8) y (1)

@2.7)
Y= —Y(l - %)) Y1) +8x(0)y (1),

ou

«a est le taux de croissance des proies en absence des prédateurs.
Y le taux de croissance des prédateurs.

B,d sont les taux d’interactions entre les deux populations.

Tous les parameétres du modele sont positifs[9].
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4.1 Les points d’equillibre

Pour calculer les points d’equillibre, on résout le systeme algébrique suivant,

{ a(l—Kix)x—ﬁxy:O

—Y(I—Kly)y+5xy:0 -

D’apres la premiere équation du systeme (2.8), on a

) )

Alors, on distingue 2 cas :

— 1! cas : si x =0, alors la deuxiéme équation de le systéme donne :

y
—y[1-=]y=0,
=)y

La aussi, on distingue deux cas: y=0 ou y =K.
— Alors, on a deux points d’équilibre

Eo=(0,0)",

et
E;=(0,K,)".

. K
— 2™€cas:six=K,— % y, alors la deuxiéme équation de le systeme algébrique (2.6)

donne:
Y GBKx) )
OKy—Y)+|=—- =0
(( x=Y) (Ky — ||y
— si y=0,alors
X= ny
oK, (y - 6K
— siy= M,alors
v YK (a—BK})
Donc, on a deux points d’équilibre,
Ey=(K.,0)",

— et
B YKy (a—PK,) oK, (y—08Ky) !
| ay=POK.K, " ay - pdK,K,

3
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4.2 Létude de la stabilité des points d’équilibre

Pour étudier la stabilité des points d’équilibre, on calcule la matrice jacobienne,
X (x(l—Kix)—(xKix—ﬁy —PBx
Jael y )= 5 1-2)+ 2 sx |
y y(1-g)+ g+

— La matrice jacobienne au premier point d’equilibre E est

a 0
IaC(Eo):(O —Y)'

Le polynome caractéristique de Jac (E¢) est donné par :
PX)=X*+(y-o)X—ay,
et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point Eq sont,

{ )\120(
)\ZZ_Y-

Alors, le point Eg est instable.

— La matrice jacobienne au deuxiéme point d’equilibre E; est

Jac(El):(“_ﬁKy 0 )

0K, vy

Le polynome caractéristique de Jac (E;) est donné par :
P(X)=X*+(BK, -y —a) X+ Y (a—BK,),

et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point E; sont,

)\ZZY.

Alors, le point E; est instable.

— La matrice jacobienne au troisieme point d’equilibre E; est

- _ﬁKx

I“C(EZ):( 0 —y+8K, )’

Le polynome caractéristique de E, est donné par :
P(X) =X*+ (o+y — 8K, ) X + oy - 8K,)
et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point E; sont,
)\1 =—WU
AZ = 6Kx - Y.
Alors, le point E; est stable si
0K, <.
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— La matrice jacobienne de la quetriéme point d’equilibre E3 est

_ (xy—ﬁSKxKy ay—ﬁSKxKy
Jac(Es) = ( oK}y (y—6Kx) oy (Y—0Kx)
ay—PoK. K, ay—PoK, K,y

O‘Y(ﬁKy_o‘) YKx(O‘—ﬁKy) )

Le polynome caractéristique de Egest donné par :

(o= PBKy) = (v~ 8Ky) x_ X (Y — 8Kx) (o= BK,)
oy —PBOKK, (ay —BOKLKy)

)

P(X):X2+(xy(

Donc les valeurs propres de la matrice jacobienne au point E3 sont,

1
__ _ /A2 _ _ _
AL = 2 [y~ POKLK,) (A \/A +4ay (oy — pOKLK, ) («—BKy) (v 6Kx)) ,
1
__ 2 _ _ _
A2 = 2 (oY — POKLK) (A+ \/A +4ay (ay - pOKLK, ) (a—BK,) (v 6Kx))
avec
A= oy (= BKy) - ay (v - 8Ky))
(a—BK,) >0 (a—PKy) <0
(Y—8Ky)>0 (ay —POK,K,) >0 n’a pas de sens biologique
(y-8K,)<0  n’apasde sens biologique (ay —BOK,K,) <0

Si (a—PK,) >0 et (y— 8Ky) >0 alors A; >0 et A, <0, donc le point Ej est instable.

Si (a—pK,;) < 0et (y—8Ky) <0alors Ay < 0. Side plus (a—BKy) > (y — 8Ky alors A, < 0
ou Re(Ay) <0, donc le point E3 est stable.

Finalement :

— Le point E; est stable si y > 6K.

y < 0K
a<pK,

a—PKy >y - 06K,.

— Le point E3 est stable si

5 Conclusion

On a étudié le modele proie-prédateur classique, les modeles proies-prédateurs (va-
riante 1-2-3). Les points d’équilibre du modele proie-prédateur classique et ceux du va-
riante 2 sont instable, par contre, le modiéle proies-prédateurs variante 1-3 ont chacun
deux points d’équilibre stables. Pour la suite de notre travail, on va choisir le modiéle
proie-prédateur variante 1.

6 Le modiele proie-prédateur avec comportement canni-
balisme chez les proies

Pour modéliser le comportement cannibalisme, on choisit I'interaction de Holling II,
ici, il peut étre considéré comme une prédation intérieure ou concurrence, c’est-a-dire

X
Cx)=cx—,
(x)=cx 1+bx
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ou

c est le taux de cannibalisme,

b représente le temps moyen de recherche des faibles ou des jeunes.
Le modele (2.3) devient en présence du cannibalisme,

x (1)

1+Dbx(1) | (2.9)

x’(t):(x(l )x(t)—ﬁx(t)y(t)—cx(t)

Y1) =—yy(t)+dx()y(1),

N

oll
o > 0, est le taux de natalité (naturel) des proies,
Y >0, le taux de mortalité (naturel) des prédateurs,
B>0etd>0,letaux d’interaction entre les deux populations[13].

6.1 Lexistence des points d’equillibre

Dans cette sous-section, on va étudier 'existence des points d’équilibres du systeme
(2.9).

Soit 'ensemble invariant positive, (2= Ri.

On a le théoréme suivant :

Théoreme 2.1 Notre modele 2.9 admet trois points d’équilibre,

1. le premiereEg = (0, 0T existe toujours sans condition,

—(a+(c—ab)Kg)+V/ (a+(c—ab)K )% +4a2 bK
2ab

2. ledeuxiemeE; = ( ,0) existe aussi sans condition,

Y (8K —y)(8+by) — ycdK,
5 BOK, (6+ by)

T
3. le troisiiemeE, = ( ) existe si
cyd

OKy—y> ———
Y o (8 + by)

Ky.

Preuve. Pour calculer les points d’equillibres, on a

a(l—i)x—ﬁx -cx al =0
K, Y Y bx 2.10)
-yy+0xy=0.
La deuxieme équation du systeme algébrique (2.10) donne :
y(-Y+8x)=0,
Alors, on distingue 2 cas :

— 1'®cas: si y =0, alors la premiiére équation de (2.10) donne :

X X
X ((x (1 - —) -C
Ky 1+bx
La aussi, on distingue deux cas :

— x=0,donc
Eo=(0,0)"
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— a(l—i)—cr’%)czo,ona

Ky
a(Ky—x) cXx
— =0
K, 1+bx
a(Ky—x)(1+bx)—cxKy 0
Ky (1+ bx)

a(Ky—x)1+bx)—cxK, =
—(xbxz—((x+(c—ab)Kx)x+(xKx =

On a une équation algebrique du second ordre, alors les racines de cette équa-
tion sont données par,

—(a+(c—ab)Ky) + \/((x+ (c—ab)Ky)? + 402 bK

A= 2ab >0
—(a+(c—ab)Ky) — \/(a+ (c—ab)K,)? + 402 bK
X2 = b <0.

Finalement, on a un deuxieme point d’equilibre,

T

—(a+ (c—ab)Ky) + \/(a+ (c—ab)K,)? + 402K, .

E, = ,
! 2ab

— 2leme cag:six = %,alors la premiére équation du systieme algébrique (2.10) donne :

a(l_ﬁlix)_ﬁy_c(ﬁjby) =0

et

_a8Ky—Y) (8 +by) - cYSK,
S O PR
8Ky —Y) (8 + by) — cySKy )
Un troisieme point E; = (I, (x( il Y) ( * Y) i existe si
0 ) (8 + by) K,

a (8K, —y) (8+ by) — cydK, >0,
et
cyo

0K, — _
Y B+ by)

Kx-

6.2 Létude de la stabilité des points d’équilibres

Dans cette sous section, on va étudier la stabilité des points d’équilibre de la sous
section précédente, pour cela, la matrice jacobienne du systeme (2.10) s'écrit,

2a 2x+bx?
IaC( y ): TPy P
y dy -y +0x
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Théoreme 2.2 1. Le premiére point d’équilibre du systeme (2.10) Eq = (0,0)" est toujours

instable.
T

—(a+(c—ab)Ky) + \/(a +(c—ab)K,)? + 402 bK 0
2ab ’

2. Ledeuxieme pointd’'équilibreE; =
est stable si
Yy > 0Ky.
Y a(8Kx—y) (8+by) - ycdKy
5’ BSKy (8 + by)
Y < 0Kx.

T
3. Le troisiéeme point équilibre E, = ( ) est stable si

Preuve.

1. La matrice jacobienne du premier point d’equilibre E est

a 0
IaC(Eo):(O —Y)'

Le polynome caractéristique de Egest donné par :
PX)=X*+(y-o)X—-ay,

et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point Eq sont,

A=«
{ A2=-y,
alors, le point Eginstable.
2. Lamatrice jacobienne de la deuxieme point d’equilibre E,
2
Jac(E,) = ( o= K_jm_ Tapm? ~ Tbmy  —Pm )
0 -Yy+0&m

avec

1
m= ~5ah (((x+ (c—ab)K,) — \/((x+ (c—ab)K,)? +4a2be) >0

Le polynome caractéristique de Egest donné par :

2 2am cm cm
PX) = X+|-a+(y-md)+ + + 5
Ky bm+1 (bm+1)
(v md) (0( 2am cm cm )
Y Ky bm+1 (bm+1)>*)
et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point E; sont,
AM=-y+dm,
= L aKc—2m) (bm+ 1) —cm 2+ bm)Ky
7K, 1+bm@2+bm)
Alors le point E; est stable si
dm<y
Ky <2m.

avec

__1 _ ~ - —
m= 2ab((a+(c ab)Ky) —\/ @+ (¢ - ab) K)? +402bK ;| > 0.
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y a(8K;—y)(8+by)—ycdK,\"

3. Lamatrice jacobienne du troisieme point d’equilibre E, = (

5’ oK, (8 + by)
est 6
(0 28+by Y
- 2y —8Ky) - PM —cy | =2, | -2
Jac () =| oK, (2 70K PM-cy ( (6+by)2) 5 |,
oM 0
avec
N (8Kx—7Y) (8 + by) — YcBK,
- BOK, (5 + by) '
Le polynome caractéristique de Eoest donné par :
P (X) =X+ [—a+ M + 20— + c—— (25 + by))X+Mﬁy,
0K (5 + bY)

et les valeurs propres de la matrice jacobienne au point E; sont,

A A+ VA2-4BC
1=
2
A __A—VA2—4BC
2" 2
avec
(04 28+ by
A = 2y-08K +[’)M+cy(—)
oK, « (6+by)?
By
= —1>0
5 >
= OM>0.

SiA>0,c-a-d 2y > 8K alors A; < 0 et A, <0, donc le points E; est stable.
SiA<0,alors Ay > 0et Az >0, donc le points E, est instable.



Chapitre 3

Simulation numérique

1 Rappel sur les méthodes de Runge-Kutta

Dans ce chapitre, nous rappelons la méthode de Runge-Kutta, une des méthodes les
plus utilisées dans la résolution numérique des équations différentielles. Cette méthode
sera utilisée pour le reste de ce travaile.Définissons le systeme d’équations différentielles
ordinaires sur [fy, tf] par

{ y' () =F(t,y ()
¥ (to) = Yo '

Avec
V@) =310,y 0, ...y, (D),

et
F(t,y®)=(A(ty®), £(6y®), . fu(t,y(®)).

ou F est une fonction donnée et Y est la solution du systéme.

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes en une étape qui estiment la so-
lution du systeme a un instant #;;; en utilisant uniquement y; qu’a t;. Ces méthodes
nécessitent plusieurs évaluations du second membre F sur chaque intervalle[#;, t;+1]. Le
schéma Runge-Kutta d’ordre 4 (en abrégé RK4) est le choix le plus courant, il est utilisé de
maniere quasi universelle dans les sciences de I'ingénieur.Une méthode RK4 est écrit :

YD =y )
tipi=h+1;
kl :F(tiryi)

} ke=Flt+Ly+1K
ks=F(t; + 2, yi+ 2k,
k4:F(ti+h!yi+hk3)

D = 30 4 % (ky +2ko +2ks + ky)

Soit le systéme suivante :

X =f(t,xy)
y @ =f(txy)
x (o) = Xo )

¥ (o) = Yo
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Donc .
x® = x (1)

YW=yt
ti+1:h+ ti
ky = f (t1, %1, 1)
h=g(tx,y:)
kz:f(ti+g,xi+gk1,%)

3 lz:g(“g’xi’yi““gll)
kg:f(ti+§,xi+gk2,%)
ls:g(ti+§,xz',yi+g12)
k4:f(t,-+h,x,-+hk3,yi)

. l4:g(ti+h,xi,J/i+h13)

x(H'-l) — x(l).+ % (kl +2k2 +2k3 + k4)

y(z+1) _ y(l) + % (h+2L+213+1y)

2 Stabilité numérique des points d’équilibres

Dans cette sectionon va confirmer numériquement la stabilité des points d’équilibres
E; et E> que sont a déja étudiés théoriquement dans le section 5 de chapitre 2.

2.1 Lepoint d’équilibre E,

On prend les valeurs des paramétres opérationnels du tableau 3.1.
D’aprés la figure 3.1, on voit bien qu’aprés un temps assez grand la solution du sys-
teme converge vers le point d’équilibre.

184
(1),
Alors ce point est localement asymptotiquement stable dans I’ensemble (2.

2.2 Lepoint d’équilibre E,

Pour les valeurs des paramétres opérationionnels du tableau 3.2.
D’aprés la figure 3.3, on voit bien qu’apres un temps assez grand la solution du sys-
téme converge vers le point d’équilibre

200
E2= ( 300 )

Alors ce point est localement asymptotigment stable dans ’ensemble (2.

a B y ) K, b c

0.25 0.0006 0.2 0.001 1000 0.2 5

TABLEAU 3.1 — Les données opérationnelles pour converger vers E;.
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Prédateurs

140 160

Proies

FIGURE 3.1 — La convergence du point E; dans le graphe 2D.

200

______________________________________
e r—
e o
-

180

160+
Proies
Prédateurs

140+

1207,
100

40
20

100 150 200
Temps (en semaines)

50

FIGURE 3.2 — La stabilité du point E; avec les condition initiales xy = 100, yg = 45.

K

B 14

0.25 0.0006 0.2 0.001 200 0.1

TABLEAU 3.2 — Les données opérationnelles pour converger vers Ej.
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Prédateurs
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FIGURE 3.3 — La convargence du point E; dans le graphe 2D.
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FIGURE 3.4 - La stabilité du point E, avec les condition initiales xy = 100.
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3 Simulation de quelques senarios

Dans cette section, on va sumiler deux senerios :

— Linfluence de le taux de cannibalisme des proies, représenté par le parameétre ¢
dans notre modele.

— Linfluence de letemps moyen de recherche des faibles ou des jeunes, représentée
par le parametre b dans notre modéle.

3.1 Linfluence de c le taux de cannibalisme

Notre but dans cette sous-section est de simuler le taux du canibalisme, pour voir son
impact sur I’évolution des proies et des prédateurs.

pour différentes valeurs du taux de cannibalisme ¢ = (0.1;0.45;0.85), on obtient les
resultats dans les figures 3.5-3.6.

Les figures 3.5-3.6 montrent I'influence de c le taux de cannibalisme sur les prédateurs
et les proies.

Les constatations :

1. Plus cest petit, plus le pic de courbe de prédateur et proie est grand, et plus le temps
pour attendre le pic augmante (voir fig 3.5).

2. Pour ¢ =0.1, on atteint le nombre maximal des proies a peu pres égale 517 individus,
apres 13 semaines et le nombre des prédateurs atteint presque le minimum égale
200 individus.

Le nombre maximum des prédateurs pres de 689 individusest atteint apres 20 se-
maines, alors que le nombre des proies diminu jusqu’a 190 individus.

3. Pour ¢ = 0.45, Le nombre maximum des proies (454 individus) est atteint apres 15
semaines, en méme temps le nombre des prédateurs atteint le minimum égale 161.
Apreés 23 semaines, le nombre des prédateurs est égale 528 individus, tandis que le
nombre des proies déminu jusqu’a 191.

4. Méme chose pour ¢ = 0.85 avec un pic plus bas et un temps pour atteindre le pic
plus long.

3.2 Linfluence de b le temps moyen de recherche des faibles ou des
jeunes

Notre but dans cette sous-section est de simuler la moyenne du temps de recherche
des faibles ou des jeunes, pour voir son impact sur les proies et les prédateurs.

En variant les valeurs b = (1;2;5), on obtient les resultats dans les figures 3.7-3.8.

Les figures 3.7-3.8 montrent l'influence de b le temps moyen de recherche des faibles
ou des jeunes sur les prédateurs et les proies.

Les constatations :

1. Plus b est grand, plus le pic de courbe de prédateur et proie est grand, et plus le
temps pour attendre le pic diminué.

2. Pour b=1, on aapres 20 semaines le nombre des proies maximales a peu pres égale
360 et le nombre des prédateurs atteint le minimum 108 individus.

Aprés 31 semaines le nombre des prédateurs a peu prés égale 301, mais le nombre
des proies déminu au minimum 203.
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FIGURE 3.5 — Effet le taux de cannibalisme sur les prédateurs avec les condition initiales xy = 100
et yo =45.
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FIGURE 3.6 - Effet le taux de cannibalisme sur les proies avec les condition initiales xo = 100, y =
45.
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Les prédateurs
700 ‘ ‘ ‘

m Temps moyen de recherche b=1
eoor /X |- Temps moyen de recherche b=2 |
Temps moyen de recherche b=5

500

400

300

200

100

0 20 40 60 80 100
Temps (en semaines)

FIGURE 3.7 — Effet du temps moyen de recherche des faibles ou des jeunes sur les prédateurs avec
les condition initiales xy = 100 et yo =45.
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FIGURE 3.8 — Effet du temps moyen de recherche des faibles ou des jeunes sur les proies avec les
condition initiales xp = 100 et y = 45.

33



CHAPITRE 3. SIMULATION NUMERIQUE

3. Pour b =2 et 5, on a les méme constatations avec des pics plus bas et des temps
pour atteindre les pics plus long.

4 Conclusion

Modele proie-prédateur classique n’est pas réaliste, on va ajouter le facteur logistique
pour les proies de ce modele. Notre contribution , on va ajouter le cannibalisme chez les
proies parce que le cannibalisme diminué du dynamique des population.
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