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INTRODUCTION

Les équations différentielles ordinaires modélisent une grande partie de phénoménes dans
plusieurs domaines (électronique, biologie, mécanique,...etc). Elles sont souvent innombrables
et non linéaires.

En biologie, la construction des modéles dynamiques est basée sur ’accumulation des données
expérimentales, ces dernier nous aide a comprendre et a décrire 1’évolution au cours du temps
de certaines variables biologiques. Ces modeéles permettent de simuler le comportement de
chaque individu d’une population et son interaction avec les autres individus.

Il y a prés d’un siécle le mathématicien italien Vito Volterra a élaboré un modeéle décrivant
I’évolution de deux populations dans un méme écosystéme, 'une étant la proie de 'autre. Ce
modeéle est fondamental en biologie. Il explique la dynamique des population de sardines et de
requins en mer Adriatique ; donne aussi des informations sur les quantités de sardines péchées
aprés U'interruption due a la guerre n’étaient plus aussi importantes que précédemment (ce
qui peut sembler contre intuitif ) et pourquoi a la reprise de la péche la proportion observée
de requins avait augmenté.

{ v (t+ At) —a (t) = (Croissance — Prédation) At (0.0.1)

y (t+ At) — y (t) = (Production — Mortalité) At

Mathématiquement, il s’agit d’un systéme non linéaire de deux équations différentielles du
premier ordre , auquel on ajoute des conditions initiales (population de départ de
chacune des espeéces) sous les hypothéses suivant :

— les proies disposent de nouriture en quantité illimitée

— P’évolution de population proie est exponentielle

— le milieu est fermé

— la seule source d’allimentation des prédateurs sont les proies

— il n’y a pas de migration

Dans ce mémoire, on va développer un modéle mathématique temporel décrivant la dyna-
mique de l'interaction de deux populations (proie et prédateur). Ensuite, on va intégrer le
terme du comportement troupeau chez les proies, on va analyser la stabilite du systéme.
Finalement, on va terminer par une simulation numérique.

Notre manuscrit est composé de trois chapitres : dans le 1" chapitre, on commence tout
d’abord par donner quelques définitions qui permet au lecteur de comprendre le contenu de
ce mémoire. Concernant le 2°¢™¢ chapitre, on va présenter quelques modéles mathématiques
existants dans la littérature sur le modeéle proie-prédateur de Lotka-Volterra, ensuite on va
proposer un modeéle de proie-prédateur la ot on a integré le facteur troupeau chez les proies.
On termine ce chapitre par une analyse mathématique du systéme. Finalement le 3¢ cha-
pitre, on va donner une description sur la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 pour la ré-
solution d’un systéme a deux équations différentilles. Ensuite, on va faire une simulation
numeérique pour illustrer le résultat obtenu.




NOTATIONS

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes seront utilisées. En cas de chan-
gement, elles seront redéfinies conformément aux différentes articulations de la partie.

Le corp du nombre réel

A; ouvert d’un espace de banach R
o . - . 4

3, : la derrivé partielle au point x;
4 : la derrivé au point x

Re(.) : La partie réel d’'un nombre complexe



Chapitre 1

Notions préliminaires

Les mathématiques sont de plus en plus présentes dans divers domaines (mécanique,biologie,etc
). La modélisation en biologie a commencé a étre utilisée en dynamique des populations afin
de modéliser la croissance des populations et aussi les différentes interactions qui peuvent
exister entre elles.

Dans ce chapitre nous exposons les outils mathématiques dont nous aurons besoin dans
la suite. Les concepts que nous rappelons ici sont classiques et pour la plupart de nature
élémentaire pour un mathématicien. Nous les introduisons ici dans le but de rendre plus
facile, pour un biologiste, la lecture des autres chapitres.

Dans ce chapitre on va utiliser comme référence ([1) (J10]) ([14])

Définition 1.0.1 (Modélisation) La modélisation est la spécialité des mathématiques qui
nous permet de transformer un phénomeéne réel en une formule mathématique qu’on appelle
modéle.

Définition 1.0.2 (Modéle mathématique) Un modéle mathématique est la description
mathématique d’un phénomeéne issu du monde réel.

Définition 1.0.3 (Population) Une population est un ensemble d’étres vivants (individus),
animauxr ou végétauz, appartenant a la méme espéce, vivant dans le méme milieu et au méme
moment et qui sont capables d’interagir entre eu.

Définition 1.0.4 (Dynamique de population) La dynamique des populations c’est I’évo-
lution dans le temps de la taille d’une population, elle depent de :

— la natalité,

— la mortalité,

— I’émigration : nombre d’individu sortant d’une population,

— I'immigration : nombre d’individu se déplacant dans une population.

Définition 1.0.5 (Taux de variation) Le taux de variation permet d’étudier, en pourcen-
tage, ’évolution de la valeur d’une variable sur une période donnée.

Définition 1.0.6 (Taux de croissance) Le tauz de croisance est le nombre d’individus
produits par individus présents par unité de temps.
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1.1 Le modéle de Malthus

Thomas RobertMalthus (1766-1834) était un pasteur anglican et un économiste. Afin d’ex-

pliquer et de répondre au probléme de pauvreté qui fait la rage en Angleterre & la fin du

18e siécle, il tente tout d’abord de savoir quel serait la croissance naturel de la population

en ’absence de toute contrainte, en particulier si celle-ci ne connaissait aucune restriction

alimentaire. Il remarque alors que la croissance d’une population p est de type géométrique

alors que celui des ressources vitales est plutot de type arithmétique. Le modéle de Malthus

est le plus simple parmis les modeles existants; il se base sur les travaux de Léonard Euler

1707-1783.

Les hypothéses deMalthus sont :

— Il n’y a pas de migration,

— Les nombres de naissances et de morts dans une population, pendant une période de courte
durée, sont proportionnels a 'effectif initiale de cette population d’un coté et a la durée de
cette période de 'autre coté.

/
{ P(t) = p(t) avecr =b—d (1.1.1)
p(to) = po

avec

p’ : la variation de la population au cours du temps

to : temps initial

b : taux de natalité

d : taux de deces

r . taux de croissance de la population

po : effectif de la population a 'instant t = ¢,

L’unique solution du probléme (|1.1.1]) avec p(ty) = po est :

p(t) = poe™ 1) avec ty >ty (1.1.2)
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Temps (t) (1.1.3)
le graphe de la fonction p solution du systeme (LI.T))
avec pg =15, r =0.02, r=—-0.2, r = 0.

1.2 Modéle de Verhulst (Modéle logistique)

Le modeéle de Malthus n’est pas réaliste car la croissance exponentielle d’une population p sous
les hypothéses de Malthus ne correspond pas a la réalité, il ne tient pas compte du fait que
le taux d’accroissement de la population r va diminuer a cause de différents facteurs comme
la capacité de charge ( la diminution de ’espace disponible) ou les ressources d’alimentation.
Le mathématicien Belge "Pierre Frangois Verhulst" (1804 —1849) propose un nouveau modéle
ot le taux de croissance relative r dépend du temps.

L’idée de "Verhulst" est que dans la réalité, le taux de croissance relative diminue au fur et
amesure que la population augmente.

Cela veut dire que le nombre d’individus de la population est limité par une valeur maximale
K (capacité de charge), en raison du milieu qui ne permet de nourrir que K individus, il faut
donc que 7(t) diminue lorsque p s’approche de K pour s’annuler en p = K,

r(t) = a — bp(t) (1.2.1)
avec :
a : le taux de croissance de Malthus
b : la compétition due a la limite des ressources du milieu

L’hypothése de Verhulst se traduit par :

() = (a—>bpt))p(t). (1.2.2)
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Alors, d’aprés ’hypothése de Verhulst on a :

a—bK =0 (1.2.3)
Lorsque p(t) — K on trouve :
a
b= —. 1.2.4
2 (12.4)
Et
t
p(t)=a (1 — ]ﬂ) p(t) (1.2.5)
K
Donc, le modeéle devient :
1(F) — _ b
{ Plt)=a <1 z )p(t) t>t (1.2.6)
p(to) = po

La résolution analytique du probléme ([1.2.6)) est :

_ po KK
po + e ") (K — po)
Le comportement de p(t) suivant K :
Pour savoir l'allure du graphe de la solution (|1.2.7)) de ’équation différentielle (|1.2.6)),

la dérivée p/ comme une fonction de p comme suit :

(1.2.7)

p(t)

/

pPo=a(l-%)p
_ R (1.2.8)

On voit donc, que :

— p/ s’annule lorsque p =0et p = K .

— p! > 0 lorsque p est compris entre 0 et K.
— p/ < 0 lorsque p > k.
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Le graphe de la fonction p'=F(p)
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P (1.2.9)
le graphe de p’ en fonction de p
Il en résulte que :
— Sipg < K, p(t) croit (puisque p’ > 0) donc
lim p(t) = K (1.2.10)
t—+00
— A Vinverse, si py > K, p(t) décroit (puisque p’ < 0) et que aussi
lim p(t) = K (1.2.11)

t—+o00

En effet, le maximum de F' est atteint pour p = %, ce qui signifie que lorsque la taille de la
population est égale & la moitié de sa capacité biotique, le taux d’accroissement atteint son
maximum.

1.3 Les points stationnaires pour un systéme linéaire

On considére le systéme différentiel de deux équations suivant :

yi(t) = f(y(t), y2(t))
{ Ya(t) = g(y1(t), va(t)) (1.3.1)

O les fonctions f et g sont définies sur R? & valeurs réels.

On suppose que le systéme vérifie les hypothéses du théoréme de l'existence et I'unicité
c’est a dire pour tout couple (y10;¥y20) avec to donné, il existe une et une seule solution
s(t) = (y1(t), y2(t)) vérifiant la solution so = (y1.0; y2.0)-
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Un point stationnaire s = (y;;v3) est un point qui vérifier :
9(yis93) =0
Considérons un systeme différentiel de la forme :

yi(t) = aya(t) + bya(t)
{ Yh(t) = cyr(t) + dya(t) (1.3.3)

Ce systeme peut étre ré-écrit comme suit :

Y' = AY (1.3.4)

A= ( CCL 2 ) (1.3.5)

Y = (yl(t)) (1.3.6)

Y2(1)
Il est clair que le point (0;0) est un point stationnaire ( on I’appelle aussi un point critique,
point d’équilibre).
Dans la suite, on va étudier selon la classifcation due & Henri Point Carré, le type des portraits
de phase d’un systéme linéaire en fonction du type des valeurs propres de la matrice A.

Avec A une matrice :

Et

Définition 1.3.1 (Noeud instable) Si la matrice A posséde deux valeurs propres réelles
positives A1, Ay > 0. Alors le point (0;0) est un neud instable.

y2

F 9

i8 o)

-5 -3 -1 1 d ]

(1.3.7)

Noeud instable
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Définition 1.3.2 (Noeud stable) Si la matrice A posséde deux valeurs propres réelles né-
gatives A, Ay < 0. Alors le point (0;0) est un neud stable.

5

3 -
-

1 4

y2 g 4

" \

. -

-3 T T T T T T T T

5 -3 -1 1 3 5

yl

(1.3.8)

Noeud stable

Définition 1.3.3 (Point col (ou selle)) Sila matrice A posséde deux valeurs propres réelles
A1 <0 < Xy . Alors le point stationnaire (0;0) est un point col.

y2 1 4 4
E _\\\

3

vyl
(1.3.9)

Point selle
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Définition 1.3.4 (Foyer) Sila matrice A posséde deux valeurs propres complexes forcément

sont conjuguées
)\1 =oa+ 52
{ No = o — Bi (1.3.10)

le premier cas : Sia > 0et § >0, le point stationnaire (0;0) est un foyer instable.

.

3

|
o

1

[}

1

frar

s

[y -
o

vyl

foyer instable

(1.3.11)

Le deuxiéme cas : Sia=0et § > 0, le point stationnaire (0; 0) est un centre.
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=)
3
1 < /ﬂ \,\
y2
4 |/
a5
-3 . T - T T - T r
-5 -3 -1 1 3 5
yl

(1.3.12)

centre

Le troisiéme cas : Si o« < 0 et > 0, le point stationnaire (0; 0) est un foyer stable.

~<
[\
.Il_.,—

yl
foyer stable

(1.3.13)

Définition 1.3.5 (noeud dégénéré) Si A posséde une valeur propre double (A = 0) A\ =
A2 = Ao
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Le premier cas : Si la trace est positive (A\g > 0), on a une étoile ou un noeud dégénéré
instable.

(1.3.14)

noeud dégénéré instable

Le deuxiéme cas : Sila la trace est négative (A > 0), on a une étoile ou un noeud dégénéré
stable.

(1.3.15)

noeud dégénéré stable

1.4 Les points stationnaires pour les systémes non-linéaire

On considére un systéme différentiel non-linéaire de la forme :

{ z;é(t) = f(yl(t),yz(t))) (1.4.1)

— Les points stationnaires de ce systéme sont donnés par :

{ 581153 :(()) (1.4.2)
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— Pour faire I’étude de stabilité d’un systéme non-linéaire, il faut linéariser le systéme au
voisinage des points d’équilibre, pour cela on calcule la jacobienne du systéme :

3f(ay1§y2) 8f(ayuyz)
J (1 y2) = Bg(yzﬁyz) 09(1/?{?2,/2) (1.4.3)
Oy 0y2

— Puis I'étude de la nature des points d’équilibres, suivant les signes des valeurs propres de
la jacobienne j(y1;y2) du systéme au voisinage du point d’équilibre mais le principe de
linéarisation ne s’applique pas dans le cas d’un point d’équilibre centre.

Pour cela, il y’a d’autre principe comme le théoréeme de lyapunov.

1.4.1 Théoréme de lyapunov

Une fonction de Lyapunov est un outil permettant de déterminer la stabilité d’un point
d’équilibre, cette méthode peut également étre utilisée pour déterminer la stabilité d’'un
équilibre lorsque la linéarisation ne permet pas de conclure [[12]] [[13]].

Définition 1.4.1 soit (y};y3) un point d’équilibre du systéme (1.4.1)) et U C R? un voisinage
de (y1;y3), et v: U — R une fonction continue et différentiable sur U — {(y5;vys)} telle que :
—o(yiiy3) =0 et Vu e U —{(y1593)}, v(u) > 0.

fLJ

- o(u) == << y ) ;VU(U)> <0vueU—{(y;y)}

On appelle une telle fonction fonction de lyapunov.

Théoréme 1.4.1 ( Lyapunov) S’il eziste une fonction de lyapunov au point d’équilibre
(y7;v3) pour le systéme (1.4.1) , alors le point d’équilibre est stable.

Proposition 1.4.1 soit h : R? — R définie pour y,,y2 > 0, alors h est une intégrale premiére
pour le systéeme (1.4.1)) i.e si (y1 (t),y2 (t)) est solution de (1.4.1) sur [0,T], alors ¥t < T,
h(yy (t),y2 () = constante



Chapitre 2

Modélisation Mathématique

Dans ce chapitre on va utiliser comme référence ([2]) ([3]) ([4]) ([5]) ([6]) ([7]) (JI1)

2.1 Modéle du proie-prédateur classique

Dans tout la suite, on s’intéresse aux modeéles proie-prédateur de Lotka Voltera qui est un
systéme biologique composé de deux espéces : proies et prédateurs, et il est parmi les premiers
modeles qui décrit 'intéraction proie-prédateur.

Pour cela, on note x(t) et y(t) le nombre des proies et des prédateurs respectivement au
temps t.

Mathématiquement, le modele de proie-prédateur de Lotka Voltera est un systéme d’équa-
tions différentielles couplées non-linéaires d’ordre 1, donc il s’agit d’un systéme d’équations
différentielles suivant :

L (t) = ana(t) — Byz(t)y(t)
{ %(t) = —a2y(t) + 62$<t)y(t) <2'1'1)

o (t) et dy( t) représentent la variation des populations au cours du temps « taux de variation
instantanée »,

Les parametres suivants caractérisent les interactions entre les deux especes :

a1 : taux de reproduction des proies en ’absence de prédateurs;

B, : taux de mortalité des proies due aux prédateurs;

as : taux de mortalité des prédateurs en I’absence de proies ;

B4 @ taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies mangées.

les deux termes «; et [3; ont une croissance malthusienne.

2.1.1 Les hypothéses de Lotka Volterra

1. Les proies sont supposées avoir une source d’allimentation illimitée et ont une croissance
exponentielle s’ils ne sont exposé a aucune prédation, cette croissance exponentielle est
représentée dans le systeme (2 par le terme ayz(t).
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2. Le taux de prédation sur les proies est supposé proportionnel & la fréquence de rencontre
entre les prédateurs et les proies, il est représenté dans le systeme (2.1.1)) par ;.

3. Sil'un des termes x(t) ou y(t) est nul, alors il ne peut y avoir aucune prédation.

4. La croissance de la population prédatrice est proportionel au taux de prédation 3.

2.1.2 Etude mathematique du systéme
Points d’équilibre

Un état d’équilibre de la population est observé lorsque il n’y a pas d’évolution pour les deux
population, c’est a dire lorsque les dérivées correspondantes sont nulles, ce qui se traduit par

le systeme d’équations :
oz — By =0
2.1.2
{ —apy + Byry =0 ( )

La premiere équation du systeme algébrique, donne :

z (2 — B1y) =0 (2.1.3)

Ceci présente, deux cas :
Le premier cas : x = 0, ce qui donne par la deuxiéme équation :

y=0 (2.1.4)

d’ot1, le premier point d’équilibre
Ey = (0,0)". (2.1.5)

Le dexiéme cas : a; — 81y =0 alors y = % et la deuxiéme équation donne
1

(6]
— 2 2.1.6
x 3 ( )

d’ou, le deuxiéme point d’équilibre
as o\
B, = <—2 —1) . (2.1.7)
By’ By
Le premier point d’équilibre F( correspond & une extinction définitive des deux espéces.
La deuxiéme point d’équilibre E; correspond a un état d’équilibre naturel et ceci depend des
parametres oy, awg, 51 et [B.
Stabilité des points d’équilibre

Pour faire I’étude de stabilité d’un systéme non-linéaire, il faut linéariser le systéme au voi-
sinage des points d’équilibre, pour cela on calcule la matrice jacobienne du systéme :

J(y) = ( O”ﬂ_jly _a_ﬁl%ﬂ ) (2.1.8)
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1. Au premier point d’équilibre Ey = (0, O)T, cette matrice prend la valeur :

j(Eo):<061 0 ) (2.1.9)

—Qu

qui a pour valeurs propres : A\ = a1 et Ay = —a.

Ces valeurs propres sont de signes opposés, ce qui montre que ce point d’équilibre Ej est
un point selle (col), ce qui implique que Ej est instable, ce qui montre que I'extinction
des deux espéces est difficile a obtenir dans ce modéle.

T
2. Pour le second point d’équilibre F; = (g—z, g—i) , en évaluant la matrice jacobienne en

ce point, on obtient :
0 5%
(Ey) = N Pz 2.1.10
(B ( b 0 ) 2110

Les valeurs propres de cette matrice sont : A\ = —i\/aja; et Ay = i/ .

Il est clair que les deux valeurs propres sont imaginaires pures, le principe de linéarisa-
tion ne s’applique pas.

Cependant la fonction v : u — R, u C R? un voisinage de (g—z, g—i) définit par :

Qg O

v(z,y) = h(z,y) — h(ﬁ_z’ 6_1)’ (2.1.11)

est une fonction de lyapunov et h : R? — R est 'intégrale premiére du systeme ([21.T]) .

En effet /
v(z,y) = << z, ) ;Vv(u)> =0 (2.1.12)
et v(x,y) > 0, nul seulement pour (z,y) = (g—;, g—i) , par application du théoréme de

lyapunov, on conclut que I’équilibre <g—z, %) est stable.

Conclusion

Le modele de lotka Volterra (modéle de base )est réaliste sous des conditions du théoréme de
lyapunov.
Pour cette raison, on cherche d’autre variantes pour rendre le modéle réaliste.

2.2 La variante 1

Dans cette variante du proie-prédateur, on remplace le taux de croissance maltusien pour les
proies par un taux de croissance logistique, alors le systéme différentiel (2.1.1)) devient :

{ e (f) = o (1 . %) w(t) — Byz(t)y(t) (2.2.1)
%(t) = —agy(t) + Byz(t)y(t)
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dzx

dt

instantanée ».

Les parametres suivants caractérisent les interactions entre les deux espéces :

(t) et %(t) représentent la variation des populations au cours du temps « taux de variation

k1 : la capacité de charge du milieu (i.e le milieu contient une quantité d’alimentation pour
nourire k; individus des proies) ;

651

e

: taux de reproduction des proies en ’absence de prédateurs;
: taux de mortalité des proies due aux prédateurs;

Qs : taux de mortalité des prédateurs en ’absence de proies;

By

2.2.1 Etude mathématique du systéme

Points d’équilibre

Soit, le systéme algébrique suivant :

{al(l—ﬁ)x—ﬁlxyz()

—y + Byry =0

La deuxiéme équation du systéme algébrique, s’écrit

Y (—ag+ Byr) =0

alors, on a deux cas :

1. y = 0 alors la premiere équation donne

al(l—k£>x20
1

Cas 1: z =0, d’ou, le premier point d’équilibre
Ey = (0,0)".
Cas 2 : x = ky, d’ot1, le deuxiéme point d’équilibre
By = (k,0)" .

a2

. x = 22, alors la premiére équation donne

Bz’

e
Y= B %15,

d’ou, le troisiéme point d’équilibre

(67) (03] (6%)
By= (22 2(1-
i (52 &( k1,

existe si
]{3152 > (ug.

: taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies mangées.

)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)
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Stabilité des points d’équilibre

On calcul la matrice jacobienne :

jay =" <1 B i_f> “hy P (2.2.10)
Bay —ag + By

1. Au premier point d’équilibre Ej, cette matrice prend la valeur :

. a1 0
Ey) = 2.2.11
iE =5 ) 2211
qui a pour valeurs propres : A\ = ay et Ay = —a.

Ces valeurs propres sont de signes opposés, ce qui donne que ce point Ej est un point
selle (col), ce qui implique que Ej est instable.

2. Pour le second point d’équilibre Fy = (kq, O)T, en évaluant la matrice jacobienne en Fj,
la matrice suivante est obtenue

. _ [ —aa —B1k
j(Ey) = ( 0 —ag+ Byky ) (2.2.12)
et elle a pour valeurs propres :\; = —ay, Ao = k155 — an

il est clair que A\; < 0 quelques soient les données.
Si k1, — ag > 0 alors Ay > 0 d’ou E; est instable (point col).
Si k18y — aa < 0 alors Ay < 0 d’ou F; est noeud stable.

T
3. Pour le second point d’équilibre Fy = <g—§ , g—i (1 — kf‘éz)) , en évaluant la matrice

jacobienne en FEjy, la matrice suivante est obtenue :

j(Ey) = ( ;P O ) (2.2.13)

Rln-w) 0

et elle a pour valeurs propres :

/\1 = ﬁ —%061062 — %\/OK%OZ% -+ 4]€10&106252 (042 — 52]{51)

s M (2.2.14)
)\2 = 716y —5@1052 =+ 5\/0&1CK2 + 4]{1@106252 (CKQ - ﬁle)

Il est clair que ;A\ < 0 quelques soient les données.

si ag — Bok1 < 0 alors A2 < 0 ce qui implique que Fsy est un noeud stable.

si ag — Byk1 > 0 alors A2 > 0 ce qui implique que Ey est un col d’ou, E, est intstable
si ay — Byk; < 0 et si de plus afa? + 4kiaiasfy (g — Byki) < 0 alors Re(Ms) < 0 ce
qui implique que Es est un foyer stable.

Finalement, le point d’équilibre F5 est stable, si

s — Bk < 0. (2.2.15)
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2.3 La variante 2

Dans cette variante du proie-prédateur, on remplace le taux de croissance maltusien pour les
prédateurs par un taux de croissance logistique, alors le systéme différentiel ([2.1.1)) devient :

{ o (y) = ay(t) — Byz(t)y(t)

d_'%(t) = —Qy <1 — %) y(t) + Boz(t)y(t) (2.3.1)

e () et %(t) représentent la variation des populations au cours du temps « taux de variation
instantanée ».

Les parametres suivants caractérisent les interactions entre les deux espéces :

ks : la capacité de charge du milieu (i.e le milieu contient une quantité des proies pour nourire
ko prédateurs) ;

a1 : taux de reproduction des proies en ’absence de prédateurs;

B, : taux de mortalité des proies due aux prédateurs;

Qs : taux de mortalité des prédateurs en ’absence de proies;

B4 @ taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies mangées

2.3.1 Etude mathématique du systéme
Points d’équilibre

Soit le systéme algébrique suivant :

arx — By =0
y (2.3.2)
—Qig (1—k—2>y + Bozy =0
La premiére équation du systéeme algébrique, s’écrit
z(ag —By)=0 (2.3.3)

alors, on a deux cas :
1. z =0, alors la deuxieme équation donne
Yy _
—Qy (1 - —) y =0 (2.3.4)
k2
Cas 1 : y =0, alors le premier point d’équilibre Ey = (0,0)" .

Cas 2:1— % = 0 alors y = ko et le deuxiéme point d’équilibre
Ey = (0,k)" . (2.3.5)

2.y = %, alors la deuxiéme équation donne
1

_af_ @
T=3 <1 k251) (2.3.6)
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et le troisieme point d’équilibre
(6] (05} aq r
Ey=(—11- , — 2.3.7
(5 0-55) 7) (230

ko3 > . (2.3.8)

existe si

Stabilité des points d’équilibre

On calcul la matrice jacobienne :

) B a; — By —B1z
J(z,y) = By —an (1 B 2‘2’) By (2.3.9)

1. Au premier point d’équilibre Ej, cette matrice prend la valeur :

j(Eo) = < 061 ; ) (2.3.10)

qui a pour valeurs propres : A\ = ay et Ay = —ao.
Ces valeurs propres sont de signes opposés, ce qui montre que ce point Ey est un point
selle (col), ce qui implique que FEj est instable.

2. Pour le second point d’équilibre E; = (0, kg)T, en évaluant la matrice jacobienne, on
obtient

j(By) = ( 0‘15_2521]{2 ! ) (2.3.11)

Qo
et elle a pour valeurs propres :\; = a9, Ay = oy — k23,
il est clair que A\; > 0 quelques soient les données.
Si ay — kef3y > 0 alors Ay > 0 d’ou, F; est instable (noeud instable).
Si ay — ko, < 0 alors Ay < 0 d’ou, F; est instable (point col),
d’oul, E; est instable.

T
3. Pour le second point d’équilibre Fy = (g—j (1 — kjﬁ%) ’%) , en évaluant la matrice

jacobienne, on obtient :

| o o (1- )
o= (g, PEL AR 2312
o TR

b1 B

2

et elle a pour valeurs propres :

A= _k2151 —%041042 - %\/a%ag + dkacianfy (a1 — k2f3y)

5\ Ve (2.3.13)
>\2 = _k261 —50410(2 + 5\/051062 + 4]{320{10{261 (Oél - k261)
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Il est clair que Ay > 0 car:

Al = _ﬁ <_%0‘1042 — l\/04204% + 4kooa 3 (0 — k?251)>
k25 ( a1y + 51/afag + dksanazfy (n — k251)>

(2.3.14)

et pour A, :

alors \s et (a3 — ko3;) ont le méme signe et on distingue deux cas :

premier cas :

si (aq — kof3;) < 0 alors A < 0 ce qui implique que Fs est un col (selle).
Dexiéme cas :

Si (av; — kof3;) > 0 alors Ay > 0 ce qui implique que FEs est un noeud instable.
Si a2a3 + 4koayanf; (ag — ko3y) < 0 alors Re(A\z) > 0, Fy est un foyer instable
Finalement, le point d’équilibre F5 est un noeud instable.

2.4 La variante 3

Dans cette variante du proie-prédateur, on remplace le taux de croissance maltusien pour
les proies et les prédateurs par un taux de croissance logistique, alors le systéme différentiel

devient :
() = ar (1- 52) a(t) - B,2(B)y(1)

(t) = —as (1 - 50) y(t) + Byaltly(e)

Si(t) et dy 7 (t) représentent la variation des populations au cours du temps « taux de variation
1nstantanee ».
Les parametres suivants caractérisent les interactions entre les deux espéces :
k1 : la capacité de charge du milieu (i.e le milieu contient une quantité d’alimentation pour
nourire k; individus des proies) ;
ks : la capacité de charge du milieu (i.e le milieu contient une quantité des proies pour nourire
ko prédateurs) ;
a1 : taux de reproduction des proies en ’absence de prédateurs;
B, : taux de mortalité des proies due aux prédateurs;
o : taux de mortalité des prédateurs en I’absence de proies ;
B4 @ taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies mangées

(2.4.1)

2.4.1 Etude mathématique du systéme
Points d’équilibre

Soit, le systéme algébrique suivant :

Q <1 — i) r— By =0
Nk ! (2.4.2)
—Qu <1 #) Yy + Py =0
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La premiere équation du systeme algébrique, s’écrit
x
x <a1 <1 - k_) - 61y) =0 (2.4.3)
1

1. z =0, alors la deuxieme équation donne

alors, on a deux cas :

—ay (1 - k%) y =0 (2.4.4)
Cas 1 : y =0, alors le premier point d’équilibre
Ey = (0,0)" (2.4.5)
Cas 2:1— % alors y = ks et le deuxiéme point d’équilibre

Ey = (0, k)" . (2.4.6)

2. o (1 — k%) — B,y = 0,alors

y= g—i <1 - k%) (2.4.7)

et la deuxiéme équation donne
a1 T 109 (0518
—(1—— — T+ -« =0 2.4.8
5 ( kl) (<62 k1k251) (k251 2)> (248)

Cas 1: x = k; et y =0 d’ou, le troisieme point d’équilibre

alors

Ey = (k;,0)". (2.4.9)
C 2. 5 _ agag 4 ez _ — 0al — Lk agkefy—a1az ty = k Bok1—az
as &: 27 FukaBy ) T k2B, 2 alors & L Trk2BBy—araz VY = MN2ET,5 8, —aran
d’ou, le quatriéme point d’équilibre
kof3, — Bk — r
Es = ka 2L L gk 27 ) 2.4.10
’ < ' 2/€1/€25152 — Qo ! 27?174725152 — Q102 ( )

existe si

Bok1 — g > 0 et ko —aq > 0 (ceci implique que kiksf 55 — aiag > 0)
ou bien
Boki1 — s < 0 et kayffy —aq < 0 (ceci implique que kiks3,55 — arag < 0)
(2.4.11)
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Stabilité des points d’équilibre

On calcul la matrice jacobienne :

oy ( - %”f) — By —bhx
Bay —rp (1 - %) + By

— Au premier point d’équilibre Fy, cette matrice prend la valeur :

j(EO):(CBl ’ > (2.4.13)

j(zy) = (2.4.12)

qui a pour valeurs propres : A\ = a1 et Ay = —a.
Ces valeurs propres sont de signes opposés, ce qui montre que ce point fixe Fy est un point
selle (col), ce qui implique que Fjy est instable, ce qui montre que l'extinction des deux
éspeces est difficile & obtenir dans ce modéle.

— Pour le second point d’équilibre E; = (0, kg)T, en évaluant la matrice jacobienne, on obtient

. ap — Bl k‘g 0
Jj(Ey) = < B,k - ) (2.4.14)
et elle a pour valeurs propres :\; = ay, Ao = a1 — ko34
il est clair que A\; > 0 quelques soient les données.
si g — kof3; > 0 alors Ay > 0 d’ou Ej est instable (noeud instable)
si aq — kof5; < 0 alors Ay < 0 d’ou Ej est instable (point col)
d’ou E; est instable.
— Pour le troisiéme point d’équilibre Fy = (ky, O)T, en évaluant la matrice jacobienne en FEj,
la matrice suivante est obtenue

. _ —Q —51k1
Jj(Ey) = ( 0 —as+ Bok > (2.4.15)
et elle a pour valeurs propres :\; = —aq, A2 = k185, — aa.

il est clair que Ay < 0 quelques soient les données.

Si k185 — g > 0 alors Ay > 0 d’ou Ej est instable (point col).
Si k18s — g < 0 alors Ay < 0 d’ou F5 est noeud stable.

E5 est stable si k15, —ag <0 .

T
— Pour le quatriéme point d’équilibre F3 = <l~c1a2 W kf;f oy Qb2 kfﬁzfé:;m,z)
kgﬁlfoq k2,81*041
. O T o —51]€1a2—k T _
J (E3> - 5 ark _1 %i%ﬁj{—ailaz 19 7— ézzk??l—%é e (2416)
25 N2 ke 81 By —ar o 122 %1 ko8, By—aran
_ —Q1 —5116104201 (2 4 17)
a183kac2  araacy

Avec,
k?251 — Qg

- k1k25152 — 11y

52’51 — Q2

= 2.4.18
k?1k725152 — (10 ( )

c1 et co
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Donc, les valeurs propres de cette matrice sont

AL = %041042 (2 —c1) — %\/Oé%@% (c2 — 01)2 — dagagci ey (krke BBy — araa) (2.4.19)
Ay = %Oé1042 (2 —c1) + %\/a%a% (c2 — 61)2 — dagagercy (krke B8y — aran)
1- Si 1o (k1kefS1 8y — cnan) = wﬁggfgikfgi;:l) > 0 ce qui veut dire que
Bok1 —ag >0
kaffy —aq >0 (2.4.20)

Fikef18y — arag >0

1- c; —c; > 0 c’est a dire Byk1 — ae > ko8] — oy ceci implique que Ay > 0 et Ay > 0
alors le point d’équilibre E3 est instable.

2- o —c; < 0 Cclest & dire B,k — g < ko8 — ay ceci implique que A\; < 0 et Ay <0
alors le point d’équilibre Fj3 est stable.

2- Sicicy (kikef318y — anan) = (62;511;9;;12%(2’?51;:1) < 0 alors \; est toujour négative et A\ est

toujour positive alors le point d’équilibre E3 est instable

Finalement, le points E3 est stable si

62]{71 > g et ]{?261 >
et (2.4.21)
ko3 — a1 > Boki — g

2.5 Modéle de proie-prédateur avec comportement trou-
peau chez les proies

Soit x(t) la densité de la population proie et y(t) la densité de la population prédateur au
temps t. En supposant que les proies vivent en troupeaux.

troupeau veut dire que les individus forts de la population forme un cercle a l'intérieur du
cercle on trouve les faible pour les protéger.

On aboutit au modele proie-prédateur décrit dans comme suit :

{ (1) = o1 (1= 52) 2(t) - Biy(H)v/2(0) 25.1)
F(1) = —agy(t) + By () /(1)

%(t} et %(t) représentent la variation des populations au cours du temps « taux de variation
instantanée >».

Les parametres suivants caractérisent les interactions entre les deux espéces :

k1 : la capacité de charge du milieu (i.e le milieu contient une quantité d’alimentation pour
nourire k; individus des proies) ;

a1 : taux de reproduction des proies en ’absence de prédateurs;

B, : taux de mortalité des proies due aux prédateurs;

«s : taux de mortalité des prédateurs en ’absence de proies;

B4 @ taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies mangées.
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2.5.1 Etude mathématique du systéme
Points d’équilibre
Pour trouver les points d’équilibres, on resout le systéme algébrique suivant,
{ “ (1 N ’%) v Puvr =0 (2.5.2)
—agy + Boy/T =0
d’apres la deuxieme équation du systéme, on a

y (—as+ Byv/z) =0 (2.5.3)

on a deux cas :
— y =0, alors la premiére équation peut s’écrire

a (1 - k%) z=0 (2.5.4)

Alors, on a deux points d’équilibre

Ey = (0,0)" (2.5.5)
Et
Ey = (ky,0)". (2.5.6)
—~ —ag + Byy/x = 0, ceci donne
2
Qg
r=|-=" 2.5.7
() 25
et la premiére équation peut s’écrire
2 2
ap (1— >——ﬁ y— =10 (2.5.8)
( B3ki) B3 1 B

alors

2
1z (1 -~ ) (2.5.9)

Le troisiéme point d’équilibre
)’ aa 0%
By = (—2) i <1 — 2 > (2.5.10)
( ﬂ2 6162 ngl

B2k > a3 (2.5.11)

existe si
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Stabilité des points d’équilibre

On calcul lamatrice jacobienne :

Jlzy) = ( “ <1 - %2 “RE hve ) (2.5.12)

— Au premier point d’quilibre Ey = (0, O)T, cette matrice prend la valeur :

j(Eo) = ( 061 ) ) (2.5.13)

qui a pour valeurs propres : \; = ay et Ao = —a»
Ces valeurs propres sont de signes opposés, ce qui montre que ce point fixe Ej est un point
selle (col), ce qui implique que Fjy est instable, ce qui montre que l'extinction des deux
éspeces est difficile & obtenir dans ce modéle.

— second point d’équilibre £y = (ky, O)T, En évaluant la matrice jacobienne en le second
point d’équilibre Fj, la matrice suivante est obtenue :

j(Ey) = ( _8‘ ' _az_ilék_\}k—l ) (2.5.14)

qui a pour valeurs propres : \; = —a; et Ay = k135 — as.

Si k185 — ap < 0 alors le point E; est un noeud stable.

Si k185 — ap > 0 alors le point ) est un col (selle) ce qui implique que F; est instable.
— Troisieme point d’équilibre Ey, Pour que

(2 waa () ai)
By = ((ﬁ) 5 <1 o (2.5.15)

o2
1——2 >0 (2.5.16)
Baka
En évaluant la matrice jacobienne en le second point d’équilibre s, la matrice suivante est
obtenue :

ait un sens, il faut que

o1 (1 _ 303 B
2 (1 5§k1> P Ba
Baa1 _ O‘%

20, 1 B2k1 0

j(Ey) = (2.5.17)

la matrice décrit dans (2.5.17]) devient :

(B = ( ;ifl ) A ) (2.5.18)

P o
osons ¢ = %,
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Qui a pour valeurs propres

(2.5.19)

- Sic< %, alors Ay > 0, A\ > 0 et E5 est un noeud instable.

- Si % <c< 1, alors A\ <0,\ <0 et Ey est un noeud stable.

—Sic>1,alors1 —3c<0,ona X <0et Ay >0et Fy est un col ce qui implique que FEs
est instable

En conclusion

c<z |3<c<l]| c¢>1
Ey | instable | instable | instable
FE; | instable | instable stable
FE5 | instable stable instable

(2.5.20)




Chapitre 3

Simulation numérique

Dans ce chapitre on va utiliser comme référence ([8]) ([9])

3.1 La méthode de résolution

La méthode de résolution qu’on va utiliser est celle de Runge-Kutta d’ordre 4, elle est parmi
les méthodes numériques a un pas qui nous permettre de résoudre un systéme d’équations
différentielles ordinaires de la forme ou pour tout ¢ = 1,2 les fonctions f; : [to, 7] X
A; X Ay — R sont des fonctions continiment différentiables avec [to, 7] C R et A;,i = 1,2
sont des ouverts d’un espace de Banach £ C R.

vi = A 0),0); ) =y
{?Jé =fo(t;yn (1), 92(1)); w2 (to) =yap0 (3.1.1)

Ou y;,7 = 1,2 sont les fonctions que 1'on cherche, ;0,7 = 1,2 sont leurs valeurs initiale et
fi,i = 1,2 sont des fonctionts connues.

on veut trouver la valeur approchée de la solution en un point ¢ = ¢, par des méthodes
numériques. Pour cela, nous subdivisons U'intervalle [to, 7] en N, sous intervalles de longueur

h = T]@fo out, =ty+nh,n=1.N,.

3.1.1 Algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 :

Etant donné un systéme d’équations différentielles ordinaires de la forme (3.1.1]), un intervalle
[to, T] ,un pas de discrétisation h et un nombre maximal d’itération N, — 1, l'algorithme de
Runge-Kutta d’ordre 4 est donné par :

(ther = t,+h
D1 = fi(tw; Y1nsY2,n)
D2, = filta+%yin + o1t yon + 2p12)
D3 = fi (tn + %; Yin T %Pz,b Y2 + %pm) =12 (3.1.2)
Dai = filta + hiyrin + hpsa, Yo + hps2)
Yin+1 = Yin + % (p1,i + 2p2,i + 2p3,; + pasi)
L vi (to) = ¥io
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Yin est la valeur approchée de la solution y; au point ¢, pour 1 < n < NV

Pour pouvoir utiliser 1’algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 (3.1.2)), il est nécessaire de cal-
culer toutes les valeurs de p;; avant de passer au calcul des constantes ps; et ainsi de suite.

2.5.1

3.2 Stabilite numérique du modéle

Dans cette section, on confirme numériquement les résultats théoriques obtenus dans I’étude

du systéme (2.5.1)) .

3.2.1 Le point E;

On utilse les estimations des parameétres du tableau suivant, pour simuler la convergence vers

Ey
Parametres | ag B4 Q B k1 (3.2.1)
Estimations | 0.21 | 0.00032417 | 0.15 | 0.000949341 | 10* -
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Les courbes des proies et prédateurs dans la situation du point Ej.

(3.2.2)



3.2 Stabilite numérique du modéle (2.5.1)) 29

1000 | | | |
800
5 600
Q
©
o
o
a 400
200
E
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Proie
La convergence du systeme vers le point Ej.
(3.2.3)
On a obtenu la convergence vers
Ei = (k1,0) = (10%,0) (3.2.4)
avec la condition de stabilité
VkiBy — a = —0.055 < 0. (3.2.5)

On constate une dimunition de la population des prédateurs jusqu’a I'extinction et une aug-
mentation de la population des prois jusqu’a le maximum.

3.2.2 Le point FE,

On utilse les estimations des parameétres du tableau suivant, pour simuler la convergence vers
E2a

Parametres | oy B4 QU B k1 (3.2.6)
Estimations | 0.21 | 0.00032417 | 0.0815 | 0.000949341 | 10* o
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On a obtenu la convergence vers

2 2
By — ((%z) % (1 - ﬁ)) — (7370 , 14626) (3.2.9)

avec la condition d’existence )
Qa5

11— —=~=026>0 (3.2.10)
B3k
et la condition de stabilité ) )
Qg

- < =0.73 < 1. 3.2.11

35 Bk (3:2.11)

On constate une dimunition de la population des prédateurs ce qui entraine une augmentation
de la population des prois, aprés certain apse du temps cette augementation des proies cause
une augementation des prédateurs ce qui provoque aussi une diminution des proies, puis on
remarque une stabilisation des deux populations.

3.3 L’effet de la prédation sur 1’évolution des deux po-
pulations

Le 3, représente le taux de mortalité des proies due aux prédateurs.

Dans cette section, on va montrer I'impact du taux de prédation 3, sur I’évolution des deux
populations.

Pour cela on va proposer trois valeurs pour [, :

B, = 0.00032417..;..0.0032417..; ..0.0082417

Le reste des données, on a choisit les valeurs suivantes :

Parametres | oy Q B k1
Estimations | 0.21 | 0.15 | 0.000949341 | 10*

(3.3.1)

Pour g, = 0.00032417..;..0.0032417 on remarque une croissance de la population des proies
et une décroissance de population de prédateurs.

Pour 5, = 0.0082417 on remarque une décoissance de la population des proies dans un petit
apse du temps puis une croissance des proies et une décroissance des prédateurs.

On remarque que 'augmentation du valeur de 3, contribue au ralentissement de croissance
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de la population des proies et a I'accélération de décroissance de la population des prédateurs

Le nombre des prédateurs
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, On a considéré un modeéle proie-prédateur ou la proie montre un compor-
tement de troupeau.

On a analysé le comportement des cing systémes modélisant les interactions entre proies, les
prédateurs, dans le cinquiéme systéme on a intégré le comportement troupeau chez les proies
avec I'un des autres quatre systémes qui est plus réaliste que les autres qui est le systéme
(2.2.1)) (voir chapitre 2)

On a cherché les conditions qui assurent la stabilité des solutions.

Finalement, on a illustré cette étude par une simulation numérique qui veut dire la vérification
numérique des résultats qu’on a obtenue théoriquement.
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Résumé
Dans ce mémoire, nous avons étudié le comportement dynamique d’un systéme proie-prédateur.
La proie présente un comportement troupeau. Quelques critéres d’extinction des prédateurs
et des populations des proies sont démontrés. L’analyse de stabilité des points d’équilibres.
Des simulations numériques sont effectuées pour valider les résultats analytiques.
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Systéme, dynamique, Modeéle proie-prédateur, troupeau, Stabilité, prédation, points
d’équilibres, proie, prédateur.
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