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Introduction

Lors de la première révolution industrielle, la science a joué un rôle limité,et partir des
années 50, la nouvelle révolution industrielle a été liée au progrès de la science. C’est le
début de la théorie des systèmes.
La théorie des systèmes peut être brièvement vue comme un ensemble de techniques
de raisonnement et d’outils mathématiques au service d’un système, et aussi pour un
meilleure fonctionnement et un bonne prises de décision. Mais alors qu’est-ce qu’un sys-
tème ?Un système peut être défini d’un point de vue réel ou d’un point de vu abstrait. Le
point de vu réel concerne le système physique. C’est un ensemble d’objets ou d’entités
connectés et interagissant les uns avec autres en fonction d’un objectif. Qu’il s’agisse de
procédé industriel, de climatologie, d’économie, de corps humain, de population, etc. On
peut parler de système d’un point de vu abstrait, le système est assimilé à une maquette
virtuelle, matérialisée par des symboles et équations, qui a pour qualité de représenter et
de décrire au mieux le comportement et l’évolution du système dit réel .
Depuis la fin des années 60, l’étude des systèmes a été considérée à partir d’une représen-
tation dite interne. Les systèmes ne sont plus considérés comme des boites noires avec
des actions et des mesures. On défini un vecteur de variables pertinentes inhérentes au
fonctionnement intime du système. Toute étude est alors calées sur ces variables, dites
variables d’état. Le système est alors modélisé par une équation d’état. En analyse des
systèmes, il existe une activité importante. Nous nous sommes intéressées à la classe des
systèmes dynamiques. Les systèmes dynamiques désignent couramment la branche de
recherche active des mathématiques, à la frontière de la topologie, de l’analyse, de la
géométrie, de la théorie de la mesure et des probabilités. Un système dynamique décrit
des phénomènes qui évoluent au cours du temps, quelle que soit sa nature (physique,
chimique, éléctromécanique,biologique, économique,etc). Cette évolution peut être dé-
crite par un ensemble fini d’équations qui peut rendre des formes mathématiques di-
verses : équations différentielles ordinaires, équations aux dérivées partielles, applica-
tions ( inversibles ou non ). Les systèmes dynamiques n’ont été étudies en tant que tels
qu’assez tardivement. Ils sont néanmoins apparus assez tôt dans l’histoire scientifique
puisqu’on peut les reconnaitre dans les premiers travaux de la mécanique donnant lieu
à des équations différentielles. Un point important en théorie des systèmes est la re-
lation qui existe entre le système et son environnement. Le système subit des actions
(assimilées à des commandes où contrôles ) et renvoie des informations.On parle alors
d’entrée-sortie, d’actionneurs et de capteurs. Les contrôles peuvent être passifs ou ac-
tifs tandis que les capteurs sont passifs, les contrôles sont actifs dans le cas d’un sys-
tème sur lequel on agit depuis l’extérieur directement, c’est le cas usuel. Ils sont pas-
sifs lorsque indépendamment de tout apport externe ou toute action voulue, son évo-
lution va être forcée par certains événements ou contraintes. Le but est alors d’amener
le système d’un état initial donné à un certain état final, en respectant éventuellement
certains critères. Les systèmes abordés sont multiples : systèmes différentiels, systèmes
continus, systèmes discrets. Dans certaines applications industrielles des comportement
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Introduction

différents peuvent interagir dans la dynamique des systèmes mis en jeu. En particulier
les comportements d’impact ou de commutation qui sont souvent rencontrés dans les
systèmes électroniques ou les systèmes de manipulation en robotique. La dynamique
de ces systèmes est particulière puisqu’ellemet en jeu des interactions entre processus
continus et des processus discrets . Les systèmes dynamiques abordés dans notre travail
sont multiples : systèmes unidimensionnels, systèmes bidimensionnels, systèmes unidi-
mensionnels et bidimensionnels à dérivée fractionnaire. Les systèmes unidimensionnels
peuvent être l’évolution d’une réaction chimique au cours du temps, le mouvement des
planètes dans le système solaire ( régi par la loi universelle de la gravitation de Newton
) ou encore l’évolution de la mémoire d’un ordinateur sous l’action d’un programmein-
formatique. Formellement on distingue les systèmes unidimensionnels à temps discret (
comme un programme informatique ), des systèmes unidimensionnels à temps continu
( comme une réaction chimique ).Dans le même cadre de notre étude nous nous focali-
sons aussi sur la classe des systèmes bidimensionnels discret-discret et continu-discret
(hybride). Les systèmes linéaires à deux variables ou bidimensionnels discret- discret, les
deux variables sont discrètes. Ces systèmes trouvent un grand champs d’applications, ci-
tons l’économie, la robotique, le traitement d’images, électricité, etc.
D’autre part les systèmes linéaires bidimensionnels discrets-continus autrement dit hy-
brides (mixte). Les systèmes dynamiques hybrides ont attiré l’attention de nombreux
chercheurs durant les dernières années en raison de leur capacité à décrire les dyna-
miques à la fois continues et discrètes de plusieurs processus réels. L’étude de ces sys-
tèmes a retenu l’attention de la communauté automaticienne, ainsi que celle de la com-
munauté informatique.
Enfin les systèmes à dérivée fractionnaire. Au cours des dernières années un intérêt consi-
dérable est attribué aux applications des dérivées fractionnaires ( d’ordre nonentier) dans
plusieurs domaines. En mathématique, l’analyse fractionnaire est une branche de l’ana-
lyse qui étudie la possibilité qu’un opérateur différentiel puisse être élevé à un ordre non
entier. Beaucoup des systèmes peuvent être décrits par des systèmes d’ordre fraction-
naire. Par exemple : – Les dérivées fractionnaires ont été utilisées largement dans le mo-
dèle mathématique de la visco-élasticité des matières. – En économie, quelques systèmes
de la finance peuvent afficher une dynamique d’ordre fractionnaire. – En biologie, il a été
déduit que les membranes de cellules d’organisme biologique ont la conductance élec-
trique d’ordre fractionnaire, et alors est classé en groupe des modèles d’ordre non-entier.
Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre Sur l’analyse d’une classe de
systèmes 2D fractionnaires linéaires décrits sous la formulation Roesser L’étude s’arti-
cule autour de quatre chapitres.
Le premier chapitre :
Le premier chapitre regroupe les différentes notions préliminaires utiles pour la réalisa-
tion et la compréhension de ce document. Nous citons quelques notions des matrices
ainsi que des notions des dérivées d’ordre non entier en passant par la suite à la transfor-
mer de Laplace et son inverse est la transformer en Z.
Le deuxième chapitre :
Nous traitons une nouvelle dérivée dite dérivée d’ordre fractionnaire conforme avec ses
propriétés.
Le troisième chapitre :
Nous traitons un type des systèmes appelé système 1D linéaire à temps invariant. Nous
allons consacrer cette partie du travail pour étudier la positivité et la stabilité, plus parti-
culièrement nous nous intéressant à la solvabilité de ce type de système.
La deuxième partie de ce chapitre contient un nouveau types des systèmes 2D linéaire.

6



Introduction

Le quatrième chapitre :
Au dernier chapitre une étude modèle de Roesser linéaire fractionnaire 2D au sens de la
dérivée conforme et positivité avec application numérique en Matlab.
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Chapitre 1

Notions fondamentales

Nous présentons dans ce premier chapitre la théorie générale des matrices non-négatives,
des matrices positives et des matrices de Metzler. Dans la littérature, on peut trouver
une multitude références sur ces classes de matrices(voir [1],[15]). Nous commençons
par donner les définitions et quelques propriétés générales relatives à ces matrices. Ces
matrices rentrent dans la caractérisation de la positivité des systèmes linéaires. Dans la
seconde partie de ce chapitre, nous donnons les notions générales du calculs fraction-
naires, nous définissons la dérivée d’ordre non entier d’une fonction réelle au sens de
Caputo, ainsi que quelques unes de ses propriétés importantes.

1 Matrices particulières

Soient A = (ai j )i , j et B = (bi j )i , j ∈Rn×m des matrices à entrées réelles.

Définition 1.1 [1] On dit que A est une matrice non-négative si∀i = 1,n,∀ j = 1,m : ai j > 0,
autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives. Une telle matrice est notée A ≥ 0 ou
A ∈Rn×m+ .

Définition 1.2 [1] On dit que A est une matrice positive si A est non-négative et ∃k = 1,n,
∃l = 1,m : akl > 0, i.e., toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins une entrée stric-
tement positive. Nous noterons une telle matrice A > 0.

Définition 1.3 [1] On dit que A est une matrice strictement positive si ∀i = 1,n , ∀ j = 1,m :
ai j > 0, i.e., toutes ses entrées sont strictement positives. Nous noterons une telle matrice
A >> 0.

Remarque 1.1 Les définitions precedantes restent valables pour les vecteurs de dimensions
n, où n ≥ 2. Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positif ϕ >> 0 coincide
avec ϕ> 0.

Définition 1.4 [1] Soit A ∈Rn×n on dit que A est une matrice de Metzler si∀i = 1,n,∀ j = 1,n,i ̸=
j : ai j > 0, i.e., toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives. L’ensemble des ma-
trices de Metzler de dimension n ×n est notéMn

Exemple 1.1 La matrice G suivante est une matrice de Metzler.
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1. MATRICES PARTICULIÈRES

G =


−1 4 5 0
9 0 5 6
2 8 2 8
7 0 1 −9

 (1.1)

Les matrices de Metzler trouvent leurs applications majeurs dans l’analyse de stabi-
lité et la positivité des systèmes linéaires. les livres de Berman et Plemmons donnent 50
conditions équivalentes pour qu’une matrice de Metzler soit asymptotiquement stable.
Pour cela, nous devons rappeler deux notions primaires du calcul matriciel, qui sont : Le
module de stabilité s(A) d’une matrice A, défini comme étant la plus grande partie réelle
des valeurs propres de A; i.e.

s(A) = maxλ∈σ(A)Re(λ)

où σ(A) est le spectre de la matrice A.
Le rayon spectral ρ(A) d’une matrice A, défini comme étant le plus grande module des

valeurs propres de A, c-à-d.

ρ(A)= maxλ∈σ(A)|λ|
Nous pouvons alors, citer ces quelques résultats suivants :

Lemme 1.1 [16] Soit A ∈ Rn×n A est une matrice de Metzler si et seulement si ∀t ≥ 0 : eAt ∈
Rn×n+ .où eAt étant l’exponentiel de la matrice At .
Ou de manière équivalente ∀t ≥ 0,l’orthant positif Rn+,est eAt -invariant, c’est à dire ∀t ≥ 0,
∀x ∈Rn+, eAt x ∈Rn+

Preuve.

• Nécessité :
Supposons que A est une matrice de Metzler , on peut trouver un réel λ> 0 tel que
(A+λIn) > 0. Sachant que

(A+λIn) (−λIn) = (−λIn) (A+λIn) (1.2)

il s’ensuit que

eAt = e(A+λIn )+t (−λIn )t ,

= e(A+λIn )t e(−λIn )t ∈Rn×n
+ .

du fait que e(A+λIn )t ∈Rn×n+ et e(−λIn )t ∈Rn×n+
• Suffisance :

Supposons que ∀t ≥ 0, eAt ≥ 0. Ainsi, puisque

A =
d

d t

(
eAt ) |t=0= lim

t→0+

eAt − I

t
, (1.3)

9



2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Prenons comme e j le j me me vecteur de la base canonique, nous obtenons pour
i ̸= j ,

ai j = lim
t→0+

< eAt e j −e j ,ei >
t

,

= lim
t→0+

{
< eAt e j ,ei >

t
− e j ,ei

t

}
,

= lim
t→0+

< eAt e j ,ei >
t

≥ 0,

puisque < e j ,ei >= 0. Dés lors, ai j ≥ 0 pour i ̸= j et la matrice A est donc une matrice
de Metzler

Théorème 1.5 Si A est une matrice de Metzler, son module de stabilité est une valeur propre
de A et il existe un vecteur propre υ dans l’orthant positif tel que : Aυ = s(A)υ où s(A) étant
le module de stabilité de A.

Décomposition régulière :
soit une matrice de Metzler A inversible. On appelle décomposition régulière de A, toute
décomposition de la forme :

A = F+V

où F ≥ 0 et V une matrice de Metzler asymptotiquement stable.

2 Calcul fractionnaire

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
différentiel classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ses origines remontent à
la fin du 17me siècle, l’époque ou Newton et Leibniz posaient les fondements du calcul
différentiel et intégral. La question a été abordée dés 1695 par Leibniz dans une lettre à
l’Hospital , mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait être la dérivée d’ordre 1/2 de
la fonction x, Leibniz répond que cela méne à un paradoxe dont on tirera un jour d’utiles
conséquences. Plus de 300 ans après, on commence seulement à venir à bout des difficul-
tés. De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler
(1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), Grünwald, Letnikov
...etc. Différentes approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux
ordres non-entiers.

— Les différences finies d’une fonction se généralisent sous la forme de Grünwald-
Letnikov, très utile numériquement

— L’intégration, opération inverse de la dérivation, mène, via la formule intégrale de
Liouville, aux formules de Riemann-Liouville et aux formules de Caputo

— Les transformations de Fourier et de Laplace associent la dérivation fractionnaire à
une multiplication par ( jω)α ou pα avec non entier.

Donc L’idée de base de la dérivation et l’intégration fractionnaire est la généralisation
des dérivations et d’intégrations standards. Le mot fractionnaire est un terme trompeur
mais il a été conventionnellement retenu.
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2. CALCUL FRACTIONNAIRE

2.1 Notions de base sur la théorie des matrices et du calcul fraction-
naire

Définitions fondamentales

Dans cette partie, nous allons exposer quelques notions fondamentales indispensables
pour la théorie du calcul fractionnaire.

Définition 1.6 La fonction Gamma
Soit α∈C tel que Re(α) > 0, alors la fonction Gamma notée Γ est définie :

Γ: α→Γ (α) =
∫ +∞

0
e−t tα−1d t (1.4)

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie réelle est stric-
tement positive.
En intégrant par parties, on peut voir que

Γ (α+1) = αΓ (α) , Re (α) > 0 (1.5)

En particulier :
Γ (n +1) = n!, ∀n ∈Z+ (1.6)

Définition 1.7 La fonction de Mittag-Leffler
Pour θ ∈ C et 0 < α < 1, on appelle fonction de Mittag-Leffer et on note Eα(.) la fonction
suivante :

Eα =
∞∑

k=0

θk

Γ(kα+1)
(1.7)

On remarque bien sur que E1(θ) = eθ.

Définition 1.8 L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Soit f ∈ C[a,b] et α ∈R+, alors les intégrales I(α)

a+ f (x) et I(α)
b−

f (x) sont définis par ce qui suit :

I(α)
a+ f (x) =

1

Γ(α)

∫ x

a
(x − t )α−1 f (t )d t , a ∈ ]−∞,+∞[ (1.8)

est appelé intégrale fractionnaire (à gauche) de Riemann-Liouville d’ordre α.
L’intégrale I(α)

b−
définie par :

I(α)
b−

f (x) =
1

Γ(α)

∫ b

x
(x − t )α−1 f (t )d t , b ∈ ]−∞,+∞[ (1.9)

est appelée intégrale fractionnaire (à droite) de Riemann-Liouville d’ordre α.

Théorème 1.9 Pour f ∈ C[a,b] et α,β ∈ R+, l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville possède la propriété de semi-groupe, c-à-d,

I(α)
a+

[
I(β)

a+ f (x)
]

= I(α+β)
a+ f (x) (1.10)

Dans ce qui suit, nous utiliserons que l’intégrale fractionnaire (à gauche) de Riemann-
Liouville d’ordre α et nous omettons l’indice a+, et nous avons par convention : I(α)

a+ = I(α)

11



2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Définition 1.10 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Soit f une fonction intégrable sur [a, t ] et α ∈ R+

(
avecn −1 < α≤ n,n ∈Z∗+

)
, alors la déri-

vée fractionnaire d’ordre α au sens de Riemann-Liouville de la fonction f et notée RDα est
définie par :

RDα f (x) =
1

Γ(n −α)

d n

d t n

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f (τ)dτ (1.11)

=
d n

d t n

(
I(n−α) f (t )

)
(1.12)

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un rôle très important
dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires, à cause de
leurs applications dans les mathématiques pures (résolution des équations différentielles
d’ordre entier, sommation des séries,...etc.). De nombreux nouveaux résultats des travaux
de recherche sont apparus, spécialement sur la théorie de viscoélasticité et des mécaniques
du solide, où les dérivées fractionnaires sont utilisées pour une bonne description des pro-
priétés des matériaux. Les problèmes appliqués demandent des définitions de dérivées frac-
tionnaires autorisant l’utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, les-
quelles contiennent f (a) ; f ′(a), ...etc. Malgré le fait que les problèmes aux valeurs initiales
avec de telles conditions initiales peuvent être résolus mathématiquement ( analytique-
ment ou numériquement). La solution de ce problème a été proposée par M. Caputo dans
les années soixante dans sa définition qu’il a adapté avec Mainardi dans la structure de la
théorie de la viscoélasticité. Un intérêt particulier pour la dérivation fractionnaire où elle
s’introduit naturellement, est lié à la modélisation mécanique des gommes et des cahout-
choucs, et en général toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des déforma-
tions passées et dont le comportement est dit viscoélastique.

Définition 1.11 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
Soit α > 0 avec n − 1 < α < n , n ∈ Z∗+ et la fonction f vérifiant d n

d t n f ∈ L1[a,b] alors la
dérivée fractionnaire d’ordre α (à gauche) au sens de Caputo de la fonction f notée C

a Dα
t (ou

simplement CDα )est définie par la relation suivante :

CDα f (x) =
1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ (1.13)

CDα f (x) = I(n−α)
(

d n

d t n
f (t )

)
(1.14)

Propriétés 1.12 Soient f et g deux fonction définie : [a,b] →R

* Linéarité : ∀λ1,λ2 ∈R
CDα(λ1 f (x)+λ2g (x)) = λC

1 Dα f (x)+λC
2 Dαg (x)

* Semi-groupe : soient 0 ≤ α≤ 1, 0 ≤ β≤ 1 et 0 ≤ α+α≤ 1 alors :

CDα
a

CDβ
a f (x) =C Dα+β

a

* Commutativité :
CDαCDβ

a f (x) =C
a DβCDα

a f (x)

Dérivée fractionnaires des fonctions usuelles au sens de Caputo de qulques fonctions
usuelles.

• CDα
a(Cte) = 0, Cte=constante.

• CDα
aIαa f (x) = f (x)

• CDα
a(x −a)β = Im−α

a Dm(x −a)β

12



3. TRANSFORMÉ DE LAPLACE

2.2 Relations entre les dérivées fractionnaires

Dans ce qui suit, nous allons donner quelques résultats sur la relation entre les dérivées
fractionnaires. Soit α > 0 vérifiant n −1 < α < n, n ∈ Z∗+ Supposons que f est une fonction
dont les dérivées CDα f et RDα f existent alors,

CDα f (t ) =R Dα f (t )−
n−1∑
p=0

f (p)(a)(t −a)p−a

Γ(p −α+1)
(1.15)

Nous en déduisons que si toutes les conditions initiales f (p)(a) = 0 pour tout p = 0,(n −1)
alors CDα f (t ) =R Dα f (t ).
Si la fonction f est de classe Cn , alors en faisant des intégrations par parties nous obtenons
ce qui suit :

RDα f (t ) =
n−1∑
p=0

f (p)(a)(t −a)p−a

Γ(p −α+1)
+ 1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f (n)dτ (1.16)

3 Transformé de Laplace

La Transformation de Laplace créé par le mathématicien français Pierre-Simon Laplace
(1749–1827). Il est considéré comme une technique très utile pour résoudre les équations
différentielles ordinaires et partielles, qui décrivent comment certaines quantités varient
avec le temps, comme le flux de chaleur à travers un conducteur isolé ou le courant dans un
circuit électrique. Ces équations sont généralement accompagnées de conditions initiales
qui décrivent l’état du système au temps t = 0.

Définition 1.13 Soit f une fonction réelle ou complexe de la variable (Temps) t > 0, et soit
s un paramètre réelle ou complexe, alors la transformée de Laplace de f (t ) est :

F(s) =L
{

f (t )
}

=
∫ ∞

0
e−st f (t )d t . (1.17)

= lim
τ→∞

∫ τ

0
e−st f (t )d t . (1.18)

Si la limite existe alors 1.17 est dite convergente, sinon elle diverge et il n’y a pas de transfor-
mation Laplace définie pour f. Le domaine du paramètre s est choisi de manière appropriée
pour que la convergence de l’intégrale de Laplace 1.17 est assurée. Donc s peut appartenir
au plan complexe C, ou ligne vraie R.
Dans ce qui suit la transformation de Laplace de certaines fonctions :
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4. TRANSFORMÉE EN Z

f (t ) F(s) =L
{

f (t )
}

1 1
s

t 1
s2

t n Γ(1+n)
1+n

ebt 1
s−b

si n(bt ) b
s2+b2

cos(bt ) s
s2+b2

si n(bt ) b
s2+b2

si nh(bt ) b
s2−b2

cosh(bt ) s
s2−b2

ebt f (t ) F(s −b)
t f (t ) −F′(s)

si n(bt ) b
s2+b2

si nh(bt ) b
s2−b2

cosh(bt ) s
s2−b2

ebt f (t ) F(s −b)
t f (t ) −F′(s)

TABLEAU 1.1 – La transformation de Laplace de certaines fonctions usuelles.

4 Transformée en Z

Dans cette section, la définition de la transformée en Z et inverse ainsi que leurs pro-
priétés sont rappelées.

Définition 1.14 Soit x = (xn)n∈N une suite de nombres complexes. La transformée en Z de x
est la série de Laurent

Z(x) =
+∞∑
n=0

xn z−n .

qui est une fonction holomorphe dans
{

z ∈C : |z| > 1
R >}

où R est le rayon de convergence de

la série entière
+∞∑
n=0

xn zn

Propriétés 1.15 Les propriétés de la transformée en Z

• Linéarité : Soient α, β deux nombres complexes et x, y deux suites de nombres com-
plexes. Alors

Z
(
αx +βy

)
= αZ(x)+βZ(y)

sur
{

z : |z| > max
{

1
Rx

, 1
Ry

}}
.

• Retardé : Soit x une suite numérique, k ∈ N et y la suite de terme général définie
comme suit :

yn =

{
0 si k > n,

xn−k sinon

que l’on appelle le signal x retardé de k. Alors Z(x) et Z(y) ont le même rayon de conver-
gence et, dans leur domaine d’holomorphie,

Z(y) = z−k Z(x) (1.19)
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5. CONCLUSION

suites Transformée en Z Domaine de convergence
x0 = 1, xn = 0si n > 0 1 C

xk = 1, xn = 0si n ̸= k z−k C∗

1 z
z−1 |z| > 1

n z
(z−1)2 |z| > 1

an z
z−a |z| > a

nan az
(z−a)2 |z| > a

TABLEAU 1.2 – La transformation en Z de certaines fonctions

• Avancé Soient x une suite numérique, k ∈ N∗ et y la suite définie par yn = xn+k . Alors
Z(x) et Z(y) ont même rayon de convergence et, dans leur domaine d’holomorphie,

Z(y) = zk

(
Z(x)−

k−1∑
n=0

xn z−n

)

• Convolution Soient x et y deux suites numériques.Alors quel que soit |z| > max
{

1
Rx

, 1
Ry

}
Z(x ∗ y) = Z(x)Z(y). (1.20)

Voici une table des transformées en Z usuelles. On ne considère que des suites causales.
Transformation en Z inverse :

Étant donnée une fonction holomorphe f , développable en série de Laurent en z = 0 sous
la forme

f (z) =
k−1∑
n=0

xn z−n = Z(x) (1.21)

(donc la partie régulière est nulle) pour |z| > r . L’objectif est ici de retrouver la suite numé-
rique x à partir de f (z) (et non, bien entendu, à partir de son développement).

xn =
1

2iπ

∫
γ

f (z)

z−n+1
d z =

1

2iπ

∫
γ

f (z)zn−1d z (1.22)

pour tout circuit simple γ, orienté dans le sens direct, tracé dans {z ∈C : |z| > r }. (Rappelons
qu’un circuit simple : γ : [t0, t1] → C est un circuit, donc γ(t0) = γ(t1), tel que γ |[t0,t1[ est
injectif).

5 Conclusion

Ce chapitre a fait l’objet d’un rappels de quelques notions fondamentales de la théo-
rie des matrices et du calcul fractionnaire utilisées essentiellement dans la première partie
de notre travail qui concerne à rappeler quelques définitions et théorèmes importants dans
l’étude qualitative des systèmes dynamiques. Certains modèles mathématiques en automa-
tisme ou en cinétique chimique, sont régis par des EDO de la forme ẋ = Ax +B, où A est une
matrice de Metzler. Il est donc des plus important d’étudier les propriétés fondamentales de
ce type de matrices, Dans la deuxième partie de ce chapitre La théorie de dérivation frac-
tionnaire avec les relations entre les dérivées fractionnaires.
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Chapitre 2

Dérivée et intégrales fractionnaire
conforme

En 2014, [3] ont introduit une définition complétement nouvelle définition de la déri-
vée fractionnaire appelé * Dérivée conforme fractionnaire *. La nouvelle définition semble
être très pratique par rapport aux définitions précédentes, car elle peut être étendue à la
définition classique de la première dérivée quand α = 1.

1 Dérivée fractionnaire conforme

Définition 2.1 [4] (Les Dérivées conforme fractionnaires gauche et droit ) : Étant donné une
fonction f : [a,∞) 7−→R et (0,1]. Alors la dérivée conforme fractionnaire gauche de f d’ordre
α à partir de a est définie par :

Da
α

(
f
)

(t ) = lim
ε→0

f (t +ε(t −a)1−α)− f (t )

ε
. (2.1)

Si Da
α( f )(t ) existe sur (a,b), Alors Da

α( f )(a) = limt→a+ Da
α( f )(t ).

Quand a = 0, On écrit Dα qui est la définition originale fondée par [3], et nous disons que
f est α-différentiable chaque fois que Dα existe, on donne une fonction f : [0,+∞) 7−→ R et
α ∈ (0,1]. Alors la dérivée conforme fractionnaire de f d’ordre α pour tout t > 0 est définie
par :

Dα f (t ) = lim
ε→0

f (t +εt 1−α)− f (t )

ε
(2.2)

tel que cette limite existe et terminée.
Étant donné une fonction f : [−∞,b) 7−→ R et α ∈ (0,1]. Alors la dérivée conforme fraction-
naire droit de f d’ordre α se terminant en b est définie par :

bDα f (t ) = − lim
ε→0

f (t +ε(b − t )1−α)− f (t )

ε
(2.3)

Si bDα( f )(t ) existe sur (a,b) alors bDα( f )(b) = limt→b− bDα f (t )

2 Quelques propriétés de dérivation conforme fractionnaire

Dans ce qui suit, quelques propriétés de dérivée conforme fractionnaire .[8, 4]

Propriétés 2.2 Pour f , g : [0,+∞) 7−→ R et t > 0, Dα sera réaliser les propriétés suivantes
pour α ∈ (0,1] :
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2. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE DÉRIVATION CONFORME FRACTIONNAIRE

❶ Si f est α−différentiable à t > 0 alors f est continue a t , soit

lim
ε→0

f
(
t +εt 1−α) = f (t ). (2.4)

❷

Dα(a f +bg ) = aDα( f )+bDα(g ) a,b ∈R. (2.5)

❸

Dα(t k ) = kt k−α k ∈R. (2.6)

❹

Dα (C) = 0 C : const ant ,

Dα
t (t p ) =


Γ(p+1)

Γ(p−n)
t p−n si p ∈Net p > α,

0 si p ∈N et p < α ,
(2.7)

Où n < α≤ n +1.

❺

Dα( f g ) = f Dα(g )+ g Dα( f ). (2.8)

❻

Dα(
f

g
) =

g Dα( f )− f Dα(g )

g 2
. (2.9)

❼ Si f est différentiable alors :

Dα( f ) = t 1−α f ′(t ). (2.10)

❽ Si f est n fois différentiable, alors nous avons :

Dα
t ( f )(t ) = t n+1−α f (n+1)(t ), ∀n < α⩽ n +1. (2.11)

❾ Soit h(t ) = f (g (t )) tel que f et g des fonctions α−différentiable alors :

Dα(h)(t ) = Dα( f )(g (t )).Dα(g )(t ).g (t )α−1. (2.12)

Les preuves des propriétés ci-dessus peuvent être dérivées directement de la définition.
En appliquant la propriété aux fonctions différentiables, nous pouvons trouver la dé-
rivée conforme fractionnaire d’ordre α pour de nombreuses fonctions des preuves.
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3. INTÉGRATION CONFORME FRACTIONNAIRE

Remarque 2.1 On a :

➀ Si f est αd i f f ér enti abl e alors :

Da
α( f )(t ) = (t −a)1−α f ′(t ). (2.13)

➁ Si f est αd i f f ér enti abl e alors :

bDα( f )(t ) = −(b − t )1−α f ′(t ). (2.14)

La définition précédent peut être étendue pour inclure n’importe quel à α ∈ (n,n +1] :
n ∈N.Ce pendant, dans cas, les chercheurs ne considérent que le cas où α ∈ (0,1] pour
son importance.

3 Intégration conforme fractionnaire

Définition 2.3 [4](Les Intégrales conforme fractionnaires gauche et droite )
Étant donné une fonction f : [a,∞) 7−→ R et α ∈ (0,1]. Alors l’intégrale conforme fraction-
naire gauche de f d’ordre α à partir de a est définie par :

Ia
α( f )(t ) =

∫ t

a
f (x)dα(x, a) =

∫ t

a
f (x)(x −a)α−1 dx (2.15)

Tel que a = 0 on écrit dα(x) = xα−1d x quand a = 0, on écrit Iα qui est la définition origi-
nale fondée par [3], et nous disons que f est α−différentiable chaque fois que Iα existe, on
donne une fonction f : [0,+∞) 7−→ R et α ∈ (0,1]. Alors l’intégrale conforme fractionnaire
de f d’ordre α pour tout t > 0 est définie par :

Iα( f )(t ) =
∫ t

0
f (x)xα−1 dx, t ≥ 0. (2.16)

tel que cette limite existe et terminée.
Étant donné une fonction f : [−∞,b) 7−→R et α ∈ (0,1]. Alors l’intégrale conforme fraction-
naire droite de f d’ordre α se terminant en b est définie par :

bIα( f )(t ) =
∫ b

t
f (x)dα(x, a) =

∫ b

t
f (x)(x −a)α−1 dx. (2.17)

Lemme 2.1 [4]Étant donné une fonction continue f : [a,∞] 7−→ R et α ∈ (0,1]. Alors pour
tout t > a On a :

Da
α

[
Ia
α( f )(t )

]
= f (t ). (2.18)

Preuve. Puisque f est continue, alors Ia
α( f )(t ) est clairement différentiable. donc en ap-

pliquant 2.10 sur Ia
α( f )(t ) nous avons :

Da
α

(
Ia
α f (t )

)
(t ) = (t −a)1−α.

d

d t
Ia
α( f )(t ),

= (t −a)1−α.
d

d t

∫ t

a
f (x)(x −a)α−1 dx,

= (t −a)1−α. f (t )(t −a)α−1,

= f (t ).

Ensuite, nous avons un lemme similaire . S’il preuvé de la même manière.
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4. TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORME FRACTIONNAIRE

Lemme 2.2 [4] Étant donné une fonction continue f : [−∞,b) 7−→R et α ∈ (0,1]. Alors pour
tout t < b On a :

bDb
αIα( f )(t ) = f (t ). (2.19)

Lemme 2.3 [4] Étant donné une fonction différentiable f : [a,b) 7−→ R et α ∈ (0,1]. Alors
pour tout t > a On a : (

Ia
α

)
Da
α( f )(t ) = f (t )− f (a). (2.20)

Preuve. Puisque f est différentiable, alors Da( f )(x) = (t −a)1−a f ′(t ), donc nous avons :

Da
α

(
Ia
α f (t )

)
(t ) =

∫ t

a
Da
α( f )(x)(t −a)1−αdx,

=
∫ t

a
(x −a)1−α f ′(x)(x −a)α−1 dx,

=
∫ t

a
f ′(x)dx,

= f (t )− f (a).

Théorème 2.4 [4](Intégration par parties)
Soit 0 < β ≤ 1 et f , g : [a,b] 7−→ R deux fonctions telles que f , g différentiable. alors nous
avons :∫ b

a
f (t )Da

β(g )(x)(x −a)β−1dx = f (x)g (x)|ba −
∫ b

a
g (x)Da

β( f )(x)(x −a)β−1dx. (2.21)

Preuve. En utilisant la propriété ❹, lemme 2.3

Ia
βDa

β f (t )( f g ) =
∫ b

a
( f g )(x)(x −a)β−1 dx,

=
∫ b

a
[ f (x)Da

β(g )(x)+ g (x)Da
β( f )(x)](x −a)β−1 dx,

=
∫ b

a
( f )Da

β(g )(x)(x −a)β−1 dx +
∫ b

a
(g )(x)Da

β( f )(x −a)β−1 dx.

puisque f , g différentiables, nous pouvons appliquer Ia
αDa

α sur f g . donc nous obtenons :

Ia
αDa

α

(
f g

)
= f g |ba −→ f g |ba =

∫ b
a f (x)Da

β
(g )(x)(x −a)β−1 dx +∫ b

a (g )(x)Da
β

( f )(x −a)β−1 dx.

−→ ∫ b
a f (x)Da

β
(g )(x)(x −a)β−1 dx =

∫ b
a (g )(x)Da

β
( f )(x −a)β−1 dx.

4 Transformation de Laplace conforme fractionnaire

Dans cette section, les chercheurs présentent la définition du transformation de La-
place conforme fractionnaire et quelques propriétés de base du transformation de La-
place de conforme fractionnaire aussi.

Définition 2.5 [4] Soit 0 < α ≤ 1 et f : [0,∞) 7−→ R une fonction à valeur réelle, Alors le
Laplace conforme fractionnaire d’ordre est défini par :

Lα

{
f (t )

}
(s) =Fα(s) =

∫ ∞

0
e−s tα

α f (t )tα−1 dt = lim
τ→+∞

∫ τ

0
e−s tα

α f (t )tα−1 dt , (2.22)

Si α = 1, Alors 2.22 est la définition classique de la transformation de Laplace d’ordre entier
1.17, Ce qui signifie que 2.22 est une généralisation de 1.17 .
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4. TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORME FRACTIONNAIRE

Théorème 2.6 (La transformation de Laplace conforme fractionnaire de dérivée fraction-
naire)
Soit 0 < α≤ 1 et f : (0,∞) 7−→R une fonction à valeur réelle différentiable, Alors :

Lα

{
Dα( f )(t )

}
(s) = sFα(s)− f (0). (2.23)

Preuve. Par la définition 2.5 et de l’intégration par partie on a :

Lα

{
Dα( f )(t )

}
(s) = lim

τ→+∞

∫ τ

0
e−s tα

α Dα f (t )tα−1d t dt ,

= lim
τ→+∞

∫ τ

0
e−s tα

α
d f

d t
tα−1tα−1 dt ,

= lim
τ→+∞

∫ τ

0
e−s tα

α
d f

d t
dt .

En utilisant l’intégration par partie, nous fixons :

u = e−s tα

α d v = d f
d t d t

du = −stα−1e−s tα

α d t f (t )
Donc on a :

Lα

{
Dα( f )(t )

}
(s) = lim

τ→+∞

[
e−s tα

α f (t )
]τ

0
− lim
τ→+∞

∫ τ

0
−stα−1e−s tα

α f (t )tα−1 dt ,

=
[
0− f (t )

]+ lim
τ→+∞

∫ τ

0
e−s tα

α f (t )tα−1 dt , s > 0

= sFα(s)− f (0).s > 0

Lemme 2.4 [4]
Soit : [0,∞) 7−→R tel que Lα( f (t ))(s) =F(s) existe. Alors :

F(s) =L
{

f
(
(αt )

1
α

)α}
(s).

Preuve.
Dans la définition 2.5 nous fixons u = tα

α .

Fα(s) = lim
τ→∞

∫ τ

0
e−s tα

α f (t )tα−1 dt ,

= lim
τ→∞

∫ τ

0
e−su f

(
(αu)

1
α

)
du,

= L
{

f
(
(αt )

1
α

)}
.

Dans ce qui suit la transformation de Laplace conforme fractionnaire de certaines
fonctions :

❶

Lα {1}(s) =
1

s
s > 0. (2.24)
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4. TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORME FRACTIONNAIRE

❷

Lα {t } (s) = α
1
α
Γ

(
1+ 1

α

)
s1+ 1

α

s > 0. (2.25)

❸

Lα

{
t p}

(s) = α
p
α
Γ

(
1+ p

α

)
s1+ p

α

s > 0. (2.26)

❹

Lα

{
e

tα

α

}
(s) =

1

s −1
s > 0. (2.27)

❺

Lα

{
si n

(
b

tα

α

)}
(s) =

b

s2 +b2
s > 0. (2.28)

❻

Lα

{
cos

(
b

tα

α

)}
(s) =

b

s2 +b2
s > 0. (2.29)

❼

Lα

{
si nh

(
b

tα

α

)}
(s) =

s

s2 −b2
: s > |b|. (2.30)

❽

Lα

{
cosh

(
b

tα

α

)}
(s) =

s

s2 −b2
: s > |b|. (2.31)

Preuve.
Les preuves suivantes facilement à l’aide du lemme 2.4 et du tableau précédent du trans-
formation de Laplace

❶

Lα {1}(s) =L(1) =
1

s
s > 0. (2.32)

❷

Lα {t } (s) =L
{

(αt )
1
α

}
= α

1
αL

{
t

1
α

}
= α

1
α
Γ

(
1+ 1

α

)
s1+ 1

α

s > 0. (2.33)
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4. TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORME FRACTIONNAIRE

❸

Lα

{
t p}

(s) =L
{(

(αt )
1
α

)p}
=L

{
(αt )

p
α

}
= α

p
αL

{
t

p
α

}
= α

p
α
Γ

(
1+ p

α

)
s1+ p

α

s > 0. (2.34)

Notez quand p = nα, Alors :

Lα

{
t p}

(s) = αnL
{

t n}
s > 0. (2.35)

❹

Lα

{
e

tα

α

}
(s) =L

e

(
(αt )

1
α

)α
α

 =L
{
e t} =

1

s −1
s > 0. (2.36)

❺

Lα

{
si n

(
b

tα

α

)}
(s) =L

si n

b

(
(αt )

1
α

)α
α


 =L {si n (bt )} =

b

s2 +b2
s > 0. (2.37)

❻

Lα

{
cos

(
b

tα

α

)}
(s) =L

cos

b

(
(αt )

1
α

)α
α


 =L {cos (bt )} =

s

s2 +b2
s > 0. (2.38)

❼

Lα

{
si nh

(
b

tα

α

)}
(s) =L

si nh

b

(
(αt )

1
α

)α
α


 =

b

s2 −b2
s > |0|. (2.39)

❽

Lα

{
cosh

(
b

tα

α

)}
(s) =L

cosh

b

(
(αt )

1
α

)α
α


 =

s

s2 −b2
s > |0|. (2.40)

4.1 Quelques propriétés de la transformation de Laplace conforme frac-
tionnaire

Propriétés 2.7 Certaines propriétés du transformation de Laplace conforme fractionnaire :

❶ La transformation de Laplace conforme fractionnaire est un opérateur linéaire :

Lα

{
µ f (t )±λg (t )

}
(s) =µFα(s)±λGα(s). (2.41)

Tel que µ et λ sont des constantes.
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❷ Déplacement [4]

Lα

{
e−k tα

α f (t )
}

=L
{

f
(
(αt )

1
α

)}
|s=s+k s >−k. (2.42)

Preuve. Par le lemme 2.4, on a :

Lα

{
e−k tα

α f (t )
}

= L

e
−k

(
(αt )

1
α

)α
α f

(
(αt )

1
α

) ,

= L
{

e−kt f
(
(αt )

1
α

)}
,

= L
{

f
(
(αt )

1
α

)}
|s=s+k s >−k.

par exemple :

Lα

{
e−k tα

α
cos

(
tα

α

)}
(s) =L {cos(t )} |s = s +k =

s

1+ s2
|s=s+k =

s +k

1+ (s +k)2 s > 0.

Lα

{
e−k tα

α
si n

(
tα

α

)}
(s) =L {si n(t )} |s = s +k =

1

1+ s2
|s=s+k =

1

1+ (s +k)2 s > 0.

❸ La transformation de Laplace conforme fractionnaire de l’intégrale conforme frac-
tionnaire :

Fα
(
Iα

(
f
)

(t )
)

=
Fα(s)

s
. (2.43)

❹ Les dérivées de la transformée de Laplace conforme fractionnaire satisfont :

F(n)
α = (−1)n Lα

{
t nα

αn
f (t )

}
. (2.44)

❺ Soit f (t ) et g (t ) deux fonctions quelconques, Alors la transformée de Laplace conforme
fractionnaire de la convolution de f (t ) et g (t ) est :

Lα

{(
f ∗ g

)
(t )

}
=Fα (s) .Gα (s) . (2.45)

Où 0 < α≤ 1

Preuve. Par le lemme 2.4 et la définition de la convolution, on a :

Lα

{(
f ∗ g

)
(t )

}
= L

{(
f ∗ g

)(
(αt )

1
α

)}
(s) ,

=
∫ ∞

0

(
f ∗ g

)(
(αt )

1
α

)
e−st d t ,

=
∫ ∞

0

(∫ t

0
f
(
(α (t −u))

1
α

)
g

(
(αu)

1
α

)
du

)
e−st d t .

On change l’ordre d’intégration, donc :

Lα

{(
f ∗ g

)
(t )

}
=

∫ ∞

0

∫ ∞

u
f
(
(α (t −u))

1
α

)
g

(
(αu)

1
α

)
e−st d tdu
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Soit t −u = v, alors :

Lα

{(
f ∗ g

)
(t )

}
=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
f
(
(αv)

1
α

)
g

(
(αu)

1
α

)
e−s(v+u)d vdu,

=

(∫ ∞

0
f
(
(αv)

1
α

)
e−sv d v

)(∫ ∞

0
g

(
(αu)

1
α

)
e−sudu

)
,

= L
{

f
(
(αv)

1
α

)}
.L

{
g

(
(αu)

1
α

)}
,

= Lα

{
f (t )

}
.Lα

{
g (t )

}
,

= Fα (s) .Gα (s) .

❻ Si f : (0,∞) 7−→R est continuellement différentiable d’ordre 1, alors la transformée de
Laplace conforme fractionnaire de la dérivée conforme fractionnaire séquentielle du
première ordre de f est :

Lα

{
Dα

(
f
)

(t )
}

(s) = sFα (s)− f (0) 0 < α≤ 1. (2.46)

❼ Si f : (0,∞) 7−→R est continuellement différentiable d’ordre 2, alors la transformée de
Laplace conforme fractionnaire de la dérivée conforme fractionnaire séquentielle du
deuxième ordre de f est :

Lα

{
D2α

(
f
)

(t )
}

(s) = s2Fα (s)− s f (0) . (2.47)

❽ Si f : (0,∞) 7−→R est continuellement différentiable d’ordre 3, alors la transformée de
Laplace conforme fractionnaire de la dérivée conforme fractionnaire séquentielle du
troisième ordre de f est :

Lα

{
D3α

(
f
)

(t )
}

(s) = s3Fα (s)− s2 f (0) . (2.48)

5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons défini une nouvelle dérivée dite dérivée d’ordre frac-
tionnaire conforme. Dans la première partie de notre travail qui concerne à rappeler la
définition et quelques propriétés de cette dérivée, dans la deuxième partie de ce chapitre
intégration de cette dérivée avec la transformation de Laplace conforme et quelques pro-
priétés de la transformation de Laplace conforme.
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Chapitre 3

Système dynamique

1 Rappel sur le système 1D

Dans cette section, nous allons nous intéressé à la classe des systèmes linéaires dans
le temps à temps continu et à temps discret. Nous introduisons par suite une nouvelle
classe de Système qui est la classe des systèmes positifs. Notons que cette classe est par-
ticulière importante et fascinante, qu’on retrouve dans l’ingénierie, en sciences sociales,
en électronique, les variables d’états représentent typiquement une population, quantité
de marchandise, masse, chimiques etc. Ces systèmes peuvent etre modélisés en tant que
systèmes positifs dans lesquels la trajectoire d’état est toujours positive toutes les fois que
l’état initiale est positif. Nous nous basons sur ces différentes références pour donner des
définitions et caractérisations des systèmes positifs en temps continu et discret.

1.1 Système 1D linéaire à temps continue

Une représentation d’état permet de modéliser un Système dynamique sous forme
matricielle en utilisant des variables d’état. On se place alors dans un espace d’état. Cette
représentation qui peut etre Dans notre cas, nous nous intéressons à la classe des Système
linéaires invariants dans le temps. Nous nous placons dans les deux cas continu et discret.
Le Système linéaire est défini par :
Cas standard :
Considérons le Système linéaire standard en temps continue suivant :

ẋ = Ax +Bu (3.1)

y = Cx +Du (3.2)

tel que : x = x(t ) ∈ Rn est le vecteur d’état a l’instantt ,u = u(t ) ∈ Rmreprésente le contrôle
et y = y(t ) ∈ Rp la sortie du système,A ∈ Rn×n est la matrice d’état, B ∈ Rn×m , C ∈ Rp×n ,
D ∈Rp×m .
Pour tout t ≥ t0, nous obtenons

* Trajectoire d’état :

x(t ) = eA(t−t0)x0 +
∫ t

t0

eA(t−τ)Bu (τ)dτ.

* Réponse du Système :

y(t ) = CeA(t−t0)x0 +C
∫ t

t0

eA(t−τ)Bu (τ)dτ+D(τ) .
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1. RAPPEL SUR LE SYSTÈME 1D

* Matrice de réponse impulsionnelle :

G(t , t0) = CeA(t−t0)x0B+Dδ (t − t0) . (3.3)

Preuve. Nous considérons le système 3.1linéaire à temps continue définie par l’équation
3.1

ẋ = Ax +Bu (3.4)

Pour résoudre ce système, il suffit d’appliquer la transformée de Laplace pour le système
3.1.

L[ẋ] = AL[x]+BL[u] (3.5)

Sachant que x = x(t ) et u = u(t ). Nous savons que,

L[ẋ] = sX(s)−x(0) (3.6)

Et,

X(s) =L[x] =
∫ ∞

0
x(t )e−st d t (3.7)

Après avoir remplacer, nous obtenons que :

sX(s)−x(0) = AX(s)+BU(s), avec L[u] = U(s)

Alors,
[In s −A]X(s) = x(0)+BU(s)

Pour [In s −A] est inversible.

X(s) = [In s −A]−1 (x(0)+BU(s))

Et pour,

[In s −A]−1 =
∞∑

k=0
Ak s−(k+1)

D’où,

X(s) =
∞∑

k=0
Ak s−(k+1)x(0)+

∞∑
k=0

Ak s−(k+1)BU(s)

En appliquant la transformé inverse,

L− [X(s)] =
∞∑

k=0
AkL−

[
s−(k+1)

]
x(0)+

∞∑
k=0

AkL−
[

s−(k+1)BU(s)
]

(3.8)

Par conséquent,

x(t ) = eA(t−t0)x0 +
∫ t

t0

eA(t−τ)Bu (τ)dτ.

∞∑
k=0

AkL−s−(k+1)x(0) =
∞∑

k=0

(At )k

γ (k +1)
= eAt

D’où,

U(s) =L [u(t )] =
∫ ∞

0
u(t )e(sτdτ

L[ẋ = AL[x]+BL[u] (3.9)
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1. RAPPEL SUR LE SYSTÈME 1D

1.2 Système 1D linéaire à temps discret

Le système dynamique discret joue un rôle très important dans la pratique, il peut
aussi être utilisé comme modèle approximatif pour l’étude de système continu.
Cas standard :
Considérons le Système linéaire standard en temps discret suivant :

Définition 3.1 Soit le système 1D linéaire à temps discret définit par :

xi+1 = Axi +Bui (3.10)

yi = Cxi +Dui (3.11)

tel que xi ∈ Rn est le vecteur d’état à l’instant i , ui ∈ Rm représente le contrôle et yi ∈ la
sortie du système, A ∈Rn×n est la matrice d’état, B ∈ × , C ∈Rp×n , D ∈Rn×m .

• Trajectoire d’états : La solution de ce système est définie par :

xi = Ai x0 +
i−1∑
K=0

Ai−(k+1)Bui

Preuve.
Pour k = 0, x1 = Ax0 +Bu0.
Pour k = 1, x2 = Ax1 +Bu1,

= A[Ax0 +Bu0]+Bu1,

= A2x0 +ABu0 +Bu1.

Pour k = 2, x3 = Ax2 +Bu2.

= A
[
A2x0 +ABu0 +Bu1

]+Bu2,

= A3x0 +A2Bu0 +ABu1 +Bu2,

= A3x0 +
3−1∑
K=0

A3−(k+1)Buk .

...

Pour k = i , xk = Ai x0 +
i−1∑
K=0

Ai−(k+1)Buk .

xk = Ai x0 +
i−1∑
K=0

Ai−(k+1)Buk , k > 0

• Réponse du système :

yk = CAk x0 +C
k−1∑
i =0

Ak−(i+1)Bui .
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1. RAPPEL SUR LE SYSTÈME 1D

1.3 Positivité des systèmes 1D linéaires

Considérons à présent définitions et qulques résultats sur la positivité en temps continu
et eu temps discret .

• Cas continu
Positivité externe :
Tout d’abord, donnons la première définition de positivité de systèmes linéaires, la
positivité externe.

Définition 3.2 Un système linéaire standard est dit externement positif si la sortie cor-
respondant à l’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e.
pour, x0 = x(0) = 0 et pour tout u(t ) ∈Rm+ , t ≥ 0, on a y(t ) ∈Rp

+, pour t ≥ 0.

Positivité interne :
A présent, nous pouvons donner la seconde définition de positivité, qui peut être
appelée positivité interne.

Définition 3.3 Le système 3.1 est dit internement positif si pour tout x0 ∈ Rn+ tout
contrôle u(t ) ∈Rm+ pour t ≥ 0 on a x(t ) ∈Rn+ et y(t ) ∈Rp

+ pour t ≥ 0.

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanant de n’importe quel point
dans l’orthant non-négatif Rn+ (frontières incluses) de l’espace d’état R, obtenues
en appliquant une entrée non-négative au système, demeurent dans l’orthant non-
négatif et mènent à une sortie non-négative.

Remarque 3.1 La positivité interne implique la positivité externe mais l’inverse n’est
pas vrai.

Théorème 3.4 Le système 3.1 et 3.2 est internement positif si et seulement si A est une
matrice de Metzler et B ∈Rn×m+ , C ∈RP×n+ , et D ∈RP×m+ .

• Cas discret

Théorème 3.5 Le système (3.10) , (3.11) est dit positif si est seulement si toutes les
matrices A,B,C,D sont positives c-à-d :A ≥ 0, B ≥ 0 , C ≥ 0 et D ≥ 0.

Preuve. La trajectoire d’état est représenté par l’égalité suivante,

xi+1 = Ai x0 +
i−1∑
k=1

Ak−(k+1)Buk , i > 0

Et la sortie représenté par :

yi = CAi x0 +C
i−1∑
k=1

Ak−(k+1)Buk , i > 0

Supposons que A ∈ Rn×n+ , B ∈ Rn×n+ , C ∈ Rp×n
+ et D ∈ Rp×m

+ alors xi ∈ Rn+ pour tout
i ∈Z+ ainsi que la sortieyi ∈Rp

+ pour tout i ∈Z+. Comme

xi+1 = Axi +Bui

Supposons que ui = 0 pour i ∈Z alors nous obtenons pour i = 0,

x1 = Ax0
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Et qui signifie que A ∈Rn×n+ car x0 ∈RN+ puisque x1 ∈Rn+.Ainsi de suite nous prenons
x0 = 0 afin d’obtenir,

x1 = Bu0

et monter que B ∈ Rn×n+ car u0 ∈ Rm+ . Par le même raisonnement nous obtenons C ∈
R

p×n
+ pour ui = 0, ∀i ∈Z+ et d’autre part D ∈Rp×m

+ pour x0 = 0.

2 Systèmes bidimensionnels

Récemment les systèmes bidimensionnels discrets ont fait l’objet de nombreuses re-
cherches, cela vient du fait que plusieurs phénomènes liés à la technologie digitale, le
traitement de l’image, la géophysique, la robotique, peuvent être représentés à travers
la théorie des systèmes bidimensionnels. La propriété fondamentale de ces systèmes est
qu’ils propagent l’information dans deux directions indépendantes ou par deux éléments
z−1

1 , z−1
1 dans la théorie des circuits. L’une des méthodes d’analyse s’inscrit dans l’exten-

sion des techniques qui existent dans le cas 1−D. L’analyse des systèmes peut être étu-
diée à travers les espaces d’état ou par les fonctions de transfert. Nous considérons ici les
systèmes à temps discret, à temps continu-discret et à temps continu, respectivement. Il
existe trois modèles d’espace d’état classiques 2−D à temps discret, citons,

• Modèle de Fornasini-Marchesini(SF-FM), (FF-FM)

• Modèle d’Attasi

• Le modèle de Roesser

Roesser, S.Attasi, et Fornasini-Marchesini sont considérés comme les précurseurs de la
théorie des systèmes bidimensionnels. Dans les années 1970, ils ont introduit une des-
cription de ces systèmes par des modèles d’état linéaires qui ont permis la conception
de tests de contrôlabilité, d’observabilité, d’atteignabilité et de stabilité de phénomènes
décrits par de tels systèmes. Plus particulièrement, le modèle de Roesser a été adapté au
cas bidimensionnel continu-discret et au cas bidimensionnel continu.

2.1 Modèle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini

Nous proposons une formulation du modèle de Fornasini-Marchesini par rapport au
cas continu-discret,{

x(t , i +1) = A0x(t , i )+A1x(t , i )+A2x(t , i +1)+Bu(t , i )
y(t , i ) = C′x(t , i )

(3.12)

Le premier modèle 2D de Fornasini-Marchesini à temps continu-discret a pour fonction
de transfert,

H f m1(s, z) = C′[szI− sA1 − zA2 −A0]−1B (3.13)

Le second modèle 2D de Fornasini-Marchesini,{
x(t , i +1) = A1x(t , i +1)+A2x(t , i +1)+B1u̇(t , i )+B2u(t , i +1)

y(t , i ) = C′x(t , i )
(3.14)

Le second modèle bidimensionnel Fornasini-Marchesini à temps continu-discret a pour
fonction de transfert,

H f m2(s, z) = C′[szI− sA1 − zA2]−1B1s +B2z (3.15)
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2.2 Modèle bidimensionnel de Attasi

Le suivant modèle est adapté au cas continu-discret,{
x(t , i +1) = A1x(t , i )+A2x(t , i +1)+A0x(t , i )+Bu(t , i )

y(t , i ) = C′x(t , i )
(3.16)

Ainsi, en appliquant la 2D sZ-transformée, la fonction de transfert prend la forme sui-
vante,

Ha(s, z) = C′[szI− sA1 − zA2 −A0]−1B (3.17)

2.3 Modèle bidimensionnel de Roesser

C’est en 1975 que R. Roesser propose une extension du modèle d’état 1D au cas 2D.
La caractéristique principale de ce modèle est que le vecteur d’état est composé de deux
sous-vecteurs (généralement nommés horizontal et vertical et notés xh xh , respective-
ment). Le modèle de Roesser a été utilisé pour l’analyse et la commande de circuits li-
néaires itératifs (Kurek et Zaremba, 1993), le codage, le décodage et le traitement d’image
(Lu et Antoniou (1992) ; Bracewell (1995)). Afin d’illustrer plus spécifiquement l’emploi
de cette modélisation pour des systèmes régis par des équations aux dérivées partielles,
considérons des phénomènes physico-chimiques particuliers : le processus d’absorption
de gaz et le processus de sorption [14].

2.4 Modèle bidimensionnel linéaire de type Roesser à temps discret

En se référant à [8], [9], nous pourrons étendre le modèle 2D de Roesser à la forme
suivante, [

xh(i +1,k)
xv (i ,k +1)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh(i ,k)
xv (i ,k)

]
+

[
B1

B2

]
u(i ,k) (3.18)

y(i ,k) =
[
C1 C1

][
xh(i ,k)
xv (i ,k)

]
+D u(i ,k) (3.19)

où (i ,k) ∈ Z2, A1 ∈ Rnh×nh , A2 ∈ Rnh×nv , A3 ∈ Rnv×nh , A4 ∈ Rnv×nv , B1 ∈ Rnh×m , B2 ∈ Rnv×m ,
C1 ∈Rl×nh , C2 ∈Rl×nv et D ∈Rl×m ,xh(i ,k) est la partie horizontale du vecteur d’état,xv (i ,k)
est la partie verticale du vecteur d’état, u(i ,k) est le vecteur d’entrée appartenant à Rm m
et y(i ,k) est le vecteur de sortie pris dans Rl . Les conditions initiales pour 3.18,3.19 sont
données par xh(0,k), xv (i ,0) pour i ,k = 0,1,2, ....

2.5 Modèle bidimensionnel linéaire de type Roesser à temps continu-
discret

Un système dynamique linéaire bidimensionnel à temps continu-discret de type Ros-
ser est défini par les équations suivantes [1]

[
ẋh(t ,k)

xv (t ,k +1)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
xh(t ,k)
xv (t ,k)

]
+

[
B1

B2

]
u(t ,k) (3.20)
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y(t ,k) =
[
C1 C1

][
xh(t ,k)
xv (t ,k)

]
+D u(t ,k) t ∈R, t ∈Z (3.21)

où ẋh(t ,k) = ∂x(t ,k)
∂t

, xh(t ,k) ∈ Rn1 et xv (t ,k) ∈ Rn2 sont respectivement les vecteurs hori-

zontaux et verticaux u(t ,k) ∈ Rm et y(t ,k) ∈ Rp sont les vecteurs d’entrée et de sortie et
A11 ∈ Rn1×n1 , A12 ∈ Rn1×n2 , A21 ∈ Rn2×n1 , A22 ∈ Rn2×n2 , B1 ∈ Rn1×m , B2 ∈ Rn2×m , C1 ∈ RP×n1 ,
C2 ∈RP×n2 , D ∈RP×mest appelé modèle Roeser continu discret.
Les conditions initiales associées au système 3.20, 3.21 sont définie comme suit :

xh(t ,0) ∈Rn1 , xv (t ,0) ∈Rn2 , t ∈R,

xh(0,k) ∈Rn1 , xv (0,k) ∈Rn2 ,k ≥ 1,k ∈Z

2.6 Solution du modèle bidimensionnel linéaire de type Roesser à temps
continu-discret

les solutions du système linéaire bidimensionnel à temps continu-discret de type Ros-
ser est défini par les relation suivantes[1]

xh(t ,k) = eA11t xh(0,k)+
∫ t

0
eA11(t−τ) [A12xv (τ,k)+B1u(τ,k)

]
dτ (3.22)

xh(t ,k) = Ak
22xv (t ,0)+

k−1∑
i =1

Ak−i−1
22

[
A21xh(t , i )+B2u(t , i )

]
(3.23)

3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté un rappel sur système 1D linéaire à temps continue
et à temps discret après avoir été montré les conditions de positivité et stabilité des sys-
tème 1D linéaire à temps continu et discret. Dans la deuxième partie du chapitre a été
défini la nouvelle de classe du système bidimensionnel avec quelques exemples comme
Fornasini-Marchesini,Attasi et Roesser , été intéressé par modèle bidimensionnel linéaire
de type Roesser à temps continu-discret avec sa solution.
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Chapitre 4

Modèle de Roesser linéaire fractionnaire
2D au sens de la dérivée conforme

L’une des notions les plus importantes décrivant les systèmes dynamiques est la posi-
tivité, définie par le fait que sa trajectoire à partir de tout état initial non-négatif reste pour
toujours dans le positif orthant pour tou les intrants non négatifs. Un aperçu de l’état de
l’art dans la théorie positivité est donnée dans les monographies [1], [7], [11]. Une variété
de modèles ayant un comportement positif peut être trouvé dans le traitement du signal,
le traitement d’images, les systèmes de stockage, les processus industriels impliquant des
réacteurs chimiques, des échangeurs de chaleur et des colonnes de distillation, des sys-
tèmes compartimentaux dans l’automatisation, les modèles de pollution de l’eau et de
l’atmosphère, etc... L’un des systèmes 2D les plus importants est le modèle Roesser qui a
été introduit dans [9], ainsi que la positivité les conditions, l’essai de stabilité asympto-
tique et la stabilisation ont été analysés pour la norme forme et les formes fractionnelles
dans les documents [12], [13]. Récemment, Dans les travaux de Khalil [3] une nouvelle dé-
rivée fractionnel appelé dérivé conforme a été défini, et dans le papier d’Abdeljawad [4]
quelques propriétés fondamentales du calcul fractionnaire conforme ont été développés.
Dans le document de Kaczorek [11] la positivité et la stabilité d’un 1D fractionnaire temps
continu linéaire défini par le dérivé conforme a été étudié. Dans ce document une nou-
velle classe de systèmes de temps discret continu fractionnel linéaire 2D (communément
appelés hybrides) et décrit par la formulation Roesser est introduit en utilisant le dérivée
conforme. Les solutions sont calculées et les conditions de positivité sont extraites.

1 Modèle de Roesser au sens de la dérivée conforme

Considérons une classe de modèle bidimensionnel linéaire fractionnaire de type Roes-
ser à temps continu-discret au sens de la dérivée Conforme,définie comme suit :

Dαxh(t , i ) = A11xh(t , i )+A12xv (t , i )+B1u(t , i ), (4.1)

xv (t , i +1) = A21xh(t , i )+A22xv (t , i )+B2u(t , i ), (4.2)

y(t , i ) = C1xh(t , i )+C2xv (t , i )+du(t , i ), (4.3)

où les matrices d’état sont définies A11 ∈ Rn1×n1 , A12 ∈ Rn1×n2 , A21 ∈ Rn2×n1 , A22 ∈
Rn2×n2 , B1 ∈Rn1×m , B2 ∈Rn2×m et Dα dérivée fractionnaire au sens de Conforme
xh(0, i ) ∈Rn1 , ∀i ∈Z+ et xv (t ,0) ∈Rn2 , ∀t ∈R+ sont les conditions initiales.
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2. SOLUTION DU MODÈLE ROESSER AU SENS DE LA DÉRIVÉE CONFORME

2 Solution du modèle Roesser au sens de la dérivée conforme

Les équations (4.1)et (4.2)dé f i ni ssentunenouvel l ecl assedes y stèmes, l ar ésol uti onestobl i g atoi r epour extr ai r el escondi t i onsdeposi t i vi té.Lesthéor èmesui vantnonsdonnel essoluti on (4.1) , (4.2)
Théorème 4.1 La solution (xh(t , i ), xv (t , i +1)) des équations 4.1 et 4.2 a la forme suivante,


xh(t ,0) = Φαxh(0,0)+Cαt xv (t ,0)+Zαt u(t ,0), pour i=0,

xh(t , i ) = Φαxh(0, i )+
i−1∑
k=0

Cαt (A21Cαt +A22)i−(k+1)

[A21Φαxh(0,k)+ (A21Zαt +B2)u(t ,k)]+ (A21Cαt +A22)i xv (t ,0)Zαt u(t , i ) pour i ≥ 1

avec,

xv (t , i ) =
i−1∑
k=0

Cαt (A21Cαt +A22)i−(k+1)[A21Φαxh(0,k)

+ (A21Zαt +B2)u(t ,k)]+ (A21Cαt +A22)i xv (t ,0), i ≥ 1,

(4.4)

lorsque les opérateurs Cαt et Zαt sont définis par les relations :

Cαt =
∫ t

0
e

A11(tα−τα)
α A12τ

α−1dτ, (4.5)

Zαt =
∫ t

0
e

A11(tα−τα)
α B1τ

α−1dτ. (4.6)

et les matrices de transition sont définies par la relation suivante :

Φα = e
A11tα

α . (4.7)

Preuve. Par récurrence, la solution de l’équation (4.1) est donnée par :

xh(t , i ) = e
A11tα

α xh(0, i )+
∫ t

0
e

A11(tα−τα)
α

[
A12xv (τ, i )+B1u(τ, i )

]
τα−1dτ, (4.8)

pour i = 0

xh(t ,0) = e
A11tα

α xh(0,0)+
∫ t

0
e

A11(tα−τα)
α

[
A12xv (τ,0)+B1u(τ,0)

]
τα−1dτ. (4.9)

En suivant l’équation (4.2) et pour i = 0, on obtient

xv (t ,1) = A12xh(t ,0)+A22xv (t ,0)+B2u(t ,0), (4.10)

En remplaçant 4.9 dans 4.10, nous obtenons

xv (t ,1) = A21

[
e

A11tα

α xh(0,0)+
∫ t

0
e

A11(tα−τα
α

[
A12xv (τ,0)+B1u(τ,0)

]
τα−1dτ

]
+A22xv (t ,0)+B2u(t ,0)

(4.11)
Donc

xh(t ,1) = A21Φα(t )xh(0,0)+ (A21Cαt +A22)xv (t ,0)+ (A21Zαt +B2)u(t ,0), (4.12)

De même, une substitution de (4.12) dans (4.8) et prenant i = 1 On a

xh(t ,1) =Φα(t )xh(0,1)+Cαt xv (t ,1)+Zαt u(t ,1), (4.13)
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3. POSITIVITÉ DU MODÈLE ROESSER AU SENS DE LA DÉRIVÉE CONFORME

par conséquent

xh(t ,1) = Cαt A12Φα(t )xh(0,0)+Φα(t )xh(0,1)Cαt (Cαt A21+
+A22)xv (t ,0)+Cαt (A21Zαt +B2)u(t ,0)+Zαt u(t ,1).

(4.14)

Supposans maintenant que la solution est vraie pour i = k, et prouvans qu’elle est aussi
vraie pour i = k +1. De la même manière et en tenant compte des relations 4.2, 4.4 pour i =
k > 1, nous avons ce qui suit

A21xh(t ,k)+A22xv (t ,k)+B2u(t ,k) = A21{Φα(t )xh(0,k)+
k−1∑
j =0

Cαt (A21Cαt +A22)k−( j+1)[A21Φα(t )

+xh(0, j )+ (A21Zαt +B2)u(t , j )]+Cαt (A21Cαt +A22)k xv (t ,0)

+Zαt u(t ,k)}+A22

k−1∑
j =0

(A21Cαt xv +A22)k−( j+1)[A21Φα(t )xh(0, j )

+ (A21Zαt +B2)u(t , j )+ (A21Cαt +A22)k xv (t ,0)] + B2u(t ,k)

=
k∑

j =0
(A21Cαt xv +A22)k− j

[
A21Φα(t )xh(0, j )+ (A21Zαt +B2)u(t , j )

]
+ (A21Cαt +A22)k+1xv (t ,0)

= xv (t ,k +1).

Par la même procédure 4.8,4.4 pour i = k > 1k > 1, nous en déduisons ce qui suit relation :

Φα(t )xh(0,k +1)+Cαt xv (t ,k +1)+Zαt u(t ,k +1) =Φα(t )xh(0,k +1)+Cαt

{
k∑

j =0
(A21Cαt xv +A22)k− j

[
A21Φαxh(0, j )+ (A21Zαt +B2)u(t , j )

]
+ (A21Cαt

+A22)k+1xv (t ,0)+Zαt u(t ,k +1)

=Φα(t )xh(0,k +1)
k∑

j =0
(A21Cαt xv +A22)k− j

[
A21Φα(t )xh(0, t )+ (A21Zαt +B2)u(t , j )

]
+Cαt (A21Cαt +A22)k+1xv (t ,0)+Zαt u(t ,k +1)

= xh(t ,k +1)

3 Positivité du modèle Roesser au sens de la dérivée conforme

Nous introduisons maintenant le concept de positivité par les définitions suivantes et
nous allons tester la positivité pour ce type de systèmes en extrayant des conditions néces-
saires et suffisantes.

Définition 4.2 Le système linéaire hybride bidimensionnel décrit par le modèle de Roes-
ser défini par les équations (4.1) (et4.2) est appelé positif si les vecteurs d’état xh(t , i ) et
xv (t , i )sont positifs pour chaque condition initiale positive xh(t ,0), xh(0, i ) et toutes les en-
trées positives y(t , i )c-à-d.
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3. POSITIVITÉ DU MODÈLE ROESSER AU SENS DE LA DÉRIVÉE CONFORME

xh(t , i ) ∈Rn1+ et xv (t , i ) ∈Rn2+ oùt ∈R+, i ∈Z+,

xh(t ,0) ∈Rn1+ , xv (t ,0) ∈Rn2+ , t ∈R+,

xh(0, i ) ∈Rn1+ , xv (0, i ) ∈Rn2+ , i ≥ 1i ∈Z+.

Théorème 4.3 Le système linéaire à temps discret continu bidimensionnel décrit par le mo-
dèle Roesser défini par les équations (4.1) et (4.2) est positif si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites,

— A12 ∈Rn1×n2+ , A21 ∈Rn2×n1+ , A22 ∈Rn2×n2+ , B1 ∈Rn1×m
+ ,et B2 ∈Rn2×m

+ ;

— A11 est matrice de Metzler.

Preuve. Il est bien connu que pour tous t > 0 et 0 < α < 1 la matrice e
A11tα

α satisfait à la

relation suivante : e
A11
α tα ∈Rn1×n1+ si et seulement si A11 est une matrice Metzler ([12])

On a

e
A11
α tα =

∞∑
k=0

Ak
11tαt

αk k !
,

Donc

e
A11
α tα = In + A11

α
tα+ A2

11t 2α

2α2
t 2α+ ...,

Alors
e

A11
α tα ∈Rn1×n1+ si A11 ∈Mn1 ,0 < α< 1,∀t > 0.

D’autre part si, A11
α ∈Mn1 ,alors il existe un réel positif β satisfaisant

A11

α
+βIn > 0.

Comme (
A11

α
+βIn

)
− (
βIn

)
= −(

βIn
)+(

A11

α
+βIn

)
,

Alors

e
A11
α tα = e(

A11
α +βIn )tα−(βIn)tα ,

= e(
A11
α +βIn )tαe−(βIn)tα ,

= e(
A11
α +βIn )tαe−βIn tα ∈Rn1×n1+ ,0 < α< 1.

Par conséquent,e(
A11
α +βIn )tα ∈Rn1×n1+ ,∀t ≥ 0.

Condition suffisante :
Maintenant, supposons que A11 ∈Mn1 ,A12 ∈Rn1×n2+ , A21 ∈Rn2×n1+ , A12 ∈Rn1×n2+ , A22 ∈Rn2×n2+ ,
B1 ∈Rn1×m

+ , B2 ∈Rn2×m
+ , et u(t , i ) ∈Rm+ ,∀t ≥ 0

dαxh(t , i )

d tα
= A11xh(t , i )+F1(t , i ), (4.15)

xv (t , i +1) = A21xh(t , i )+F2(t , i ), (4.16)

où F1(t , i ) := A12xv (t , i )+B1u(t , i ), (4.17)

et F2(t , i ) := A22xv (t , i )+B2u(t , i ), (4.18)
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3. POSITIVITÉ DU MODÈLE ROESSER AU SENS DE LA DÉRIVÉE CONFORME

Selon les équations 4.17,4.18 et pour i = 0, on a

xv (t ,1) = A21xh(t ,0)+F2(t ,0)
= A21xh(t ,0)+A22xv (t ,0)+B2u(t ,0),

(4.19)

Si xv (t ,1) ∈Rn2+ , De même, à partir d’équations (4.16),(4.18) et pour i = 1, on a

dαxh (t ,1)
d tα = A11xh(t ,1)+F1(t ,1)

= A11xh(t ,1)+A12A21xh(t ,0)+A12A22xv (t ,0)
+A12B2u(t ,0)+B1u(t ,1).

D’autre part, la solution de l’équation (4.16) satisfait la relation suivante :

xh(t , i ) = e
A11tα

α xh(0, i )+
∫ t

0
e

A11(tα−τα)
α F1(τ, i )τα−1dτ, (4.20)

Alors

xh(t ,1) = e
A11tα

α xh(0,1)+
∫ t

0
e

A11(tα−τα)
α F1(τ,1)τα−1dτ. (4.21)

Où xh(t ,1) ∈Rn1+ .
Maintenant, supposons que xh(t ,k) ∈ Rn1+ et xv (t ,k) ∈ Rn2+ , pourk ≥ 1, ∀t >, et prouvons
que selon l’hypothèse du théorème (4.3) nous aurons xh(t ,k +1) ∈Rn1+ et xv (t ,k +1) ∈Rn2+ .

xv (t ,k +1) = A21xh(t ,k)+F2(t ,k)
= A21xh(t ,k)+A22xv (t ,k)+B2u(t ,k),

(4.22)

Par conséquent xv (t ,k +1) ∈Rn2+ .
D’autre part

dαxh (t ,k+1)
d tα = A11xh(t ,k +1)+F1(t ,k +1)

= A11xh(t ,k +1)+A12A21xh(t ,k +1)+B1u(t ,k +1)
= A11xh(t ,k +1)+A12

[
A21xh(t ,k)+A22xv (t ,k)+B2u(t ,k)

]
+B1u(t ,k +1),

Par l’hypothèse du théorème 4.3

F1(t ,k +1) = A12
[
A21xh(t ,k)+A22xv (t ,k)+B2u(t ,k)

]
+B1u(t ,k +1) ∈Rn1+ .

(4.23)

Donc

xh(t ,k +1) = e
A11tα

α xh(0,k +1)+
∫ t

0
e

A11(tα−τα)
α F1(τ,k +1)τα−1dτ, (4.24)

Par conséquent xh(t ,k +1) ∈Rn1+ .
Condition nécessaire :
Supposons que le système (4.1) et (4.2) soit positif, c’est-à-dire :xh(t , i ) ∈Rn1+ , xv (t , i ) ∈Rn2+ .

u(t ,0) = 0, xv (t ,0) = 0, t ∈R+.

Selon les équations (4.1) et (4.4) , pour i = 0 on suppose que xh(0,0) = e j ,où e j représente le
j eme colonne de la matrice d’identité In1 .
Ainsi, la trajectoire du système ne quitte pas le positif orthant Rn1+ seulement si
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4. APPLICATION NUMÉRIQUE

dαxh (t ,0)
d tα

∣∣
t=0 = A11xh(0,0)

= A11
[
Φα(0)xh(0,1)+Cαt xv (0,0)+Zαt u(0,0)

]
= A11e j ∈Rn1+ ,

Cela implique que ai j ≥ 0 pour i ̸= j . Par conséquent, nous déduisons que A11 ∈Mn1

De la même manière, si xh(0,0) = xv (0,0) = 0 et i = 0nous aurons

dαxh(t ,0)

d tα
∣∣

t=0 = B1u(0,0) ∈Rn1+ ,

Où B1 ∈Rn1×m
+ .

Si xh(0,0) = 0, u(0,0) = 0 et i = 0, Où

dαxh(t ,0)

d tα
∣∣

t=0 = A12xv (0,0) ∈Rn2+ ,

ce qui implique que A12 ∈Rn1×n2+ .
Par la même analogie nous prouvons la positivité des matrices A21, A22 et B2.

4 Application numérique

Dans cette section, nous montrerons la faisabilité du résultat obtenu par quelques exemples
numériques.

Exemple 4.1 Considerons le système (4.1), (4.2) définie par la matrice et α = 0.5

A =

 −0.1 0.1 1
0.1 −0.2 0
0.1 0.1 −1



B =

 0.10
0.20

1


U(t , i ) = 1+ i

En Appliquant le théorème (2) sur le système (4.1), (4.2) nous obtenons un état positif
représentes par la figure .

Nous remarquons, aue la matrice A est de Metzler et que tous les vecteurs d’état restent
positif .
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5. CONCLUSION

FIGURE 4.1 – Le graphique des vecteur d’état

5 Conclusion

Dans ce chapitre Nous avons étudié modèle de Roesser linéaire fractionnaire 2D au sens
de la dérivée conforme, Nous avons trouvé la solution nous avons étudie les condition de
positivité et validé ces résultats par une exemple numérique .
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous somme intéressé à l’étude de la positivité des systèmes
standards et fractionnaires. Dans la première partie de notre travaille nous avons rappelé
la classe des systèmes unidimensionnels standards et fractionnaires positifs, ainsi que des
conditions nécessaires et suffisantes de positivité. Ensuite nous avons introduit la classe des
systèmes bidimensionnels de type Roesser standards donner la principale propriété de les
conditions de positivité . Dans les deux dernières parties de ce mémoire, nous nous sommes
intéressées à la théorie des systèmes fractionnaires qui s’avèrent nouvelle et attirent l’atten-
tion d’un grand nombre de chercheurs. Le principal objectif était de résoudre les systèmes
bidimensionnels fractionnaires pour ensuite étudier la positivité de ces systèmes. À travers
cette étude, nous avons conclu que les système 2D de type Roesser fractionnaires conforme,
out les mêmes condition de positivité que les système standard de même type .
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Sur l’analyse d’une classe de systèmes 2D fractionnaires linéaires décrits
sous la formulation Roesser

Résumé :
Ce travail porte essentiellement sur la solution et la positivité d’un système dynamique

modèle bidimensionnel de Roesser vu son importante utilisation dans de nombreux do-
maines.

Nous avons, tout d’abord, étudié la positivité et la stabilité des systèmes 1D linéaire à
temps continue et discret .

Ensuite nous avons étudié exposé qulque propriétés fondamentales sur le calcul frac-
tionnel conforme à sa transformation de Laplace, et donné quelques modèles de systèmes
bidimensionnels 2D et nous somme itéressé sur modèle bidimensionnel linéaire de type
Roesser à temps continu-discret.

En dernier, nous avons calculé la solution et trouvé les conditions de positivité du mo-
dèle de Roesser linéaire fractionnaire au sens de la dérivée conforme avec application nu-
mérique (matlab).

Mots-Clés. positivité,systèmes 2D linéaire , système de Roesser, Dérivée fractionnaires ,Dé-
rivée conforme.

On the analysis of a class of linear fractional 2D systems described under
the Roesser formulation

Abstract :
This work focuses on the solution and positivity of a two-dimensional dynamic system

model of Roesser given its important use in many fields.

We first studied the positivity and stability of linear 1D systems with continuous and
discrete time.

Then we studied Fractional Computation conforming to its Laplace transformation,
and give some models of 2D two-dimensional systems and we based on two-dimensional
linear model of Roesser type continuous-discrete time.

Finally, a study we calculated the solution and found the conditions of positivity of the
fractional linear Roesser model in the sense of the derivative conforming with digital appli-
cation (matlab).



Key Words. positivity, 2D linear systems , Roesser system, fractional derivative ,conformal
derivative.
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