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Introduction

Lors de la premiére révolution industrielle, la science a joué un role limité,et partir des
années 50, la nouvelle révolution industrielle a été liée au progres de la science. C’est le
début de la théorie des systemes.

La théorie des systemes peut étre brievement vue comme un ensemble de techniques
de raisonnement et d’outils mathématiques au service d’'un systéme, et aussi pour un
meilleure fonctionnement et un bonne prises de décision. Mais alors qu’est-ce qu’'un sys-
teme ?Un systeme peut étre défini d'un point de vue réel ou d'un point de vu abstrait. Le
point de vu réel concerne le systéme physique. C’est un ensemble d’objets ou d’entités
connectés et interagissant les uns avec autres en fonction d'un objectif. Qu’il s’agisse de
procédé industriel, de climatologie, d’économie, de corps humain, de population, etc. On
peut parler de systéme d'un point de vu abstrait, le systeme est assimilé a une maquette
virtuelle, matérialisée par des symboles et équations, qui a pour qualité de représenter et
de décrire au mieux le comportement et I’évolution du systeme dit réel .

Depuis la fin des années 60, I’étude des systemes a été considérée a partir d'une représen-
tation dite interne. Les systémes ne sont plus considérés comme des boites noires avec
des actions et des mesures. On défini un vecteur de variables pertinentes inhérentes au
fonctionnement intime du systeme. Toute étude est alors calées sur ces variables, dites
variables d’état. Le systeme est alors modélisé par une équation d’état. En analyse des
systemes, il existe une activité importante. Nous nous sommes intéressées a la classe des
systemes dynamiques. Les systemes dynamiques désignent couramment la branche de
recherche active des mathématiques, a la frontiere de la topologie, de I'analyse, de la
géométrie, de la théorie de la mesure et des probabilités. Un systeme dynamique décrit
des phénomenes qui évoluent au cours du temps, quelle que soit sa nature (physique,
chimique, éléctromécanique,biologique, économique,etc). Cette évolution peut étre dé-
crite par un ensemble fini d’équations qui peut rendre des formes mathématiques di-
verses : équations différentielles ordinaires, équations aux dérivées partielles, applica-
tions ( inversibles ou non ). Les systemes dynamiques n’ont été étudies en tant que tels
qu’assez tardivement. Ils sont néanmoins apparus assez tot dans I'histoire scientifique
puisqu’on peut les reconnaitre dans les premiers travaux de la mécanique donnant lieu
a des équations différentielles. Un point important en théorie des systemes est la re-
lation qui existe entre le systéme et son environnement. Le systeme subit des actions
(assimilées a des commandes ou controdles ) et renvoie des informations.On parle alors
d’entrée-sortie, d’actionneurs et de capteurs. Les controles peuvent étre passifs ou ac-
tifs tandis que les capteurs sont passifs, les controles sont actifs dans le cas d'un sys-
teme sur lequel on agit depuis I'extérieur directement, c’est le cas usuel. Ils sont pas-
sifs lorsque indépendamment de tout apport externe ou toute action voulue, son évo-
lution va étre forcée par certains événements ou contraintes. Le but est alors d’amener
le systtme d'un état initial donné a un certain état final, en respectant éventuellement
certains criteres. Les systémes abordés sont multiples : systéemes différentiels, systemes
continus, systemes discrets. Dans certaines applications industrielles des comportement
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différents peuvent interagir dans la dynamique des systémes mis en jeu. En particulier
les comportements d'impact ou de commutation qui sont souvent rencontrés dans les
systemes électroniques ou les systémes de manipulation en robotique. La dynamique
de ces systemes est particuliere puisqu’ellemet en jeu des interactions entre processus
continus et des processus discrets . Les systemes dynamiques abordés dans notre travail
sont multiples : systémes unidimensionnels, systeémes bidimensionnels, systémes unidi-
mensionnels et bidimensionnels a dérivée fractionnaire. Les systemes unidimensionnels
peuvent étre I’évolution d’'une réaction chimique au cours du temps, le mouvement des
planetes dans le systeme solaire ( régi par la loi universelle de la gravitation de Newton
) ou encore I'évolution de la mémoire d'un ordinateur sous l'action d'un programmein-
formatique. Formellement on distingue les systemes unidimensionnels a temps discret (
comme un programme informatique ), des systémes unidimensionnels a temps continu
( comme une réaction chimique ).Dans le méme cadre de notre étude nous nous focali-
sons aussi sur la classe des systemes bidimensionnels discret-discret et continu-discret
(hybride). Les systémes linéaires a deux variables ou bidimensionnels discret- discret, les
deux variables sont discretes. Ces systemes trouvent un grand champs d’applications, ci-
tons I'économie, la robotique, le traitement d’images, électricité, etc.

D’autre part les systemes linéaires bidimensionnels discrets-continus autrement dit hy-
brides (mixte). Les systemes dynamiques hybrides ont attiré 'attention de nombreux
chercheurs durant les dernieres années en raison de leur capacité a décrire les dyna-
miques a la fois continues et discrétes de plusieurs processus réels. L'étude de ces sys-
temes a retenu l'attention de la communauté automaticienne, ainsi que celle de la com-
munauté informatique.

Enfin les systémes a dérivée fractionnaire. Au cours des derniéres années un intérét consi-
dérable est attribué aux applications des dérivées fractionnaires ( d’ordre nonentier) dans
plusieurs domaines. En mathématique, 1’analyse fractionnaire est une branche de I'ana-
lyse qui étudie la possibilité qu'un opérateur différentiel puisse étre élevé a un ordre non
entier. Beaucoup des systemes peuvent étre décrits par des systemes d’ordre fraction-
naire. Par exemple : — Les dérivées fractionnaires ont été utilisées largement dans le mo-
dele mathématique de la visco-€élasticité des matieres. — En économie, quelques systemes
de la finance peuvent afficher une dynamique d’ordre fractionnaire. — En biologie, il a été
déduit que les membranes de cellules d’organisme biologique ont la conductance élec-
trique d’ordre fractionnaire, et alors est classé en groupe des modeles d’ordre non-entier.
Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre Sur ’analyse d’une classe de
systemes 2D fractionnaires linéaires décrits sous la formulation Roesser L'étude s’arti-
cule autour de quatre chapitres.

Le premier chapitre :

Le premier chapitre regroupe les différentes notions préliminaires utiles pour la réalisa-
tion et la compréhension de ce document. Nous citons quelques notions des matrices
ainsi que des notions des dérivées d’ordre non entier en passant par la suite a la transfor-
mer de Laplace et son inverse est la transformer en Z.

Le deuxiéme chapitre :

Nous traitons une nouvelle dérivée dite dérivée d’ordre fractionnaire conforme avec ses
propriétés.

Le troisieme chapitre :

Nous traitons un type des systémes appelé systeme 1D linéaire a temps invariant. Nous
allons consacrer cette partie du travail pour étudier la positivité et la stabilité, plus parti-
culierement nous nous intéressant a la solvabilité de ce type de systeme.

La deuxieme partie de ce chapitre contient un nouveau types des systémes 2D linéaire.
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Le quatriéme chapitre :
Au dernier chapitre une étude modeéle de Roesser linéaire fractionnaire 2D au sens de la
dérivée conforme et positivité avec application numérique en Matlab.



Chapitre 1

Notions fondamentales

Nous présentons dans ce premier chapitre la théorie générale des matrices non-négatives,
des matrices positives et des matrices de Metzler. Dans la littérature, on peut trouver
une multitude références sur ces classes de matrices(voir [1],[15]). Nous commenc¢ons
par donner les définitions et quelques propriétés générales relatives a ces matrices. Ces
matrices rentrent dans la caractérisation de la positivité des systemes linéaires. Dans la
seconde partie de ce chapitre, nous donnons les notions générales du calculs fraction-
naires, nous définissons la dérivée d’ordre non entier d'une fonction réelle au sens de
Caputo, ainsi que quelques unes de ses propriétés importantes.

1 Matrices particulieres

Soient A= (a;j);;j et B=(b;;);; € R"*" des matrices a entrées réelles.

Définition 1.1 [1] Ondit que A est une matrice non-négativesiVi=1,n,Vj=1,m:a; i>0,
autrement dit, toutes ses entrées sont non-négatives. Une telle matrice est notée A = 0 ou
AeRP*™M,

Définition 1.2 [1] On dit que A est une matrice positive si A est non-négative et k=1,n,
Al=1,m:ay; >0, i.e., toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins une entrée stric-
tement positive. Nous noterons une telle matrice A > 0.

Définition 1.3 [1] On dit que A est une matrice strictement positive siVi=1,n,Vj=1,m:
a;j > 0, i.e., toutes ses entrées sont strictement positives. Nous noterons une telle matrice
A>>0.

Remarque 1.1 Les définitions precedantes restent valables pour les vecteurs de dimensions
n, ot n = 2. Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positif ¢ >> 0 coincide
avec P > 0.

Définition 1.4 [1] SoitA € R™"*" on dit que A est une matrice de MetzlersiVi=1,n,Vj=1,n,i #
j aij >0, ie., toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives. Lensemble des ma-
trices de Metzler de dimension n x n est noté M,

Exemple 1.1 La matrice G suivante est une matrice de Metzler.
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-1 45 0
9 05 6

G=1, g2 g (1.1
7 01 -9

Les matrices de Metzler trouvent leurs applications majeurs dans I’analyse de stabi-
lité et la positivité des systemes linéaires. les livres de Berman et Plemmons donnent 50
conditions équivalentes pour qu'une matrice de Metzler soit asymptotiquement stable.
Pour cela, nous devons rappeler deux notions primaires du calcul matriciel, qui sont : Le
module de stabilité s(A) d'une matrice A, défini comme étant la plus grande partie réelle
des valeurs propres de A; i.e.

$(A) = maxyeqaRe(A)

ol o(A) est le spectre de la matrice A.
Le rayon spectral p(A) d'une matrice A, défini comme étant le plus grande module des
valeurs propres de A, c-a-d.

p(A)= maxyega)lAl

Nous pouvons alors, citer ces quelques résultats suivants :

Lemme 1.1 [16] Soit A € R"™*" A est une matrice de Metzler si et seulement si¥t =0 :eM €
R oir M étant Uexponentiel de la matrice At.

Ou de maniere équivalente ¥ t = 0,l'orthant positifR" est e -invariant, c'est a dire V't = 0,
VxeR", erxeR?

Preuve.
* Nécessité :
Supposons que A est une matrice de Metzler , on peut trouver un réel A > 0 tel que
(A+AI,) > 0. Sachant que

(A+ALy) (—ALy) = (—ALy) (A+ALy) (1.2)

il s’ensuit que
eAt — e(A+)\In)+t(—)\In)t’
pATAIN L H(=AIn)E ¢ R,

du fait que e AN ¢ R et AN ¢ 77

e Suffisance:
Supposons que V¢ = 0, e** > 0. Ainsi, puisque

A1

d At .
=2 (") li=o= lim ——, (1.3)




2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Prenons comme e; le j”° me vecteur de la base canonique, nous obtenons pour
i#],

. <eéMej—ej,e>
aij = ll%l " ,
t—0,

. <eAtej,e,-> ej,e;
lim - ,

t—’0+ t t

. <elMejei>
= lim ——— =0,
t—0,4 t
puisque < ej,e; >=0.Déslors, a;; = 0 pour i # j etla matrice A est donc une matrice
de Metzler

Théoreme 1.5 SiA est une matrice de Metzler, son module de stabilité est une valeur propre
de A et il existe un vecteur propre v dans l'orthant positif tel que : Av = s(A)v out s(A) étant
le module de stabilité de A.

Décomposition réguliere :
soit une matrice de Metzler A inversible. On appelle décomposition réguliére de A, toute
décomposition de la forme :

A=F+V

ol F = 0 et Vune matrice de Metzler asymptotiquement stable.

2 Calcul fractionnaire

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
différentiel classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ses origines remontent a
la fin du 17€ siecle, 'époque ou Newton et Leibniz posaient les fondements du calcul
différentiel et intégral. La question a été abordée dés 1695 par Leibniz dans une lettre a
I'Hospital , mais lorsque celui-cilui demande quelle pourrait étre la dérivée d’ordre 1/2 de
la fonction x, Leibniz répond que cela méne a un paradoxe dont on tirera un jour d'utiles
conséquences. Plus de 300 ans apres, on commence seulement a venir a bout des difficul-
tés. De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler
(1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), Griinwald, Letnikov
...etc. Différentes approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux
ordres non-entiers.

— Les différences finies d'une fonction se généralisent sous la forme de Griinwald-
Letnikov, tres utile numériquement

— Lintégration, opération inverse de la dérivation, mene, via la formule intégrale de
Liouville, aux formules de Riemann-Liouville et aux formules de Caputo

— Les transformations de Fourier et de Laplace associent la dérivation fractionnaire a
une multiplication par (jw)® ou p* avec non entier.

Donc L'idée de base de la dérivation et 'intégration fractionnaire est la généralisation
des dérivations et d’'intégrations standards. Le mot fractionnaire est un terme trompeur
mais il a été conventionnellement retenu.

10



2. CALCUL FRACTIONNAIRE

2.1 Notions de base sur la théorie des matrices et du calcul fraction-
naire
Définitions fondamentales

Dans cette partie, nous allons exposer quelques notions fondamentales indispensables
pour la théorie du calcul fractionnaire.

Définition 1.6 La fonction Gamma
Soit ae C tel que Re(a) > 0, alors la fonction Gamma notée I est définie :

+00
I'a— F(a):f e 't dr (1.4)
0

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ot la partie réelle est stric-
tement positive.
En intégrant par parties, on peut voir que

INoa+1)=al'(a), Re(a)>0 (1.5)

En particulier :
I'nm+1)=n!, VneZ. (1.6)

Définition 1.7 La fonction de Mittag-Leffler
Pour® e C et 0 < a < 1, on appelle fonction de Mittag-Leffer et on note Ey(.) la fonction

suivante : ok

ZO Iko+ 1) 49

On remarque bien sur que E(0) = e°

Définition 1.8 L'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Soit f € Cla, b] eta € Ry, alors les intégrales I(O‘)f(x) etI(O‘)f(x) sont définis par ce qui suit :

I f(x) = f(x D f(dt, ae]-oo,+oo[ (1.8)

1)

est appelé intégrale fractionnaire (a gauche) de Riemann-Liouville d’ordre a.
Lintégrale Ig’i) définie par :

ng_)f(x) e )f (x—0* 1 f(Hdt, bel-oo,+o0| (1.9)

est appelée intégrale fractionnaire (a droite) de Riemann-Liouville d’ordre a.

Théoreme 1.9 Pour f € Cla, b] et a,p € R, l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville possede la propriété de semi-groupe, c-a-d,

I |1

1@ feo] =15 reo (1.10)

Dans ce qui suit, nous utiliserons que l'intégrale fractionnaire (a gauche) de Riemann-
Liouville d’'ordre a et nous omettons l'indice a.., et nous avons par convention : Ig’f =@

11



2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Définition 1.10 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sura, t] eta € R, (avecn—1<a < n,neZ%), alors la déri-
vée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de la fonction f et notée *D* est
définie par :

DYf () = ﬁdt”[ (t—0"* ' f(ndt (1.11)
a" (n—o)
= — (1" Y f() (1.12)

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un role tres important
dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires, a cause de
leurs applications dans les mathématiques pures (résolution des équations différentielles
d’ordre entier, sommation des séries,...etc.). De nombreux nouveaux résultats des travaux
de recherche sont apparus, spécialement sur la théorie de viscoélasticité et des mécaniques
du solide, ot les dérivées fractionnaires sont utilisées pour une bonne description des pro-
priétés des matériaux. Les problemes appliqués demandent des définitions de dérivées frac-
tionnaires autorisant l'utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, les-
quelles contiennent f(a); f'(a), ...etc. Malgré le fait que les problémes aux valeurs initiales
avec de telles conditions initiales peuvent étre résolus mathématiquement ( analytique-
ment ou numériquement). La solution de ce probleme a été proposée par M. Caputo dans
les années soixante dans sa définition qu'il a adapté avec Mainardi dans la structure de la
théorie de la viscoélasticité. Un intérét particulier pour la dérivation fractionnaire ot elle
s'introduit naturellement, est lié a la modélisation mécanique des gommes et des cahout-
choucs, et en général toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des déforma-
tions passées et dont le comportement est dit viscoélastique.

Définition 1.11 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
Soita>0avecn—1<a<n,nelZ; etlafonction f vérifiant dt”f € LY[a,b] alors la
dérivée fractionnaire d’ordre o (a gauche) au sens de Caputo de la fonction f notée SD‘; (ou
simplement “D® )est définie par la relation suivante :

Cnha _ 1 ft _ yn—a-1 ¢(n)
D f(x)_—nn_a) a(t ) P (1)dt (1.13)

dl’l
Cnha (n—o)
D =1 —f(z 1.14
fx) (dt”f( )) (1.14)
Propriétés 1.12 Soient f et g deux fonction définie : [a, b] — R
* Linéarité : VA1, € R
CDY\; £(x) + A2g(x)) = ASDYf (%) + ASD%g (%)
* Semi-groupe : soient0<a<1,0<f<letO<a+a<1alors:
“peCDf £(x) =C DG P
* Commutativité :
CD*CpP £(x) =C DPCDY £ (x)

Dérivée fractionnaires des fonctions usuelles au sens de Caputo de qulques fonctions
usuelles.
« D%(Cte)=0,  Cte=constante.
« CDGIGf(x0) = f(x)
o CDY(x—a)P =17 2D (x - a)P

12



3. TRANSFORME DE LAPLACE

2.2 Relations entre les dérivées fractionnaires

Dans ce qui suit, nous allons donner quelques résultats sur la relation entre les dérivées
fractionnaires. Soit a > 0 vérifiant n—1 < a < n, n € Z% Supposons que f est une fonction
dont les dérivées “D* f etRD® fexistent alors,

n-1 £(p) _ \p—a
Cra i Raprn v 1 (@—a)
D*f(1)="D*f (1) ,,Zo To—atD) (1.15)

Nous en déduisons que si toutes les conditions initiales f(”’)(a) =0 pour tout p=0,(n—1)
alors C DY f(1) =R D f(1).

Si la fonction f est de classe C" , alors en faisant des intégrations par parties nous obtenons
ce qui Suit :

n-1 £(p) _ \p—a
P a) t-a N 1

D f(n) =
f pzz(‘) Ilp—a+1) I'(n—a)

t
f (-1 gy (1.16)

3 Transformé de Laplace

La Transformation de Laplace créé par le mathématicien frangais Pierre-Simon Laplace
(1749-1827). Il est considéré comme une technique tres utile pour résoudre les équations
différentielles ordinaires et partielles, qui décrivent comment certaines quantités varient
avec le temps, comme le flux de chaleur a travers un conducteur isolé ou le courant dans un
circuit électrique. Ces équations sont généralement accompagnées de conditions initiales
qui décrivent l'état du systeme au temps t = 0.

Définition 1.13 Soit f une fonction réelle ou complexe de la variable (Temps) t > 0, et soit
s un parametre réelle ou complexe, alors la transformée de Laplace de f (t) est :

?(s):L{f(t)}:f e’ f(ndt. (1.17)
0
.
=lim | e 'f(ndt. (1.18)
T—00 0

Si la limite existe alors 1.17 est dite convergente, sinon elle diverge et il n’y a pas de transfor-
mation Laplace définie pour f. Le domaine du parameétre s est choisi de maniere appropriée
pour que la convergence de l'intégrale de Laplace 1.17 est assurée. Donc s peut appartenir
au plan complexe C, ou ligne vraie R.

Dans ce qui suit la transformation de Laplace de certaines fonctions :
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4. TRANSFORMEE EN Z

f@ F(s) =f{f(t)}
1 =
p T
82
n T+n)
tbt L
€ b
sin(bt) %
s tb
cos(bt) e
sin(bt) ﬁ
sinh(bt) fbbz
cosh(bt) fsbz
el f (1) F(s—b)
tf (1) -F'(s)
- b
sin(bt) pen
sinh(bt) fbbz
cosh(bt) fsbz
e f (1) F(s—b)
tf (1) -F'(s)

TABLEAU 1.1 - La transformation de Laplace de certaines fonctions usuelles.

4 Transforméeen?Z

Dans cette section, la définition de la transformée en Z et inverse ainsi que leurs pro-
priétés sont rappelées.

Définition 1.14 Soit x = (x,,) ,en Une suite de nombres complexes. La transformée enZ de x
est la série de Laurent

+00
Z(x) = Z x,z .

n=0

qui est une fonction holomorphe dans{z € C :|z| > % >} oil R est le rayon de convergence de
+00

la série entiere Y. x,z"
n=0

Propriétés 1.15 Les propriétés de la transformée en Z

* Linéarité : Soient «, 3 deux nombres complexes et x, y deux suites de nombres com-
plexes. Alors
Z(ax+Py) =aZ(x) +PZ(y)

. 1 1
sur{z. |z| > max{Rx, Ry}}.

* Retardé : Soit x une suite numérique, k € N et y la suite de terme général définie
comme SUit :

Yn= .
Xn—k Sinon

{0 sik>n,

que l'on appelle le signal x retardé de k. Alors Z(x) et Z(y) ont le méme rayon de conver-
gence et, dans leur domaine d’holomorphie,

Z(y) =z *Z(x) (1.19)
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5. CONCLUSION

suites Transformée en Z | Domaine de convergence
Xo=1,x,=0si n>0 1 C
Xr=1,x,=0si n#k z7k c*
Z
1 P |z| > 1
Z
n 12 |z| >1
a” i lz| > a
n az
na ol |z| > a

TABLEAU 1.2 - La transformation en Z de certaines fonctions

* Avancé Soient x une suite numérique, k € N* et y la suite définie par y;, = X,+. Alors
Z(x) et Z(y) ont méme rayon de convergence et, dans leur domaine d’holomorphie,

k-1
Z(y) =z (Z(x) -y xnz_”)
n=0

* Convolution Soient x et y deux suites numériques.Alors quel que soit|z| > max {Rix, Rly }
Z(x*y)=2Z(x)Z()). (1.20)

Voici une table des transformées en Z usuelles. On ne considere que des suites causales.
Transformation en Z inverse :
Etant donnée une fonction holomorphe f , développable en série de Laurent en z =0 sous

la forme
k-1
f@=) xpz "=Z(x) (1.21)
n=0

(donc la partie réguliere est nulle) pour |z| > r. Lobjectif est ici de retrouver la suite numé-
rique x a partir de f(z) (et non, bien entendu, a partir de son développement,).

1 f(2)

2im )y z7 Nt

1 n-1
= 1.22
Xn dz 2l_ﬂfyf(z)z dz (1.22)

pour tout circuit simpley, orienté dans le sens direct, tracé dans {z € C : |z| > r}. (Rappelons
qu'un circuit simple : y : [tp, 1] — C est un circuit, donc y(tp) = Y(t1), tel que Y (s, €st
injectif).

5 Conclusion

Ce chapitre a fait l'objet d’'un rappels de quelques notions fondamentales de la théo-
rie des matrices et du calcul fractionnaire utilisées essentiellement dans la premiére partie
de notre travail qui concerne a rappeler quelques définitions et théorémes importants dans
l'étude qualitative des systemes dynamiques. Certains modeles mathématiques en automa-
tisme ou en cinétique chimique, sont régis par des EDO de la forme X = Ax + B, ot A est une
matrice de Metzler. 1l est donc des plus important d’étudier les propriétés fondamentales de
ce type de matrices, Dans la deuxieme partie de ce chapitre La théorie de dérivation frac-
tionnaire avec les relations entre les dérivées fractionnaires.

15



Chapitre 2

Dérivée et intégrales fractionnaire
conforme

En 2014, [3] ont introduit une définition complétement nouvelle définition de la déri-
vée fractionnaire appelé * Dérivée conforme fractionnaire *. La nouvelle définition semble
étre tres pratique par rapport aux définitions précédentes, car elle peut étre étendue a la
définition classique de la premiere dérivée quand a = 1.

1 Deérivée fractionnaire conforme

Définition 2.1 [4] (Les Dérivées conforme fractionnaires gauche et droit ) : Etant donné une
fonction f : [a,00) — R et (0, 1]. Alors la dérivée conforme fractionnaire gauche de f d’ordre
« a partir de a est définie par :

- flt+et-a)'™ - (1)
a _

D (/) (1) =lim - -
SiD&(f)(t) existe sur (a,b), AlorsDE(f)(a) =lim;_.,+ DZ(f) ().
Quand a =0, On écrit Dy qui est la définition originale fondée par [3], et nous disons que
f est a-différentiable chaque fois que Dy existe, on donne une fonction f : [0,+00) — R et
a € (0,1]. Alors la dérivée conforme fractionnaire de f d’ordre a pour tout t > 0 est définie
par:

(2.1)

ft+et'™—f(0)

€

Do f (1) =lim (2.2)

tel que cette limite existe et terminée.
Etant donné une fonction f : [—oco,b) — R et a € (0, 1]. Alors la dérivée conforme fraction-
naire droit de f d’ordre o se terminant en b est définie par :

—pl-o_
n(l)f(t+8(b 0N - f(1)

"D f(0) =-1i - 2.3)

Si bDa(f)(t) existe sur (a, b) alors bDa(f)(b) =lim,_p- bDaf(t)

2 Quelques propriétés de dérivation conforme fractionnaire

Dans ce qui suit, quelques propriétés de dérivée conforme fractionnaire .[8, 4]

Propriétés 2.2 Pour f,g :[0,+00) — R et t > 0, Dy sera réaliser les propriétés suivantes
pourac€ (0,1] :
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2. QUELQUES PROPRIETES DE DERIVATION CONFORME FRACTIONNAIRE

O Sifesta—différentiable at >0 alors f est continue a t, soit

lir%f(t+8t1_°‘) = f(@). (2.4)
E—
2]
Dy(af +bg) = aDq(f) + bDy(g) abelR. (2.5)
(3]
Dy (t5) = kr* keR. (2.6)
o
Dy (C)=0 C:constant,
Ip+D) p-n
DE(¢P) = Too-n t sipeNetp>aq, ©.7)
0 sipeNetp<a,
Oun<asn+l.
(5]
Da(f8) = fDa(8) + §Da(f). (2.8)
® D D
Do(L) = 82 —2f a(8), (2.9)
g g
@ Si f estdifférentiable alors :
Dq(f) = '~ (). (2.10)
© Si f est n fois différentiable, alors nous avons :
DE(f) () ="y Yp<a<n+l. (2.11)
® Soit h(t) = f(g(1)) tel que fet g des fonctions a—différentiable alors :
Dq (1) (1) = Do () (8(1).Da(@)(1).8()* . (2.12)

Les preuves des propriétés ci-dessus peuvent étre dérivées directement de la définition.
En appliquant la propriété aux fonctions différentiables, nous pouvons trouver la dé-
rivée conforme fractionnaire d’ordre a pour de nombreuses fonctions des preuves.
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3. INTEGRATION CONFORME FRACTIONNAIRE

Remarque 2.1 Ona:

® Sifestagifférentiable alors:

DE(F)(D) = (t— @) f'(2). (2.13)

@ Sifestagifférentiable alors:
"Da()(0) ==b— 0" f' (). (2.14)

La définition précédent peut étre étendue pour inclure n'importe quel aa € (n,n+1] :
n € N.Ce pendant, dans cas, les chercheurs ne considérent que le cas ott a € (0, 1] pour
son importance.

3 Intégration conforme fractionnaire

Définition 2.3 [4](Les Intégrales conforme fractionnaires gauche et droite )
Etant donné une fonction f : [a,00) — R et a € (0,1]. Alors l'intégrale conforme fraction-
naire gauche de f d’'ordre a a partir de a est définie par :

t t
19(f)(1) = f ) dal(x, @) = f O -a*dx (2.15)
a a

Tel que a = 0 on écrit dy(x) = x* 'dx quand a = 0, on écrit I qui est la définition origi-
nale fondée par [3], et nous disons que f est a—différentiable chaque fois que 1, existe, on
donne une fonction f : [0,+00) — R et a € (0, 1]. Alors l'intégrale conforme fractionnaire
de fd’ordre o pour tout t > 0 est définie par :

t
Ia(f)(t):f fx*dx, t=0. (2.16)
0

tel que cette limite existe et terminée.
Etant donné une fonction f : [—oo,b) — R et a € (0, 1]. Alors l'intégrale conforme fraction-
naire droite de f d’ordre a se terminant en b est définie par :

b b
bIa(f)(t):f f(x)da(X,a)=f f@)(x—a)* ' dx. (2.17)
t t

Lemme 2.1 [4]Etant donné une fonction continue f : [a,o0] — R et a € (0, 1]. Alors pour
toutt>aOna:

DE[I(F)(1)] = f(¢). (2.18)

Preuve. Puisque f est continue, alors I$(f)(#) est clairement différentiable. donc en ap-
pliquant 2.10 sur I$(f)(¢) nous avons :

d
DE(14£ (1)) (1) (t—a)l‘“.alg(f)(t),

t
(t— a)l—“.%f f)(x—a)* tdx,

= (t-a"fOUt-a)*
f(.

Ensuite, nous avons un lemme similaire . S’il preuvé de la méme maniere. m
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4. TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORME FRACTIONNAIRE

Lemme 2.2 [4] Etant donné une fonction continue f : [—oo, b) — R eta € (0, 1]. Alors pour
toutt<bOna:
"DEL(H) (D) = f(0). (2.19)

Lemme 2.3 [4] Etant donné une fonction différentiable f : [a,b) — R et a € (0,1]. Alors
pourtoutt>aOna:
(I5) DN (D) = f() - f(a). (2.20)

Preuve. Puisque f est différentiable, alors D4(f)(x) = (£t — a)!~%f'(t), donc nous avons :

Dg (Igf (1) (0

t
f D) x)(t—a)'~“dx,

t
f (x—a)'" ' (x)(x - a)* 1 dx,
a

I3
f f'(x)dx,
- fla).

Théoreme 2.4 [4](Intégration par parties)
Soit0 <P <1etf, g:la bl — R deux fonctions telles que f, g différentiable. alors nous
avons :

b b
f FODE@@(x-aPdx=f(gMl; - f gUDFNHWx-aPdx.  (2.21)

Preuve. En utilisant la propriété @, lemme 2.3

b
IEDEF(D(f ) f (fR) (x- a)fdx,

b
f [f(X)Dg(g)(x) + g(x)Dg(f) ()] (x—a)P ldx,
a

b b
f (f)Dg(g)(x)(x—a)ﬁ‘ldx+f (g)(x)Dg(f)(x—a)ﬁ—ldx.
a a

puisque f, g différentiables, nous pouvons appliquer I$D§ sur fg. donc nous obtenons :

16D4 (fg)=fglh — fglh= fff(x)Dg(g)(x)(x ~ )P dx+ [P(g) (DS x - a)f ' dx.
— [ FD@ W (x - P dx =[] (@ (DN (x - @) ' dx.m

4 Transformation de Laplace conforme fractionnaire

Dans cette section, les chercheurs présentent la définition du transformation de La-
place conforme fractionnaire et quelques propriétés de base du transformation de La-
place de conforme fractionnaire aussi.

Définition 2.5 [4] Soit0 < a <1 et f : [0,00) — R une fonction a valeur réelle, Alors le
Laplace conforme fractionnaire d’ordre est défini par :

ol

« T «
uf(t)to‘_ldt:TliIP f e F(H1¥ 1 dy, (2.22)

Lo {f (0} () =Fuls) =f0 e’

Sia=1, Alors 2.22 est la définition classique de la transformation de Laplace d’ordre entier
1.17, Ce qui signifie que 2.22 est une généralisation de 1.17 .
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4. TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORME FRACTIONNAIRE

Théoreme 2.6 (La transformation de Laplace conforme fractionnaire de dérivée fraction-
naire)
Soit0<a<1etf:(0,00) — R une fonction a valeur réelle différentiable, Alors :

Lo {Da () (D)} (5) = sFu(s) — f(0). (2.23)

Preuve. Par la définition 2.5 et de l'intégration par partieon a:

T

lim | e S«Dof(5)t* ‘dtdt,

T—+00 0
T o df
_¢l _
lim e Sa Lol
T—+00 0 dl’

T o d
lim | e« a7 de.
T—+00 0 dz’

Lo {Da (N (D} (s)

*~1dr,

En utilisant 'intégration par partie, nous fixons :

u=e ST dv:%dt
du=-st"leSadr f(
Doncona:
o T T o«
_ . —st- RT _ ol st a-1
LafDal AW} = lim % (0] ~ lim_ sl fwe T,

T P
[0- f(H]+ lim f e S f(1)t* 1 de, s> 0
T—+00 0
$Fa(s) - f(0).s>0

Lemme 2.4 [4]
Soit: [0,00) — R tel que Lo (f (1)) (s) = F(s) existe. Alors :

F()=L {f((at)é)a} (s).

Preuve.
t(X

Dans la définition 2.5 nous fixons u = -

T

Fols) = lim e‘s§f(t)t°“1dt,

=00 g
lim ' e_S”f((au)é) du,

T—00 0

o (s},

Dans ce qui suit la transformation de Laplace conforme fractionnaire de certaines
fonctions :

(1]
1
La{l}(s)ZE §>0. (2.24)
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4. TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORME FRACTIONNAIRE

(2]
1F(1+§)
Lol (s) =ax 1 s>0. (2.25)
S o
® (1+2)
BF +a
Lo{tP}(s) =as ——; s> 0. (2.26)
@ 1
{ }(s) — s>0. 2.27)
(5]
. t® b
La{sm(bg)}(s)—m s>0. (2.28)
(6]
Lo {cos( ta)}()—i s>0 (2.29)
o s2+ b2 ) '
(7]
t® s
Lo {sznh( )}(s) ) 15> |b|. (2.30)
Lo {cosh( t(x)}(s) S 15> |b| (2.31)
. oyl . .
Preuve.

Les preuves suivantes facilement a ’aide du lemme 2.4 et du tableau précédent du trans-
formation de Laplace

o

La{l}(s):L(l):% §>0. 2.32)
® (1+3)
1 1o 11+
La{t}(s):z{(at)a}:aaﬁ{m}:aa o s>0. (2.33)
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4. TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORME FRACTIONNAIRE

(3]
r1+2)
P = ()L = IR Sl G
La{tP} ()= L](@ns) =L {@ne} =act{re} = T >0 @3
Notez quand p = na, Alors :
Lo {tP}(9)=a"L{t"} s>0. (2.35)
(4]
1,
Lodeli=c Lo =L{e'l = ! 0 2.36
0({ea}(s)_ e« = {e}_s_—l §>0. (2.36)
®
£ ((O(Z“)O() b
Lo {szn( )}(s) sin|b =L{sin(bt)}=—— s>0. (2.37)
o s2+ b?
(6]
o ()’ S
La{cos(b—)}(s):ﬁ cos|b =L{cos(bt)}=———— s>0. (2.38)
o x §2 + b?
(7] L
£ ((O(t)a) b
Lo {sznh( )}(s) sinh|b = s>10]. (2.39)
a o §2 — b2
(8] L
s ((at)&) s
Lo {cosh( )}(s) L cosh|b = s>10|. (2.40)
a §2 — b2

4.1 Quelques propriétés dela transformation de Laplace conforme frac-
tionnaire

Propriétés 2.7 Certaines propriétés du transformation de Laplace conforme fractionnaire :

O [La transformation de Laplace conforme fractionnaire est un opérateur linéaire :
Lo{uf () £Ag(D)} (5) = pF(s) £ AGal(s). (2.41)

Tel que et A sont des constantes.
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4. TRANSFORMATION DE LAPLACE CONFORME FRACTIONNAIRE

® Déplacement [4]

La{e‘k§f(t)}:L{f((at)é)}|szs+k s> —k. (2.42)

Preuve. Par le lemme 2.4, 0n a:

Lole e Fin)

Il
o)
e e
Q
=
B
Ql—
=
~
—_—
~—
Q
N’
U~
N
v

fesfeot)).
L {f((at)%)} loesik 8> —Fk.

par exemple :
gt t* s s+k
La{e k;COS(;)}(S):L{COS(Z')}|S:S+IC:Tszhzﬁ.k:m s>0.
I A . 1 1
La{e k;sm(a)}(s):,C{sm(t)}ls:s+k:TSZIS:H;C:m s>0.
|

® La transformation de Laplace conforme fractionnaire de l'intégrale conforme frac-

tionnaire : Fo(s)
Fa (I (f) () = 22 (2.43)

N

@ Les dérivées de la transformée de Laplace conforme fractionnaire satisfont :

Fm = (—1)"La{ix—nf(t)}. (2.44)

® Soit f (1) et g(t) deux fonctions quelconques, Alors la transformée de Laplace conforme
fractionnaire de la convolution de f (t) et g(t) est:

Lo{(f*8) (0} =Fa(s).9a(s). (2.45)

Onld<a=<l

Preuve. Par le lemme 2.4 et la définition de la convolution, on a :
La{(frg) 0} = £{(F+g)(@nt)} (o),
f (f*g) ((at)é) e *ldt,
0
00 t
f (f f(((x(t— u))é)g(((xu)é) du) e Sldt.
o \Jo

On change l'ordre d’intégration, donc:

La{(f*g)(t)}=fooof:of((a(t— w)=) g (aw) e dedu
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5. CONCLUSION

Soitt—u=v, alors:

f f (ow) ((xu) 20 =S+ gy
(fo f(((xv)) svd”)(fo g(((xu)é)e_s“du),
o{r (@) |2 {g(a®)},

Lo{f (0} .Laig D)},
= f_f(x (3)-9(x (S)

Lo{(f*g) )}

® Sif:(0,00) — R est continuellement différentiable d’ordre 1, alors la transformée de
Laplace conforme fractionnaire de la dérivée conforme fractionnaire séquentielle du
premieére ordre de f est :

Lo{Dua (f) (0O} (8)=sFa ()= f(0) O<a<l, (2.46)

@ Sif:(0,00) — R est continuellement différentiable d’ordre 2, alors la transformée de
Laplace conforme fractionnaire de la dérivée conforme fractionnaire séquentielle du
deuxieme ordre de f est :

Lo {D2a (f) (0} (8) = $*F o (8) = s (0). (2.47)

® Sif:(0,00) — R est continuellement différentiable d’ordre 3, alors la transformée de
Laplace conforme fractionnaire de la dérivée conforme fractionnaire séquentielle du
troisieme ordre de fest :

Lo{Dso (f) (1)} (8) = s*F o () = s° £ (0). (2.48)

5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons défini une nouvelle dérivée dite dérivée d’ordre frac-
tionnaire conforme. Dans la premiere partie de notre travail qui concerne a rappeler la
définition et quelques propriétés de cette dérivée, dans la deuxieme partie de ce chapitre
intégration de cette dérivée avec la transformation de Laplace conforme et quelques pro-
priétés de la transformation de Laplace conforme.
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Chapitre 3

Systéeme dynamique

1 Rappel sur le systéme 1D

Dans cette section, nous allons nous intéressé a la classe des systemes linéaires dans
le temps a temps continu et a temps discret. Nous introduisons par suite une nouvelle
classe de Systeme qui est la classe des systemes positifs. Notons que cette classe est par-
ticuliére importante et fascinante, qu'on retrouve dans 'ingénierie, en sciences sociales,
en électronique, les variables d’états représentent typiquement une population, quantité
de marchandise, masse, chimiques etc. Ces systemes peuvent etre modélisés en tant que
systemes positifs dans lesquels la trajectoire d’état est toujours positive toutes les fois que
I’état initiale est positif. Nous nous basons sur ces différentes références pour donner des
définitions et caractérisations des systemes positifs en temps continu et discret.

1.1 Systéme 1D linéaire a temps continue

Une représentation d’état permet de modéliser un Systeme dynamique sous forme
matricielle en utilisant des variables d’état. On se place alors dans un espace d’état. Cette
représentation qui peut etre Dans notre cas, nous nous intéressons a la classe des Systeme
linéaires invariants dans le temps. Nous nous placons dans les deux cas continu et discret.
Le Systeme linéaire est défini par :

Cas standard :
Considérons le Systéme linéaire standard en temps continue suivant :

X=Ax+Bu (3.1

y=Cx+Du 3.2)

tel que : x = x(t) € R" est le vecteur d’état a I'instantt, u = u(t) € R™représente le controle
et y = y(t) € RP la sortie du systeme,A € R"*" est la matrice d’état, B € R"*"*, C € RP*",
D e RP*™,

Pour tout ¢ = £, nous obtenons

* Trajectoire d’état :

t
x(f) = A0y +[ AUUBy (1) dt.
fo

* Réponse du Systéme :

t
y(£) = CeMm0) xo 4 Cf A IBy () dT+D (1),

To
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1. RAPPEL SUR LE SYSTEME 1D

* Matrice de réponse impulsionnelle :
G (1, t9) = Ce '™ xoB+ D& (£ - 19). (3.3)

Preuve. Nous considérons le systeme 3.1linéaire a temps continue définie par I’équation
3.1
X=Ax+Bu (3.4)

Pour résoudre ce systeme, il suffit d’appliquer la transformée de Laplace pour le systéme
3.1
L[x]=AL[x]+BL[u] (3.5)

Sachant que x = x(f) et u = u(t). Nous savons que,
L[x] = sX(s) — x(0) (3.6)

Et, o
X(s) = L[x] :f x(He Stdt (3.7)
0

Apreés avoir remplacer, nous obtenons que :
sX(s) —x(0) =AX(s) +BU(s),avec Llu]=U(s)
Alors,
I,s—A]X(s)=x(0) + BU(s)

Pour [I,,s — A] est inversible.
X(s) = [I,s— Al (x(0) + BU(s))

Et pour,
o0
[Ls—A]7 =) AFs~(+D
k=0
D’ou,
(o] o0
X(s)= Y AFs™®Dx0) + Y AFs~®*DBU(s)
k=0 k=0
En appliquant la transformé inverse,

L— [X(S)] — ZAkL_ [s—(k-l-l)
k=0

x(0)+ Y. AL [ EDBU(s) (3.8)
k=0

Par conséquent,

t
x(2) = M) x +f M IBu (1) d.
To

iAkL—S—(kH)x(O):i Ak _ N
k=0 o Y(k+1)
D’ou, .
U(s):mu(m:fo WD dt
| |

Lx=AL[x]+BL[u] (3.9)

26



1. RAPPEL SUR LE SYSTEME 1D

1.2 Systeme 1D linéaire a temps discret

Le systeme dynamique discret joue un role tres important dans la pratique, il peut
aussi étre utilisé comme modeéle approximatif pour I'étude de systeme continu.
Cas standard :
Considérons le Systeme linéaire standard en temps discret suivant :

Définition 3.1 Soit le systeme 1D linéaire a temps discret définit par :
Xi+1 =Ax; +Bu; (3.10)

¥i=Cx; +Du; 3.11)

tel que x; € R" est le vecteur d’état a l'instant i, u; € R™ représente le controle et y; € la
sortie du systeme, A € R"*" est la matrice d'état, Be x ,CeRP*", D e R"*",

* Trajectoire d’états : La solution de ce systeme est définie par :
. i_l .
xi=Alxg+ ) Al-k+DRy,.
K=0

Preuve.

Pour k=0, x; = Axy +Buy.

Pour k=1, x, =Ax; +Bu;,
= A[Axyg+Buy] +Buy,
= A%xo+ABug+Bu.

Pour k=2,x3=Ax, +Bu,.
= A[A%xg+ABug+Buy | +Buy,
= A3xy+A%Bug + ABuy + Buy,

3-1
= Alxp+ Y AS DBy,
K=0

. i-1
Pour k=i, x.=Alxg+ Y AlI-k+*DBy,.
K=0

i—1
xp=Alxg+ Y AT® By k>0
K=0

e Réponse du systeme :

k-1 .
yi=CA*xy+C > AR-U+Dpy.
i=0
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1. RAPPEL SUR LE SYSTEME 1D

1.3 Positivité des systemes 1D linéaires

Considérons a présent définitions et qulques résultats sur la positivité en temps continu
et eu temps discret .

e Cas continu
Positivité externe :
Tout d’abord, donnons la premieére définition de positivité de systemes linéaires, la
positivité externe.

Définition 3.2 Un systeme linéaire standard est dit externement positif si la sortie cor-
respondant a l'état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e.
pourt, xo = x(0) =0 et pour tout u(t) € IR{T, t=0,onay(t) e [R%f, pourt =0.

Positivité interne :
A présent, nous pouvons donner la seconde définition de positivité, qui peut étre
appelée positivité interne.

Définition 3.3 Le systeme 3.1 est dit internement positif si pour tout xy € R} tout
controle u(t) e R pourt=0onax(t) eR} et y(t) € IRf pourt = 0.

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanant de n'importe quel point
dans l'orthant non-négatif R”? (frontieres incluses) de I'espace d’état R, obtenues
en appliquant une entrée non-négative au systeme, demeurent dans I'orthant non-
négatif et menent a une sortie non-négative.

Remarque 3.1 La positivité interne implique la positivité externe mais l'inverse n'est
pas vrai.

Théoréme 3.4 Le systeme 3.1 et 3.2 est internement positif si et seulement si A est une
matrice de Metzler et B € R"™, Ce RP*", erD e RV *™,

e Cas discret

Théoreme 3.5 Le systeme (3.10) , (3.11) est dit positif si est seulement si toutes les
matrices A,B,C,D sont positives c-a-d :A=0,B=0,C=0etD=0.

Preuve. La trajectoire d’état est représenté par I'égalité suivante,

i-1
Xiz1=Alxo + ZAk_(kH)Buk, i>0
k=1

Etla sortie représenté par :

. i-1
yi=CA'xg+CY AF¥* DBy, i>0
k=1

Supposons que A € R?*", B e R*", C e RY™" et D € RP*™ alors x; € R” pour tout
i € Z, ainsi que la sortiey; € [Rf pour tout i € Z,. Comme

Xi+1 =Ax; +Bu;
Supposons que u; =0 pour i € Z alors nous obtenons pour i =0,

X1 =AXxg
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2. SYSTEMES BIDIMENSIONNELS

Et qui signifie que A € R"*" car x, € R} puisque x; € R”.Ainsi de suite nous prenons

Xp = 0 afin d’obtenir,
X1 = Buo

et monter que B € R?*" car uy € R". Par le méme raisonnement nous obtenons C €
RP*" pour u; =0, Vi € Z, et d’autre part D € R?*" pour x, = 0.

2 Systemes bidimensionnels

Récemment les systemes bidimensionnels discrets ont fait I’objet de nombreuses re-
cherches, cela vient du fait que plusieurs phénomenes liés a la technologie digitale, le
traitement de I'image, la géophysique, la robotique, peuvent étre représentés a travers
la théorie des systemes bidimensionnels. La propriété fondamentale de ces systémes est
qu'’ils propagent 'information dans deux directions indépendantes ou par deux éléments
zy 1 zy 1 dans la théorie des circuits. Lune des méthodes d’analyse s’inscrit dans I'exten-
sion des techniques qui existent dans le cas 1 — D. L'analyse des systémes peut étre étu-
diée a travers les espaces d’état ou par les fonctions de transfert. Nous considérons ici les
systemes a temps discret, a temps continu-discret et a temps continu, respectivement. Il
existe trois modeles d’espace d’état classiques 2 — D a temps discret, citons,

e Modele de Fornasini-Marchesini(SF-FM), (FF-FM)

* Modele d’Attasi

e Le modele de Roesser
Roesser, S.Attasi, et Fornasini-Marchesini sont considérés comme les précurseurs de la
théorie des systemes bidimensionnels. Dans les années 1970, ils ont introduit une des-
cription de ces systéemes par des modeles d’état linéaires qui ont permis la conception
de tests de controlabilité, d’observabilité, d’atteignabilité et de stabilité de phénomenes
décrits par de tels systemes. Plus particulierement, le modele de Roesser a été adapté au
cas bidimensionnel continu-discret et au cas bidimensionnel continu.

2.1 Modele bidimensionnel de Fornasini-Marchesini

Nous proposons une formulation du modéle de Fornasini-Marchesini par rapport au
cas continu-discret,

{ x(t,i+1)
y(t,iQ)

Aox(t,i) +A1x(8,1) +Apx(t,i+ 1) +Bul(s, 1)

C'x(t, 1) (3.12)

Le premier modele 2D de Fornasini-Marchesini a temps continu-discret a pour fonction
de transfert,

H (s, 2) = C/[szl — sA; — zA; — Ag] 'B (3.13)
Le second modele 2D de Fornasini-Marchesini,
x(t,i+1) = Ajx(t,i+1)+Aox(t,i+1)+Bru(t,i)+Bou(t,i+1) (3.14)
y(t, i) = C'x(t1) ’

Le second modele bidimensionnel Fornasini-Marchesini a temps continu-discret a pour
fonction de transfert,

Hfmg(s,z):C’[szI—sAl—zAz]_lBls+Bgz (3.15)
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2. SYSTEMES BIDIMENSIONNELS

2.2 Modele bidimensionnel de Attasi

Le suivant modele est adapté au cas continu-discret,

{x(t,i+1) = Arx(f, )+ Apx (i + 1)+ Agx(t, i) + Bu(t, i) (3.16)

y(t,i) = C'x(¢,1)

Ainsi, en appliquant la 2D sZ-transformée, la fonction de transfert prend la forme sui-
vante,

H,(s,2) =C'[szl — sA; — zA; — Ag] 'B (3.17)

2.3 Modele bidimensionnel de Roesser

C’est en 1975 que R. Roesser propose une extension du modele d’état 1D au cas 2D.
La caractéristique principale de ce modele est que le vecteur d’état est composé de deux
sous-vecteurs (généralement nommeés horizontal et vertical et notés xh xh, respective-
ment). Le modéle de Roesser a été utilisé pour I'analyse et la commande de circuits li-
néaires itératifs (Kurek et Zaremba, 1993), le codage, le décodage et le traitement d’'image
(Lu et Antoniou (1992); Bracewell (1995)). Afin d’illustrer plus spécifiquement I'’emploi
de cette modélisation pour des systéemes régis par des équations aux dérivées partielles,
considérons des phénomenes physico-chimiques particuliers : le processus d’absorption

de gaz et le processus de sorption [14].

2.4 Modele bidimensionnel linéaire de type Roesser a temps discret

En se référant a [8], [9], nous pourrons étendre le modele 2D de Roesser a la forme
suivante,

xhi+1,k) A A [x"G, k] [B1] .
xV(i, k+1)]| [A21 Apo | [xV(i, k) - Bz]u(l’k) (3.18)
. x" (@i, k) .
yi, k)= [C G Wikl tP u(i, k) (3.19)

ol (i, k) € 7%, A € R™*"h A, € R Ag e R A, € R By € R™*™M B, € R™*™M,
CyeR>*™ C, e R>*™ etD e R xm ,x"(i, k) estla partie horizontale du vecteur d’état, x" (i, k)
est la partie verticale du vecteur d’état, u(i, k) est le vecteur d’entrée appartenant a R”’ m
et y(i, k) est le vecteur de sortie pris dans R’ . Les conditions initiales pour 3.18,3.19 sont
données par x"(0, k), x(i,0) pour i, k=0,1,2,....

2.5 Modele bidimensionnel linéaire de type Roesser a temps continu-
discret

Un systeme dynamique linéaire bidimensionnel a temps continu-discret de type Ros-
ser est défini par les équations suivantes [1]

xh(t, k)
xV(t, k)

ih(t, k)
xV(t,k+1)

_ [All Ar
Ap1 Ax

] + [Bl] u(t, k) (3.20)
By
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3. CONCLUSION

x"(¢, k)

yit, k)= [Ci G X (4, k)

+D u(t, k) teR, te” (3.21)

ot X" (¢, k) = %, xh(t, k) € R™ et xV(¢, k) € R™ sont respectivement les vecteurs hori-
zontaux et verticaux u(t, k) € R™ et y(t, k) € RP sont les vecteurs d’entrée et de sortie et
A€ RM>Mm App € RM>n2 Ay € R72>Mm Ay € R72> N2 B, € RMxm B, € R C e RPxnl’
C, € RP*™2 D € RP*™est appelé modele Roeser continu discret.

Les conditions initiales associées au systeme 3.20, 3.21 sont définie comme suit :

x"(t,0) e R™, xV(£,0) e R, t € R,
20,k e R™,x"(0,k) eR™,k=1,keZ

2.6 Solution du modele bidimensionnel linéaire de type Roesser a temps
continu-discret
les solutions du systeme linéaire bidimensionnel a temps continu-discret de type Ros-

ser est défini par les relation suivantes[1]

t
x"(t, k) = e xM (0, k)+f AT IA L XV (1, k) + Bu(t, k)] dt (3.22)
0
k-1
x(,0) = Ak x"(1,0) + Y AE T [Aarx(2, ) + Bou(z, )] (3.23)
i=1

3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté un rappel sur systeme 1D linéaire a temps continue
et a temps discret apres avoir été montré les conditions de positivité et stabilité des sys-
teme 1D linéaire a temps continu et discret. Dans la deuxiéme partie du chapitre a été
défini la nouvelle de classe du systéme bidimensionnel avec quelques exemples comme
Fornasini-Marchesini,Attasi et Roesser , été intéressé par modele bidimensionnel linéaire
de type Roesser a temps continu-discret avec sa solution.
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Chapitre 4

Modele de Roesser linéaire fractionnaire
2D au sens de la dérivée conforme

L'une des notions les plus importantes décrivant les systemes dynamiques est la posi-
tivité, définie par le fait que sa trajectoire a partir de tout état initial non-négatif reste pour
toujours dans le positif orthant pour tou les intrants non négatifs. Un apercu de I'état de
I'art dans la théorie positivité est donnée dans les monographies [1], [7], [11]. Une variété
de modeles ayant un comportement positif peut étre trouvé dans le traitement du signal,
le traitement d’images, les systemes de stockage, les processus industriels impliquant des
réacteurs chimiques, des échangeurs de chaleur et des colonnes de distillation, des sys-
témes compartimentaux dans I'automatisation, les modeles de pollution de I'eau et de
I'atmosphere, etc... Lun des systemes 2D les plus importants est le modele Roesser qui a
été introduit dans [9], ainsi que la positivité les conditions, I’essai de stabilité asympto-
tique et la stabilisation ont été analysés pour la norme forme et les formes fractionnelles
dansles documents [12], [13]. REcemment, Dans les travaux de Khalil [3] une nouvelle dé-
rivée fractionnel appelé dérivé conforme a été défini, et dans le papier d’Abdeljawad [4]
quelques propriétés fondamentales du calcul fractionnaire conforme ont été développés.
Dans le document de Kaczorek [11] la positivité et la stabilité d'un 1D fractionnaire temps
continu linéaire défini par le dérivé conforme a été étudié. Dans ce document une nou-
velle classe de systémes de temps discret continu fractionnel linéaire 2D (communément
appelés hybrides) et décrit par la formulation Roesser est introduit en utilisant le dérivée
conforme. Les solutions sont calculées et les conditions de positivité sont extraites.

1 Modele de Roesser au sens de la dérivée conforme

Considérons une classe de modele bidimensionnel linéaire fractionnaire de type Roes-
ser a temps continu-discret au sens de la dérivée Conforme,définie comme suit :

D" (£, 1) = Ay x" (2, i) + A x? (£, §) + Byu(t, i), (4.1)
V(i +1) = Aoy X" (2, 1) + Aop XV (8, 1) + Boul(t, i), (4.2)
y(t, i) =Crx"(t, 1) + CoxV (1, ) + dult, i), 4.3)

ol les matrices d’état sont définies Aj; € R™*™ | Ajp € R™M*™2 Ay € R™2*™M Ay €
R72*M2 By e R™M*™M B, e R™*™ et D* dérivée fractionnaire au sens de Conforme
x"(0,i) e R™, Vie Z, et x(t,0) € R™, YVt € R, sont les conditions initiales.
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2. SOLUTION DU MODELE ROESSER AU SENS DE LA DERIVEE CONFORME

2 Solution du modele Roesser au sens de la dérivée conforme

Les équations (4.1) et (4.2)définissentunenouvelleclassedesystemes,larésolutionestobligari
Théoréme 4.1 La solution (x"(t,i),x"(t,i+1)) des équations 4.1 et 4.2 a la forme suivante,

x"(£,0) = Dax(0,0) +Corx¥(t,0) + Zosu(t,0), pour i=0,
i-1 '
xM i) = Do x(0, i)+kz Co (A1 Cyt + Agy)i=tk+D
=0 .
[Ao1Pax (0, K) + (A1 Zas + B2)ult, k)] + (Ag1 Ca t + Agp) X7 (1,0)Zg (1, i) - pouri=1
avec,

i-1 '
xV(6,1)= Y Cor(B21Cor +Az2) " *F D [An B x" (0, k)
k=0 (4.4)

+ (Ag1Zas + B2 u(t, k)] + (Ag1Cor + Az) ' xV(1,0),i = 1,

lorsque les opérateurs Cy; et Zy; sont définis par les relations :

t AH([O(—T(X] ]
Cat:f e~ o  Apt¥idr, (4.5)
0
LAy %1%
zat:f e” « Bit*ldr. (4.6)
0
et les matrices de transition sont définies par la relation suivante :
Allt(x
@(x:e a (47)

Preuve. Par récurrence, la solution de l'équation (4.1) est donnée par :

A ™ A Gt
Mt =e 5 x"(0, i)+f e & [Apx’(1,)+Byu(t, )] 1% dr, (4.8)
0
pouri=0
™ A Gt
x(t,0)=¢ @ xh(0,0)+f e [Apx'(1,00+Bu(r,0)] % dT.  (4.9)
0

En suivant l'équation (4.2) et pour i = 0, on obtient
xV(t,1) :Algxh(t, 0) + Az x"(£,0) +Bou(t,0), (4.10)

En remplacant 4.9 dans 4.10, nous obtenons

App ™ I Ay (t%—1®
xU(£,1) = Ay e%x”(o,onf e a [Algx“(T,O)+B1u('r,0)]To‘_ldT]+A22x”(t,0)+B2u(t,0)
0
(4.11)
Donc
x"(£,1) = A Do (Hx™(0,0) + (A21 Cor + A22) X (£,0) + (A21 Zays + B2)u(t,0), (4.12)
De méme, une substitution de (4.12) dans (4.8) et prenanti=1 Ona
x"(2,1) = Do ()x"(0,1) + Cor XV (£, 1) + Zgr ult, 1), (4.13)
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3. POSITIVITE DU MODELE ROESSER AU SENS DE LA DERIVEE CONFORME

par conséquent

x"(£,1) = CqrA 12D (1) x"(0,0) + Do (1) x"(0,1) Cas (Crs A2 +

(4.14)
+A22)x"(2,0) + Cor (A21 Zo + B2)ult, 0) + Zo u(t, 1).

Supposans maintenant que la solution est vraie pour i = k, et prouvans qu’elle est aussi
vraie pour i = k + 1. De la méme maniére et en tenant compte des relations 4.2, 4.4 pour i =
k> 1, nous avons ce qui suit

k-1 ,
Ap1x"™ (£, ) + Ap2x" (£, k) + Bau(t, k) = Ap1 1P ()X (0, k) + Y Car(A21Car + Az2) UV [Ag1 D (1)
Jj=0
+x™(0, /) + (A21 Zar + B2)u(t, )] + Cor (A1 Car + Az2) ¥ xV(£,0)
k-1

+ Zag (L, )} +A22 Y (Ao1 Carx” + Ag2) UV [Ag o (1)x"(0, )
j=0

+ (A21Zqr +B2)u(t, j) + (A21Cq +A22) V(1,001  +  Bou(t,k)
k .
=Y (A1 Carx” + A0) T [ A Pa(D)X(0, ) + (Aor Zos + Bout, )
=0
+ (A1 Cayr + A2) ¥V (2,0
=xV(t,k+1).

Par la méme procédure 4.8,4.4 pour i = k > 1k > 1, nous en déduisons ce qui suit relation :

k .
Do(0)x"(0, k+1) + CouxV (1, k+ 1) + Zosu(t, k+1) = Do () x" (0, k + 1) + Cos { Y (A2 Carx” +Agp)Y
j=0

An®ax"(0, ) + (AniZas + BR)U(t, )| + (A1 Car
+A) XV (1,0) + Zo s u(t, k + 1)
k .
= Do ("0, k+1) Y (Az1 Corx” +Agp)*
j=0

A1 P (1) X0, 1) + (A21 Zas + Ba) ult, J)

+ Car(A21 Cor + Ag2) XV (1,0) + Zgyult, k+ 1)
= xh(t, k+1)

3 Positivité du modele Roesser au sens de la dérivée conforme

Nous introduisons maintenant le concept de positivité par les définitions suivantes et
nous allons tester la positivité pour ce type de systemes en extrayant des conditions néces-
saires et suffisantes.

Définition 4.2 Le systéme linéaire hybride bidimensionnel décrit par le modele de Roes-
ser défini par les équations (4.1) (et4.2) est appelé positif si les vecteurs d'état x"(t,1) et
x"(t, i)sont positifs pour chaque condition initiale positive x"(¢,0), x"(0, i) et toutes les en-
trées positives y(t, i) c-a-d.
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3. POSITIVITE DU MODELE ROESSER AU SENS DE LA DERIVEE CONFORME

x"(t,i) e RMerx"(t,i) eR™outreR,,i€ Z,,

(1,00 e R, xV(£,0)eR™, te Ry,
x"0,i)eR™, xY0,i)eR™,i=1licZ,.

Théoreme 4.3 Le systeme linéaire a temps discret continu bidimensionnel décrit par le mo-
dele Roesser défini par les équations (4.1) et (4.2) est positif si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites,

nyxXn noxn noxXn nyxm Mo Xm
—A12€|R+1 2,A21€|R+2 1,A22€|R+2 2,B1€R+1 ,etB2€R+2 N
— Aq; est matrice de Metzler.

Preuve. Il est bien connu que pour tous t >0 et 0 < o« < 1 la matrice e« satisfait a la

t

relation suivante: e « ' € RT *M i et seulement si Ay, est une matrice Metzler ([12])

Ona .
A 4o i Ap
e « = _—
k=0 (ka! ’
Donc s
A1l ja An AT %
ea =l — 1% =1+,
x 2x
Alors

A1l L« .
e eRIVMsiA] €My, 0<a<1,Vi>0.

D’autre part si,% € My, ,alors il existe un réel positif§ satisfaisant

A1
7 + 6111 > 0.

Comme A A

11 11

o o
Alors

e%t“ - e %+Bln)t°‘—(ﬁln) t""
_ pCRBL = (L)1
A 10 o
eCa I g Blut® g v g < <,
Al

Par conséquent,ea P e R >0,
Condition suffisante :

Maintenant, supposons queAyy € My, ,Ajp € RYV ™, Ay e RIZ™M A e RIV™ Agp e RITZ*™2,
By € R™*™ B, e R™*™ eru(t,i) eR™, Y1 =0

a“x"(t,i A i .

Qg - A (t,0) +Fi(t, 1), (4.15)

XU(ti+1) = Anx"(t,i)+Fa(t, i), (4.16)
ot Fi(t,i) = Apx'(t,i)+Biult, i), (4.17)
et Fo(t,i) = Awx'(t,i)+Bault, i), (4.18)
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Selon les équations 4.17,4.18 et pour i =0, on a

Az x"(£,0) + Fa(t,0)
Az x"(£,0) + A xV (£,0) + Bou(t,0),

xY(t,1)

(4.19)

SixV(t,1) e IRZZ, De méme, a partir d'équations (4.16),(4.18) et pouri=1, ona
D _ A (5,1) +Fr (5 1)
= Anx(t,1) +A12A2 x"(£,0) + A2 A xV(£,0)
+A12Bou(t,0) +Bru(e, 1).

D’autre part, la solution de l'équation (4.16) satisfait la relation suivante :
App % LA %1%
x"(t,i)=e"a x"0,i)+ f e” «  F(t,)t dr, (4.20)
0

Alors
1 UAp (%1%

A
X" 1)=e o xh(0,1)+f e @ F(1,1)T* LdT. 4.21)
0

Oir x"(t,1) e R
Maintenant, supposons que x"(t,k) € R"™ et x'(t,k) € R}?, pourk = 1, Vt >, et prouvons
que selon I'hypothese du théoreme (4.3) nous aurons (e k+1)€ RT etxV(t,k+1)e IRQZ2 .

xV(t,k+1) = Aunx"(t,k)+Fa(t, k) (4.22)
= Anx"(£, k) + A x? (1, k) + Bou(t, k), '
Par conséquent x'(t,k+1) € R2.
D’autre part
LEI) = Ay B (g, k1) + By (5, K+ 1)
= Apx(t,k+1)+AAnx" (1, k+1)+Bru(t, k+1)
= Auxh(t,k+1)+A12[Aglxh(t,k)+A22x”(t,k)+B2u(t,k)]
+Biu(t, k+1),
Par I’hypothese du théoreme 4.3
Fi(t,k+1) = Ap[Asx"(t, k) +Apx?(t, k) +Baul(t, k)] (4.23)
+Bru(t, k+1) e R, ‘
Donc ;
Aqpt® A (t%-1%)
Mt k+ D) =e w x"(0, k+ 1)+f e« Fy(t, k+1)1* ldT, (4.24)
0

Par conséquent x"(t,k+1) e R}
Condition nécessaire :
Supposons que le systeme (4.1) et (4.2) soit positif, c’est-a-dire xPe, i) e IRT, xV(t,i) € RZZ.

u(t,0)=0,x"(t,00=0, teR,.

Selon les équations (4.1) et (4.4) , pour i =0 on suppose que xh(O, 0) =ej,ou e;j représente le
j€ colonne de la matrice d’identité1,, .

Ainsi, la trajectoire du systeme ne quitte pas le positif orthant R' seulement si
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4. APPLICATION NUMERIQUE

o ..h
L0 | = Ay x(0,0)
A11 [24(0)x"(0,1) + Cqrx”(0,0) + Zg 4(0,0)]
Anej € R,

Cela implique que a;; = 0 pour i # j. Par conséquent, nous déduisons que A1y € My,
De la méme maniere, si xh(O, 0)=xY(0,0) =0 eti =0nous aurons

d®x"(t,0)

iz = BLu,0) R,

OuB; e R ™,
Si x"(0,0)=0, u(0,0)=0eti=0, Ot

d®x"(t,0)
d e |f=

nixnp
+ .

0 :Alzxv(O,O) € IRZZ)

ce qui implique que A1 € R
Par la méme analogie nous prouvons la positivité des matrices Az1, Azo etBy. m

4 Application numérique

Dans cette section, nous montrerons la faisabilité du résultat obtenu par quelques exemples
numeériques.

Exemple 4.1 Considerons le systeme (4.1), (4.2) définie par la matrice et « = 0.5

-01 0.1 1
A=] 01 -02 O
0.1 0.1 -1
0.10
B=1| 0.20
1
u,i)=1+1

En Appliquant le théoreme (2) sur le systeme (4.1), (4.2) nous obtenons un état positif
représentes par la figure .
Nous remarquons, aue la matrice A est de Metzler et que tous les vecteurs d’état restent

positif .
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5. CONCLUSION

x0(ti) xB(ti)

200
400

-600
10

FIGURE 4.1 - Le graphique des vecteur d’état

5 Conclusion
Dans ce chapitre Nous avons étudié modeéle de Roesser linéaire fractionnaire 2D au sens

de la dérivée conforme, Nous avons trouvé la solution nous avons étudie les condition de
positivité et validé ces résultats par une exemple numérique .
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous somme intéressé a l'étude de la positivité des systemes
standards et fractionnaires. Dans la premiere partie de notre travaille nous avons rappelé
la classe des systemes unidimensionnels standards et fractionnaires positifs, ainsi que des
conditions nécessaires et suffisantes de positivité. Ensuite nous avons introduit la classe des
systemes bidimensionnels de type Roesser standards donner la principale propriété de les
conditions de positivité . Dans les deux derniéres parties de ce mémoire, nous nous sommes
intéressées a la théorie des systemes fractionnaires qui s‘averent nouvelle et attirent l'atten-
tion d’'un grand nombre de chercheurs. Le principal objectif était de résoudre les systemes
bidimensionnels fractionnaires pour ensuite étudier la positivité de ces systémes. A travers
cette étude, nous avons conclu que les systeme 2D de type Roesser fractionnaires conforme,
out les mémes condition de positivité que les systeme standard de méme type .
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Sur Uanalyse d’une classe de systéemes 2D fractionnaires linéaires décrits
sous la formulation Roesser

Résumé :

Ce travail porte essentiellement sur la solution et la positivité d'un systeme dynamique
modele bidimensionnel de Roesser vu son importante utilisation dans de nombreux do-
maines.

Nous avons, tout d’'abord, étudié la positivité et la stabilité des systemes 1D linéaire a
temps continue et discret .

Ensuite nous avons étudié exposé qulque propriétés fondamentales sur le calcul frac-
tionnel conforme a sa transformation de Laplace, et donné quelques modeles de systemes
bidimensionnels 2D et nous somme itéressé sur modele bidimensionnel linéaire de type
Roesser a temps continu-discret.

En dernier, nous avons calculé la solution et trouvé les conditions de positivité du mo-
dele de Roesser linéaire fractionnaire au sens de la dérivée conforme avec application nu-
mérique (matlab).

Mots-Clés. positivité,systemes 2D linéaire, systeme de Roesser, Dérivée fractionnaires ,Dé-
rivée conforme.

On the analysis of a class of linear fractional 2D systems described under
the Roesser formulation

Abstract :
This work focuses on the solution and positivity of a two-dimensional dynamic system
model of Roesser given its important use in many fields.

We first studied the positivity and stability of linear 1D systems with continuous and
discrete time.

Then we studied Fractional Computation conforming to its Laplace transformation,
and give some models of 2D two-dimensional systems and we based on two-dimensional
linear model of Roesser type continuous-discrete time.

Finally, a study we calculated the solution and found the conditions of positivity of the
fractional linear Roesser model in the sense of the derivative conforming with digital appli-
cation (matlab).



Key Words. positivity, 2D linear systems, Roesser system, fractional derivative ,conformal
derivative.
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