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Introduction :

Les équations aux dérivées partielles jouent un role naturel dans la dynamique de population , en
particulier dans les modeles de réction-diffusion qui sont dérivés de la loi bien connue de Fick.
St u(t;.) désigne la densité de population, les équations Fickiennes classiques dans chaque habitat

pour ces modeles sont généralement de la forme

(Z—L;:lAu+F(u),

ou F' est I’interaction de croissance non linéaire et / est le coeflicient positif de diffusion (qui peut
étre variable).

La variété et la complexité des habitats et des individus ne sont pas bien modélisé par des effets
spatiaux pour étre simplement une diffusion fickienne (comme, par exemple, les modeles de mou-
vement cellulaire). Une approche basée sur une fonctionnelle d’énergie libre de Landau-Ginzburg
et sur la dérivée variationnelle considérons la diffusion suivante plus généralisée équation de crois-

sance et de dispersion dans une population

ou

i —kA*u + IAu+ F (u),

ou k est généralement positif et / est un nombre qui peutétre négatif, voir [2], p. 238.

Dans cette mémoire, on utilise ici les résultats du 1’article [8]] afin de traiter le cas d’un probleme
de transmission entre deux habitats juxtaposés avec une interface commune. La motivation ici est
I’étude de problemes ne faisant intervenir que le bilaplacien, cette derniere étant étendue des opé-
rateurs plus généraux.

Plus précisément, on considere 1’ouvert cylindrique de R” constitué des deux habitats juxtaposés

{ Q =la,y[xXw
Q, =y, b X w,



et de leur interface
I'={y} Xw,

oll a,b,y € Raveca <7y < b etw estun ouvert borné régulier de R"~!'. On considere les équations

linéaires stationnaires suivantes

kANu_ + 1 Au_ = f surQ_
ko A%u, + L, Au, = f, surQ,,

tel que
| u_surQ_
“T1u sur Q.
et
f= Josur Q_
T\ fe sur Q,

avec f donnée dans L? (a, b; L? (w)) = L? (Q), et k,, k_ des réels non nuls. Le fait de ne considérer
que le bilaplacien permet ici de considérer k, et k_ de signe quelconque.
On considere le probleme

k_A’u_ = f. sur Q_

k,Au, = f. sur Q,

u_(x,& =0, xe€la,y[,&€dw
u, (x,6)=0, xe€ly,bl,é€iw
Au_(x,6) =0, xela,y[,ée€dw
Au, (x,6) =0, xe€ly,bl[,ée€dw
u-(@,y)=¢; (), yew

uy (b,y)=¢; (), yeEw

(Paap) 0 (@y)=¢, (), yEw

X
i
E(b,y)ao;(y), yEw
u-=u, sur I

Ou_ _ Ouy

— = r

ox ox sut

k_Au_ =k,Au, sur I
k_ai = k+% sur T

ox " Ox



Définissons 1’opérateur de Laplace Ay dans R*"!, n € N*, comme suit

{ D (Ao) = (¥ € W (w) : ¢ =0 sur dw)
VY € D(Ag), A = A

Ainsi, en utilisant I’opérateur A, et les notations usuelles
uy (x) = us (x,.) et fo(x) = filx,.)/ks,

le probleme (Pedp) devient

ut (x) + (240 — 1) u’ (1) + (A2 - EAu_(x) = f-, x€ay

ut (x) + (240 — £1)ul () + (A2 = A ue (0) = fr, x€ .0
u_(a) =y, u,(b)=¢y

u (a) = ¢;, u,(b)=¢;

u_(y) =u, (y)

u’ (y) = u, (y)

ko (y) + kyAouy (y) = ku” (y) + k_Aou_ (y)

kot (v) + kAo, () = Lad, (7) = kou® (p) + koAl (y) — Ll () ,

ou

frel?(a,y;,Lf(w)), fr € L (y,b;L? (w)) avec 1 < p < +c0.
On considere une généralisation de ce probleme en remplagant L”(w) par X, et (—Ag, D(—=Ay) par
(—A, D(—A)) un opérateur BIP dangle 8, € [0, n[ sur X. Plus précisément, on étudie le probleme de

transmission (P) suivant :

EO) ut (x) + (24 = F1u” () + (A% = FA)u_ (x) = f-, x € ay|
ut (x) + (24 = 1) ul (x) + (A = £A)u. (0) = fr. x€ |y 0]
u_(a) = ¢y, u,(b)=¢f

) Pl @=g. wv)=¢

u_(y) = us (y)
u_(y) =u, (y)

CDN ko () + ko Aus () = ki’ () + k_Au_(y)
kol () + koA, () = Lty (y) = ku® () + k_Aul(y) = 1wl (),

Les conditions de transmission (CT) se divisent en

u_(y) = us (y)

(CT”{ W) =1, (),



et

ko, () + ko Aug (7) = kou?” () + k_Au_ (y)
kot () + kAW, (y) = Lad, (y) = ku® () + kA (y) = Ll (y) .

(CT2) {
L’ objectif principal de ce travail est I’étude de 1’existence, I’unicité et la régularité maximale de la
solution classique u d’un probleme de diffusion en dynamique de population. La méthode est basée
essentiellement sur la construction d’une représentation de la solution a 1’aide des puissances
fractionnaires d’opérateurs et des semi groupes puis en faisant I’analyse de sa régularité en utilisant
la théorie des sommes d’opérateurs et les espaces d’interpolation. Ce travail est une syntheése de

I’article : R. Labbas et al [8]. On cherche une solution classique du probleme (P), qui est une

solution u telle que

U=y € WH (4,7 X) N L7 (a,7;:D(A%)), u! € L7 (a,; D(A)
Uy 1= Uy € W (b X) N LP (7, 0: D (A%)), wf € L (7,b: D (A)),

et qui vérifie (EQ) — (CB) — (CT).
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Chapitre 1

Rappels

Ici, on va introduire les notions de base et rappeler certains résultats classiques d.analyse fonction-

nelle qui nous serviront pour réaliser ce travail.

1.1 Les opérateurs :

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Soient X , Y et Z des espaces de Banach.

Définition 1.1.1 On dit qu’un opérateur A, défini de X dans Y est borné si

D(A) = X et sup|lAé|| < +o0
lléll<1

Définition 1.1.2 On note L(X;Y) la collection de tous les opérateurs linéaires bornés de lespace
vectoriel normé X dans lespace vectoriel normé Y, L(X;Y) est un espace normé et sa norme est

définie par

l|Ax|
Al zxer) = sup——— = sup [lAxlly = sup [|Axlly , YA € L(X;Y).
xeX Ixllx i<t Idix=1

On note L(X; X) := L(X).
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Proposition 1.1.1 £(X;Y) est un espace de Banach si et seulement si Y est un espace de Banach.

Proposition 1.1.2 Soit A € L(X). Si ||Allzx) < 1 alors (I — A) est inversible dans L(X) et
(I-A)y"=) A"
n=0

Définition 1.1.3 Soient (A, D(A)), (B, D(B)) deux opérateurs linéaires de X dans Y. On dit que B

est une extension ou un prolongement de A et on note A C B si

D((A) c D(B),
Vxe D), Ax = Bx.

Définition 1.1.4 Soient A : D(A) C X — Y et B: D(B) C Y — Z deux opérateurs linéaires . On

peut définir I’opérateur BA par

D(BA) = {x € D(A) : Ax € D(B)),
(BA)x = B(Ax) , x € D(BA).

On définit alors, pour tout n € N, A" comme la puissance n-ieme de A :
D(A%) =X et A'=1
D(A')=D(A) et A'=A
Vn>2, D@A") ={peD(A"): A lp e D(A)}X et A" = AA™.
Définition 1.1.5 On appelle ensemble résolvant de A, I’ensemble

p(A) ={1 € C : (A - A) estinversible et a inverse borné dans L(X)}.

Un élément de p(A) est appelé valeur résolvante de A.

1. Si A€ p(A) on définit R)(A) la résolvante de A au point A par
Ry (A) =@A-aD™".

2. 0(A) = C\ p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o(A) est appelé valeur spectrale

de A.
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1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.1.6 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est dit fermé si et seulement si pour
toute suite {x,},en C D(A) telle que

X, — x, dansX

n—+00

Ax, — y, dansY.

n—+00

onaxe€eDA)etAx=y.

Proposition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors I’application
R, : 1ep(A) — Ry(A) =A-AD)"!

est analytique sur p(A).

Remarque 1.1.1 D’apres ce qui précede, on a :

1. Sip(A) # ¢, alors A est fermé.

2. c(A) = {/l € C: (AU — A) n’est pas bijectif ou (Al — Al ¢ L(X)}

Définition 1.1.7 Si A est un opérateur linéaire borné sur X, alors on définit le rayon spectral r (A)

de A de la maniére suivante :

r(A) = sup |4].

Aea(A)

Si o (A) = ¢, par convention, on pose r (A) = 0.

Remarque 1.1.2 Si A est borné, alors

o (A) c B(0,r(A)).
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Proposition 1.1.4 Si A est un opérateur linéaire fermé sur X. Si 0 € p (A), alors on a
B(0,R) C p(A),

o 1/R := r(A‘l) est le rayon spectral de A™'.

Proposition 1.1.5 Soit A : D(A) C X — Y un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé , alors pour tout B € L(X;Y) l'opérateur A + B : D(A) — Y est

fermé.
2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A~ est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est continu de

D(A) dans X.

4. Si A est un opérateur continu sur D(A) C X, alors A est fermé si et seulement si,son domaine

est fermé .
5. Sip(A) # @ alors A est fermé.

6. Si A est inversible, alors pour tout n € N, A" est fermé.

Proposition 1.1.6 Soient A € L(X) et B : D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé tels que

Im(A) Cc D(B) alors BA € L(X).
1.1.3 Opérateurs sectoriels
Définition 1.1.8 Soir 0 < w < m On définit le secteur suivant
S, ={z€C\{0}: |argzl < m — w}.
Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si S, C p(A), et

sup||A(A — AN || gx) < +o0.
€S,
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Proposition 1.1.7 Si A est un opérateur sectoriel d’angle w € [0, nt[, alors A est fermé.

Proposition 1.1.8 Soit w € [0, n[. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
1. A € Sect(w) et A injectife A~ € Sect (w).
2. AeSect(w)etc >0 = cA € Sect(w).

3. AeSect(w)ete>0= A+ el € Sect(w).

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Semi-groupes fortement continus
Définition 1.2.1 Soit {G(t)}¢ une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette famille
forme un semi-groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :
1. G(0) = Iy,
2. Vs, t e R*,G(t + 5) = G()G(s).
Lorsque la famille {G(t)}, est définie pour t € R, et que la deuxieme propriété est vérifiée pour tout

s,t de R on dira qu’on a un groupe.

Définition 1.2.2 On dit qu’un semi-groupe {G(t)},»o est fortement continu si et seulement si pour

tout x € X, l'application t — G(t)x de R* dans X est continue, c’est-a-dire pour tout x € X
lil’é’l”G(t)x —x|lx = 0.
t—0*

On dit aussi que {G(1)},59 est un Cy semi - groupe.

Définition 1.2.3 Un semi-groupe {G(t)}»o est appelé semi-groupe uniformément continu d’opéra-

teurs linéaires borné si

limlIG() = 1l zx) = 0.
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Proposition 1.2.1 Si {G(?)},50 un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes
M >1ew>0telles que

NGOl gx) < Me® , Yt >0.
1.2.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.2.4 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G(t)},s0, ['opérateur A dé-

fini par
G(h)p —
DA)=qpeX: hlil@%existe}
. G-
Ap = hli%aT , @€ D(A).

D(A) est non vide (0 € D(A)) et est bien un sous espace vectoriel de X,A est linéaire de D(A) dans

X.

Proposition 1.2.2 Soit (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’'un Cy semi-groupe {G(t)}io,
alors

1. A est linéaire fermé de domaine D(A) dense dans X.

2. lw,+oo[C p(A) et YA €|w, +oo[, pour tout n € N \ {0},

M

/l—a))n’

1A =AD"l x) <

ouM>1etw>0.
1.2.3 Semi-groupes analytiques

On définit, pour tout 0 < @ < g, le secteur X, := {z € C\ {0} : |argz] < a}.

Définition 1.2.5 Soit 0 < a < g Une famille {G(2)},es, déléments de L(X) forme un semi-groupe

analytique de type a dans X, un espace de Banach complexe, si elle vérifie les conditions suivantes :
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1. G(0) =1,
2. Vz1,20 € Xy tel que 71 + 20 € 2, G(z1 + 22) = G(21)G(20),
3. VxeX, lin(z)G(z)x = X,

7

€L

4. Dapplication z — G(z) est holomorphe sur Z,,.
Théoreme 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans X tel que

M
10, +oo[C p(A) et AM > 0 : YA > 0, [|(A — AD) || z0x) < -

Alors,il existe un secteur 5,0 < 6 < —, tel que

T
2

-1 M
S5 C p(A) et YA € I, (A = AD Y| 2oy < o

De plus, I’opérateur (—A)% est bien défini et il existe un secteur X, avec 0 < @ < g tel que
Saans2 C p((—A)?).

et (—A)% génere un semi-groupe analytique.

1.3 Les espaces d’interpolation

Définition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. On désigne par LY (R, ; X) avec p € [1; +o0],l’espace

de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout t € R, et telles que

(f ||f(f)||f( ) = 1fllr@, 0 < +o0,
0

n
avec la modification habituelle pour p = +co.

Définition 1.3.2 Soient (Xo; || . llo) et (Xi;]| . |l1) deux espaces de Banach s’injectant continument

dans un espace topologique séparé X.
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Pour p € [1;+00] et 6 €]0; 1[,0n dit que x € (Xo; X1)s,, si et seulement si

)Vt >0,dxy(t) € Xo, Ix (1) € X tel que x = xo(t) + x1(2),
i) t%x0 € LY(Ry; Xo), ' 7%x; € LY(Ry; X)).

Proposition 1.3.1 (Xo N Xy || . llx,nx,) »(Xo + Xi5 | - llxe+x,) €t (Xo, X1)op; |l - llo,p) sont des espaces

de Banach pour les normes respectives

Il x lxonx, =l x lx, + 1l x llx, si x€XoNXy,

| X llxpsex,= _inf (1 xo llx, + 1l X1 llx, ) si x € Xo + X,
x;€X;,X0+XxX]1=Xx
I x llo,p= . i—g(fi—OI( I 77%%0 N2, g + 1 27050 2,y ) st x € (KXo, X1a,p
Vl/.>0,t':x0 (;)’4—:1 (’/)

de plus

XoNX; C(Xo,X1)ep C Xo + X1,

avec injections continues .

Notons que (Xo, X1)g,p = (X1, X0)1-0,p-
1.3.1 Quelques espaces d’interpolation particuliers

Définition 1.3.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X, muni de sa norme du
graphe :

Vx € D(A), [Ixllpay = llxllx + llAx]lx.

En suivant les notations de Da Prato.Grisvard [5)], pour p € [1,+00] et 0 < 6 < 1, on pose alors

D0, p) = (D(A), X)1-4,p-

Quand I’opérateur A vérifie certaines hypothses supplémentaires, il est alors possible de donner

des caractérisations explicites de Ds(0, p) comme suit :
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Proposition 1.3.2 Soient p € [1,+00],0 < 8 < 1 et A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine

D(A) .

1. Supposons que p(A) D R et qu’il existe une constante C > 0 telle que

B C
V>0, (A= tD) Yl < 7

alors
Du(6,p) ={xe X : PAA —tD)'x € LP(R,; X)),

(voir G.Da Prato et P.Grisvard [3)]).

2. Si A génere un semi-groupe fortement continu et borné dans X
D0, p) ={x e X : (" - Dx € L’(R,; X)},

(voir Lions [l11]).

3. Si maintenant A génére un semi-groupe analytique borné dans X, alors
D40, p) = {x € X : ' Aex € LP(R,; X)).
Notons que, d’aprés G.Da Prato et P.Grisvard (voir [3|] ,page 383), on a
Dan(6, p) = Da(mb, p),
avecmeN*, pe[l,+o0]et0 <0< 1.

Remarque 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X. Quand I’opérateur
A vérifie certaines hypotheses supplémentaires, il est alors possible de donner, pour m > 1, des

caractérisations explicites de (D(A™), X)1mp.p- On a

(D(A™), X)1/mp.p = Dan(1 = 1/mp, p),
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(voir .P. Grisvard [3l]) et grdce a la propriété de réitération (voir Lions -Peetre [10]), il s’ensuit
pourm > 1
Dyn(1 = 1/mp, p) =Da(m —1/p, p)
=Dy(m -1+ 1-1/p),p)
={p € DA™") : A" g € (D(A). X))}

:(D(A)?X)(m—l)+l/p,p-
En particulier, on pose alors m = 2, en suivant les notations de P. Grisvard [5]
(D(A%), X)112p,p =Da2(1 = 1/2p, p) (1.3.1)
=(D(A), X)141/p,p)
={p € D(A) : Ap € (D(A), X)1/p,,} € D(A).
1.3.2 Propriété fondamentale d’interpolation

On se donne deux triplet d’espace d’interpolation (Xj, X;, X) et (Yy, Y1, Y) et un opérateur linéaire

T de X dans Y. Alors on a le théoreme suivant :

Théoréme 1.3.1 On suppose que les restrictions de T aux espaces X; a valeurs dans Y; sont li-
néaires continues. Alors, pour tout 0 < § < 1 et p € [1,+0o0], 'opérateur T est linéaire continu de
(Xo, X1)g,p dans (Yo, Y1)g,p et

1-0 0
WT'1] 2o X000, Vo x0a < CHT N zexy v 1T Wpx, vy

1.4 Lesespacess UMD

Définition 1.4.1 Pour € €]0, 1] et p €]1, +o[, on définit I’opérateur

H, € LIL"(R; X)),
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par

V€ LR X), (Hof)(x) = ~ f FA=9 40 op xeR

1 S
<Is|<y

Définition 1.4.2 X est appelé espace UMD, s’il existe p €]1, +oo[ tel que
Vfe LILP(R; X)), lirgj{gf, existe dans L(LP(R; X)). (1.4.1)

dans ce cas, I’application

H: LPRX) — L(R; X)
f — Hf= lir(r)1+7-(gf

est un élément de L(L"(R; X)) appelé la transformée de Hilbert sur LP(R; X). Notons que si X est
un espace UMD alors (I.4.1)) est vraie pour tout p €]1, +oo].
Définition 1.4.3 On dit que X est g-convexe s’il existe une fonction ¢ : X X X — R vérifiant :

1. ¢(0,0) >0,

2. ¥Yx,ye X, ¢ (x,) et ¢(y,-) sont convexes sur X,

3. Vx,ye X, ¢(xy) <llx+yll avec |lx]| = |yl = 1.

Théoreme 1.4.1 Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. X est un espace UMD.

2. X est un espace g-convexe.

Un espace de Banach X est un espace UMD si est seulement si pour tout p (1 < p < +00), la
transformation de Hilbert est continue de L”(R; X) dans lui méme.
Il est possible de donner de nombreux exemples d’espaces de Banach classiques qui ont la propriété

UMD :

1. Tout espace de Hilbert est UMD.
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2. Tout espace isomorphe a un espace UMD est UMD.
3. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est UMD.

4. Si les espaces X et Y sont UMD alors les espace interpolés (cas réel (X;Y)g, ou complexe

[X; Y1s,,) sont des espaces de type UMD avec 1 < p < 1.

5. Tous les espaces construits sur L”(R; X), (1 < p < +00), telque X est un espace de type UMD

sont de type UMD.

1.5 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles

Les espaces de Sobolev a valeurs vectorielles sont construits a partir des espaces L” avec p €

[1, +oo[, dont on donne ici la définition.

Définition 1.5.1 Soit f : I — X. Pour 1 < p < +0o0, on définit
LP(I;X) = {f est Bochner-mesurable telle que fll 1P du < +oo},
I

que lon munit de la norme

1/p
||f||Lp(1;X)=( fl 71 dﬂ) |

Définition 1.5.2 Soient p € [1, +oo[ et A un opérateur linéaire sur X de domaine D(A). On définit
L’(I,D(A)) :={p e LP(I,X) : ¢(x) € D(A) p.p. xeletAp(x)e L’(I,X) p.p. x€l}.

Définition 1.5.3 Soient n € N et p € [1, +oo]. On définit I’eespace de Sobolev W™? de la facon

suivante :

WP(I; X) := {u € L(I; X), [u]” € LP(I; X), pour tout j € N tel que j < n}.
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Notons que pour j = 0,1, ...k, [u]Y est la dérivée jeme au sens des distributions de u et [u]" €
LP(I; X) signifie que

Ag; € L (I; X) tel que [u]” = [g;].

Théoreéme 1.5.1 Pour tout n € N et tout p € [1,+0], ’espace de Sobolev WP (I, X) est un espace

de Banach.

Théoreme 1.5.2 Pour tout n € N \ {0} et tout p € [1,+o0], I’espace de Sobolev WP (I; X) s’injecte

contintiment dans C"'(I; X).

Remarque 1.5.1 W"?(I; X) s’injecte continfiment dans C""'(I; X), signifie que toute fonction de
WnP(I; X) est (presque partout) égale a une fonction de C""'(I; X) et qu’il existe C > 0 tel que,

pour tout u € W*P(I; X), on a

Il u Nlen1 0 <l w llwnrsxy -

Cela signifie que Uidentité I : WP(I; X) — C"'(I; X) est continue. On note alors
W"P(I; X) — C"\(I; X).

1.6 Puissances fractionnaires d’opérateurs

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs, en particulier la racine carrée
d’un opérateur.
Soit A un opérateur linéaire fermé dans X, tel que p(A) contient ]0, +oo[. S’il existe C > O tel que

pour tout A > 0,

A = D) | gy < C < +00,
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alors, on définit pour 0 < Re @ < 1 et x € D(A) , I’opérateur J* par

sinma

+00
J%x = f 27 YA - AD N (-A)xdA,
0

s

etpourO<Rea/<ZetxeD(Az)par

@ _; e a—1 _ -1 _ A _ _ . E
Jx‘ra—a)r(a)fo 1 ((A D 1+/l2)( A)xd/l+(A)xs1n(2),

avec

+00
['(a) = f e 't dr.
0

(voir Balakrishnan [1]] ).

Lemme 1.6.1 Les opérateurs J* admettent des extensions fermées et (—A)® est la plus petite exten-

sion fermée de J®. (voir [I)],p.423).

Lemme 1.6.2 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X tel que

(1.6.1)

AC >0 R, c p(A) et pour A >0,
|4 -an”

1||L(X) < 1+

alors pour 0 < a < —(—A)" dé fini précédemment génare un semi-groupe analytique S, (t)

1
2’

défini par
+00 1
Sa(t):f (A—/U)_lg(/l,t;a/)d/lsi0<ag5,
0

1
o g (A, t;) = — sin (tA° sin ra) exp (—tA® cos na) est analytique pour tout t > 0. (voir [1l],p.423).
n

1 e
Remarque 1.6.1 Pour o = § on obtient S, (t) = = [ (A = AI)™" sint VAdA.
T
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1.7 Calcul fonctionnel

Soit (X, |.||) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C , on désigne par H(U) I’en-

semble des fonctions holomorphes sur U.

Définition 1.7.1 (formule intégrale de Cauchy) Soient U un ouvert de C, K un compact de U de

bord vy orienté positivement. Soient f € H(U), et zo € K. On a

1
fen =5 [ L2

- dz.
2ir J, (2 — 20

Définition 1.7.2 (Intégrale de Dunford). Soient A € L(X), U un ouvert de C, K un compact de U
contenant 0(A) , y le bord de K orienté positivement (y est donc finie et entoure le spectre de A) et
feHW). Alors

1 = 5 [ - ay'az
ur ¥

L’opérateur f(A) € L(X) et ne dépend pas duchoix de .

Définition 1.7.3 Soient A un opérateur linéaire fermé et H(A) est I’espace des fonctions a variable

complexe qui sont holomorphes dans un ensemble fermé contenant le spectre de A . Alors

FA) = — f FQ)A = A1) da,
2ir y

ou 'y est une courbe sectorielle de Jordan entourant le spectre de ’opérateur A et f € H(A).
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Chapitre 2

Position du probleme et hypotheses

2.1 Position du probleme

On considere 1équation différentielle opérationnelle du quatrieme ordre

NSLCE: (24 - E1)u” (x) + (A2 = FA))u_ (x) = £,
PN o+ (24 - £1) ] (x) + (A% = 2A))u, (0 = f,

avec les condition aux limites

(@) = g7, us (b) = ¢
(CB){ W (a) = ¢y, i, (b) = ¢},

et les condition de transmition

u_(y) =u, (y)
(CTD{ ul (y) =u, (y),

et

(CT?2) { ko] (y) + ki Aouy () = ku” (y) + k_Aou_(y)

2.2 Hypotheses

katd? () + kAot (v) = Lt () = k-u® (7) + k-Aqu () = L (7).

On considéré k., k_, 1,1, € R*, A un opérateur linéaire fermé dans X et suppose

[ I
r+:—+ et r_ =

k. k-
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On considere les hypotheses suivantes :

X estunespace UMD, 2.2.1)
0 € p(A), (2.2.2)
— A € BIP(X,0,) pour 64 € (0,m), (2.2.3)

Certains de nos résultats nécessiteront une hypothese supplémentaire

(A) C (=00,0) et Y6 € (0,7), supl|AA — A)|| z0x) < +o0. (2.2.4)

AeSy

On remarque (2.2.4)) signifie que —A est un opérateur sur ’angle § € (0, 7). On obtient quelques

remarques :

Remarque 2.2.1 1. Ay vérifie tout les hypothéses précédents pour X = LP(w) et p € (1; +00).

2. Lhypothese (2.2.4) nest pertinente que si r < 0, puisque pour r > 0, (2.2.2) et (2.2.3) im-

pliquent (2.2.4).

3. Pour résoudre chaque équation de (EQ) dans le cas scalaire , il faut introduire la racine

+V=A + 1., + V=A de I’ équation caractéristique
P+ QRA-re)* + (AP -r+A) =0,
on consider les opérateurs
Lo:+—-A+rd, L.:=—V-A+rtl et M:=-V-A.

Grace ([2.2.3) et (2.2.4), on a —A,—A + r_I et —A + r,I sont des opérateur sectoriels, ainsi

lexistence de L,,L_ et M est assurée (voir M. Haase [6|],p.25).
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4. On applique le proposition 3.1.9,p 65 dans [6l], on a D(L_) = D(L,) = D(M). Ces pour
nnmeNetm<n

D(L") = D(M") = D(L"M"™) = D(M"L"™)

5. Grace (2.2.3),—A + r_I € BIP(X,0,) et —A + r.I € BIP(X,0,) [I4] Théoréme 3, p.437. de
plus, d’ailleurs de [14], Théoreme 2, p.441, ona —(L_ + M),—(L, + M) € BIP(X,0,/2 + ¢),
pour € € (0,m/2 — 64/2).Donc de [14], Théoré me 2, p.437, L_ + M et L, + M génere semi

groupes analytique borné (e*L-M) .4 et (e*E+M) .

6. Depuis(2.2.2)et , on conclu 0 € p(M) N p(L_) N p(L,). Donc les hypothése (2.2.1) ~
(2.2.3) on applique le théoréme Dore-Venn, [4)], on obtient O € p(L, + M) et 0 € p(L_ + M).

7. Il découle de

(L2 = M = r.y

2
e DU {(L% - M =y,

et

(Ly = M)y = ri(Ly — M)_llp

Yy € D(M), {(L% ~ MYy =r(L> - M)y

2.3 Representation de la solution

On considere 1équation différentielle opérationnelle du quatrieme ordre

u*(x) + 2(A — kDu' (x) + (A% = kA)u(x) = f(x),x € la, b[, (2.3.1)

avec les conditions aux limites

{u(a) = ¢1,u(b) = ¢y (2.3.2)

u'(a) = @3, u’ (b) = ¢4
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Théoréme 2.3.1 Soit f € L”(a,b; X) avec a,b € R, et p € (1, 0). On suppose que ~[2.2.3)

sont vérifiées. Alors, il existe une unique solution classique u (2.3.1)-(2.3.2) si et seulement si

D1, P2 € (D(A)9 X)l-%—ﬁ,p et Y3, P4 € (D(A)a X)zip,p

Cette solution classique unique est noté par Fo s © := (1, @2, @3, ¢4) et est explicitement décrite

par

Fos(x) = e Mzp, + M7,

1 b 1 b
—Ee()‘_")MZM_1 f e(s_“)MvO(s)ds—Ee(b_x)MZM_1 f eP=IMy0(s)d's

1

X 1 b
+§M_1f e(x_‘Y)Tvo(s)ds+§M_1f eIy (5)ds

_e(b—x)Me(b—a)T _ e(x—a)Me(b—a)M

®1 ©2

1 b
+ Ee("_”)M Ze b= OM pr-1 f =M vo(s)ds
a

1 b
+5e(b_’C)MZe(b_“)MM_1 f My (s)ds,  x € [a,b],
a
ou

vo(x) = 1MW (s + Apy) + P W, + Aps

1 b 1 g
_Ee(x—a)LWL—l f e(s—a)Lf(S)ds _ Ee(b—x)LVVL—l f e(b—s)Lf(S)ds

a a

1 x 1 b
+§L_1f eI f(5)ds + EL_lf UL f(s5)ds
oL e(b—a)L(‘p3 +A @) — L e(b_“)L(ga 4+ A(,Dz)

b
+% LYy pb-aL -1 f oL f(s)ds

a

1 b
+5e(b_")LWe(h_“)LL_1 f e~k f(s)ds, x¢€la,b],

a

avec W := (I — 200y~ o1 7 .= (] — 2b-ON)-1,



2.3 Representation de la solution

L’existence de Z et W est prouvée en vertu de
36> 0,3IM > 13| " || gy M7,

Preuve: Il est plus facile de traiter les deux problemes de second ordre suivants :

v (x) + (A - kDv(x) = f(x)
wa) = @3 + Ap;
v(b) = 4 + Ay

avec vo comme solution et
u (%) + Au(x) = vo(x)
u(a) = ¢
u(b) = ¢,
avec uy comme solution. Un calcul simple montre que u satisfait ([2.3.1)-(2.3.2). En fait :

vo(x) = u (%) + Au(x),
alors
V' (X) + (A = kDvo(x) = (u” (%) + Au(x))” + (A = kD) (x) + Au(x))
= u* + Au' (x) + Au” (x) + A%u(x) — ku (x) — kAu(x)
= u* + QA — kDu" (x) + (A* — kA)u(x)

= f().

Pour les conditions aux limites, on a

vo(a) = @3 + Apy

u”(a) + Au(a)

= u”(a) + Ay,

donc

u'(a) = ¢3,
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et
vo(b) = @4 + Ay
=u’ (b) + Au(b)
=u (b) + Ag,
donc
u'(b) = ¢,

donc u est une solution de (2.3.1)-(2.3.2).

Maintenant, on utilisons la méthode Krein a pour la repré sentation de v.

On considere le probleme
Vv (x) + (A = kDv(x) = f(x)
(P1) V(%) = @3 + Ay
v(X) = @4 + A,
on pouvons I’écrire
V' (x) + T?(x) = f(x)
(P) V() = 3 + Agy
V(X) = ¢4 + Apa,
avec T := — V—-A + kI posons
v(x) = T (x)
y(x) = (u(x) —m(x))/2
y(x) = (u(x) + (x))/2,

donc :
/(>—1 () ! ‘(%)
y(x)= 2u X 2m X
1 1 ’”
= 5Tv(x) - ET-lu (x)
1
= —Ty(x)+5T f
et

y(@) = ¢ = (u(a) — T™'u (a))/2.
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Alors

V) + Ty = 4771 f
(Pa) T
¥b) = = (u(b) — T~ (b)))2.

le méme technique pour z (x) donne :

, g
(Pb) z(x) + Ty(x) = 5T _Ji /
2(b)=¢ =) —T "u(x)/2

la solution de (P) est la somme de ceux de (P,) et (P,).Ona:

1 "
y(x) = ET_l f X7 f(s)ds + e("_“)Tw,

et
1 X
2(x) = ET_I f e(s_x)Tf(s)ds + e(b_")Tqb,
b

alors

V()()C) — e(x—a)Tl// + e(x—a)T¢

1 < 1 o
+ ET_I f e("_“)Tf(s)ds + ET_] f e(“x)rf(s)ds
X b

=My + TP I+

On devons trouver et utiliser les conditions (2.3.2), donc nous utilisons ’existence de I’inverse

W = (I — 2P~ ~1 yoir [12]]

v(@) =y + e g+ J, = @3+ Ap
v(b) = "y + ¢+ I, = o4 + Ay

{lﬁ + e = g3 + Apy — U,
UMY + ¢ = gy + Apy — I,
=0Ty 4 2607 — JO-0T (40 4 Ay — J)
{e“"“”lﬁ +¢ = @4+ Apy — I,
= {1 = 20 )p = gy + Agy — I — " (3 + Ay = ),
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alors
¢ =" oy + Apy — I — " (@3 + Apy = J,))
1 ,
= (I = ") gy + Apy = ST f e f(s)ds
b
1 '
— "M (3 + Ay — ET‘l f e f(s)ds));
b

et

U=+ Apr —J,— ¢
1 b
= @3+ Ap| — ET_I f T f(s)ds

—a —a - 1 - ’ —a
_e(b )T((I_eZ(b )T) 1(904+AQ02—§T 1[ e(b )Tf(s)ds)

a

—d 1 - b S—a
— "M (g3 + Apy — ET ! f "= f(s)ds)).
En remplacant dans 1’expression de vy(x) on obtient pour x € ]a; bl :

vo(x) = e T W(ps + Apr) + P Wy + Aps

1 ¢ 1 ’

_ Ee(x—a)T WT—l f e(s—a)Tf(s)dS _ Ee(b—x)T WT—] f e(b—S)Tf(s)ds
1 -1 ! (x—s)T 1 -1 ’ (s—x)T

+ ET e f(s)ds + ET e’V f(s)ds

_ =T e(b—a)T(g% + Agy) — T e(b_“)T(go s+ Ap))

b
+ e(x—a)T We(b_a)T T—l f e(b—S)Tf(s)dS

a

+

D= N =

b
e(b—x)T We(b—a)T T—l f e(S—a)Tf(S)ds’

a
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avec W := (I — 2®=9L)~1 On utilise la méme méthode de Krein pour obtenir pour x €]a; b[ :

u(x) = N Zyy + eL™IN Zyy

1 b 1 b
- Ee(x_“)N ZN™! f SNy (s)ds — Ee(b “INZ N f eP=INyo(s)ds

1
2

_ e(b—x)Ne(b—a)T _ e(x—a)Ne(b—a)N

@1 (%)

1 b
+ Ee(x_“)N Zeb=ON 1 f =N vo(8)ds
a

1 b
+ =TI ZbmaN -1 f N yo(s)ds,

2 a
avec Z := (I — e*0~9N)~1,

2.4 Résultats préliminaires

Afin de résoudre le probleme (P), on introduit deux problemes

u(_4)(x) + QA - r_Du (x) + (A2 = r_A)u_(x) = f(x),x € (a,y)

(p)qu-(a) = ¢y, u(y) =y
u_(a) = @5, u_(y) =y

uP(x) + QA = r D (x) + (A2 = rLA)u,(x) = f.(x), x € (a,7)

(p+) u+(7) = % s
u.(b) = gTu,(y) =y , u.(a) = ¢}

X 1 b
+—N_1f e(x_S)Tvo(s)ds+§N_1f U MNyo(s)ds

Remarque 2.4.1 On obtient que u est une solution classique de (P) si et seulement s’il existe

Y1,Yn € X telles que :

i) u_ est une solution classique de (P_).
ii) u, est une solution classique de (P.).

iii) u_ et u, vérifient (CT?2).
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Remarque 2.4.2 Notre but est donc de montrer qu’il existe un unique couple (Y1, ) qui vérifie (i)
,(if) et (iii).
D’aprés la remarque précédente, pour résoudre le probleme (P), il nous faut tout d’abord résoudre

les probemes (P_) et (P,). Afin de simplifier les notations, on pose
c=y—-a>0et d=b—-y>0.
On a le résultat suivante

Lemme 2.4.1 Les opérateurs U_, U,, V_, V, € L(X) définis par

U.:=1-M42cMeM, U, :=1-e* +2dMeM,
Voi=1—-*M £ 2cMe™,  V,:=1—-¢e*™M £ 2dMe™,

sont inversibles avec inverse borné.

Toutes ces exponentielles sont bien définies grace a la Proposition précédente avec b —a = ¢ ou
b—a=d.

2.4.1 Le problem P_

Proposition 2.4.1 Soit . € LP(a,y;X). On supposons que ( ~ sont vraies. Alors il

existe une unique solution classique u_ au probleme (P_) si et seulement si

¢ € (DA, X)L, et .90 € (DA), X)y,14t s (2.4.1)
de plus
u_(x) = (WM _ " IMyg 4 (x — a)e™™ M — (y — x)e"IM)q, (24.2)
+(eM _ o0mIMy g 4 ((x — )™ 4 (y — x)e" M)y

+F(x)-,
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ou
a; 1= —3UN (U + (I +cM)e™n + ce™y) + @
ag = %U:I((I'FeCM)MwI +(1—€CM)¢2)+¢£ (243)
@y 1= LVINUT = (I + eM)e™y + ce™Mys) + @5 o
@y = =3 VI = e™MMyy + (T + M) + ¢,
avec
@y = sUZN (@) + Mg + c(M| + ¢, — F_(a) - F_(y))))
B, = —2UZ (Mg| + ¢, + F_(a) + F_(y))
—%U:IECM(M()OI_ - (,05 - F,_(Cl) - F,_(’)/)) (244)
@3 = 2V ey — eM (@] + c(My; + ¢, — F_(a) + FL(¥))))
@y = =LV (Myy - 5 + FL(a) - F_())
+1VIleM(MyT + @5 — F_(a) + F_(y)),
et F_ est la solution classique unique du probleme
(2.4.5)

uP(x) + QA — r-Du’ (x) + (A2 = r_A)u_(x) = £.(x), x € (a,7)
u-(a) =u_(y)=u'(a)=u"(y) =0.

Preuve: D’apres (2.3.1)), il existe une unique solution classique u- au probl éme (P-) si et seule-
ment si (2.4.1)) est vérifi €ée. De plus ou u, L, f, b, Fo 5, k, ¢1, 2, 93, , 4 sont respectivement rempla-

céesparu_,L_, f_,y,F_,r_,¢],¥1,9,,¥,. Cela prouve que la formule de représentation de u_ est

donnée par (2.4.2), (2.4.3) et (2.4.4). O

Remarque 2.4.3 Dans la proposition précédente, en raison (2.4.1), (2.4.3) et ([2.4.4), on a

a;, a; € DIM?) et a;, a; € D(M?).

De plus,puisque de F_ est une solution classique de (2.4.5), on a pour j =0,1,2,3

FP(s) = (D(M), X)s_juyjpp, S=a ouy.
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2.4.2 Le problem P,

Proposition 2.4.2 Soit f, € L (y,b; X). On supposons que ( ~ sont vraies. Alors il

existe une unique solution classique u, au probleme (P.) si et seulement si
Q0T9 wl € (D(A)a X)]+ﬁ’p et QD;’ w2 € (D(A)a X)1+%+2ip’p7 (246)
de plus

uy(x) = (WM _IMyg 4 (x = p)e"M — (b — x)eIM)a, (2.4.7)
+(e(x_”)M — ™My, 4 ((x - y)e(x_y)L + (b - x)eb= Mg,

+F(-x)+’

ou

1
af = SULNU + T+ dM)e™yn + de™yn) +

21 ~

@; = U+ e™My + (I = e™)o) + &5 (2.4.8)
a3 = sV = T+ dM)e™ g + de™ ) + 3}

@y = =5V = ™My + I+ ™) + &,

avec

_1 , ’
= U g + e™(p] + d(Mg + 93 = FL(a) = F.())

T o
QO-Z" = §U+1(M(,0T +90; + F+(a) + F+(7))

1 ’ /7
+=U'e™(Mg! — @5 — F.(a) - F,(y))
2 (2.4.9)

B = 3V: gl Mg + dM; + g~ @) + FL0)
¢i = —%V;l(Msor — @3+ F@ = F.()

+%V+‘1edM(Mgof + 9} = F,(@)+ F,(),

et F, est la solution classique unique du probleme

2

(2.4.10)

uP () + QA = r.Du (x) + (A2 = rLA)u,(x) = f.(x), x € (y,b)
u(@)=u_-(y)=u'(a)y=u'(y) =0.
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Preuve: D’apres (2.3.1)), il existe une unique solution classique ., au probleme (P, ) si et seule-
ment si (2.4.6) est vérifiée. De plus ol u, L, f,a, Fo s, k, o1, 92, @3, ¢4 sont respectivement rempla-

cées par uy, L., fi, v, Fi, 74,07, Y1, @5, . Cela prouve que la formule de représentation de u_ est

donnée par (2.4.7), (2.4.8) et (2.4.9). O

Remarque 2.4.4 Dans la proposition précédente, en raison (2.4.6)), (2.4.8) et (2.4.9), on a

at, at € D(M?) et a3, af € D(M?).
De plus,puisque de F, est une solution classique de (2.4.10), on a pour j =0,1,2,3
FY () = (D M), X)s_js1pp> S=7y oub.

2.5 Le systeme de transmission

On considere le lien entre le probleme (P) et le systeme suivant

{ (PT+ P+ (P, =Py, =5, (2.5.1)

M(P; — Py + (Py — Py = S,

les coefficients du systeme précédent sont donnés par :

P! = ko(Ly + M)LL (U + e™)(I + e™) + VI = e™)(I - e?t+))

P} = ko(Ly + M)(UN + e™)(I = ™) + V(T = e™)(U + ) (2.5.2)
Pi = ko (Ly + YU = e™)I = &™) + VI + e™)(I + &™),

et
Py =k (L. + M)L_(UZ'(I + e™M)I + =) + VI = eM)(I - 1))

Py = k(L + M)UZ'(I + eI — e5-) + V2T = M) + e--)) (2.5.3)
Py = k(L + M)(UZ'I — eM)T — e5+) + VI + eM)(I + e1)).

Les seconds membres sont donnés par

S1 = —k(Ly + MYU'UT+ ™)@t + VT - e™)ph) (2.5.4)
—k_(L_ + MYWU~'I + e™)@; + V1T - e™)@3)

—2M7 'Ry,
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avec

Rl = —k,F[(y)+k.M’F (y)+ .F,(y) (2.5.5)

+k_F (y) = k_-M*F_(y) - _LF_(y),
et

Sy = k(Ly + MYU;'I - e™)@5 + VI + e™)@)) (2.5.6)

—k_ (L. + M)(U'(I - e™)@, + VI + e)@y).

On a le resultat suivante

Théoreme 2.5.1 Soientt f~ € LP(a,y,X) et f, € LP(y,b,X). On suppose que (2.2.1) ~ (12.2.4))

sont vérifiées. Alors le probleme (P) a une unique solution classique si et seulement si les données

01, @1, 5., Vvérifient
¢1,¢1 € (DIM), X))y, L, et ¢35 € (DM), X)1, 4,k (2.5.7)
et le systeme (2.5.1)) a une unique solution
W1, 92) € (DIM), X, 1, X (DIM), X) 1414 L (2.5.8)
Preuve: Nous supposons que (P) admet une solution classique unique #. On pose
Ui =u-(y) = uy) et Yo =u_=(y) =, (y),

on obtient que u_ (resp u,) est la solution classique de (P-) (resp (P)). Ainsi, en appliquant la Pro-

position (2.4.T)) (resp la Proposition (2.4.2)), nous obtenons (2.5.7) et aussi (2.5.8)). Il reste & prouver

que (1, ¥») satisfait (2.5.1)). Pour cela, on utilise le fait que u vérifie les conditions de transmission
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(CT?2). On a alors le systeme suivant

ke () = MPU () = Ly (7) = k- (y) = MPu_ () + Lu_(y) = 0
ke () = MPu () = k- (y) = MPu_()) = 0.

Pour rendre explicite ce systéme, nous utilisons I’expression de u... Il s’ensuit, pour x € (y, b)

u (x) = (e(x—V)M _ e(b—X)M)a,Ir + (e(x—V)L+ — oo~ 0Ls )a,;

+ (e(x—V)M — M )a'; + (e(x—V)L+ + €(b_x)L+)CL’Z

+ Fo(x),

U, (x) = M(e¥™M 4 &9MYot o [ (eWVE 4 bt
+ M(e(x—y)M _ €(x_b)M)CZ; + L+(e(x—y)L+ _ e(b—x)L+)a1—

+ F (),

u:(x) = M? ("M 4 b=Myqt 4 [2 (oW 4 oIt
+ MZ(e(x—)/)M _ e(x—b)M)a,;r + Li(e(x—y)h _ e(b—X)L+)a,I

+ F(x),

et

u(f)(x) = M ("M 4 =M )y + Li(e("_’/)L* + e(l’_")“)oz;r
+ M3(e(X—7)M _ e(X—h)M)a,; + Li(e<x_7)L+ _ e(h—x)L+)aZ

+F (x).
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Ainsi, on obtient

M2 WP (y) = M2, (y)) = Lo (L2 = MHM™2(I + ™Yo

+

+ L (L2 — MHM (I - e™)a;

+ M2F (y) = F.(y).

De plus, on a
o |(LE - MW =1y
Yy € D(M?), {(LE MW=

Nous obtenons

_ , ! .
MWD (y) - MU, (1)) k—*L+M 2 + e
+
l
+—L.M*(I - e")a}
k,
+M72F (y) - F,(y),

donc

_ ’ l l " ’
uP) - M7 () = Lo+ e™)as + k+ Li(I = ey + F, (y) = MPF (y),
+

+
il s’ensuit que
kP (y) = M2 () = Lotd, = = L,M(I + e™)a; = L. M(I - ™o + K, F ()

—k,M*F () = I,F.(y).

De plus

M7 W (y) = MPu,(y)) =(L> = MHM (I — e )ad + (L2 = MH)M ™' (I + e“)ar}

I I
= M1 -e")ad + =M + e )aj,
k. k.
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donc, nous obtenons

k(D (y) = MU (y)) = 1. — e™)a + 1.(I + e™)ar}. (2.5.9)

Comme précédemment, pour u_, nous utilisons

M_(X) :(e(x—a)M _ €(Y_X)M)Q’I + (e(x—a)L_ _ e(y—x)L_ )0[5
+ (e(x—a)M _ e(y—x)M)ag + (e(x—a)L_ _ e(y—x)L_ )QZ

+ F_(x),

et obtenons, pour x € (a,7y)

@)= (@M = My + (O - )
+ (e(x_a)M + e(y—x)M)a,; + (e(x—a)Lf + eV—xL_)a,Z

+ F_(x),

u (x) = MM 4 0y Ya; + L (et — ey q;
+ M(eXM 4 p—0M )as + L ("% + e L ))a;

+ F (%),

u (x)= MW M _ =9 ), + L2 (e 9k — 0L ),
+ MP (M g g-IM )as + L2 (e 9L 4 e L)y

+ F (%),
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et
uPx) = MP(eM — " Mya; + L3 (e 9k — " a;
+ MP(eWM 4 gr—9M )as + L3 (98- 4 e’ L)y
+ F" (x).
Alors

u®(y) = M*u (y) =L_(L* — M*)(e" + Da;
+ L_(L* — M*)(e™™ - Daj
+F. (y) - M*F_(y),

par conséquent, on a

M2 (y) = MPu_(y)) =L_(L2 = M*>)M (> + Da; + M72F” (y)
+ L_(L* - MH)M (e — Dag — F (y)
= L_éM‘z(e"L‘ + D, + M2 F " (y)
+ L_Z—_M-Z(e"L ~ Da; — F (y).

Ensuite, on obtient

k_(u®(y) = MPu_(y)) = Lu_(y) =I_L_(¢* + Da;, + [_L_(¢* — Da;
+ 1L M(e™ + Daj - LLL_(e"* + Da;
+ 1L M(e™ - a3 — LL_(e"* — Da;
+kF () =k-M’F_(y) - I_LF (y)
= —1_M(e™ + Da; - _M(e™ - Da;

+k_F"(y) — k-M*F (y) - L_F (y).
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De plus, on a

MU (y) = MPu_(y)) =(L* - MHM (e - Da;
+ (L2 - MHM (I + e )ay
l

_ I_
= k—M_l(eCL* - Da; + k—M_l(eCL* + Dy,

alors en déduisons 1’égalité suivante :

k' (y) = MPu_(y)) = (e = Da; + (e + Day.

De plus le systeéme (7C2) devient

~LMI + e™yat LM - e™)at = —1-M(I +eM)a;
+I_M(I — eM)a;
+R,

LU -eyad LI +et)ar = —I_(I - e")ar;
+1_(I + e )aj.

{—lJr((a/Ir +a3) - e”’M(cx;r +a))) =1((a5 +a)) - eCM(cxl‘ +a3)) + MR,

L ((a; +ay) + ed“(oz:tr -ay)) =((a —a;) + eCL*(ozg + a;)).
Ona
1
@} + o] = (Lo + MU (Lo + e = (= ™Y + 617
+

1 N -
oL+ MYV LI = ™)y = (I + ™ ) + 357),
)

1 _ -
@3 =] == 5—(Ly + MU (Lo(T + &M = (T = ey + 617)
+

1 a -
+ 5L+ MYV L (I = e™ )y — (T + ™ ) + @37,
)

- - 1 - c c ~
a +tay =- 5(1‘— + MU (L_(I + ey + (I — ey + 1)

b (L MOV L= 0+ 1+ i+ 63°),
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et

_ 1 - c c -
@; — @ :;(L— + MYUZH (LI + e )y + (T = e ) + 61 7)
1
5L+ MVNL-(I = ey + T+ e + 35™).
r-
Afin de résoudre le systeme (2.5)), on doit calculer le déterminant de la matrice associée a ce sys-

teme. Pour cela, il faut séparer les coeflicients de la matrice des termes sources. On regroupe alors

tous les termes sources dans deux opérateurs S1 et S2, définis par (2.5.4) et (2.5.6), que lon isole

du reste du systéme. Ainsi, on en déduit que le systeme (2.5).

En utilisant (2.5.2) et (2.5.3)), la premiere ligne du systeme (2.5.1)) s’écrit

(P + P+ (py = P2 = S, (2.5.10)
ou S est donné par (2.5.4). De la méme maniere, nous avons

1
ay +ap =- ;(u + MU MU + e™)py — (I - ™, + 6,1
+

1
-5 L+ MYV (M = e™yyy — (I + ™)y + §,7)
ry
1 _ -
@) =@ = —(Le + MU (MU + ™y = (I = ¢y + 57)
+

L+ MOV (MU = ™ — 0+ ™+ 65

a, +a; :%(L_ + MYU MU + ey + T = e + @57)

- %(L + MV MUT = ey + T+ e + @47)

- - 1 -1 cM cM ~ —
@y =y == (L + MU (MU + e + (T = e + 627)

(L + MOV MU = e + (0 + e+ G0)
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Donc, en utilisant (2.5.2)) et (2.5.3) la deuxiéme ligne du systeme (2.5.1) écrire

(py = P + (3 + Pl = S, (2.5.11)

ol S, est donné par (2.5.6). Ensuite, en raison de (2.5.10) et (2.5.11)), (1, ¢) est la solution clas-

sique du systeme ([2.5.1). O
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Chapitre 3

Régularité de la solution

Pour étudier la régularité de la solution nous avons besoin de quelques lemmes techniques, voir

Dore-Venni [4]]

Lemme 3.0.1 Soit f € L(a,b;X) : 1 < p < oo, sous (2.2.1)), (2.2.2) et (2.2.3), nous avons :

Lemme3.02 1 x> F(x,f) =T [ "7 f(s)ds € L(0,1;X)
2. x Hx, f) = T [ 5797 f(s)ds € L7(0, 15 X)

3 x> Fu ) =T [ &7 f(s)ds € L/(0, 1; X).

Preuve:

1. X étant UMD et T un opérateur linéaire fermé dans X vérifiant les hypotheses de Dore-Venni,

alors :
b(x) = f eI £(s)ds,
0
est la solution stricte et unique au probleme de Cauchys :

b (x) + Th(x) = f(x)
b(0) = 0,
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puis, en appliquant le théoréme de Dore-Venni a ce probleme on obtient :
b e W'(0,1; X) N L*(0, 1; D(B)),

ainsi :

F(.,f)eLP0,1;X).

2. Sit=1- s, on obtient :

1
Hx, f)=T f ST £(5)ds

1

— Tf e(s—1+1—x)Tf(s)ds
xl

— Tf e((l—X)—(l—S))Tf(s)ds
xl

=T f 0T £(1 — fds

=F(1-x, f(1-.),

ainsi

H(, f)=x— F( -x, f(1-.) € L’(0, 1;X).

3. On écrivons :¥x € (a; b) :

1
Gx, f) = Tf eI f(s)
0
X 1
— Tf e()c+s)Tf(s) + Tf e(x+S)Tf(s)
0 X

1 1
=T f e(x+s)TeZSTf(S) + erTT f e(x+S)Tf(s)
0 0

= F(x,e*' f(s5)) + e H(x, f);

ainsi :

G(., f)=x — F(x,e* f(s)) + e"H(x, f) € L(0, 1; X).
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Lemme 3.0.3 Soit p €]1; o[, supposons (2.2.2), (2.2.3) alors :
1. Ae" ¢ € LP(a, b; X) si et seulement si ¢ € (D(A);X)%;p.

2. Te € LP(a,b; X) si et seulement si ¢ € (DA X) 1,1y,
Ll

Preuve:

1. Rappelons que si m € Net C générent un demi-groupe analytique alors :
¢ € (D(C"), X)L,
mp

si et seulement si

C"e“p e L7(0, 1; X),

en fait

! ! 1 dx
f | C"e* ¢ |I” dx:f K"ml || Ce g |IP —
0 0 X

+eo 1 dx

S || xm.(l—(l—w))cmexC¢ ||[) _

0 X

<K | ¢ lloemx, .
mp P
(voir H. Triebel [13]]). Donc AeCp € LP(0, 1; X) si et seulement si :
2 —
¢ € (DO, X)L, = (D(A), X)L,
2. De méme maniere Telp € LP(0, 1; X) si et seulement si

0 € (D(T). X,
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On concluons en utilisant la propriété de réitération due a Lions-Peetre [10] :

(D(T), X)1 , = (X, D(T))_1,
= (X.DT)y 4,

= (D(A)’X)%+%pap'

O
Lemme 3.0.4 Soit f € L’(a,b;X),1 < p < oo supposons (2.2.1), (2.2.2)) et (2.2.3), on a :
b
fa &7 f(s)ds € (DT X1, = (DT X) 1,1,
Preuve: A partir des lemmes précédents implique que nous obtenons
b
Tel f e f(s)ds € LF(a, b; X),
ensuite, on aurons :
b
fa el f(s)ds € (DA X) 1 1.,
O

Lemme 3.0.5 Ona:

(D(T); Xy, = (DA X) 110

Preuve: Ona

D(T) € K1(D(A); X)etX € Ky(D(A); X),

(voir Lions-Peetre [10]) puis pour :

11 1
9:§+EE]ao,al[:]i,l[;(commel<p<<><>);



on a

(DAY, X) 1,1, = (DT); X) oty

1
=2

= (DT X) 1,
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